FACHBEREICH MATHEMATIK WS 2012/13
PROF. J. LATSCHEV 7. FEBRUAR 2013

Ho6here Analysis

Modulabschlusspriifung

e Sie benoétigen nur Schreibgerite. Die Verwendung jeglicher anderer Hilfs-
mittel (wie z. B. Taschenrechner, Handys, Smartphones, Notebooks, Tablets,
Vorlesungsmitschriften, Notizen, Biicher u.s.w.) ist nicht gestattet.

Bitte schalten Sie Mobiltelefone ab, verstauen Sie sdmtliche persénlichen
Gegenstinde und Hilfsmittel (aufler Verpflegung) in Ihren Taschen und legen
Sie diese verschlossen auf den Sitzplatz neben Thnen oder unter den Tisch.

e Bitte lesen Sie alle Aufgaben sorgfiltig durch. Die Aufgaben sind auf
dem jeweiligen Blatt zu bearbeiten. Sollte der Platz nicht ausreichen, so nutzen
Sie bitte die Riickseite, danach die leeren Seiten am Ende.

e Im ersten Teil der Priifung miissen keine Begriindungen gegeben werden.
Im zweiten Teil diirfen, wenn nicht direkt danach gefragt ist, alle aus der
Vorlesung oder den Ubungsaufgaben bekannten Aussagen benutzt werden.
Diese miissen dann aber explizit formuliert (und ihre Anwendbarkeit
begriindet) werden.

e Die Bearbeitungszeit betrdgt 120 Minuten.

e Es sind maximal 43 Punkte moglich.
Fiir die Note 1,0 miissen mindestens 36 Punkte erreicht werden.
Fiir die Note 4,0 miissen mindestens 18 Punkte erreicht werden.

e Bei Unklarheiten, Fragen und Problemen wenden Sie sich bitte an die Aufsicht.
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1. (8 Punkte) Wahlen Sie einen der beiden folgenden Sétze aus und geben Sie
seine Aussage vollsténdig wieder:

(i) Satz von Stokes (fiir Untermannigfaltigkeiten des R")
Antwort:
Sei M* CR" eine kompakte orientierte Untermannigfaltigkeit. Fiir w €

QFY(M) gilt dann
/dw:/ w.
M oM

(ii) Satz von Lebesgue iiber die monotone Konvergenz

Antwort:
Sei (X, A,m) ein Mafiraum, f, : X — [0,00] eine Folge von messbaren
Funktionen mit

)i falfy<-on.
Dann gilt

lim [ fodm= [ lim f,dm.



2. (6 Punkte) Entscheiden Sie fiir jede der angegebenen Aussagen, ob sie wahr
oder falsch ist. Falsche Antworten geben Punktabzug, die Mindestpunktzahl
fiir diese Aufgabe ist aber 0.

wahr | falsch

Jede geschlossene 5-Form auf R7 ist exakt. X!
Die Form « := —ydx + x dy auf R? ist exakt. X2
Ist « eine exakte und 3 eine geschlossene Differentialform auf R", X3

so ist a A B exakt.

Das Vektorfeld V (z,y, z) := 38% — 5€I% auf R? ist X4
divergenzfrei, d.h. es gilt div(V') = 0.

Jede Untermannigfaltigkeit M C R" ist eine abgeschlossene
Teilmenge des R". X

Die Vereinigung M U N zweier Untermannigfaltigkeiten M, N C R"
gleicher Dimension ist wieder eine Untermannigfaltigkeit des R"™. X6

Lemma von Poincaré

2da=2dx Ndy # 0

3Gilt o = dn, so folgt wegen dB = 0 auch a A 8 = d(n A B).
4Einfache Rechnung direkt aus der Definition.
5Gegenbeispiel: ein offener Ball mit endlichem Radius.
6Gegenbeispiel: R x {0} U {0} x R C R?.



3. (6 Punkte) Entscheiden Sie fiir jede der angegebenen Aussagen, ob sie wahr
oder falsch ist. Falsche Antworten geben Punktabzug, die Mindestpunktzahl

fiir diese Aufgabe ist aber 0.

wahr | falsch
Jede Lebesgue-Nullmenge in R™ ist beschrénkt. X!
Jede Teilmenge in [0, 1] mit Lebesgue-Maf 1 ist dicht in [0, 1]. X2
Jede monotone Funktion f : R — R ist (Lebesgue-)fast tiberall
stetig. X3
Jede einfache Funktion s : R — R ist in L'(R). X4
Jede stetige Funktion f :R"™ — R mit kompaktem Trager ist X5
in LP(R™) fiir jedes p > 1.
In jedem Mafiraum (X, .A, m) gibt es nicht messbare Teilmengen. X6

LGegenbeispiel: N C R.

2Jedes in [0,1] offene Intervall hat positives Lebesgue-MaB, kann also nicht vollstéindig im

Komplement liegen.
3Eine monotone Funktion hat héchstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen.
4Die charakteristische Funktion von R ist einfach, aber nicht integrierbar.

Ist f € C.(R), so ist auch |f|P € C.(R) fiir jedes p > 1, und stetige Funktionen mit kompaktem

Trager sind Lebesgue-integrierbar.
8Gegenbeispiel: Jedes auf A = P(X) definierte Maf}, zum Beispiel das Zihlmas.
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Im folgenden Teil der Priifung finden Sie insgesamt 4 Aufgaben,
wobei es fiir jede Aufgabe 7 Punkte gibt.

Es werden alle bearbeiteten Aufgaben gewertet, so dass maximal 28
Punkte moglich sind.

. Fiir glatte Funktionen ¢ : R — R betrachten wir jeweils die Differentialform

a)
b)

c)

Q. :=zdr —3e’zdy + c(z,y, z) dz.

Finden Sie eine geeignete Funktion ¢ : R® — R, so dass a, geschlossen ist!

Finden Sie zu Threr Wahl von ¢ aus a) eine Funktion f : R® — R mit
df = a!

Berechnen Sie zu IThrer Wahl von ¢ aus a) das Integral

[o.
(&

wobei die Kurve C' durch v : [0, 7] — R3, y(t) = (cos(t),sin(2t),t) parame-
trisiert ist.

Man berechnet

da, = dz N dx — 3eYdz N\ dy + @dx ANdz + @dy ANdz.
ox oy

Aus da, = 0 folgt damit % = 1 sowie 5= = —3e’. Dies ist z.B. fiir
c(x,y, z) ==z — 3e¥ und somit

a. = zdx + xdz — 3e¥(zdy + dz)

erfiillt.
Gesucht ist eine Funktion f : R® — R mit
0 0
a—i(z,y, z) =z, a—;;(x,y,z) = —3eYz sowie a(x,y, z) =1z — 3e’.

Durch Integration erhélt man hieraus die drei Gleichungen

f(xayv Z) =Tz + Cl(ya Z)

f(z,y,2) = =3e"z + ca(x, 2)

f(xaya Z) =1zz —3eYz + 03(:If,y)
fiir Funktionen ¢, ¢y, c3 : R? — R. Man liest ab, dass diese Gleichungen
fir c3(z,y) =0, ca(x, 2) = 2z und ¢ (y, z) = —3eYz erfiillt sind.

Da nach dem vorherigen Aufgabenteil o, exakt ist, folgt aus dem Satz von
Stokes

/C o = /C df = | F=FOm)-1(0) = F(-1.0.7)-1(1.0.0) = ~dx.



5. Wir betrachten

a)
b)

M ={(z,y,2) €ER*|2® +y* =€’} CR’.

Zeigen Sie, dass M eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist!

Bestimmen Sie ein glattes Einheitsnormalenvektorfeld entlang M!

Im folgenden diirfen Sie ohne Beweis annehmen, dass h : R x (0,27) — R3,
gegeben durch

e’ cos ¢

h(r,¢) == | €'sing |,
2r

eine Parametrisierung einer offenen Teilmenge von M ist, so dass das Kom-
plement M \ Im(h) des Bildes von h eine Nullmenge in M ist.

c)

Fiir a,b € R mit a < b sei
M,y :={(z,y,2) e M |a < z < b}.

Driicken Sie den Flécheninhalt von M, ; als Integral

[ e

aus, wobei anstelle aller ... jeweils konkrete Ausdriicke in a, b, bzw. r
stehen.

Ist der Flacheninhalt von
Mo := UgcoMap

endlich? Begriinden Sie Thre Antwort!

Definiere f : R® — R, (z,y,2) — 22 + y*> — ¢*. Dann ist M = f~!(0) und
man berechnet
2z
Df(x,y,z) = 23J = grad f(x,y,z)~

Da —e® # 0 fiir alle z € R, hat Df,,.) Rang 1 fiir alle (z,y,2) € R®.

Nach einer der dquivalenten Definitionen einer Untermannigfaltigkeit aus
der Vorlesung folgt die Behauptung.

Nach einem Resultat aus der Vorlesung steht das Vektorfeld grad f senk-
recht auf M.

1 1 2x

N : grad f = 2y
\/4952 +4y? +e* \ _ 2

- lgrad f]

ist also ein glattes Einheitsnormalenvektorfeld entlang M.
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¢) Da N := M \ Im(h) nach dem Hinweis eine Nullmenge ist, parametrisiert
zu gegebenen a,b € R mit a < b die Einschrankung h|(%7%)x(07%) das Kom-
plement der Nullmenge N N M,; in M, ;. Damit ist nach Vorlesung der
Flacheninhalt von M, ; gegeben durch

/ 1291% Z/ R -
M (5.5)%(0,2m)

27

Nach Satz 11 aus der Vorlesung ist h*uy = \/gdr A dp, wobei g = det(g;;)
und (g;;(r,¢))i; = (Dh(r, ¢))" Dh(r, ¢). Man berechnet also

e’ cosp —e"sin ¢
Dh(r,¢) = | €"sin¢g € cos ¢
2 0

und

, .o 9 e" CF)Sgb —e"sin ¢
(Dh(r, )" Dh(r, ) = <—€ef:isn¢¢ 27" 2:;;?; 0) e’ s;n o € c(;)s 0

e (cos? ¢ + sin® ¢) + 4 —e% cos ¢ sin ¢ + 2" cos @ sin ¢

B <—62T cos ¢ sin ¢ + e cos ¢ sin ¢ e (cos? ¢ + sin? ¢)
- e +4 0
- 0 627" .

Es folgt damit h*puy = /€2 (e?" 4+ 4)dr A dp = e"v/e?" + 4dr A d¢, also

b ot b
2 2

/ uM:/ e’"\/ezr—l—éldr/\d(b:%r/ e"Ver +4dr.
Ma,b %

3 0

[Sl]s]

d) Fiir r < 0 ist 2" < 1, also nach der vorherigen Teilaufgabe
0 0 .
/ MM:2W/ eT\/e2T+4dr§27r\/g/ e dr = 2mV/5(1 — e2).
Ma,o 3 3

Da lim,,_ o e? = 0, hat M., nach Satz 4 aus Kapitel 3 der Vorlesung
damit endliches Volumen.



6. Wir betrachten den Vektorraum der reellen Nullfolgen

2)

N = {X = {xn}n21 | Ty € R’Jl_{&x” = ()}'
Beweisen Sie, dass durch

[x[|co == sup |z,
neN

eine Norm auf A definiert wird, und dass (N, || .||« ) ein Banach-Raum ist!

Geben Sie eine Folge {y}r>1 von paarweise verschiedenen Elementen y; €
N an, die beziiglich der Norm || .||« gegen 0 € N konvergiert!

Durch || - ||oo wird eine Norm definiert:

%]l = 0Vx € N sowie ||0]|oo = 0 sind klar und ist ||x[/o = 0, so ist fiir
jedes n € N |z,| < sup,ey |2n| = 0, also x, = 0 fiir alle n € N bzw. x = 0.
Sind x,y € N, s0 ist [|[x + Y| = supen(|Tn] + [Un]) < suppen|2n| +
SUPpen [Yn| = [1%lloo + 11y lloo-

Ist x € N und A € R, s0 ist | AX|lec = Sup,en [Mn| = sup,en [M|za] =
A 5D 7] = Al

(N, ] - |loo) ist vollsténdig:

Sei (x*)ren eine Cauchy-Folge in M. Dann ist fiir alle ng € N die reelle Folge
(2% Yren eine Cauchy-Folge, denn sei e > 0 gegeben. Da (x*)ren Cauchy-
Folge, existiert ein N € N sodass fiir alle k, £ > N gilt: ¢ > ||x* — x|, =
Py [k — 28| > |k — ot

Da R vollstéindig ist, existiert also zu jedem n € N ein z,, € R mit 2% — =,
fir & — oo. Definiere x := {2, },>1. Es ist zu zeigen dass x eine Nullfolge
ist und x* — x fiir ¥ — oo. Sei ¢ > 0. Dann existiert ein N € N
sodass |[x" — x|/ < £ fiir alle k,£ > N. Da ausserdem x” eine Nullfolge
ist, existiert ein ng € N sodass |z]| < £ fiir alle n > no. Fiir jedes
k> N und n > ng ist dann |2F| = |2F — 2 + 20| < 2% — 20| + |27V <
sup,ey |28 — 28| + £ = ||xF — xV|o + £ < e. Damit ist fiir n > ng auch
|z,| = limy o [2%] < e. x ist also eine Nullfolge.

Es ist noch zu zeigen dass (x*)rey in N gegen x konvergiert. Sei also ¢ > 0
gegeben. Dann existiert ein N € N sodass ||x* —x‘|| < £ fiiralle k, ¢ > N.
Fiir & > N und jedes n € N ist dann |2F — 2,| = [2F — limy o 2%] =
limg_,eo [2F — 2! | < £ und damit auch ||x* —x||o = sup,ey [tE—2,| < £ <e.

L pn=1

Sei y* = {yk},>1 definiert durch g =< % = " Damnist [|y*| = 1 —
- 0 sonst

0 fir £ — 0.



7. Sei E C R Lebesgue-messbar mit {(F) < oo, und sei f, : E — R eine Folge
von messbaren Funktionen, welche punktweise gegen f : F — R konvergieren.
Beweisen Sie sorgfaltig:

a)

b)

a)

Die Funktionen g, : R — R,

_sin(fu(x)) firze B
gn(@) = {O firz ¢ E

sowie g : F — R,
o) = sin(f(z)) firxeFE
0 firx ¢ £

sind in LY(R).
Fiir die Lebesgue-Integrale gilt

lim [ g,(z)dx = /Rg(x) dzx.

n—o0 R

Definiere Funktionen f, : R — R durch fn]E = f, und fn(R \ E) =
{0}. Die f, sind messbar: Nach einem Kriterium aus der Vorlesung ist
z.7. dass f1((a,00)) messbar ist in R fiir alle @ € R. Ist a > 0, so ist
4 (a,00)) = f'((a,00)) messbar in E, da die f, messbar sind nach
Voraussetzung. Da E messbar in R ist, sind die f;((a,c0)) auch messbar
in R. Ist a < 0, so ist £, ((a,00)) = f:'((a,00)) U (R\ E) messbar
als Vereinigung messbarer Mengen, denn nach Voraussetzung ist auch £
messbar. Ausserdem konvergieren die fn punktweise gegen die Funktion
f : R — R, definiert durch f|p = f und f|R\E = 0. Es folgt hiermit
gn = sinof, und ¢ = sinof. Die Funktionen g, sind somit messbar als
Verkniipfungen messbarer Funktionen. Da |sin(y)| < 1 fiir alle y € R, folgt
|9,] < xE und da aus der Voraussetzung ¢(FE) < oo folgt, dass xg € L'(R),
sind auch die g, € L'(R). Ebenso ist |g| < xz. Aus dem Satz von Lebesgue

iiber die beschriinkte Konvergenz folgt dann dass auch g € L'(R).

Dies ist ebenfalls eine Aussage des Satzes von Lebesgue iiber die beschriank-
te Konvergenz.



