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Ubungsaufgaben 12

1. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und sei v : [a,b] — M eine Geodétische, so dass
g = 7(b) nicht entlang -y konjugiert ist zu p = y(a). Zeigen Sie, dass es dann zu jedem v € T, M
und w € T, M ein eindeutiges Jacobifeld J entlang v mit J(a) = v und J(b) = w gibt!

2. Sei (M, g) eine zusammenhingende pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M ein Punkt
und ¢ : M — M eine Isometrie von M mit ¢(p) = p.

a) Zeigen Sie: Gilt ¢, , =id : T,M — T,,M, so folgt schon ¢ = id,!

b) Was sagt das iiber die Beziehung der Dimension von M zur moglichen Dimension der
Isometriegruppe von M?

3. Sei X ein topologischer Raum und G eine Gruppe. Wir nennen eine Wirkung von G auf X
eigentlich diskontinuierlich, falls zu jedem Punkt p € X eine Umgebung U C X existiert, so
dass g-UNU = @ fiir alle g # 1 € G. Zeigen Sie:

a) Wirkt eine Gruppe G eigentlich diskontinuierlich auf einer Mannigfaltigkeit M, so existiert

eine eindeutige glatte Struktur auf M /G, so dass die natiirliche Projektion 7 : M — M /G
ein lokaler Diffeomorphismus ist.
Bemerkung: Die Abbildung m : M — M/G ist in diesem Fall sogar eine Uberlagerunyg.
Allgemeiner gilt: Wirkt eine kompakte Liegruppe G frei auf einer Mannigfaltigkeit M, so
existiert eine eindeutige glatte Struktur auf M /G, so dass m: M — M/G eine Submersion
15t.

b) Ist die Wirkung isometrisch beziiglich einer Metrik g auf M, so erbt der Quotient M/G
eine eindeutige Metrik g so dass 7*g = g¢.

c) Die folgenden Gruppenwirkungen sind eigentlich diskontinuierlich und isometrisch.

(i) Z™ wirkt auf (R™, gs;) durch Translationen, d.h. z -z := = + 2.
(i) Zo = {+1} C (R, ") wirkt auf R x S* (mit der Produktmetrik) durch €- (¢, 2) := (et, €z).
(i) Zn = (" | n = e

.,k =0,...,n—1} c S' wirkt auf S C R* = C? mit der
induzierten runden Metrik durch

77k (21, 22) = (Ukzl,ﬁkzz)-

Der letzte Quotientenraum ist ein Beispiel fiir einen sogenannten Linsenraum.

Bitte wenden!



4. Seien (Mj,g1) und (Ms, gs) pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeiten, und sei M = M; x M,
das Produkt mit der Produktmetrik g. Wir bezeichnen mit =; : M — M, die Projektionen.
Beweisen Sie:

a) Fiir jedes Vektorfeld X € I'(T'M;) gibt es einen kanonischen Lift nach M, d.h. ein Vektor-
feld X € T(TM) mit

()00 X pa)) = Xy (M2)s,(0,0) (X (p.) = 0
fiir alle (p,q) € My x M>. Analog kann man auch Vektorfelder U € T'(T'M;) liften.
b) Fiir alle X,Y € D(TM,;) und U,V € T(TMs) gilt

(X, Y]=[X,Y], [U,V]=[U,V], und[X,U]=0.

¢) Sind X,Y € D(TM;) und U,V € T(TMs) und Z = X +U und Z' = Y +V die induzierten
Vektorfelder auf M, so gilt _ _
V42 = VEY + VEV.

d) Sind v € T, My und w € T, Mo nichtverschwindende Vektoren und ist o C T{; )M die von
v und w aufgespannte Ebene, so verschwindet die Schnittkriimmung K (o).



