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1. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und seien (x1, . . . , xn) Koordinaten auf einer

o�enen Teilmenge U ⊂M , so dass die Vektorfelder ∂
∂xi

in jedem Punkt von U eine Orthonor-

malbasis des Tangentialraumes bezüglich g bilden. Zeigen Sie, dass dann die Krümmung von g
auf U verschwindet!

2. Sei I ein o�enes Intervall und c : I → R2, c(t) = (r(t), z(t)) eine glatte Kurve mit r(t) > 0 und
‖ċ(t)‖ = 1 auf ganz I. Wir betrachten c als eine Kurve in der xz-Ebene in R3 und de�nieren

die durch c bestimmte Rotations�äche als das Bild der Abbildung F : R× I → R3,

F (θ, t) := (r(t) cos θ, r(t) sin θ, z(t)).

a) Zeigen Sie, dass F eine Immersion ist!

b) Sei g := F ∗gR3 die induzierte Metrik auf R × I. Zeigen Sie, dass deren Komponenten

bezüglich der Standardkoordinaten (θ, t) folgende Form haben:

gtt(θ, t) = 1, gθθ(θ, t) = r(t)2, gθt(θ, t) = gtθ(θ, t) = 0.

c) Bestimmen Sie die Christo�el-Symbole der Metrik g auf R× I in den Koordinaten (θ, t)!

d) Zeigen Sie, dass eine Kurve γ : (a, b)→ R× I genau dann eine Geodätische bezüglich der

Metrik g ist, falls die Di�erentialgleichungen

γ̈1(s) = −2
r′(γ2(s))

r(γ2(s))
γ̇1(s)γ̇2(s) und γ̈2(s) = r(γ2(s))r

′(γ2(s))γ̇1(s)
2

gelten!

e) Folgern Sie daraus, dass für alle θ0, α, β ∈ R die Kurve γ(s) := (θ0, αs+β) eine Geodätische
in R× I ist! Auf welchem Intervall ist diese Kurve de�niert?

f) Für welche Werte t0 ist die Kurve γ : R→ R× I, γ(s) = (s, t0) eine Geodätische?

g) Zeigen Sie, dass die Schnittkrümmung der Metrik g auf R× I sich als

K(θ, t) = −r
′′(t)

r(t)

berechnen lässt!

Bitte wenden!



3. Sei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Krümmungstensor R. Die Riccikrüm-

mung Ricp : TpM × TpM → R ist de�niert als

Ricp(u, v) := trg(w 7→ R(w, u)v) =

n∑
i=1

εig(R(ei, u)v, ei),

wobei (e1, . . . , en) eine Orthonormalbasis von TpM und εi = g(ei, ei) ∈ {±1} ist. Die Skalar-

krümmung s ∈ C∞(M) ist de�niert als

s(p) := trg Ricp =

n∑
i=1

εiRicp(ei, ei).

Zeigen Sie:

a) Die Riccikrümmung ist eine symmetrische Bilinearform.

b) Für n ≥ 3, λ ∈ R und k = 2
2−nλ gilt genau dann Ric = k · g, falls

Ric− 1

2
s · g − λ · g = 0.

Bemerkung: Metriken, welche die Gleichung Ric = k · g erfüllen, nennt man in der mathema-

tischen Literatur Einsteinmetriken.


