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DIFFERENTIALGEOMETRIE

Ubungsaufgaben 11

1. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und seien (x1,...,x,) Koordinaten auf einer
offenen Teilmenge U C M, so dass die Vektorfelder 3%1: in jedem Punkt von U eine Orthonor-
malbasis des Tangentialraumes beziiglich g bilden. Zeigen Sie, dass dann die Kriimmung von ¢
auf U verschwindet!

2. Sei I ein offenes Intervall und c: I — R2, c(t) = (r(t), 2(t)) eine glatte Kurve mit r(¢) > 0 und
lé()|| = 1 auf ganz I. Wir betrachten c als eine Kurve in der z2-Ebene in R? und definieren
die durch ¢ bestimmte Rotationsfliche als das Bild der Abbildung F : R x I — R?,

d)

f)

g)

F(0,t) .= (r(t) cosO,r(t)sind, z(t)).
Zeigen Sie, dass I’ eine Immersion ist!

Sei g := F*ggs die induzierte Metrik auf R x I. Zeigen Sie, dass deren Komponenten
beziiglich der Standardkoordinaten (6, ¢) folgende Form haben:

gtt(97 t) = ]-v 909(97 t) = ’I”(t)2, th(ga t) = gt0(97 t) = 0

Bestimmen Sie die Christoffel-Symbole der Metrik g auf R x I in den Koordinaten (6, t)!

Zeigen Sie, dass eine Kurve 7 : (a,b) — R x I genau dann eine Geodétische beziiglich der
Metrik g ist, falls die Differentialgleichungen

)))W"l(s)"h(s) und  F2(s) = r(72(5))7 (12(5)) 41 (s)*

gelten!

Folgern Sie daraus, dass fiir alle 6y, «, 5 € R die Kurve v(s) := (g, as+ ) eine Geoditische
in R x I ist! Auf welchem Intervall ist diese Kurve definiert?

Fiir welche Werte tq ist die Kurve v: R — R x I, y(s) = (s,to) eine Geodétische?
Zeigen Sie, dass die Schnittkriimmung der Metrik g auf R x I sich als

r(t)

K@=~

berechnen lasst!

Bitte wenden!



3. Sei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Kriimmungstensor R. Die Riccikrim-
mung Ric, : T,M x T,M — IR ist definiert als

n

Ricy(u,v) = trg(w — R(w,u)v) = qu(R(ei,u)v, ei),

i=1

wobei (eq,...,e,) eine Orthonormalbasis von T, M und ¢; = g(e;,e;) € {£1} ist. Die Skalar-
krimmung s € C*°(M) ist definiert als

n
s(p) := try Ric, = Z €;Ricp(e;, e;).
i=1

Zeigen Sie:
a) Die Riccikriimmung ist eine symmetrische Bilinearform.
b) Firn >3, A€ R und k = %)\ gilt genau dann Ric =k - g, falls

1
Ric—§s~g—/\'g:0.

Bemerkung: Metriken, welche die Gleichung Ric = k - g erfiillen, nennt man in der mathema-
tischen Literatur Einsteinmetriken.



