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Übungsaufgaben 10

1. Diese Aufgabe beschäftigt sich mit verschiedenen Modellen des hyperbolischen Raumes Hn in
beliebigen Dimensionen. Wir schreiben R1,n für den Raum Rn+1 mit der (konstanten) pseudo-
Euklidischen Metrik

g(v, w) = −v1w1 +

n+1∑
i=2

viwi,

wobei wir später stets n ≥ 1 voraussetzen. Wir de�nieren die Untermannigfaltigkeit

Hn := {x ∈ R1,n | g(x, x) = −1, x1 > 0 } ⊂ R1,n.

a) Zeigen Sie, dass die Einschränkung von g auf Hn positiv de�nit ist!

b) Zeigen Sie, dass Hn konstante Schnittkrümmung hat, indem Sie den Beweis für Sn aus der
Vorlesung anpassen!

c) Sei s := (−1, 0, . . . , 0) und sei K := {s + y ∈ R1,n | g(y, y) = 0} der um s verschobene
Nullkegel der Metrik g. Zeigen Sie, dass die Inversion I1 : R1,n \K → R1,n \K,

I1(x) := s− 2(x− s)
g(x− s, x− s)

.

eine Involution ist, d.h. dass I1 ◦ I1 = id gilt!

d) Zeigen Sie, dass I1 die UntermannigfaltigkeitHn di�eomorph auf den o�enen BallBn(0, 1) ⊂
{0} ×Rn ⊂ R1,n abbildet, und dass die zurückgezogene Metrik auf diesem Ball die Form

h1 := I∗1g =
4

(1− ‖x‖2st)2
gst

hat, wobei gst die Riemannsche Standardmetrik auf dem Rn bezeichnet!

e) Sei nun t = (0, . . . , 0,−1) ∈ Rn und I2 : Rn \ {t} → Rn \ {t} die Inversion

I2(z) = t+
2(z − t)

gst(z − t, z − t)
.

Dies ist ebenfalls eine Involution. Zeigen Sie, dass I2 den o�enen Ball B(0, 1) ⊂ Rn di�eo-
morph auf die obere Halbebene Hn := {z ∈ Rn | zn > 0} abbildet, und dass auf Hn die
zurückgezogene Metrik I∗2h1 die Form

h2 := I∗2h1 =
1

z2n
gst

hat! Für n = 2 erhalten wir die Metrik h auf H = H2 ⊂ R2 aus Aufgabe 1 vom letzten
Übungsblatt.

f) Beweisen Sie, dass Hn vollständig ist!

Bitte wenden!



2. Sei (V, 〈 . , . 〉) ein pseudo-Euklidischer Vektorraum. Zeigen Sie, dass durch

r(u, v)w := 〈v, w〉u− 〈u,w〉v, u, v, w ∈ V,

ein algebraischer Krümmungstensor de�niert wird!

3. Ziel dieser Aufgabe ist es zu beweisen, dass die Schnittkrümmungen einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit (M, g) den KrümmungstensorR eindeutig bestimmen. Zeigen Sie dazu für x, y, z, t ∈
TpM die Gleichung

∂2

∂α∂β

(
R(x+αt, y+βz, y+βz, x+αt)−R(x+αz, y+βt, y+βt, x+αz)

)
|α,β=0 = 6R(x, y, z, t),

wobei wir R(a, b, c, d) := g(R(a, b)c, d) gesetzt haben.
Hinweis: Verwenden Sie die Symmetrien des Krümmungstensors und die Bianchi-Identität, um

die �störenden� Terme umzuschreiben!

Folgt die Aussage mit diesem Beweis auch für pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeiten?


