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0 Einfiihrung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit Modulformen; das sind komplex-
wertige Funktionen auf der oberen Halbebene, die gewisse Funktionalglei-
chungen beziiglich einer diskret operierenden Gruppe erfiillen. Aufgrund ih-
rer arithmetischen Eigenschaften schaffen sie eine Schnittstelle zwischen kom-
plexer Analysis und Zahlentheorie. Die sogenannten Hecke-Eigenformen sind
ausgezeichnete Modulformen zur Modulgruppe I' (1) = SLo(Z)/ {£1}.

Die Nullstellen der Hecke-Eigenformen zur Gruppe I' (1) sind der Gegen-
stand dieser Arbeit. Einige dieser Nullstellen lassen sich direkt aus einer
einfachen Grofle, dem Gewicht der Hecke-Eigenform ablesen und sind be-
kannt; diese Arbeit thematisiert jedoch die anderen, die nichttrivialen. Die
Anzahl der nichttrivialen Nullstellen einer Hecke-Eigenform kann mit einer
expliziten Formel aus der Theorie der Modulformen allein aus dem Gewicht
der Hecke-Eigenform berechnet werden. Zwei Arten von Hecke-Eigenformen
werden unterschieden: Eisensteinreihen und Hecke-Spitzenformen.

Im Fall der Eisensteinreihen ist bereits vieles bekannt. So besagt der Satz
von Rankin-Swinnerton-Dyer, daf§ die nichttrivialen Nullstellen der Eisen-
steinreihen einfach sind und im Schnitt des Einheitskreises mit dem Rand
des Fundamentalbereiches liegen. Darauf aufbauend zeigte W. Kohnen, daf3
die nichttrivialen Nullstellen der Eisensteinreihen transzendent sind und gibt
eine explizite Formel zur Berechnung der Nullstellen an.

Im Fall der Hecke-Spitzenformen ist weniger bekannt. Z. Rudnick hat gezeigt,
daf} unter der Annahme der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung die
Nullstellen einer Hecke-Spitzenform zum Gewicht k fiir & — oo beziiglich
des hyperbolischen Mafles im Fundamentalbereich gleichverteilt sind. Dies
macht ein Ergebnis analog zum Satz von Rankin-Swinnerton-Dyer natiirlich
unmoglich. Ob die nichttrivialen Nullstellen der Hecke-Spitzenformen tran-
szendent sind oder nicht ist im allgemeinen noch unklar. Die Ahnlichkeit zwi-
schen der Verteilung der nichttrivialen Nullstellen der Hecke-Spitzenformen
und der Verteilung der CM-Punkte motiviert jedoch die naive Frage, ob es da
einen Zusammenhang geben kénnte oder ob diese beiden Mengen gar gleich
sind.

Eine leichte Uberlegung zeigt, daf die j-Werte der Nullstellen von
Hecke-Eigenformen algebraisch sind, woraus mithilfe eines Satzes von
M. Waldschmidt folgt, dal die Nullstellen dann entweder imagindrquadra-
tisch oder transzendent sind.

Jedem Punkt der oberen Halbebene ist eine elliptische Kurve zugeordnet.
Ein Punkt ist genau dann imagindrquadratisch, wenn die ihm zugeordnete
elliptische Kurve komplexe Multiplikation hat. So ist das Problem, die Al-
gebraizitat der Nullstelle zu testen, umformulierbar zu der Fragestellung, ob
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die zugehorige Kurve komplexe Multiplikation hat. J. Achter hat einen deter-
ministischen Test entworfen, der priift, ob eine elliptische Kurve iiber einem
Zahlkorper komplexe Multiplikation hat.
In dieser Arbeit werden die nichttrivialen Nullstellen der Hecke-
Spitzenformen zum Gewicht 24, 28, 30, 32, 34 und 38 untersucht. Das
Hauptergebnis dieser Arbeit ist folgender

Satz. Die nichttrivialen Nullstellen der Hecke-Spitzenformen zur Gruppe
['(1) und zu den Gewichten 24, 28, 30, 32, 34 und 38 sind transzendent.

Neben dem Nachweis der Transzendenz werden auch die numerischen Néhe-
rungen der Nullstellen, sowie ihre exakten j-Werte gegeben.

Dieselbe Methode ist auch geeignet, die nichttrivialen Nullstellen der Hecke-
Eigenformen zur Kongruenzuntergruppe I'g (2) zu untersuchen, was in dieser
Arbeit eine nachgeordnete Rolle spielt, aber die Frage aufwirft, ob es moglich
wire, in gleicher Weise die nichttrivialen Nullstellen von Hecke-Spitzenformen
zur Kongruenzuntergruppe I'g (N) fiir hohere Level N zu untersuchen. So
gibt es z. B. ab dem Level N = 11 Hecke-Spitzenformen vom Gewicht k = 2,
deren nichttriviale Nullstellen die Verzweigungspunkte der modularen Para-
metrisierung und deswegen wichtig sind.

An dieser Stelle mochte ich jenen herzlich Dank sagen, die zum Gelingen
dieser Arbeit beigetragen haben, besonders Herrn Prof. Ulf Kiihn, der mei-
ne Arbeit engagiert betreute und dessen Tiir fiir meine Fragen stets offen
stand, sowie Herrn Prof. Rolf-Peter Holzapfel fiir seine hilfreichen Hinweise
und nicht zuletzt Herrn Dr. Jeff Achter, fiir seinen freundlichen und sach-
kundigen Rat.
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1 Elliptische Kurven

In diesem Kapitel werden wir uns mit elliptischen Kurven beschéftigen. Zu-
erst definieren wir die elliptischen Kurven mit der Weierstraischen Normal-
form. Dann erkldren wir die Gruppenstruktur auf einer elliptischen Kurve
und ihre Reduktion modulo p. Zuletzt erfolgt die Beschreibung einer ellip-
tischen Kurve durch ihr Gitter und die Einfiithrung der Weierstra3schen g-
Funktion. Wir werden uns eng an das Buch von A.Knapp [Kn| halten.

1.1 Grundlegende Definitionen

Definition 1.1. Eine Kubik E mit Koeffizienten aus dem Korper k, kurz
E/E ist in Weierstrafi-Normalform, wenn sie als Nullstellenmenge folgenden
Polynoms in x, y gegeben ist:

y:+ ayzy + asy — 22 — asx® — asx — ag wobeia; € k

Homogenisiert man dieses Polynom, so sieht man, dafl der einzige Punkt
dieser Kurve auf der unendlich fernen Gerade der Punkt O := (0: 1 : 0) ist.
Die Kurve ist in diesem Punkt nicht singulér und hat dort die unendlich ferne
Gerade als Tangente.

Seien weiter:

b2 = a% + 4&2

b4 = 2@4 + ajas
bﬁ = Cl?), + 4&6

2 2 2
bs = ajas + 4azas — ajazas + asaz — aj

Diese b; benotigen wir, um folgende wichtige Konstanten zu definieren:

Definition 1.2. Die Diskriminante A der Kurve E/k ist gegeben als:
A = —bibg — 8b3 — 27b2 + 9byb,bg

Der j-Wert der Kurve E/k ist gegeben als:

(03— 24by)°
JTTTTA

Satz 1.3. Die Kurve E/k ist singulir genau dann, wenn A (E) = 0.
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Beweis: siehe [Kn|] Thm 3.2. 0

Definition 1.4. Fine elliptische Kurve E/k ist eine nichtsingulire Kubik
iber k in Weierstrafs-Normalform.

Satz 1.5. Sei k ein Korper mit char (k) & {2,3}. Zu jedem jo € k existiert
eine elliptische Kurve dber k mit j-Wert jo.
Ist k =k, dann sind zwer elliptische Kurven mait gleichem j-Wert isomorph.

Beweis: siehe [Kn|] Thm 3.7.
Fiir jo ¢ {0,1728} definieren wir

27 o 27 o
E. =g L. JO
do VT T 08 T 4y — 1728

und bemerken j (E;,) = jo.
Im Fall jo = 0 definieren wir

Ey: y*=a2%+1
und im Fall jo = 1728 definieren wir
E1728 : y2 = 1'3 + .

und bemerken j (Ep) = 0 und j (Ej7e8) = 1728. u

Definition 1.6. Die Menge der k-rationalen Punkte von E/k vereinigt mit
{oo} bezeichnen wir mit E (k).

Da das Verhalten von E (k) im Punkt co gut bekannt ist, beschrinken wir
uns gelegentlich darauf, die k-rationalen Punkte zu betrachten.

Definition 1.7. Fine zulissige Variablentransformation A% (k) — A% (k) ist
von der Form:

v =u*x +r und y = u®y + sulx’ +t, wobei u,r,s,t € k und u # 0.

Bemerkung 1.8. Geht E' aus E durch eine zuldssige Variablentransforma-
tion hervor, so gilt: j(E) = j(E') und A(E) = u'?A(E"). Deswegen sind
zwei elliptische Kurven, die mittels einer zuldssigen Variablentransformation
ineinander tberfihrt werden kénnen, isomorph.
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1.2 Elliptische Kurven als Gruppen

Bemerkung 1.9. Das Schnittverhalten zweier nicht singuldrer algebrai-
scher Kurven F,G in einem Punkt P werden wir mit einer natirlichen Zahl
i (P, F,G), der sogenannten Schnittmultiplizitit beschreiben. Fiir diese gelten
folgende Eigenschaften:

1. i(P,F,G) =0, wenn sich F' und G in P nicht schneiden.
2. i (P, F,G) =1, wenn sich F und G in P transversal schneiden.

3. i(P,F,G) > 2, wenn sich F' und G in P schneiden und dort eine
gemeinsame Tangente besitzen.

In dhnlicher Weise kann man die Schnittmultiplizitat auch fir singuldre Kur-
ven definieren. Fir eine ausfihrlichere Einfiihrung der Schnittmultiplizitdt
siehe [Kn] Kapitel 11.3.

Nach dem Satz von Bézout ist die Summe der Schnittmultiplizititen einer
Gerade mit einer elliptischen Kurve kleiner als vier.

Lemma 1.10. Seien E/k eine elliptische Kurve und G eine Gerade. Dann
ergibt die Summe der Schnittmultiplizititen ) i (P, G, E) entweder 0,1 oder
3, aber nie 2.

Beweis: siehe [Kn| Prop 2.15. B

Bemerkung 1.11. Dabei ist es in unserem Fall nicht so wichtig zu wissen,
was Schnittzahl i (P, F,G) = 3 genau bedeutet, sondern vielmehr, dafi wir
zu zwet nicht notwendigerweise verschiedenen Punkten P, Q) der elliptischen
Kurve E/k genau einen dritten Punkt R auf E/k finden, so daf$ P,Q und R
auf einer Geraden liegen. Dieser kann mit P oder ) koinzidieren und wdre
dann ein mehrfacher Punkt. Wir schreiben R = PQ).

Satz 1.12 (Poincaré). Seien k ein Korper, E/k eine elliptische Kurve und
O der Punkt (0:1:0).

Dann ist (E (k),+) eine abelsche Gruppe mit O als Nullelement. Die Ver-
kniipfung ist fir alle (P,Q) € E (k)* gegeben durch: P+ Q = O (PQ).

Ist k C K eine Korpererweiterung, so ist die natirliche Inklusion E (k) C
E (K) ein Gruppenhomomorphismus.
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Beweis: siehe [Kn|] Thm 3.8. 0

Bemerkung 1.13. Elliptische Kurven sind der eindimensionale Spezialfall
abelscher Varietiten. Siehe dazu z. B. [BL] S.71.

Satz 1.14 (Mordell-Weil). Seien K ein Zahlkirper und E /K eine elliptische
Kurve. Dann ist die abelsche Gruppe E (K) endlich erzeugt.

Beweis: siehe [Sil] Kapitel VIII. u

Bemerkung 1.15. Wir werden die Torsionsuntergruppe von E (K) mit
E(K),,., bezeichnen. Da E(K) eine endlich erzeugte, abelsche Gruppe ist
gilt: E(K) 27" & E(K),,,,. Dabei heifit r € N der Rang von E (K). Der
Rang einer elliptischen Kurve ist eine wichtige, aber schwer zu bestimmende
Invariante.

1.3 Reduktion modulo p

Bemerkung 1.16. Seien E/K eine elliptische Kurve und K ein Zahlkorper
mit zugehorigem Ring der ganzen Zahlen Ok . Da K = Quot (Of), sind die
Koeffizienten von E von der Form a; = z— mit o und o aus Ok. Nach

(3

der zulissigen Variablentransformation E — E' mit u = [[a; " und r =
s =t =0 (mit den Bezeichnungen aus Definition 1.7) sind die Koeffizienten
der Weierstrafischen Normalform Elemente aus Og. Insbesondere ist dann
auch die Diskriminante von E' aus Ok . Da O ein Dedekindring ist, ist die
Primzerlegung des Ideals (A (E')) eindeutig.

Definition 1.17. Seien E/K eine elliptische Kurve mit ganzen Koeffizi-
enten, K ein Zahlkorper mit zugehéorigem Ring der ganzen Zahlen Ok und
p C Ok ein Primideal. Wir nennen diese Weierstrafische Normalform p-
minimal, wenn es keine zuldssige Variablentransformation E — E' gibt, so
dafy E' ganze Koeffizienten hat und die p-Potenz, die (A (E')) teilt kleiner
ist als die, die (A (E)) teilt.

Definition 1.18. Seien r € Q \ {0} und p eine Primzahl. Wir schreiben
r=p"t mit u,v € Z und (u,p) = (v,p) = 1. Dann definieren wir die p-
adische Norm als |r|, := p~". Eine Menge A C Q heifit p-reduziert, wenn fiir
alle a € A gilt |al, <1 und es eina € A gibt, so daff |al, = 1.

Bemerkung 1.19. Jeder Punkt P € P?(Q) hat einen p-reduzierten Re-
prasentanten.
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Definition 1.20. Zu einer elliptischen Kurve E tiber Q und einer Primzahl
p definieren wir die reduzierte Kurve modulo p wie folgt: Wir multiplizieren
die Koeffizienten der Weierstrafi-Normalform mit einer Konstanten, so dafs
sie eine p-reduzierte Teilmenge von 7. bilden und reduzieren sie dann modulo
p. So erhalten wir die Weierstrafl-Normalform von E,. Diese ist eindeutig
bis auf einen skalaren Faktor bestimmt. Deswegen ist ithre Nullstellenmenge
eindeutig und falls E, nicht singuldr ist, ist E, eine elliptische Kurve tiber
F,.

Definition 1.21. FEine Weierstrafische Normalform heifst p-minimal, wenn
die Potenz, in der die Primzahl p ihre Diskriminante teilt, nicht durch zuldssi-
ge Variablentransformation vermindert werden kann. Eine global minimale
Weierstrafssche Normalform ist eine Weierstrafische Normalform, die fiir je-
de Primzahl p p-minimal ist.

Satz 1.22 (Néron). Jede elliptische Kurve E/Q ist iber Q isomorph zu ei-
ner solchen, die in global minimaler Weierstrafisschen Normalform gegeben
ist. Zu zwei global minimalen Weierstrafsschen Normalformen einer ellipti-
schen Kurve E gibt es eine zuldssige Variablentransformation, die die eine
in die andere tberfihrt und u = +1 und r,s,t € Z erfillt.

Insbesondere sind die Diskriminanten gleich und A, ist als Diskriminante
der global minimalen Weierstrafisschen Normalform wohldefiniert. Zu einer
elliptischen Kurve E /K tiber einem Zahlkérper K braucht keine global mini-
male Weierstrafische Normalform zu existieren. Anstelle der minimale Wei-
erstrafische Normalform kann man jedoch in diesem Fall ein Néron Modell
der Kurve definieren, dessen Reduktion modulo Primidealen erkldrt ist.

Beweis: Fiir den Fall E/Q siehe [Kn] Theorem 10.3.

Der Fall E/K, wobei K ein beliebiger Zahlkorper ist, ist ungleich schwe-
rer. Dazu betrachtet man zu jedem Primideal p € Spec (O ) eine unter den
zuldssigen Variablentransformation aus dem lokalisierten Ring Ok minimale
Kurve. Diese “verkleben sich in geeigneter Weise” zu einem Néron Modell.
Eine prazise Beschreibung des Néron Modells erfordert die Sprache der Sche-
mata, die wir in dieser Arbeit nicht einfithren wollen. Siehe dazu z. B. [Si2]
Kapitel IV. O

Satz 1.23. E, ist genau dann singulir, wenn p | Ay (E).

Beweis: klar.
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Definition 1.24. Die Reduktion einer elliptischen Kurve E/K modulo p
heift gut, wenn E, nicht singuldr ist, und sonst schlecht.
FEine gute Reduktion einer elliptischen Kurve E/K modulo p heifst supersin-

guldr, wenn sie nur den trivialen | p |-Torsionspunkt hat, und sonst gewohn-
lich.

Definition 1.25. Zu einer elliptischen Kurve E/Q definieren wir den alge-
braischen Fiihrer Ny = [ p/», wobei

p prim

0 falls E gute Reduktion in p hat
= 1 falls E, eine Schleifensingularitit hat
249, falls E, eine Spitzensingularitit hat

wobei 6, = 0 fiir p # 2,3, 3 <6 und d3 < 3.
Fine Formel fiir 05 und 03 ist in [Si2] angegeben.

Bemerkung 1.26. Wir folgern leicht: p | Apin (E) < p | Ng

Definition 1.27. Sei E eine elliptische Kurve diber Q. Wir definieren zu
jeder Kurve E, die Zahl a, == p+ 1 — #E, (Z,), wobei #E, (Z,) die Anzahl
der Z,-Punkte von E, bezeichnet. Die L-Reihe zur elliptischen Kurve E/Q
st gegeben durch:

1 1
L(E’S):H —SH —s
p‘Al—app pml—app +pl —2s

Satz 1.28 (Hasse). Sei E/Q eine elliptische Kurve. Fir p 1 A gilt:

lp+1—#E, (F,)] < 2\/p-
Deswegen konvergiert L (E, s) fiir Re (s) > 2 und ist dort als absolut konver-
gente Dirichlet-Reihe gegeben.

Beweis: siehe [Kn] Thm 10.5. 0

Satz 1.29 (Wiles et al.). Die L-Reihe zu einer elliptischen Kurve E/Q
hat eine analytische Fortsetzung auf die ganze komplexe Ebene und erfillt
fiir ein geeignetes N € N folgende Funktionalgleichung in A(E,s) :=
Nz (2m)~'I'(s)L(E, s):

A(E,s) = sgn(A) A(E,2 — s), wobei sgn(A) € {—1,+1} gilt.

Beweis: Siehe dazu [Hu|] Thm 7.6, sowie S.314 zusammen mit Satz 9.8 in
dieser Arbeit. u
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1.4 Elliptische Funktionen

Definition 1.30. Seien wq,wy zwei R-linear unabhdanigige Elemente aus C.
Ein Gitter A in C ist die Menge der ganzzahligen Linearkombinationen von
w1, we. Wir schreiben A = {mwy + nws | m,n € Z}. Im folgenden werden wir
nur Gitter in C betrachten.

Definition 1.31. Zwei Gitter Ay, Ay heiffen homothetisch, wenn es ein a € C
gibt mit a\; = As.

Definition 1.32. Fine Funktion f: C — CU{oc} heifit doppelt periodisch,
wenn es zwei R-linear unabhingige wy,ws € C mit f (wy +2) = f (we + 2) =
f(2) fiir alle z € C gibt.

FEine meromorphe, doppelt periodische Funktion heifit elliptische Funktion.
Die Menge {rwy + swq | ;s € [0,1)} heifft Fundamentalmasche zu f.

Beispiel 1.33. Das wichtigste Beispiel fiir eine elliptische Funktion ist die
Weierstrafische o-Funktion zum Gitter A:

-5+ Y (= 5)

weA\{0}

Die Summe konvergiert fir z ¢ A und die Funktion ist doppelt periodisch.
Die p-Funktion ist gerade und hat einen doppelten Pol in den Gitterpunkten.
Eine weitere elliptische Funktion ist:

@(Z)IZQZﬁ

weA
o (2)" ist eine ungerade elliptische Funktion.

Satz 1.34. Jede gerade, elliptische Funktion ist eine rationale Funktion
in ©(z). Jede elliptische Funktion f ist von der Form f = g(p(z)) +
o (2)h(p(2)), wobei g und h rational sind.

Beweis: siehe [Kn| Thm 6.10. 0

Korollar 1.35. Da (¢ (2))* als Quadrat einer ungeraden Funktion eine gera-
de Funktion ist, kinnen wir (¢ (2))* als rationale Funktion in o (z) schreiben
und ein Vergleich der Taylorentwicklungen ergibt eine Differentialgleichung
der Form:

(9)" = 46" = 910 — g,

wobei g4, g5 € C nur vom Gitter abhdngen.
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Beweis: siehe [Kn] Thm 6.12. .

Bemerkung 1.36. Wir kénnen eine elliptische Funktion f auch als Funktion
auf dem Quotienten C/A auffassen. Dieser Quotient ist eine Riemannsche
Fliche von Geschlecht 1, also ein Torus. Die Addition der komplexen Zahlen
vererbt sich auf den Torus.

Satz 1.37. Die Abbildung C/A — E (C) C P?(C) gegeben durch:

ZH{ (p(2),9 (2),1)  firz¢ A
(07170> fd’I"Z eA

st ein biholomorpher Gruppenisomorphismus. Insbesondere ist die Kurve
E:y?=4a’ —gur — go = 4 (v — o (232)) (¢ — 0 (3)) (¢ — 9 () nicht
singuldr, da die Halbwerte der Weierstrafischen o-Funktion verschieden sind.

Beweis: siehe [Kn] Thm 6.14. und Thm 6.15. O

Bemerkung 1.38. Sei E/C eine elliptische Kurve. Ist uns nur die Wei-
erstrafische Normalform gegeben, so ist es im allgemeinen sehr schwer, das
Gitter zu der Kurve zu bestimmen, da man dazu komplizierte elliptische In-
tegrale lGsen muyfs.
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2 Der Endomorphismenring elliptischer Kur-
ven und CM

Eine elliptische Kurve hat als triviale Endomorphismen Z. In einigen Féllen
ist der Endomorphismenring jedoch grofler. Wir sagen dann die Kurve besitze
Komplexe Multiplikation. Kurven mit Komplexer Multiplikation sind aus
verschiedenen Griinden sehr interessant. Wir halten uns in diesem Kapitel
eng an [Sil].

2.1 Komplexe Multiplikation

Satz 2.1. Fir zwei elliptische Kurven Ey = C/Ay, Ey = C/Ay gilt: Die
Abbildung

{aeC : ahi C A} — {¢p:C/Ay — C/Ay mit ¢ (0) =0, ¢ holomorph}
a — ¢, = az (mod Ay)

st bigektiv.

Beweis: Die skalare Multiplikation mit « ist holomorph.

(Injektivitat) Ist ¢, = ¢g, so gilt fiir alle z € C: az = fz (mod As). Dann ist

die Abbildung z — (o — ) z konstant, da das Bild in A, liegt, also diskret

ist. Folglich gilt: a = .

(Surjektivitit) Sei nun ¢ : E; — Es holomorph mit ¢ (0) = 0. Dann kénnen

wir diese Abbildung liften, so dafl folgendes Diagramm kommutiert:

C/Ay —2 C/A,
Nun folgt fiir jedes Ay € Ay, daB f (2 + A1) = f(2) (modAy) Vz € C gilt.
Es folgt f(z+ A1) — f(2) € Ay und da A, diskret ist, daBl f(z+ A\;) — [ (2)
nicht von z abhéngt. Weiter folgt f'(z+ A1) = f'(2) Vz € C, VA, € Ay
Also ist f’ eine holomorphe, elliptische Funktion und somit konstant.
Deswegen ist f = az + « fiir geeignete a € C, v € C. Aus f (0) = 0 folgt
nun v = 0 und aus f (A;) C Ay folgt aA; C Ay und somit ¢ = ¢,. H

Definition 2.2. Fine analytische Abbildung von E,/C nach E5/C, die die
Identitat fixiert, heif$t Isogenie.
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Satz 2.3. Seien Ey = C/Ay und Ey = C/Ay zwei elliptische Kurven. Dann
ist die Abbildung:

{Isogenien ¢ : Fy — FEy} — {holom. Funkt.¢ : C/Ay — C/Ay mit ¢ (0) = 0}
bijektiv.

Beweis: (Injektivitit) Da Isogenien lokal als rationale Funktionen, die iiberall
definiert sind, gegeben sind, kénnen wir sie mit holomorphen Funktionen (auf
C/A) identifizieren. Das geschieht klar injektiv.

(Surjektivitit) Nach Satz 2.1 geniigt es, Abbildungen der Form ¢, mit « €
C*, a1 € Ay zu betrachten. Damit folgt:

E1 — E2
[@(zaAl)a@(ZaAl)>1] = [@,(QZ,AQ),K)/(OZZ,AQ),”

Da aA; € A, ist, gilt fiir jedes Ay € Aq:
o(a(z+ M), N) =p(az+ar,A) = p(az,As)

@ (a(z+ A1), M) = ¢ (az + al, Ay) = @ (az, Ay)

Somit gilt: p (az,A2), ¢ (az,A2) € C(p(z, A1), ¢ (a,A1)) und sind somit
rational abhingig von p (z, A1) und ¢’ (o, A1), was zu zeigen war. O

Korollar 2.4. Seien By = C/Ay und Ey = C/Ay zwei elliptische Kurven.
Ey und Ey sind genau dann isomorph, wenn Ay und Ay homothetisch sind,
das heifst, wenn ein o € C* existiert mit Ay = als.

Beweis: klar. O

Korollar 2.5. Die Gruppe der Endomorphismen einer elliptischen Kurve
E = C/A entsprechen den oo € C* mit aA C A.

Beweis: klar. O

Definition 2.6. FEine Ordnung O C K des imagindrquadratischen
Zahlkorpers K ist

1. ewn Unterring von K, der die 1 enthdlt und

2. ein freier Z-Modul vom Rang 2.
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Wegen 2. enthilt O eine Q-Basis von K. Deswegen ist K der Quotien-
tenkorper von O. Im Gegensatz zum Ring der ganzen Zahlen O braucht O
kein Dedekindring zu sein. Insbesondere entgeht uns hier die Primfaktorzer-
legung.

Mit H bezeichnen wir die obere Halbebene H := {z € C | Im (z) > 0} C C.

Satz 2.7. Sei w1 Z + woZ = A ein Gitter in C und E = C/A die zugehirige
elliptische Kurve. Wir konnen oBdA annehmen, daff gilt: 7 := £ € H.
Dann gilt entweder

1. End(E) =2 Z, oder

2. Q(7) ist eine imagindrquadratische Erweiterung von Q und
End (E) ist isomorph zu einer Ordnung in Q (7).

Beweis: Das Gitter A ist homothetisch zu Z + Z7. Sei weiter R :=
{a € C: aA C A}, also R = End (E).

Fiir jedes a € R gibt es dann (a, b, ¢,d) € Z* mit a = a+br und ar = c+dr.
Gleichsetzen von 7 liefert dann: o — (@ — d) o + ad — bec = 0. Deswegen ist
« eine ganze Zahl iiber Z.

Angenommen R # Z. Dann kénnen wir ein a ¢ 7Z wihlen. Daraus folgt
insbesondere b # 0 und gleichsetzen von « ergibt: br? — (a —d) 7 — ¢ = 0.
Da nun 7 ¢ R gilt, folgt dal Q (7) imagindrquadratisch ist. Des Weiteren ist
R C Q(7) ganz tiber Z und somit eine Ordnung in Q (7). O

Definition 2.8 (Komplexe Multiplikation). Fine elliptische Kurve E /K hat
Komplexe Multiplikation (kurz CM fir complex multiplication) genau dann,
wenn Endy (F) # 7Z.

Definition 2.9. Eine elliptische Kurve E/K hat potentielle CM genau dann,
wenn E/K CM hat.

Definition 2.10 (Punkt komplexer Multiplikation). FEin Punkt z € C ist
genau dann ein Punkt komplexzer Multiplikation (kurz: CM-Punkt), wenn ein
Gitter A C C existiert mit zA C A.

Bemerkung 2.11. Sei Ok ein Ring der ganzen Zahlen des imagindrqua-
dratischen Zahlkorpers K. Man stellt nun leicht fest, daf$ Ok ein Gitter in
C st und als Ring natirlich multiplikativ abgeschlossen ist. Deswegen ist
Eo, :=C/Ok eine Kurve mit CM.

Aus dieser Uberlegung und Satz 2.7 folgt:

{CM — Punkte} = | | K

[K:Q]=2
K¢ZR
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M. Waldschmidt gibt in [Wa] folgenden sehr interessanten Satz an:

Satz 2.12. Sei 7 € H algebraisch mit j (1) algebraisch, dann ist T ima-
gindrquadratisch.

Beweis: siehe [Wa] Cor 3.2.4. B

Korollar 2.13. Punkte mit algebraischem j-Wert sind CM-Punkte oder
transzendent.

O

2.2 Ein kurzer Einblick in Klassenkorpertheorie und
CM

Seien im Folgendem 7 € H imaginidrquadratisch, K = Q (1) der zugehdorige
Zahlkorper mit einer fixierten Einbettung in C und Ok der zugehérige Ring
der ganzen Zahlen.

In der Literatur wird oft von CM als der komplexen Multiplikation mit ganz
Ok gesprochen. Das reicht fiir unsere Zwecke jedoch nicht aus, weswegen wir
geeignete, analoge Begriffe fiir den Fall komplexer Multiplikation mit einer
Ordnung O C Ok einfithren werden.

Dieses Kapitel hélt sich in Inhalt und Notation eng an [Si2] und [Co|. Analog
zum Fall Ok definieren wir ein gebrochenes Ideal von O als Teilmenge von
K, die ein endlich erzeugter O-Modul und nicht Null ist.

Definition 2.14. Das gebrochene Ideal a von O heifit invertierbar genau
dann, wenn es ein gebrochenes Ideal b von O gibt mit ab = O. Das gebrochene
Ideal a von O heifit Hauptideal genau dann, wenn es ein k € K* gibt mit
a=£k-0.

Satz 2.15. Fin gebrochenes Ideal a einer Ordnung O ist genau dann inver-
tierbar, wenn gilt:

O={keK|kaCa}.

(Diese Eigenschaft von gebrochenen Idealen wird im Englischen mit dem
Wort proper ausgedriickt.)
Jedes gebrochene Hauptideal ist invertierbar.
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Beweis: siehe [Co|] Thm 7.4. 0

Bemerkung 2.16. Damit formen die invertierbaren, gebrochenen Ideale von
O die multiplikative Gruppe Z (O) mit der Untergruppe der invertierbaren,
gebrochenen Hauptideale P (O). Den Quotienten Cl (O) =71 (O) /P (O) nen-
nen wir die Idealklassengruppe von O.

Fiir & (Ok) schreiben wir gelegentlich C¢ (K). Die Kardinalitat dieser Gruppe
ist die Klassenzahl h (K).

Satz 2.17. Die Klassenzahl ist endlich.
Beweis: siehe [Kn| Thm 4.31. 0

Bemerkung 2.18. Die Kardinalitit von C/(O) bezeichnen wir mit h(O).
Sie ist ein ganzzahliges Vielfaches von h (K), also insbesondere auch endlich.
Siehe [Co] Thm 7.24.

Wir betrachten nun die Menge der elliptischen Kurven mit CM mit O modulo
C-Isomorphismen und schreiben: &/ (O) = {E{C(c_%sn]fgi(h]fs/ﬁ);m

Wir bemerken:

{E/Cmit End (E/C) = O} _ {Gitter A mit End(C/A) = O}
C — Isomorphismen N Homothetie

Bemerkung 2.19. Ein invertierbares, gebrochenes Ideala C O € K C C
ist ein Gitter in C.

End(E,) =Z2{aeClaaCa}l={aceK|aaCa} =0

Fin invertierbares, gebrochenes Ideal von O entspricht also einer elliptischen
Kurve mit CM mit O. Da wir uns aber nur fiir Homothetieklassen von Git-
tern bzw. Isomorphieklassen von elliptischen Kurven interessieren, geniigt es
Elemente der Idealklassengruppe zu betrachten.

Fiir ein A € &0(O) findet sich nach Satz 2.7 ein Reprisentant A := [1,7]
mit T € K. Also ist A C K ein O-Untermodul von K, daher ein gebrochenes
O-Ideal. Da A € &4 (O) ist A sogar ein invertierbares, gebrochenes Ideal von
K.

Deswegen haben wir die bijektive Abbildung C/ (O) — & (O) mit a — C/a.
Seien im Folgenden A ein Gitter in C mit End (C/A) = O und a und b zwei
invertierbare, gebrochene Ideale in O.

Lemma 2.20. Die Menge al ist ein Gitter in C.
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Beweis: Da a ein gebrochenes Ideal ist, konnen wir ein 0 # d € Z wéhlen, so
daBl da C O gilt. Dann folgt aA C éA. Also ist aA eine diskrete Untergruppe
von C. AuBerdem koénnen wir eine weitere Konstante d’ € Z mit d'A C aA
wéhlen. Deswegen spannt aA ganz C auf und ist folglich ein Gitter in C.

O

Lemma 2.21. Es gilt: End (C/aA) = O.
Beweis: Fiir jedes a € C und jedes invertierbare, gebrochene Ideal a gilt:
aaA CaA e alasA Calad & aA C A

und somit

End(C/ah) = {aeC|aah Car} ={aeC|aAC A} =0

Lemma 2.22. Es gilt: C/aA = C/bA genau dann, wenn @ = b.

Beweis: C/aA = C/bA genau dann, wenn aA und bA homothetisch sind, das
heift, es existiert ein ¢ € C mit aA = cbA. Deswegen gilt: ¢ lab™A = A =
a~tcbA. Daraus folgt: c7tab™ C O und a~'cb C O und weiter a~'cb = O.
Dann ist aber a = ¢b, also ¢ € K und @ = b. 0

Satz 2.23. Die Gruppe C/ (O) wirkt mittels axC/A = C/a=tA einfach tran-
sitiv auf E0(O) .

Beweis: Es gilt:

ax (E * C/A) —a+C/b 'A=C/a'p 'A=C/(ab) A= (ab)«C/A
Seien nun C/A; und C/Ay zwei Elemente aus &/ (O). Wir nehmen an, daf
Ay = [1,74] und Ay = [1,75]. Das ist keine Einschrinkung, da uns nur die
Homothetieklasse der Kurven interessiert. Wir miissen nun ein invertierbares,
gebrochenes Ideal a angeben mit ax C/A; = C/A,. Dazu bemerken wir, dafl

a, = Ay nach Bemerkung 2.19 ein invertierbares, gebrochenes Ideal in O ist.
Gleiches gilt dann natiirlich auch fiir a, = Ay. Dann gilt aber mit a = a;*a,

a * C/Al = (C/Cl_lAl = C/AQ

Dies zeigt, dafl die Wirkung transitiv ist. Dafl die Wirkung einfach transitiv
ist, folgt nun aus dem Lemma 2.22. 0

Lemma 2.24. Besitzt die elliptische Kurve E/C komplexe Multiplikation,
so st ihr j-Wert algebraisch.
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Beweis: Ein Automorphismus ¢ € Aut (C) wirkt auf die elliptische Kurve
E/C, indem er auf die Koeffizienten der Weierstraischen Normalform wirkt.
Es gilt: j (E7) = j (F)°, da der j-Wert aus den Koeffizienten der Weierstraf3-
schen Normalform gewonnen werden kann.

Weiter gilt fir o € Aut (C), da8 End (E?) = End (E).

Da es nur endlich viele Isomorphieklassen mit dieser komplexen Multipli-
kation gibt und jeder Isomorphieklasse nur ein j-Wert zugeordnet wird, ist
{j (E)? | 0 € Aut (C)} endlich und j (E)? algebraisch. 0

~ {E/Q| End(E) = O}

Lemma 2.25. Es gilt: &0 (O) Q _ Isomorphismen

Beweis: Es bezeichne &lp (O) = {E/F | End(E) = O}

F — Isomorphismen

Sei eine Einbettung von Q C C fixiert. Wir wollen nun zeigen, da8 die natiirli-
che Abbildung 3 : &g (O) — Ellc (O) bijektiv ist.

Wie gerade gezeigt ist j (E) € Q fiir E € &/ (0). Zu diesem gegebenen j-
Wert kénnen wir leicht eine elliptische Kurve £'/Q (j (F)) mit j (') = j (E)
konstruieren. Da diese Kurven C-isomorph sind, ist 5 (E’) = E und (3 ist sur-
jektiv.

Seien E; und E, zwei Reprisentanten aus &fg(O) mit 3 (E) =0 (E)
Dann gilt aber bereits j (E;) = j(Es). Damit sind E; und F, auch Q-
isomorph, représentieren also dasselbe Element in &lfg (O). Deswegen ist
( auch injektiv. O

Lemma 2.26. Seien E € &0 (0), 0 € Gal (K/K) und a@ € C{(O). Dann
gilt: (@ E)” =a x E7.

Beweis: Der Beweis ist lang, technisch und bei [Si2] Prop 2.5. zu finden. -

Satz 2.27. FEs existiert ein Gruppenhomomorphismus
F: Gal (K/K) — C(0), der durch die Bedingung E° = F (o) * E fiir alle
o € Gal (K/K) und E € &U(0) eindeutig festgelegt ist.

Beweis: Gal (K /K) wirkt kanonisch auf &¢ (O), indem die Isomorphieklasse
von E auf die von E? abgebildet wird. Da nun ¢ (O) einfach transitiv auf
&l (O) wirkt, konnen wir diese Galoiswirkung auch mit einem Element aus
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C’ (O) beschreiben.
F' ist ein Homomorphismus, da

F(oT)* E=E" =(E°) =(F(0)*E) = F(1)*(F(0) % E)
= (F (o) F (7)) * E
Es bleibt zu zeigen, dafl die Definition von F' nicht von der Wahl der Kurve
E abhingt. Dazu betrachten wir £y und Ey aus &/ (O) und schreiben EY =

ayx Ey und EJ =8y * Ey. Wegen der einfach transitiven Wirkung von ¢/ (O)
existiert auch ein b mit Fy = b *x E;. Dann gilt:

(E* El)a = Eg = 52 * E2 = 62 * (EEl) = (ﬁgEﬁ?) * E?

(6+5) = (aﬁa;j « EY = EY = (aﬁ;l) « B = @) = .
0

Satz 2.28. Sei E cine elliptische Kurve, die eine Isomorphieklasse von
&L (O) reprasentiert. Dann ist K (j (E)) eine abelsche Kdrpererweiterung
von K mit [K (j (F)) : K] = h(0).

Beweis: Sei L/K die endliche Kérpererweieterung, die durch den Kern der
Abbildung F : Gal (K/K) — C/(O) gegeben ist.

Gal (K/L) = ker (F)

={oc€Ga (K/K)|F (o) =1}

={oc€Gal (K/K)|F (o)« E=E} C(O) einfach transitiv
={oc€Ga (K/K)|E =E} Def.von F
={oce€Gu (K/K)|j(E7)=j(E)}

={oce€Ga (K/K)|j(E) =j(E)} nach Lemma 2.24
= Gal (K/K (j (E)))

Also gilt: L = K (j(F)). Auch ist K (j (F)) /K abelsch, da F' die Gruppe

Gal (K (j (E)) /K) injektiv auf ¢/ (O) abbildet.

Allerdings ist F' auch surjektiv und deshalb gilt: [K (5 (F)) : K] =| Z(O) |.
O

Satz 2.29. Sei {E,...,E,} ein vollstindiges Reprisentantensystem von
& (0). Dann ist J = {j(E1),....j (E,)} die Menge aller Gal (K/K)-
Kongugierten von j (E), wobei E ein Reprdsentant einer beliebigen Isomor-
phieklasse von EL(O) ist.
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Beweis: Die Représentanten einer Klasse aus &/ (O) haben alle dieselbe j-
Invariante. Deswegen konnen wir auch jeder Klasse diese j-Invariante zuwei-
sen und da verschiedene C-Isomorphismenklassen elliptischer Kurven auch

verschiedene j-Invarianten haben, haben wir eine natiirliche Bijektion zwi-
schen J und &4 (O). C (O) wirkt transitiv auf &¢ (O) und deswegen auch
auf 7. Wegen F wirkt schlielich auch Gal (K /K) transitiv auf 7. 0

2.3 Der Frobenius-Morphismus

Seien F, im Folgenden ein endlicher Korper mit char (F;,) = p > 0 und
m=yp.
Definition 2.30. Zu einer elliptischen Kurve E/F, gegeben durch die Wei-

erstrafische Normalform

2 3 2
Y+ a2y + azy — 7 — asx” — a4 — ag

definieren wir die Kurve E™ /F, gegeben durch:

3

y* +al'zy + af'y — 2 — a'a® — af'r — af)".

Bemerkung 2.31. Dircktes Ausrechnen zeigt: A (E™) = A(E)™ und
j (EM™) =j(E)™. Insbesondere ist E™ [F, wieder eine elliptische Kurve.

Definition 2.32. Der m-te Frobenius Morphismus ist definiert als:

Fr,,: E/F, — E™/F,
(z,y) — (™, y™)

Satz 2.33. Sei Fr,, der m-te Frobenius Morphismus. Dann gilt: deg (Fry,) =
m.

Beweis: siehe [Sil] Prop I1.2.11. 0

Bemerkung 2.34. Sei[F, der endliche Korper mit ¢ Elementen. Dann wirkt
die q-te Potenz auf F, wie die Identitit und es gilt EW/F, = E/F,. Nun
ist Fry ein Endomorphismus, der Frobenius Endomorphismus. Die Menge

der Fizpunkte des Frobenius Endomorphismus ist genau die endliche Gruppe
E (Fy).
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Seien L/Q ein Zahlkoérper, E/L eine elliptische Kurve und P C O ein
Primideal, so dal E gute, gewchnliche Reduktion bei 8 hat. Sei weiter
gp = Nipjg (B) = #Fg die Norm des Primideals. Sei weiter Frq der gp-te
Frobenius Endomorphismus auf Eg. Fiir n € Z bezeichne [n] den Endomor-
phismus, der durch die Multiplikation mit n gegeben ist.

Satz 2.35. Der Frobenius Endomorphismus Frq erfillt die quadratische
Gleichung X? + [trp, | X + [gyp], wobei trp.y,, qp € Z. Die Zahl trg,, ist die
Spur des Frobenius Endomorphismus und es gilt: tpy, = 1+ qp— #Eqp (Fy) .

Beweis: Siehe [Si2] I1.10.1. 0O

Bemerkung 2.36. Es geniigt also die Anzahl der Punkte auf der Kurve zu
kennen, um das charakteristische Polynom des Frobenius Endomorphismus
zu bestimmen. Fine Abschdtzung der Anzahl der Punkte gibt zum Beispiel
Hasse. Vergleiche mit Satz 1.28.

Die Anzahl der Punkte einer elliptischen Kurve iiber einem endlichen Kérper
kann man mit dem Computeralgebrasystem SAGE [St2] bestimmen. Dies ge-
schieht einfach mit dem Befehl:

EllipticCurve(GF(q), [a1, a2, as, as, ag]).cardinality(),

wobei ¢ die Anzahl der Elemente des Kérpers bezeichnet und {a;},_; 55,
die Koeffizienten der reduzierten Kurve bezeichnen.

Wir wollen nun noch einige Aussagen iiber Endomorphismenringe elliptischer
Kurven machen, die grundlegend fiir den CM-Test von J. Achter sind.

Satz 2.37. Der Endomorphismenring einer elliptischen Kurve ist entweder

1. Z
2. eine Ordnung in einem imagindrquadratischen Zahlkorper oder

3. eine Ordnung in einer Quaternionenalgebra.

Beweis: Siehe [Sil] Korollar 9.4. O

Bemerkung 2.38. Seien K ein Kiorper mit Charakteristik 0 und E/K eine
elliptische Kurve. Dann ist der Quotientenkorper des Endomorphismenringes
Quot (Endg (E)) entweder Q oder ein imagindrquadratischer Zahlkérper.
Sei nun K ein Korper mit beliebiger Charakteristik und E /K eine gewdhn-
liche elliptische Kurve. Auch dann ist der Quotientenkérper des Endomor-
phismenringes Quot (Endy (E)) entweder Q oder ein imagindrquadratischer
Zahlkorper.
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Bemerkung 2.39. Zu einer elliptischen Kurve E/K ezistiert eine endliche
Kérpererweiterung K C L, so daf$ gilt: Endy, (E) = Endg (E)

Satz 2.40. Sei p ein Primideal in Ok, dann gibt es die Inklusion
EndK (E) — Ende (Ep) .

Beweis: Das ist der Spezialfall £y = F5 des Satzes [Si2] Prop 4.4. S.124.
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3 Achters CM-Test fiir elliptische Kurven
iiber Zahlkorpern

Dieses Kapitel teilt sich in zwei Teile. Im ersten beschreiben wir den Algo-
rithmus von J. Achter und geben ein Kriterium dafiir, wann eine elliptische
Kurve keine potentielle CM haben kann. Im zweiten Teil erldutern wir den
theoretischen Hintergrund zu dem Algorithmus.

3.1 Der Algorithmus

In seinem Artikel [Acl| prisentiert Achter einen deterministischen Algorith-
mus, um elliptische Kurven iiber einem Zahlkorper auf CM zu testen. Dazu
iiberpriift er das Reduktionsverhalten der Kurve bei Primstellen, deren Norm
kleiner als eine vorgegebene Konstante ist.

Sei E/K die zu testende elliptische Kurve und K ein Zahlkorper.

Schritt 1
Berechne die j-Invariante der Kurve! Gilt j (£) € {0,1728}, so hat £ CM
mit ¢ oder p, sonst weiter bei Schritt 2.

Schritt 2

Bezeichne (N) das Produkt der Primideale schlechter Reduktion und sei
K=K (\/N ) Besitzt £/ K iiberall gute Reduktion? Falls nein, so hat £
keine CM, andernfalls weiter bei Schritt 3.

Schritt 3

Sei p ein Primideal guter, gewohnlicher Reduktion. Bestimme fiir F/ K den
Kandidatenkorper F' := Quot (Z [Fry)).

Schritt 4

Es gibt eine berechenbare Konstante C', so dafl £ genau dann CM hat, wenn
fiir jedes Primideal p von O, das iiber einer Primzahl p < C liegt, gilt:
entweder

e [, ist supersinguldr und [’ ist inert oder verzweigt bei p, oder

o End(E,) ® Q= F und F ist bei p verzweigt.
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Bemerkung 3.1. Wir werden jedoch folgendes, leicht abgewandeltes Krite-
rium verwenden, um zu zeigen, dafi die von uns untersuchten Kurven keine
CM haben. Sei E/K eine elliptische Kurve mit guter, gewéhnlicher Reduktion
bei den Primstellen p; und ps, so daff gilt: End (E/F,,) N End (E/F,,) = Z.
Dann hat E/K keine potentielle CM.

3.2 Mathematische Grundlagen

Bezeichnung Sei K ein Kérper und p ein Primideal aus Og. Dann be-
zeichne F,, den Korper Ok /p.

Serre und Tate zeigen in ihrem Artikel [ST1] folgenden

Satz 3.2. Sei A/K eine abelsche Varietdt mit CM iber dem Zahlkérper K.
Sei Sy die Menge der Bewertungen v bei denen A schlechte Reduktion hat
und m das kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnungen der Gruppen @,
fiir v € Sa. Dann gibt es eine zyklische Korpererweiterung K von K vom
Grad 2m, so daff A/ K dberall gute Reduktion hat. Ist Sa gewdhnlich, so gibt
es eine solche Korpererweiterung bereits vom Grad m.

Beweis: Siehe [ST1] Thm 7. 0

Bemerkung 3.3. Wir haben die Gruppen ®, nicht eingefiihrt und werden
es auch nicht tun. Uns reicht die Aussage aus dem gleichen Artikel, dafs ®,
eine Untergruppe von der Gruppe der Einheitswurzeln des CM-Kdrpers ist.
Ist A eine elliptische Kurve, so ist Sa immer gewdéhnlich.

Die Finheiten aus dem Ganzheitsring eines imagindrquadratischen Zahlkérpers

Q (\/3) sind:
o {£1,+i}, fallsd = —1
o {F1 53 G L faits d = -3

o {£1} sonst.

Enthdlt eine Ordnung i (oder p), so enthdlt sie auch die Ringe der ganzen
Zahlen Oqy (oder Ogpy). In beiden Fillen ist die Klassenzahl 1 und des-
wegen qibt es nur eine Isomorphieklasse elliptischer Kurven mit CM mit 1
und nur eine mit CM mit p. Die j-Invarianten dieser Isomorphieklassen sind
1728 und 0. Siehe [Si2] S.101f.

In den dibrigen Fillen konnen wir aufgrund der vorangegangenen Sdtze fol-
gern, daf$ die elliptische Kurve E/K komplexe Multiplikation mit einem
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Kdrper hat, der nur die Einheitswurzeln —1 und +1 hat und_weiter, daf
es eine Korpererweiterung K C K vom Grad 2 gibt, so daf$ E/K fiberall gu-
te Reduktion hat. Genauer, sei (N) das Produkt aller Primideale schlechter

Reduktion, dann gilt K = K (m) .

So erklédrt der Satz von Serre und Tate den Schritt 2 des Algorithmus. Der
Satz 3.4 sichert die Existenz eines Kandidatenkorpers und der Satz 3.5 erklart
seine Funktion.

Satz 3.4. Se: E/I? eine elliptische Kurve mit CM und guter Reduktion tiber-
all. Dann existiert eine berechenbare Konstante C' und ein Primideal p, das

tiber der rationalen Primzahl p < C' liegt, so dafS E bei p gewdhnliche, gute
Reduktion hat.

Beweis: siche [Acl] Lemma 2.1. O

Satz 3.5. Zu einer elliptischen Kurve E/K mit CM gibt es einen ima-
gindrquadratischen Korper F', so daf fir jedes Primideal p mit gewdhnlicher,
guter Reduktion der Ring Z [F'ry| isomorph zu einer Ordnung in F' ist.

Es gibt genau dann einen imagindrquadratischen Zahlkdrper, mit dem die
elliptische Kurve E/K CM hat, wenn sie CM mit F' hat.

Beweis: siche [Acl] O

Satz 3.6. Seien E/I? eine elliptische Kurve mit guter Reduktion tiberall und
F' ein imagindrquadratischer Zahlkérper, dessen einzige Einheitswurzeln —1
und +1 sind. Dann gibt es eine berechenbare Konstante C', so dass E genau
dann CM mit F hat, wenn fiir jedes Primideal p tber einer Primzahl p < C'
qgilt:

entweder

o [, ist supersingulir und F' ist inert oder verzweigt bei p, oder

o End(E,) ® Q= F und F ist bei p verzweigt.
Beweis: siehe [Acl] Lemma 2.2. O

Um zu zeigen, daf3 eine elliptische Kurve keine potentielle CM hat, benotigen
wir noch folgende Uberlegungen, die ich J. Achter [Ac2] verdanke.

Satz 3.7. Sei E/K eine elliptische Kurve mit guter, gewéhnlicher Redukti-
on bei p. Sei weiter L eine endliche Kirpererweiterung von K, so daf gilt
End(E/L) = End (E/K) und q ein Primideal in Oy, tber p.

Dann gilt: Quot (Endg, (E/F,)) = Quot (Endg, (E/F,)) .
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Beweis: Nach Achter [Ac2] ist der Endomorphismenring einer gewohnlichen,
elliptischen Kurve iiber einem endlichen Korper bereits maximal. 0

Korollar 3.8. Sei E/K eine elliptische Kurve mit guter, gewdhnlicher
Reduktion bei den Primstellen py und py, so daf gilt: Endg, (E/Fp) N
Endy,, (E/Fy,) =Z.

Dann hat E/K keine potentielle CM.

Beweis: Sei L eine endliche Korpererweiterung von K mit End (E/L) =
End (E /F) . Weiter seien ¢; und ¢ Primideale aus L, die iiber p; bezie-
hungsweise iiber p, liegen. Aus dem vorangehenden Satz wissen wir, dafl
gilt: Quot (Endg, (E/F,)) = Quot (Ends, (E/F,)). Daraus folgt, daf
End(E/L) C Endg, (E/F, )N Endg,, (E/F,,) = Z. ]
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4 Modulformen

In diesem Kapitel fithren wir den wichtigen Begriff der Modulform ein und
geben die Eisensteinreihen und die Diskriminantenfunktion als wichtige Bei-
spiele an. Wir bemerken, dafl die Modulformen einen Vektorraum bilden und
bestimmen seine Dimension. Die %—Formel gibt uns erste Informationen iiber
die Nullstellen der Modulformen.

Dann beschéftigen wir uns mit Modulformen zu héheren Leveln und studie-
ren dazu insbesondere Untergruppen zu I' (1) = SLy(Z) . Dabei fithren wir

den Begriff Fundamentalbereich und Modulkurve ein.

4.1 Eine Einfiihrung in Modulformen

Definition 4.1. Bezeichne H die obere Halbebene der komplexen Zahlen.
(1) wirkt auf H wie folgt:

_a7‘+b
er+d

y(7):

fir alley = (2%) €T (1) und 7 € H.

I' (1) wirkt auch auf P*(Q): Firy=(2%) e I'(1)

b b
Z”::d falls Z:id EQundTeQ

v(7T) = < falls 2 € Qund 7= o0

C
0 sonst

Bezeichne H = HU P! (Q), dann wirkt T’ (1) auf H.
Im folgenden betrachten wir Funktionen f : H — C.

Definition 4.2. Der Slash-Operator zum Gewicht k € N und zur Matrix
v = (‘; g) € GLy (R) wirkt auf der Funktion f in folgender Weise:

k _ at +b
= (dety)? d)*
(F b () = et (er + ™ £ (450
Definition 4.3. Eine meromorphe Funktion f : H — C heifit schwach
modular zum Gewicht k € N, wenn sie fir jedes v € ' (1) invariant beziiglich
des Slash-Operators | v ist.

Bemerkung 4.4. Die Gruppe I (1) wird von den Elementen T = ({ 1) und
S = (? _01) erzeugt. Daher geniigt es die schwache Modularitit nur fir die
Fille S und T zu priifen, also zu zeigen: f(r+1) = f(7) und f(Z) =
" f (7).
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Bemerkung 4.5. Aus Bemerkung 4.4 folgt, daf f eine Z-periodische Funk-
tion ist. Deswegen kénnen wir zu f die Funktion g : D° — C definieren als
(1) = g (™), wobei D° die punktierte Einheitskreisscheibe bezeichnet. Ist
f holomorph, so ist auch g holomorph und hat eine Laurent- Entwicklung. Wir
setzen im folgenden q := €*™™ und sagen, f ist holomorph in oo, wenn sich
die Funktion g holomorph im Punkt q = 0 fortsetzen lasst. Ist f holomorph
auf H und in oo, dann hat f eine Fourier-Entwicklung der Form:

:Zan(f)q

Definition 4.6. Eine schwach modulare Funktion f zum Gewicht k ist eine
Modulform, wenn sie holomorph auf H und in oo ist. Fine Modulform f heifit
Spitzenform, wenn ihr erster Fourierkoeffizient ag (f) = 0 ist.

Beispiel 4.7. Fiir k gerade, k > 2 definieren wir die Fisensteinreihe vom
Gewicht k: /
G (1) = 2(?2;:));@ mon (mrin)k' Fiir k > 2 konvergiert diese Reihe absolut.

Wir wahlen k gerade, da die Reihe fiir ungerade k Null ist. Es gilt:

(cr+d) "Gy (m-—i—b) _ (k—1)! Z /(( 1 G (7).

cr+d 2 (2mi)* am + cn) 7+ (bm + dn))"

da wir die Summanden beliebig permutieren konnen. Weiter gilt:

Gy (1) :;]{;(2;3))’! Z % + Z ( 2 (2m) - Z ) k gerade

n=1 m=1 nez mT + n

:(k _ 1)'§ (k) + i (<k — U Z ! k) Def. Zeta-Funktion

2 (2mi)* “= (m7 +n)

= —C (k) + Z ZT‘k—1€2mmT Lipschitz-Formel
=—5n T Z Zrk_lezmmT By, ist die k-te Bernoulli-Zahl

=gt Z or-1(n)q" q=e""" und op_y (n) =3 rFt

m=1 rln

Die FEisensteinreihe vom Gewicht k ist eine Modulform vom Gewicht k, aber
keine Spitzenform. Die Koeffizienten der Reihenentwicklung sind rational.
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Beispiel 4.8. Die Diskiminantenfunktion A (1) = q[[,5, (1 — q")** st eine
Spitzenform vom Gewicht 12. Auch ihre Koeffizienten sind rational.

Satz 4.9. Das Wachstum der Fourierkoeffizienten von Modulformen lafst sich
wie folgt abschdtzen:

a(n) =0 (n*Y) fir f € My, |a(n)|<o(n)n'T fir f € Sy,
wobei o (n) die Anzahl der Teiler von n bezeichnet.

Beweis: siehe [Za] S. 260 und [Si2] Satz 11.2.

Bemerkung 4.10. Die Modulformen vom Gewicht k bilden einen Vektor-
raum My, die Spitzenformen zum Gewicht k einen Vektorraum Sy. Fiirk > 2,
gerade, gilt: My, = (Gx) ® Sk, also insbesondere dimSy, = dimM;, — 1. Mit der
A-Funktion konnen wir zeigen, dass Sy = My_12. Damit ergibt sich folgende
Formel fiir die Dimensionen:

0 : k<0 oderk ungerade
dimM,, = [£] :© k=2mod 12
[£]+1 : k#2mod12

So ist z.B. dimSy, = 1, also sind (240G,)* — (504G)* und A Vielfache vonein-
ander. Die Vektorriume M}, haben mit A'G),_19 (0 <1 < %) und zusitzlich

At im Fall k | 12 eine Basis mit rationalen Koeffizienten. Insbesondere hat
jede Modulform eine eindeutige Darstellung in G4 und Gg.

Beispiel 4.11. j (1) = % ist invariant unter der Aktion von T (1).
Umgekehrt sei ¢ (1) eine Funktion invariant unter der Aktion von I' (1) und
mit hochstens exponentiellem Wachstum in Im (1) — oo, dann verhdlt sich
f(1) = o (r)A (7)™ fiir m hinreichend grofi wie eine Modulform vom Ge-
wicht 12m. Also ist ¢ = A—fn ein Polynom vom Grad < m in j. Deswegen
bezeichnen wir j (1) als die invariante Modulfunktion.

Lemma 4.12. Sei 7 = p+io € H. Dann ist das Maj3 dggl" auf der oberen
Halbebene invariant unter SLy (R) .
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Beweis: siehe [Kn] Lemma 8.12. O

Definition 4.13. Fir f und g aus Sy definieren wir das Petersson Skalar-

produkt wie folgt:
—— dpd
(f,9) :Z/f(p+i0)g(p+i0')0k '(;20
F

Satz 4.14. Das Petersson Skalarprodukt hingt nicht vom gewdhlten Funda-
mentalbereich ab.

Beweis: siehe [Kn] Thm 8.13. 0

4.2 Der Fundamentalbereich von I' (1)

Die Gruppe I' (1) wird erzeugt von den Elementen
S=(%)wmdT = (§1).v=(2%) € I'(1) wirkt auf 7 € H wie folgt:
7 =2 und es gilt S (1) = 2 und T' (1) =7+ 1.

Definition 4.15. Wir definieren den Fundamentalbereich

1
f::{TEH|—§<Re(T)<Ound |T|>1} U

1
{7€H|0§R6(7‘)§§und |7'|21}

Definition 4.16. Zwei Punkte 7 € H, 7" € H nennen wir genau dann I' (1)-
dquivalent, wenn es ein v € I' (1) gibt mit 7/ = 7.

Satz 4.17. Jeder Punkt in H ist genau zu einem Punkt in F I" (1)-dquivalent.
Beweis: siehe [Kn| Thm 8.5. O

Ist 7 eine Nullstelle einer Modulform, so sind offenbar auch alle I" (1)-dquiva-
lenten Punkte Nullstellen dieser Modulform. Deswegen beschréinken wir die
Suche der Nullstellen im Folgenden auf F.

Satz 4.18. Die einzigen Punkte aus F, die von einem Element 1 # ~ € T' (1)

fiz gelassen werden, sind i mit dem Stabilisator {1, S} und p = e™/3 mit dem
Stabilisator {1,TS, (TS)*}.
Beweis: siehe [Acl] Thm 8.5. O
Satz 4.19. Fir eine Modulform f % 0 vom Gewicht k gilt:
1 1 k
w450 +50 0+ Y o) =1

TeF\{i,p}
Beweis: siehe [Kn|] Thm 8.5. O
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TF
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ST—1S ST—'x
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4.3 Heegner Punkte und ihre Verteilung

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einer speziellen Teilmenge der CM-
Punkte beschéftigen, den Heegner Punkten.

Definition 4.20. Zu der Fundamentaldiskriminante d < 0 definieren wir die
Heegner Punkte:

Ay = {—b%@\/& € Fray | b* — 4ac = d und (a,b,c) = 1}

Lemma 4.21. Zu der Fundamentaldiskriminante d ¢ibt es genau

h <@ (\/E)) viele Heegner Punkte.

Beweis: Siehe [Du] S.75. O

Satz 4.22. Sei du(z) = gdf’;jy, so daf$ u (.7-}(1)) = 1. Sei Q C Frqy (hyper-
bolisch) konvex, mit stickweise glattem Rand. Dann gibt es ein § > 0, das
nur von ) abhdngt, so dafs:

# (Mg N Q)

Y =u(Q)+0(|d|™°) fird— —oo

Beweis: Siehe [Du] Thm.1. 0
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4.4 Hohere Level

Definition 4.23. Wir definieren die Wirkung einer Untergruppe T' von
PSLy(R) auf der oberen Halbebene H analog zur Wirkung von I' (1) .

Bisher haben wir ausschlieBlich Modulformen zur Gruppe I' (1) betrachtet.
In analoger Weise kénnen wir auch Modulformen zu Untergruppen von I" (1)
definieren. Wir beschrinken uns auf die Kongruenzuntergruppen von I'(1).
Diese sind:

o = {(0 ) er iy |
Ty (N) = {(‘CL Z)EF(chzOmodN}
I°(N) = {(‘CL Z)ef(lﬂbEOmodN}

Dabei heifit N € N das Level. Wir bemerken, da8 I' (1) = PSL;y (Z).

Satz 4.24. Die Kongruenzuntergruppen von I' (1) haben endlichen Index in
I'(1), den wir mit der Eulerschen p-Funktion beschreiben.

p(N):=N-T[ 0-»p")  wWN):=N-T] 0+pY)

pIN pIN
L) :T(N)]=N-p(N)-¢(N) ([ (1) = Lo (N)] = ¢ (N)
Beweis: siehe [HBJ] S. 122. 0

Im Folgenden sei I' C I' (1) eine Untergruppe mit endlichem Index. Die Grup-
pe I' (1) wirkt transitiv auf dem Py (Q). Das gilt nicht notwendigerweise fiir
ihre Untergruppen, deswegen definieren wir:

Definition 4.25. Die Bahnen beziiglich der Wirkung von I' auf P (Q) nen-
nen wir die Spitzen (cusps) von I.

Definition 4.26. Ein Punkt, dessen Stabilisatorgruppe nicht trivial, aber
endlich ist, heifst elliptischer Punkt.

Bemerkung 4.27. Die Anzahl der Spitzen von I' (1) ist 1, von I'(2) ist sie
3 und von I' (N) ist sie w fir alle N > 2. Siehe [Sc] S.158.
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Auch zu einer Untergruppe I" konnen wir einen Fundamentalbereich angeben.
Dieser besteht z. B. aus [I' (1) : I'] geeigneten I' (1)-Translaten von F.

Beispiel 4.28. Fin Fundamentalbereich zu Iy (2) ist Fryo) = ((1) (1]).7: U
(9 FU () F. Frowe hat zwei Spitzen Cryo) = {0,00}. Ein Funda-
mentalbereich zu I (2) ist Fr() = ((1) (f)fU ((1) _01)~7:U (? _11)‘7:U (é i)]:U
(% _01)-7:U (% :%).7:. Fr(2) hat drei Spitzen Cry = {0,1, 00}.

Abbildung 2: Ein Fundamen- Abbildung 3: Ein Fundamen-
talbereich zu I'y (2) talbereich zu I (2)

Bemerkung 4.29. Im Internet gibt es eine interaktive Seite [Ve] zum Zeich-
nen verschiedener Fundamentalbereiche.

Definition 4.30. Wir definieren eine Topologie auf H wie folgt:

e fiir 7 € H wdhlen wir eine offene Umgebung aus der tiblichen Topologie
von H

e fiir 7 =100 nehmen wir die offenen Mengen
{r el |Im(7) > c} U{oo} fir alle c >0

o fir 7 € Q nehmen wir die offenen Mengen
{Das Innere der Kreisscheibe in H mit Radius €, die in T
die reelle Achse als Tangente hat} U {1} fir alle € > 0
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L

Abbildung 4: Einige offene Mengen in H

Bemerkung 4.31. Diese Topologie ist vertrdglich mit der Gruppenwirkung
einer Kongruenzuntergruppe. Mit dieser Topologie ist H ein Hausdorffraum.
Wir definieren Y (I') = T'\ H und X (I) = T'\ H und bemerken, dafs
gilt Cusps (I') = X (I') = Y (I') . Mit der Quotiententopologie ist X (I') ein
kompakter Hausdor{fraum. Dariber hinaus besitzt X (I') auch eine komplexe
Struktur und ist so eine Riemannsche Fliche.

Definition 4.32. Die Riemannsche Fliche X (I') heifit die Modulkurve zu
I

Definition 4.33. Das Geschlecht g (I') einer Kongruenzuntergruppe I ist
das Geschlecht der zugehorigen Modulkurve X (I') .

Beispiel 4.34. Die Gruppe X (I'(1)) hat Geschlecht 0 und X (I' (6)) hat
Geschlecht 1.

Lemma 4.35. Sei I' eine Kongruenzuntergruppe und seien weiter
o j=[:T (1)
e vy und vz die Anzahl der elliptische Punkte in Fr
e v, die Anzahl der Spitzen in Fr

Dann gilt:

Beweis: Siehe [Sh3| Proposition 1.40.
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4.5 Modulformen zu hoherem Level

Fir A € SLy (R) und k € N wirkt der Slash-Operator (f | A) auf Funktio-
nen f:H — C wie folgt:

(f l6 A) (1) == (et +d) ™" - f (A7)

Definition 4.36. Fine Funktion f : H — C heifst Modulform vom Gewicht
k zur Kongruenzuntergruppe I', wenn:

1. f ist holomorph auf H
2. f | A=f fiir alle AeT
3. fiir alle S € SLy (Z) hat f | S eine Fourierentwicklung in ico.

Fiir weitere Definitionen benétigen wir die Weierstrasche p-Funktion:

0#NE(Z+TZ)

Die Halbwerte der Weierstrafischen p-Funktion sind dann:

e (r) = ¢ ( ;) - <1 +24- 3 9% () q") e My (T (2)

e (1) =9 (7‘, %) = 1—12 . <1 +24 - Za‘fdd (n)qg> € M, (I'°(2))

_ 11_2 <1+24.Zagdd (n) <_1>"q’5) €M ((L85)To(2) (97Y)).

wobei 099 (n) = > dn.d ungerade & Aus der Theorie der elliptischen Kurven
folgt, dafl eq, es und e3 paarweise verschieden sind. Weiter gilt: e; +es+e3 = 0.
Wir werden insbesondere folgende Funktionen benotigen:

3
512—561 GMQ F02

€:=(e1 —ez) (e1 — e3) e My (I'g(2
1
= E(
L= (e1 — e3) (e1 — e3) (e2 — €3)° € Ss (To (2
A= (e — 62)2 (e1 — 63)2 (e2 — 63)2 € Sp(I(1

€

(T'o (2))

(T'o (2))

ey —e3)’ € My (T (2))
(T'o (2))

(1))
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Definition 4.37. Sei I' eine Kongruenzuntergruppe, so daf die kompakte
Riemannsche Fliche Ry :=T'\ H das Geschlecht 0 hat. Ein Hauptmodul jr
ist eine Modulfunktion zu I', mit der man ein Isomorphismus von Rr nach
P! (C) erhdlt, der ico auf oo abbildet. Ist jr ein Hauptmodul, so ist auch
ajr + B fir alle a, B € C\ {0} ein Hauptmodul. Wir wihlen diese Konstan-
ten so, dafl der konstante Term in der Reihenentwicklung des Hauptmoduls
verschwindet und der erste Koeffizient, der nicht verschwindet 1 ist und nen-
nen diesen Hauptmodul einen normalisierten Hauptmodul.

In Zukunft werden wir stets normalisierte Hauptmoduln meinen, wenn wir
von Hauptmoduln reden.

Satz 4.38. Sei I eine Kongruenzuntergruppe, so daf$ die kompakte Riemann-
sche Fliche Rp :=T'\ H das Geschlecht 0 hat. Dann existiert der Hauptmo-
dul zu T und st eindeutiq.

Beweis: Siehe [Bo] S.407.

Beispiel 4.39. Der Hauptmodul zu T (1) ist
Jray =J — 744 = ¢~ + 0 + 196884 + ...

Der Hauptmodul zu Ty (2) ist

9+ ¢! H (1 _ q2m+1) =q 14+ 0+ 276g — 2048¢% + ...

m>0
Satz 4.40 (Valenzformel). Sei 0 # f € M, (I'), dann gilt:

1 k
T |ord7(f)=§[F(1)1T],

ST ()g:Tsl-ords (f)+ >

SeCc(T) Tel'\H |
wobei C (') die Spitzen von I' bezeichnet und wir I's fiir Stabr (S) schreiben.

Beweis: siehe [HBJ] Thm 4.1. -

Bemerkung 4.41. Dies ist die Verallgemeinerung vom Satz 4.19.



36 Uber die Nullstellen von Hecke-Eigenformen

4.6 Eisensteinreihen zu hoherem Level

Seien N > 1 und k > 3 zwei natiirliche Zahlen. Seien weiter m = (mq, ms)
und a = (ay,ay) zwei Paare ganzer Zahlen und w = (wy,ws) ein Paar
komplexer Zahlen mit der Eigenschaft i1 € H. Die Menge dieser komple-
xen Paare bezeichenen wir mit W. Wir schreiben m = a mod N, falls gilt
my = a; mod N und my = as mod N. Weiter bezeichnen P! (C) die Rie-
mannsche Zahlenkugel und ' die Summation, bei der nicht iiber den Index
0 summiert wird.

Definition 4.42. Die homogene Eisensteinreihe Gnjo: W — P! (C) wird

gegeben durch Gy j.o (w1, ws)) = Zlmza mod N (w1 + mgwg)_k

Die inhomogene FEisensteinreihe Gnjo @ H — C wird gegeben durch
GNJC,G (T) = Z;nza mod N (mlT + m2)_k :

Wir nennen Gy, eine primitive Eisensteinreihe, falls der gréfite gemein-
same Teiler (a1, a9, N) = 1.

Wir definieren eine reduzierte Eisensteinreihe Gy, , (w1, w2)): W — C mit

/

Gva (w1, w2)) = > (mywy + maws) ™"
m=a mod N, (m1,m2)=1
Satz 4.43. Fir alle a, N > 1 und k > 3 sind die inhomogenen FEisenstein-
reihen Gy k. Modulformen zur Gruppe I' (N) und zum Gewicht k.

Beweis: siehe [Sc] Thm VII.1 O

Bemerkung 4.44. Die Fisensteinreihen zu hoherem Level sind eng mit den
N -Teilungspunkten der Ableitungen der Weierstrafsschen o-Funktion verbun-
den.

ol ($ “’) = (=1 (b = DIN* Gy (w).
wobei p*=2) (z,w) die (k — 2)-te Ableitung nach z bezeichnet.
Vergleiche [Sc] S.157.

Definition 4.45. Sei I' = J'_, T'(N) A, eine Kongruenzuntergruppe zum
Level N mit = [[': T (N)]. Dazu definieren wir Gt , = > 1 Gy pa Ik A
fir (ai,a2) = 1.

Satz 4.46. Seien k > 2 gerade und I' eine Kongruenzuntergruppe vom Level
N. Dann gibt es eine Linearkombination von Gy 1 welche eine Modulform
von I ist, die in allen bis auf einer beliebigen Spitze von I' verschwindet. Den
Unterraum der Modulformen zum Gewicht k von I, der von solchen Linear-
kombinationen erzeugt ist, nennen wir den FEisensteinraum zum Gewicht k
von I'. Seine C-Dimension entspricht der Anzahl der Spitzen von T.
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Beweis: Siehe [Sc] Thm VII.4 ]

Bemerkung 4.47. Die Anzahl der Spitzen von I' (N) ist in Bemerkung 4.27
angegeben.
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5 Hecke-Operatoren und Hecke-Eigenformen

In diesem Kapitel erklaren wir die Hecke-Operatoren. Sie wirken auf dem
Vektorraum der Modulformen und haben simultane Eigenvektoren, jene Ei-
genformen, deren Nullstellen der Gegenstand dieser Arbeit sind.

5.1 Der Hecke-Operator auf Gittern und Modulfor-
men

Obwohl uns eigentlich interessiert, wie der Hecke-Operator auf Modulformen
wirkt, werden wir ihn zuerst auf Gittern definieren. Seien also im Folgenden
L die Menge der echten Gitter in C und A € L. Wir definieren nun zwei
Operatoren auf Div (L).

Definition 5.1. Fir n € N definieren wir den n-ten Hecke-Operator
T(n)A = Y ya=p ' und fir ¢ € C definieren wir den Homothetie-
Operator R A = cA.

Satz 5.2. Hecke-Operator und der Homothetie-Operator operieren beide auf
Div (L), weswegen wir sie verkniipfen konnen und es gelten folgende Rechen-
regeln:

o R. R., = R, fiir alle c;,co € C

R.T (n) =T (n) R, fir allece C,n €N

T (mn) =T (m)T (n) falls (m,n) =1

T(m)T (n) =T (n)T (m) firm,neN

T ()T (p) =T (p™) + pT (p°~') R, falls p prim und e > 1

Beweis: siehe [Si2] Thm 9.1. 0

Definition 5.3. Fine Funktion fv: L — C nennen wir homogen vom Grad
—n , falls gilt: N N
flaA)=a " f(A) fir alle « € C*

Lemma 5.4. Die Abbildung f — [ gegeben durch f(A,) == f(7) ist eine
Bijektion zwischen den schwach modularen Funktionen zum Gewicht k und
den homogenen Funktionen vom Grad —k.
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Beweis: siehe [Kn] S. 243. U

Definition 5.5. Wir definieren den n-ten Hecke-Operator auf homogenen
Gitterfunktionen vom Grad —k wie folgt:

(T () ) () =n"" 30 F()

[A:A]=n

Bemerkung 5.6. Seien A = (wy,wq) und A = (w},wh). Es soll gelten:

() -4()

Also ist A eine Matriz mit ganzzahligen Eintrigen und Determinante n. Die
allgemeinste Form einer Basis fiir A erhalten wir, wenn wir die linke Seite
der Gleichung mit einem Element aus I' (1) multiplizieren. Die rechte Neben-
klasse T' (1) A ist also die Menge der Matrizen, die A nach A’ abbilden.

Sei M (n) die Menge der 2 x 2 Matrizen mit ganzzahligen Eintrigen und
Determinante n. Da es nur endliche viele Untergitter mit Index n zu A gibt,
gibt es eine Zerlegung von M (n) in rechte Nebenklassen der Form:

v(n)
M (n) = Ur(na,.

Das Ergebnis des Slash-Operators ist i. a. nicht I" (1)-invariant. Eine Funktion
auf der oberen Halbebene ist genau dann eine Modulform, wenn sie der Slash-
Operator fir alle Element aus I' (1) invariant ldsst. Wir interessieren uns
besonders fiir folgende Spezialfélle:

Vs 0 = mt (11 (59)) (1) = £ e
Unf (1) = mﬁ‘lz;(f Ik <(1)7i))(7)>

wobei (m € N). Beide bilden Formen vom Gewicht k& zum Level N auf
solche vom Level mN, wie folgt ab: V,,> a(n)¢" = > a(n)¢™ bzw.
Un>_a(n)q"™=>a(mn)q". Dabei kann es vorkommen, dafl das Level auch
kleiner sein kann. Wir arbeiten vorerst zum Level 1.

Definition 5.7. Aus dem Slash-Operator kénnen wir nun den n-ten Hecke-
Operator vom Gewicht k definieren:

T'(n) £ (r) =0 Cperanan, e =17 X 0 vyerqpa, (7 + &) 7" F (4555).
Lemma 5.8. Der Hecke-Operator bildet My in My, und die Koeffizienten wie
folgt ab: a,, — Zdlm,n dk_la%, also werden Spitzenformen auf Spitzenfor-
men abgebildet.
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Beweis: siehe [Kn] Thm 8.16. 0

Lemma 5.9. Die Hecke-Operatoren zum Gewicht k erfillen folgende Multi-
plikationsformel: T (n) T (m) = >y, dFIT (28Y), insbesondere ist die Ver-
knipfung kommutativ und es gilt T (n) T (m) = T (nm) fir (n,m) = 1. Sei
p eine Primzahl, dann gilt T (p) = U, + p*~1V, und es gilt die Rekursions-
formel T (p"*Y) = T (p") T (p) — p*~ T (p"~1). Folglich geniigt es die Hecke-
Operatoren T (p) zu kennen.

Beweis: siehe [Kn| Lemma 8.18. 0

5.2 Hecke-Eigenformen

Satz 5.10. Die Hecke-Operatoren Ty, (n) sind beziiglich des Petersson Ska-
larproduktes selbstadjungiert.

Beweis: siehe [Kn] Thm 8.22. 0

Lemma 5.11. Die Hecke-Operatoren besitzen simultane Figenformen. Ist
also h eine Eigenform zu T (n) so auch zu allen T (m).

Beweis: siehe [Kn] S.254. 0

Definition 5.12. Da der Hecke-Operator ein linearer Operator auf einem
Vektorraum und selbstadjungiert beziiglich des Petersson Skalarproduktes ist,
besitzt er Eigenformen, die sogenannten Hecke-FEigenformen. Das heifit, es
existieren h € My, so daf$ T (n) h = A\,h fir bestimmte \,, ist.

Bemerkung 5.13. Fir die Koeffizienten von Eigenformen gilt A\ a (m) =
Zd‘m’ndk_la (), insbesondere gilt A,a (1) = a(n). Daraus folgt, dass
a(l) # 0 fir f £ 0, also kénnen wir a (1) = 1 normieren. Wir werden
im Weiteren nur normierte Hecke-Figenformen als solche bezeichnen. Fiir
eine Hecke-Eigenform gilt A, = a(n) und a(n)a(m) =32, . d*a (7).
Insbesondere sind fiir teilerfremde n, m auch a(n) und a (m) multiplikativ
und a (p") rekursiv beschreibbar, so daf$ es geniigt, die a(p) fir p prim zu

kennen.

Siehe dazu [Za] S. 256.

Die Eisensteinreihen und A sind Hecke-Eigenformen. Die Hecke-Eigenformen
in M}, bilden eine Basis von M}, und die Koeffizienten einer Hecke-Spitzenform
sind reelle, algebraische Zahlen vom Grad < dim.Sj. Siehe dazu [Za] S.257.
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Definition 5.14. Nun definieren wir die Hecke-L-Reihe einer Modulform
f(r)= Emzoa (m)q™ als L(f,s) = Zle aﬁ?’-
Satz 5.15. Ist f eine Hecke-FEigenform, dann haben wir das Fulerprodukt

a a (p? 1
L(f,S): H <1+ (p)+ 252298)_'_): H 1_a(p)p—s+pk—l—2s

S
pprim p p prim

Da die Fourrierkoeffizienten einer Modulform f folgenden Abschdtzungen
geniigen: a(n) = O (nF7), bzw. fir Spitzenformen a(n) = O n%), kon-
vergiert die L-Reihe L (f,s) fir Re (s) > k, bzw. fir Re(s) > £ + 1 bei Spit-
zenformen absolut. Die L-Reihe zu einer Spitzenform ldfst sich holomorph
auf ganz C fortsetzen. Die L-Rethe einer Nicht-Spitzenform lifst sich mero-
morph auf C fortsetzen und hat einen einzigen einfachen Pol bei s = k mit

Residuum ((271@1); a (0).

Beweis: Siehe [Za] S.260. O

Satz 5.16. Fisensteinreihen sind Hecke-FEigenformen.
Beweis: Siehe [Kol] S.164 O

5.3 Hecke-Operatoren zu h6herem Level

Definition 5.17. Se:
M (n,N)={(2Y) | det(2}) =n, c=0mod N, (a,N) =1} .

Sei weiter f eine Modulform zum Gewicht k zur Gruppe Uo (N). Wir defi-
nieren den n-ten Hecke-Operator als:

kE_
Ty (n) f=n2"" > flen
ne To(N)\M (n,N)

Satz 5.18. Sei f (1) = >~ cnq" eine Modulform zum Gewicht k und zur
Gruppe Uy (N). Dann gilt:

Tk (m> Z qun = Z bnqnv
n=0 n=0

wobet
co Za‘my a>0, (a,n)=1 a'k_l wenn n =0
bn =9 Cm wennn =1
Za\(n,m), (a,N)=1 ak_lc%; wenn n > 1
Insbesondere bildet Ty (m) Modulformen vom Gewicht k zur Gruppe Iy (N)

auf solche ab und Spitzenformen bleiben Spitzenformen.
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Beweis: Siehe [Kn] Thm. 9.15. .

Satz 5.19. Seien p € N prim und r € N. Der Hecke-Operator fiir Ty (N)
besitzt folgende Eigenschaften:

o T1.(p")Th (p) = Ty (p ™) + p* VT (p 1), falls pt N
o T (p) =Tk (p)", falls p | N
o T, (m) Ty (n), falls (n,m) =1

e Die Algebra, die von den Ty (n) erzeugt wird, wird bereits von den Ty, (p)
erzeugt und st kommutativ.

Beweis: Siehe [Kn] Thm. 9.17. 0

Satz 5.20. Die Hecke-Operatoren Ty, (n) sind fir (n, N) =1 auf dem Raum
der Spitzenformen zum Gewicht k und zur Gruppe T (N) beziiglich des Pe-
tersson Skalarproduktes selbstadjungiert.

Beweis: Siehe [Kn] Thm 9.18. 0

Bemerkung 5.21. Die Hecke-Operatoren Ty (n) auf Sk (I'o(N))mit
(n, N) = 1 kommutieren und sind selbstadjungiert beziiglich des Peters-
son Skalarproduktes, daher besitzen sie simultane Figenvektoren, die Hecke-
Eigenformen.
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6 Die Nullstellen der Hecke-Eigenformen zu
(1)

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Bestimmung der nichttrivia-
len Nullstellen der Hecke-Eigenformen. Wir geben hierfiir einen Rechenweg
und einige numerische Beispiele an. Wir werden sehen, dafi die j-Werte der
Nullstellen algebraische Zahlen sind und folgern mit Waldschmidt, daf3 die
Nullstellen imagindrquadratisch oder transzendent sind.

6.1 Rechenweg
Der Raum der Modulformen M, zum Gewicht k& hat die Dimension

0 : k<O0oderkungerade
d= [£] : k=2mod 12
[1—]’;}—%1 : k#2mod 12

Wir wéhlen eine Basis B; mit i € {1, ..,d} wie folgt:
B; = A1 (240G . Resty,

( 240G, : kmod12=4
504Gg : kmod12 =06
(240G4)* : kmod12 =38
504G - 240G, : Kk mod 12 = 10
1 : kmod12=0
| 504Gy - (240G,)* : kmod 12 =2

Da A im Gegensatz zu G4 und Gg eine Spitzenform ist, sind die ersten
1 — 1 Koeffizienten von B; null und der i-te nicht null. Deswegen sind die
B; linear unabhéngig. Lassen wir einen Hecke-Operator auf den B; wirken,
so konnen wir die Koeffizienten der Bilder explizit bestimmen und die Ma-
trix M € Mat, (Q) dieses Hecke-Operators zu dieser Basis angeben. Sei
(ay,...,aq) ein Eigenvektor dieser Matrix, so ist h = Zf 1 a;B; eine Hecke-
Eigenform vom Gewicht k. Es gilt: h = Resty, - Zf | Qi R o Die Nullstellen
von Resty sind klar, da p die Nullstelle von G4 in F und 7 die Nullstelle
von Gg in F ist. Im folgenden werden wir diese Nullstellen die trivialen nen-
nen und nicht ndher betrachten. Die A-Funktion hat keine Nullstellen in der
oberen Halbebene. Deswegen hat h/A%"! dieselben Nullstellen wie h. Zur

Bestimmung der nichttrivialen Nullstellen betrachten wir

wobei Rest;, =

d

Z "A? T Resty, 1Restk =D aj =P (j(n).

i=1
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Letztere fassen wir als Polynom in j auf. Die Nullstellen dieses Polynoms sind
die j-Werte der gesuchten Nullstellen, insbesondere sind diese algebraisch.

Satz 6.1. Die j-Werte der nichttrivialen Nullstellen der Hecke-Figenformen
sind algebraisch.

O

Zu gegebenen j-Wert jg ist es jedoch nicht trivial, einen Reprédsentanten in
der oberen Halbebene, beziehungsweise im Fundamentalbereich zu finden.
Um dies zu erreichen, betrachten wir die elliptische Kurve:

2T o 2T o
E. =gy .= B
do ¥ T T T 728 T 4y — 1728

wobei jo # 0, 1728 gelten soll.

Es gilt j (E;,) = jo. Der Quotient der Perioden dieser elliptischen Kurve ist
' (1)-aquivalent zu dem gesuchten 7. Diese Perioden zu berechnen ist zwar
theoretisch mit Hilfe von elliptischen Integralen moglich, allerdings ist dieser

Weg sehr schwierig. In einigen Fillen ist dies numerisch moglich (etwa bei
reellen j-Werten mit PARI).

6.2 Numerische Ergebnisse

Zu den betrachteten Gewichten ist der Raum der Spitzenformen zweidimen-
sional. Eine Hecke-Spitzenform bezeichnen wir mit S ,, wobei k das Ge-
wicht bezeichnet und a € {1, 2} gilt. Die ersten nichttrivialen Nullstellen von
Hecke-Eigenformen, die Spitzenformen sind, sind in Tabelle 1 aufgefiihrt.

6.3 Numerische Uberlegungen

Bezeichne Sy weiterhin den Raum der Spitzenformen zu I' (1) vom Gewicht
k und es gilt d = dim S, = O (%) Fiir die Koeffizienten a,, einer Spit-
zenform f gilt a, = O <nk2;1> (Vergleiche Satz 4.9.). Die Matrix M zum
Hecke-Operator T}, ist eine d x d Matrix, deren Eintriage sich aus den ersten
d Koeffizienten von Spitzenformen berechnen. Fiir einen Eintrag m der Ma-
trix gilt dann die Abschéatzung m = O ((d —1) dw> . Das heifit, die
Eintrage der Matrix werden sehr schnell sehr grofi. Die QR-Zerlegung zum

Ermitteln der Eigenwerte benétigt O (d®) Rechenoperationen.
Der algebraische Grad der Eigenwerte ist nach Maedas Vermutung d.
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7-Wert Néherung mit PARI fiir 7 € F
Soa1 156 + 124/144169 1.31668827093162154236959 i
Soa.2 156 — 121/144169 0.5 + 1.35891135936186970643239 i
Sag.1 5076 + 108+/18209 1.56714443425820336309028 i
Sag.2 5076 — 108+/18209 0.5 + 1.46937425431330922519206 i
S30,1 4128 4 96+/51349 1.54910306023354897792413 i

S30,2 4128 — 96+/51349 0.5 + 1.62168752025292408036404 i
Szo1 | —18804 + 124/18295489 1.64986264555330829174880 7
Saoo | —18804 — 12+/18295489 | 0.5 + 1.77754525117526278524722
Saan | 61272 + 721/2356201 1.91776764259776682337307 i
Szao | 61272 —724/2356201 | 0.5 + 1.72198142654779792699184 i
Sz | 135420 + 44/9737304801 | 2.08210445183117557398867 i
Sasa | 135420 — 44/9737304801 | 0.5 + 1.99962867145489382754831

Tabelle 1: Ndherungslosungen der ersten nichttrivialen Nullstellen

6.4 Symmetrieeigenschaft der Nullstellen

Wir wollen nun die Abbildungseigenschaften der j-Funktion genauer betrach-
ten. Sei 7 = u 4 ¢v. Dann gilt:

q (T) — e—2mi(utiv) — 6—27riu—27rv =gq (_7)

Sei weiter M eine Modulform, deren Koeffizienten der Reihenentwicklungn
reell sind, so gilt:
M () = M (-7)

So wissen wir nun fiir die j-Funktion, daf sie auf dem Rand des Fundamen-
talbereiches und auf der imaginidren Achse nur reelle Werte annimmt.

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dafl es zu jeder Hecke-Eigenform
ein iiber Q definiertes Polynom gibt, dessen Nullstellen genau die j-Werte
der Nullstellen dieser Hecke-Eigenform sind. Das heifit aber, dafl zu jedem
j-Wert j (7) einer Nullstelle 7 auch j (7) = j (—7) ein j-Wert einer Nullstelle
ist. Deswegen liegen die Nullstellen einer Hecke-Eigenform symmetrisch zur
imaginéren Achse.
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7 Die Nullstellen der Eisensteinreihen zu I (1)

Die Nullstellen der Eisensteinreihen sind bereits gut erforscht. So besagt der
Satz von Rankin-Swinnerton-Dyer, daf§ die nichttrivialen Nullstellen der Ei-
sensteinreihen einfach sind und auf dem Einheitskreis liegen. W. Kohnen zeigt
weiter, dafl sie transzendent sind und gibt eine Formel an, wie sie zu be-
rechnen sind. In [Za] zeigt D. Zagier auf Seite 256, daf alle Eisensteinreihen
Hecke-Eigenformen sind. Diese wollen wir im Folgendem eingehender unter-
suchen.

7.1 Der Satz von Rankin-Swinnerton-Dyer

In ”On the Zeros of Eisenstein Series” [RSD] zeigen Rankin und Swinnerton-
Dyer folgenden Satz:

Satz 7.1. Die nichttrivialen Nullstellen der Eisensteinrethen im Fundamen-
talbereich F sind einfach und liegen auf dem Einheitskreis.

Beweis: Die Eisensteinreihen sind gegeben wie folgt:

1 &
Gi(2) =5 > (ez+d)
(c,d)€72\(0,0)
Die Anzahl der Nullstellen der Reihe ist bekannt (nach der Z-Formel). Sie
schreiben k als 12n + s (s < 14) und mit der Tatsache, dafi die Summe der
Nullstellenordnungen in ¢ und p gleich 5 ist, geniigt es zu zeigen, dafl n
Nullstellen auf dem Einheitskreis zwischen ¢ und p liegen.
T 27

Dafiir substituieren sie z mit e?, wobei 6 € (5, ?) ist und definieren

Fy. (0) —ezéeGk( Y) = % Z <e2 +dei2w) N

(c,d)€Z2\(0,0)

Die vier Summanden (c¢,d) = (0,+1) oder (£1,0) ergeben:

1 (e% fer et 4 672‘2%) = 2cos() Die restliche Summe wird zu R;

zusammengefaft. Wir erhalten: Fj, () = 2cos(2) + R;. Ziel ist es nun zu
zeigen, daf | Ry |< const < 2, da wir dann wiissten, daf} die stetige Funktion
Fy (0) n Vorzeichenwechsel hat.

Fiir alle (c, d) € Z und fiir alle § € |3, &] gilt:

| ce? +de 2 |>=| ccos (5) + csin (4) i + d cos (79) +dsin ()i |2

= (ccos( )+dcos( )2) (csm(
= (ccos( )+dcos( )) —I—(csm(g
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Abbildung 5: Skizze zum Beweis von RSD

c? (g) + sin? (g))+d2 (0082 (g) + sin? (g))+2cd cos? (g)—2cd sin? (g)
=+ d+2cdcos(0) > P+ d®+ced >+ d°— | cd |> 5 ( + dP)

Nun stellt sich die Frage, wieviele (c, d) € Z?* existieren mit ¢ + d?* = N? Es

gibt maximal /N + 1 natiirliche Zahlen, die fiir ¢ in Frage kommen. Damit

ist dann aber auch | d | festgelegt. Es gibt vier Kombinationsméglichkeiten

in den Vorzeichen, aber nur zwei im Fall ¢ = 0. Insgesamt ergeben sich fiir

¢, d nicht mehr als 4/ N + 2 Moglichkeiten. Weiter gilt 4N +2 < 5v/N fiir

alle N > 5.

Fiir N < 10 schétzen wir die Summanden einzeln ab.

Fiir N = 2 haben wir folgende Paare: 4+ (1,1),+(—1,1). Damit ergeben
0

sich folgende Summanden: +1 cos™ (4) , ££sin™* () mit 2 < £ < Z. Somit

konnen wir die vier Summanden weiter abschatzen zu; 1+ 275,

Fiir N = 5 schitzen wir die Summanden mit 4 (g)_E ab und erhalten die
Abschétzung:

=k 5\~ 3 0 101
| Ri|< 14272 +4(3) 2+ X V_105N2 (3N)
_ _k _k

1427 +4(3) 7%+ [W5N7 (IN)2dN <2
Das Integral ist fiir k£ = 12 explizit bestimmbar und féllt monoton in k.

_k
2

<

Verallgemeinerungen dieses wichtigen Satzes werden in Kapitel 7.4 behandelt.

7.2 Die Transzendenz der Nullstellen der Eisenstein-
reihen

In seinem Artikel [Ko2] zeigt W. Kohnen:
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Satz 7.2. Die nichttrivialen Nullstellen der Eisensteinreihen sind transzen-
dent.

Beweis: Dafiir sind wir mittlerweile gut vorbereitet. Wir erinnern uns, dafl
nach Kapitel 7.1 die Nullstellen der Eisensteinreihen in dem Schnitt des Ein-
heitskreises mit dem Fundamentalbereich liegen. Desweiteren wissen wir, dafl
die Nullstellen der Eisensteinreihen als Nullstellen von Hecke-FEigenformen al-
gebraische j-Werte haben und somit nach Kapitel 2.12 imagindrquadratisch
oder transzendent sind.

Angenommen zy € F sei eine imagindrquadratische Nullstelle einer Eisen-
steinreihe, d. h. z ist Losung einer Gleichung az? + bz +c¢ = 0 mit a,b,c € Z
teilerfremd und a > 0. Weiter sei D = b* — 4ac < 0. Die I" (1)-Translate von

. /
2o sind von der Form & Jgg,@

Es seien K = Q (\/5) der imagindrquadratische Zahlkorper mit Funda-

mentaldiskriminante Dy und Op die Ordnung in K mit Fiihrer f, wobei
D = Dy f? gilt. Die Abbildung 2z — Z @ Zbg;f induziert eine Bijektion der
I' (1)-Aquivalenzklassen imaginirquadratischer Punkte und den Aquivalenz-

klassen invertierbarer Op-Ideale. Sei z; = @ bzw. z; = %. Dann ent-
spricht z; der trivialen Klasse in der Klassengruppe. Aus dem Satz 2.29 folgt,
daB j(z9) und j (z1) tiber K konjugiert sind. Sei o der K-Morphismus, der
J (20) auf j (z1) abbildet. Sei P das Polynom mit rationalen Koeffizienten, des-
sen Nullstellen die j-Werte der Nullstellen der Eisensteinreihe sind, wie es z.B.
in Kapitel 6.1 konstruiert ist. Wir wenden nun o auf die Gleichung P (j (zo))
an und erhalten P (j (z1)), woraus folgt, dafl z; auch Nullstelle dieser Eisen-
steinreihe ist. Mit den Voraussetzungen | z; |= 1 und 0 < Re (z) < 3 folgt
D = —3 oder D = —4 und weiter zy = z; = p oder 2y = 21 = 1. O

7.3 Die exakten Nullstellen der Eisensteinreihen

In diesem Abschnitt wollen wir eine Formel zur expliziten Berechnung der
Nullstellen der Eisensteinreihe E) angeben.

Wir schreiben k = 12N + s, mit s € {4,6,8,10,0,14}. Sei p € {1,.., N} ein
Zéhlindex. Sei ko die kleinste ganze Zahl, mit: ko > %. Bezeichne e*™ die
u-te Nullstelle der Eisensteinreihe.

Satz 7.3. Es gilt:

Im (e2™%) = (n+) Ay — (p = 14 ) A1 — Yebua

iyt <i 1 () G () <Au_1>>)
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wobei gilt:

A, = sin (2%1{;0:”)

{ wenn s = 6, 10, 14
Ve =

sonst
5%1 = {

fl’,k (y> = Ciy ( Z €k (Th) ..Ck (ny)) e 4™y

ni+..+ny,=n,n; >0

wenn pu =1
sonst

O = Ol

2k
= 14| B, | ;Uk_l (n) e"™3
op_1(n) = Z dh1
din
o 1+ wennn=1
ex(n) = —é—iak_l (n) : wennn>0
Beweis: siehe [Ko3| O

7.4 Verallgemeinerungen des Satzes von Rankin-
Swinnerton-Dyer

Am Ende ihres Artikels ”On the Zeros of Eisenstein Series” [RSD] behaup-
ten die Autoren, dafl sich ihr Beweis in gleicher Weise auf Eisensteinreihen
anderer Modulgruppen anwenden liefle. Diese Behauptung ist jedoch im all-
gemeinen falsch.

Betrachten wir z. B. in der Kongruenzuntergruppe I'g (2) die Eisensteinreihe
zur Spitze ioco mit Gewicht 10. Ich habe berechnet, daf§ diese Eisensteinreihe
eine Nullstelle mit j-Wert % hat. Da der j-Wert negativ ist, kann diese
Nullstelle nicht auf dem FEinheitskreisbogen zwischen % und _71 liegen. Die
Nullstelle ist ungeféhr: 0.5 + 0.97971294885869026s.

Eine Verallgemeinerung des Satzes von Rankin-Swinnerton-Dyer gibt
Heekyoung Hahn in ihrem Artikel ”On Zeros Of Eisenstein Series For Genus
Zero Fuchsian Groups”[Ha].

Wir werden uns im Folgenden wieder auf Kongruenzuntergruppen als Spe-
zialfdlle von Fuchsschen Gruppen beschrinken. Zum besseren Versténdnis
wollen wir noch einmal den urspriinglichen Satz iiber die Nullstellen der Ei-
sensteinreihen zu I' (1) betrachten. Alle Nullstellen im Fundamentalbereich
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Fr( bis auf moglicherweise drei (den trivialen) haben j-Werte im Intervall
(0,1728) und sind einfach.
Die Autorin verallgemeinert dies auf gute Gruppen vom Geschlecht null.

Definition 7.4. Die Kongruenzuntergruppe I' heifit gut fiir das Gewicht k,
wenn gilt:

1. Die Fisensteinreihe Ei*° (T') hat reelle Fourierkoeffizienten, wenn sie
existiert.

2. Der Raum My (I') hat eine Basis mit Formen mit reellen Fourierkoef-
fizienten.

Bemerkung 7.5. Die Gruppen 'y (N) sind fir alle N und k gut. Die Gruppe
Lo (N) hat genau dann Geschlecht null, wenn gilt:

N € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12, 13, 16, 18, 25} .
Siehe dazu [Pa).

Entscheidend fiir den Satz ist es, dal wir fiir eine gute Gruppe I' einen ganz
speziellen Fundamentalbereich Fr finden koénnen. Sei h die Breite in der
Spitze in 700, dann soll gelten:

pr{ZEH\%hSRe(z)gg}

Bezeichne OFr den Rand des Fundamentalbereiches und vy, :=

inf {y | j:g +1iy € 0fp} dann bezeichnen wir L := {:)5 +iy |z = ﬂ:% und y > yo}
als die seitlichen Rénder und ihr Komplement A := 0Fr \ L als die unteren
Bogen.

Diese unteren Bogen sollen mit einer stiickweise differenzierbaren Funktion
za =T+ 1ya : [0,1] — A parametrisiert werden. Sei f (t) = %,
wobei jr. den kanonischen Hauptmodul bezeichnet. '

Sei Critg. = {t€[0,1]| f (t) verschwindet oder ist nicht definiert}. Ver-
schwindet f in ¢, so hat z4 im Punkt z,4 (¢) eine Tangente parallel zur reellen
Achse, wie etwa im Punkt 7 bei Frq). Ist f in ¢ nicht definiert, so ist z4 im
Punkt z4 (t) nicht differenzierbar, wie etwa im Punkt p bei Fr(s).

Wir sagen, f édndert in ¢y sein Vorzeichen, falls fiir alle hinreichend kleinen

£€1,E2 > 0 gllt f (to — 81) f (t(] + 82) < 0.

Definition 7.6. Wir definieren einen Fundamentalbereich Fr als annehm-
bar, wenn wir seine unteren Bdgen mit einer stiickweise stetigen Funktion
parametrisieren konnen, so dafS gilt:
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1. Der Hauptmodul jr, nimmt auf Or. nur reelle Werte an.
2. Die Menge Crity, ist diskret.

3. Wenn vz, (tg) = z, (fo) fiir ein v € T und fiir to, 1y in Critg., dann
wechselt f in ty genau dann sein Vorzeichen, wenn es auch in to sein
Vorzeichen wechselt.

Satz 7.7. Sei I' eine gute Gruppe vom Geschlecht null mit einem annehmba-
ren Fundamentalbereich Fr. Seien die Fourierkoeffizienten von jr reell und
existiere die Eisensteinreihe Ei*° (T'). Dann existiert eine endliche Konstante
¢ (Fr), die nur vom Fundamentalbereich Fr und nicht von Ei>° (T') abhingt,
so daf die Nullstellen von E;>™ (T') bis auf méglicherweise ¢ (Fr) viele, jr-
Werte besitzen, die einfach und reell sind und im Intervall [jp (_Th + iyo) , oo)
liegen.

Beweis: siehe [Ha. O

Beispiel 7.8. Mit den Funktionen aus Kapitel 4.5 konnen wir fir T'y(2)
analog zum Fall T'(1) die j-Werte der Nullstellen der Hecke-Eigenformen

bestimmen.
k| jra)-Wert der Nullstelle
27000
8 289
—54000
10 961
192 —173515500—28633500+/249
477481
14 —108196128000—6654150000+/267
20822521
—108196128000+6654150000+/267
20822521

Jayce Getz verallgemeinert den Satz von Rankin-Swinnerton-Dyer, indem er
das Ergebnis auf die Gap-Funktion ausdehnt.

Definition 7.9. Fir Gewicht k > 4 definieren wir die Gap-Funktion Fy, (z) €
My (T (1)) als die eindeutige Modulform mit Fourierentwicklung

F.(z) =1+ Z c(n)q"

n>dim M (T'(1))

Satz 7.10. Die nichttrivialen Nullstellen der Gap-Funktion haben ganze al-
gebraische j-Wert im Intervall [0, 1728].
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Beweis: siehe [Ge] .

Eine weitere Verallgemeinerung des Satzes von Rankin-Swinnerton-Dyer auf
einzelne Fricke-Gruppen wird in den aktuellen Arbeiten von Junichi Shige-
zumi gezeigt. Siehe dazu [Sh2], [TM] und [Sh1].
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8 Die Nullstellen der Hecke-Spitzenformen
zu ' (1)

Der Fall der Nullstellen der Hecke-Spitzenformen ist ungleich schwerer als der
der Eisensteinreihen. So haben wir zum Beispiel nicht den Satz von Rankin-
Swinnerton-Dyer. Der Satz von Rudnick zeigt uns, dafi auch ein dhnliches
Ergebnis nicht moglich sein wird. Mithilfe des von Achter vorgestellten Al-
gorithmus werden wir fiir einige Nullstellen zeigen, dafl die zugehorigen el-
liptischen Kurven keine CM besitzen, die Nullstellen also transzendent sind.

8.1 Die Verteilung der Nullstellen der Hecke-
Eigenformen, die Spitzenformen sind

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dafl die Nullstellen der Eisenstein-
reihen, also jenen Hecke-Eigenformen, die keine Spitzenformen sind, auf dem
Einheitskreis liegen. Gern hétten wir ein dhnliches Ergebnis auch fiir die
Spitzenformen. Dies wird wegen der im folgenden vorgestellten Ergebnissen
nicht moglich sein.

Zeév Rudnick zeigt in seinem Artikel [Ru] folgenden Satz:

Satz 8.1. Sei {fi} eine Folge von Hecke-Eigenformen mit fy € Sy zur Kon-
gruenzuntergruppe T' (1) . Unter Annahme der Verallgemeinerten Riemann-
schen Vermutung gilt:

Die Nullstellen von f, sind fiir k — oo in F beziiglich des normalisierten,
hyperbolischen Mafes dV (z) = 2EX glejchverteilt.

T oy?

Beweis: siehe [Ru]. 0

Bemerkung 8.2. Vergleichen wir dieses Ergebnis mit dem aus Satz 4.22
tber die Gleichverteilung der Heegner Punkte, so konnte man vermuten, daf
es einen Zusammenhang zwischen Heegner Punkten und den nichttrivialen
Nullstellen der Hecke-Spitzenformen gibt. Wir werden jedoch von einigen die-
ser Nullstellen zeigen, dafs sie transzendent sind. Da Heegner Punkte algebra-
isch sind, konnen diese beiden Mengen nicht gleich sein und die Vermutung
eines Zusammenhanges wird nicht bestdrkt.

8.2 Die Algebraizitit der Nullstellen

Korollar 8.3. Die Nullstellen der Hecke-Eigenformen sind entweder ima-
gindrquadratisch oder transzendent.
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Beweis: klar, nach Satz 2.12 und Satz 6.1. ]

Wir haben im Satz 7.2 gesehen, dafi die Nullstellen der Eisensteinreihen tran-
szendent sind. Gilt dies auch fiir die Nullstellen der Hecke-Spitzenformen?
Wir wollen versuchen, diese Frage in einigen Féllen zu entscheiden, indem
wir die der Nullstelle zugehorige elliptische Kurve auf CM testen.

Achters Test im Kapitel 3.1 benutzt, daf es bei elliptischen Kurven £ iiber
einem Zahlkorper K mit CM eine quadratische Korpererweiterung K C K
gibt, so dafl E/K iiberall gute Reduktion hat. Sei jy der j-Wert der zu un-
tersuchenden Nullstelle. Wir betrachten die elliptische Kurve:

27 jo 27 jo
E. - 2_ 3= B R S —
dor U T T T8 T 4 Gy — 1728

Die Koeffizienten stammen aus dem Korper K := Q (jo). Nach einer geeig-
neten zuldssigen Variablentransformation kénnen wir annehmen, dafl die Ko-
effizienten Elemente aus dem Ring der ganzen Zahlen Ok sind. Deswegen ist
auch die Diskriminante A (jy) ein Element aus Og. Der Ring der ganzen Zah-
len O ist als solcher ein Dedekindring. Insbesondere existiert eine eindeutige
Zerlegung des Ideals (A (jo)) = [[ p* in Primelemente. Da bei der allgemei-
nen zuliissigen Variablentransformation z = u?x’ +r, y = vy + suz’ +t
mit u, 7, s,t € K, u # 0 sich die Diskriminante wie folgt verandert: A’ = u%z,
konnen wir eine elliptische Kurve iiber K finden, deren Diskriminante sich
von (A (jo)) nur um einen Faktor der Form (¢ ....¢°" )" unterscheidet. Des-
wegen besitzt unsere Kurve genau fiir die p; schlechte Reduktion, fiir die gilt:
e; Z 0 mod 12. Weiter bemerken wir, daf§ die Primteiler (insbesondere jene
mit schlechter Reduktion) stets mit ihrem Konjugierten zusammen auftreten,
da wir ein Hauptideal zerlegen.

Folgen wir dem Beispiel Achters und setzen (N) := [[;..0moa12Pi und

K = K(\/N), so bemerken wir N € K und [[? : K} = 2. Nun kann

es schwierig sein die Primzerlegung der Diskriminante zu bestimmen; statt-
dessen wollen wir ihre Norm betrachten. Dann gilt:

Satz 8.4. Sei [[_,pi" = Nkjo(A(FE)) € Z die Primfaktorzerlegung von
Nijo (A (E)). Eaistiert ein t € {1,...,r} mit e; mod 6 # 0, so hat E keine
CM dber K.

Beweis: Es gilt:

Nitjo (A (E) =TT Nijo 0" =TT Nics (N (00)) =TT Nocs (p)°
= Nija (A (E))’
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Sollte einer der Primfaktoren von Ny g (A (E))? in einer Haufigkeit auftre-
ten, die nicht durch 12 teilbar ist, so wissen wir, daf es zu diesem j-Wert
keine Kurve £/ K gibt, die {iberall gute Reduktion hat, da eine zuléssige Va-
riablentransformation die Exponenten der Primfaktoren der Diskriminante
stets um Vielfache von 12 veréndert. Somit hétte diese Nullstelle keine CM

iber K.
O

Hier nun einige Rechenergebnisse:

J-Wert Nk g (A (E;)) CM iiber K7
156 + 124/144169 211536256718 nein
156 — 121/144169 211536256718 nein
5076 + 108v/18209 2115318567187 19 nein
5076 — 108+/18209 2115318567187 19 nein
4128 + 96+/51349 272341561121409° nein
4128 — 96+/51349 272344561121409° nein
—18804 + 121/18295489 | 2117362587181120 nein
—18804 — 12+/18295489 | 2173625871811 nein
61272 + 72/2356201 | 2'0634956718172799 nein
61272 — 721/2356201 | 210634956718172799 nein
135420 + 44/9737304801 | 25833°5913°193°883° nein
1171°2567371250512
135420 — 44/9737304801 | 2°83%959139193°883" nein
1171%2567371250512

Tabelle 2: CM tiiber K7

Um aber zu entscheiden, ob die Nullstellen transzendent sind, geniigt es
nicht, CM auszuschlielen, sondern vielmehr miissen wir auch potentielle CM
ausschliefen.

Satz 8.5. Die nichttrivialen Nullstellen der Hecke-FEigenformen zum Gewicht
24, 28, 30, 32, 34 und 38 sind transzendent.
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Beweis: Nach Satz 7.2 sind die Nullstellen der Eisensteinreihen transzendent.
Es geniigt also die Nullstellen der Spitzenformen zu untersuchen. In Kapitel
8.2 haben wir bereits die j-Invarianten der Nullstellen berechnet. Wir bestim-
men zu jeder eine elliptische Kurve, die wir mit verschiedenen Primidealen
reduzieren und schliefen mit Korollar 3.8, daf3 die Nullstelle keine potenzielle
CM hat, also nach Korollar 8.3 transzendent ist. Die Ergebnisse stehen in
Tabelle 3.

Zum besseren Versténdnis der Tabellen wollen wir hier das Beispiel der

7-Wert I D
156 + 121/144169 (5, LS _5) ==
Q (v-1I) Q (vV=3-7393)
5076 + 108+/18209 (5, ERV T 1) (569’ 1+\/;8W>
Q (v=11) Q (v=10)
4128 — 96+/51349 (5, Lt 31349 2) (117 1”;@)
Qi Q (v—43)
—18804 + 121/18295489 < 3, 1+\/m) (5’ LivISI180 _ 2)
Q(v-19) Q (i)
61272 + 721/2356201 (29, LS _ ) (11, 2evzgm)
Q (v=35) Q (v=10)
135420 — 4v/0737304801 | (405721033, LIRS0 _ o) | (5, 1073720801 )
Q (v—36603606) Q (i)

Tabelle 3: Ergebnisse bei Achters Test auf potentielle CM

Nullstelle mit j-Wert 156 + 124/144169 exemplarisch vorrechnen. Sei dazu

FEraa169 312 =1° — %ﬁx - 217]_]%
S < —4212 324144169 ) i
(—6288 + 48+/144169)  (—6288 + 481/144169)
4212 324+/144169

(—6288 + 48y/144160)  (—6288 + 48+/144169)

mit einer zuléissigen Variablentransformation mit v = - (j — 1728) erhalten
wir dann:



8 Die Nullstellen der Hecke-Spitzenformen zu I" (1) 57

g2 = + (—185227887942 + 380450466\/144169) x
— 44253295928664408 + 109907780320584+/144169

Die Kurve FEig169 hat den j-Wert 156 + 12 x /144169. Seien p; =
(5, S — 2) und py = (6007, HLHI09),

Dann ist Ejy4160 reduziert bei pi: y? = 23 + x + 4. Mithilfe von SAGE [St2]
bestimmen wir, dafl diese Kurve im Kérper F5 genau 9 rationale Punkte hat.
Aus dem Satz 2.35 folgt: F'rob, = _73 + %\/—11. Die Kurve Ej44169 reduziert
bei py: y? = a3 + 23172 + 4368 hat 6051 rationale Punkte in Fgoo; und es
folgt: Froby, = =2 + 3$v/—22179

Beide Reduktionen sind gut, da die Primideale nicht das Diskriminantenideal
teilen und gewchnlich, da die Spur des Frobenius jeweils nicht null ist. Damit
ergeben sich dir Kandidatenkorper F; = Q(v/—11) und F, = Q(v/—3 - 7393)
mit entsprechenden Ringen der ganzen Zahlen. Der Schnitt dieser beiden
Ringe ist trivial. Daher hat E\5, 1, /75169 keine CM und unsere Nullstelle ist
transzendent. -

Fiir die Eisensteinreihen konnten wir die exakten Nullstellen mit Hilfe einer
Formel angeben, die auch den Satz von Rankin-Swinnerton-Dyer benutzt.
Dieses Ergebnis 148t sich deshalb so nicht verallgemeinern.
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9 Nullstellen als Verzweigungspunkte

Eine elliptische Kurve F/Q wird nach dem Satz von Wiles von einer Mo-
dulkurve Xj (N) endlich iiberlagert. Aus der Eichler-Shimura Theorie folgt,
daB der Homomorphismus von X, (N) nach E/Q sich iiber eine Hecke-
Spitzenform f € S7* (I'g (INV)) definieren 148t. Die nichttrivialen Nullstellen
von f sind dann die Verzweigungspunkte des Morphismus und deswegen von

groffem Interesse.
Das kleinste Level N fiir das S3* (I'g (V) # {0} ist 11.

9.1 Eichler-Shimura Theorie

Sei f € S5 (I (IV)) eine Hecke- Spitzenform mit rationalen Koeffizienten.
Wir fixieren 79 € H und definieren F (7 f f(¢)d¢. Da f analytisch ist,

ist F' unabhéngig vom Integratlonsweg Fur (‘C’ g) = v € I'g (V) bemerken
wir:

70 70

/ I >d<+/ﬂy(m)f<<>d<

70

y(T) ~(7) ~(70)
Fy(r) = f(C)dCZ/()f(C)dH/ [AGL

(7o)
:/m (7 + d)? f(g)mdé+/To F(0)d¢

7v(70)
:F(T)+/ f(C)dC ::F(T>+¢fﬂ'0 (7)

70

Lemma 9.1. ¢, (v fy(m ¢)d¢ hingt nicht von 1y ab.
Beweis: Sei Fy (1) = F (1) + f:o f ¢)d( fiir 1 € H. Dann gilt:
¢f,To=¢f,n<:>F(V(T))—F() Fi(v (7)) = Fi(7)

& F(y(r) = / F(O)de

@/T:(T)f@)dc:/n f(C)d<+/TO Q)

Deswegen werden wir im Folgendem ¢ () fir ¢y, () schreiben.

Lemma 9.2. ¢y ist ein Gruppenhomomorphismus zwischen I'y (N) und einer
additiven Untergruppe von C.
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Bewezis:

172(70) 71 (70) 1172(70) v2(70)
o= [ = [T [T oo [
70 70 71(70) 70
= o5 (1) + 5 (12)

U

Bemerkung 9.3. Die elliptischen Elemente von I'g (N) liegen im Kern von
¢, da sie endliche Ordnung haben. Mit etwas mehr Aufwand kann man auch

zeigen, daf die parabolischen Elemente von I'g (N) im Kern von ¢ liegen.
Dies findet man z. B. in [Kn].

Bemerkung 9.4. Wenn ¢; (I'g(N)) ein Gitter ist, so wollen wir es mit
Ay bezeichnen. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Menge der Bilder der

Erzeuger von Ty (N) zwei R-linear unabhdngige Elemente enthdlt. Das Gitter
Ay ist wohldefiniert, da F (v (7)) — F (1) € Ay.

Satz 9.5. Fir eine Hecke-Neuform f € S5 (I (IN)) vom Gewicht 2 zu
Lo (N) ist Ay ein Gitter und es ezistiert der Homomorphismus

F: To(N)\H[{JP'(Q) = Xo(N) = C/A; = Ey (1)
Beweis: Siehe [Kn| Theorem 11.74. O

Uber die Existenz des Morphismus F hinaus besagt die Eichler-Shimura
Theorie, dal E; iiber Q definiert werden kann und dafl die Faktoren des
Eulerproduktes der L-Reihen L (s, E) und L (s, f) bis auf endlich viele Prim-
zahlen iibereinstimmen, wobei f normalisiert wird.

9.2 Verzweigungspunkte

Seien f eine Hecke-Neuform vom Gewicht 2 zu 'y (N) und F' : X (V) —
E¢ (C) gegeben wie in Gleichung 1.

Wir kénnen das Geschlecht g von X (N) mit der Formel aus 4.35 berech-
nen und wissen, daf} eine elliptische Kurve immer Geschlecht 1 hat. Aus der
Riemann-Hurwitz Formel folgt, dafl es genau 2g — 2 kritische Punkte gibt,
gezdhlt mit der entsprechenden Vielfachheit.

Satz 9.6. Die kritischen Punkte der Uberlagerung F : X, (N) — E;(C)
sind die Nullstellen der Differentialform dF = 2mwif (z) dz, also die Nullstel-
len von f, die nicht von den Polstellen von dz aufgehoben werden.
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O

Die Polstellen von dz, aufgefafit als Differentialform in X, (/V) sind bekannnt.
Siehe dazu zum Beispiel [Del] S.52.

. Voo 1 v2 2 v3
Div (dz) = — (Z Sits > B+ 3 ZE3,j> :
j=1 j=1 J=1

wobei §; die Spitzen, F,; die elliptischen Punkte der Ordnung 2 und Es;
die elliptischen Punkte der Ordnung 3 bezeichnet.

9.3 Taniyama-Weil, Wiles

Definition 9.7. Eine elliptische Kurve E/Q heiffit modular oder Weilkur-
ve, wenn es ein N € N gibt, so dafy die Modulkurve X, (N) eine endliche
Uberlagerung von E/Q ist.

Satz 9.8 (Modular Elliptic Curves Conjecture). Jede elliptische Kurve E/Q
st modular.

Beweis: Dies ist der Satz von Wiles. In dieser Allgemeinheit wurde er von
Wiles, Breuil, Conrad, Diamond und Taylor bewiesen.
Siehe [Hu] S.333. 0

Bemerkung 9.9. Der Satz 1.29 dber die Funktionalgleichung von L(E,s)
folgt aus dem Satz 9.8, da es fiir jede elliptische Kurve E/Q eine endliche
Uberlagerung durch eine Modulkurve gibt, also insbesondere ein N € N und
ein f € SF (g (N)), so daff die L-Reihen L(E, s) und L(f,s) bis auf end-
lich viele Primzahlen iibereinstimmen und L(f,s) eine Funktionalgleichung
erfillt.

Definition 9.10. Der analytische Rang einer elliptischen Kurve E/Q ist die
Nullstellenordnung der L-Reihe L(E,s) an der Stelle s = 1.

Definition 9.11. Fir N > 1 heifit das Bild von I = {iy| oo >y >0}
in Xo (N) der Fundamentalbogen von Xo (N). Ein fundamentaler kritischer
Punkt ist ein kritischer Punkt beziglich der modularen Uberlagerung, der im
Fundamentalbogen liegt.

Satz 9.12 (Mazur-Swinnerton-Dyer). Der analytische Rang eine elliptischen
Kurve E/Q ist kleiner oder gleich der Anzahl der fundamentalen kritischen
Punkte ungerader Ordnunyg.
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Beweis: Siehe [MSD] Theorem auf Seite 10. ]

Bemerkung 9.13. Sei E/Q ceine elliptische Kurve. Aus der Birch-
Swinnerton-Dyer Vermutung folgt unter anderem, daff der Rang von E(Q)
und der analytische Rang von E gleich sind. Mit Kenntnissen tiber die Null-
stellen von Hecke-FEigenformen kénnen wir so eine obere Schranke fiir den
Rang von E(Q) angeben.

Bemerkung 9.14. Die Bilder der Nullstellen von f € S§¢% (I'g (N)) in der
zugehdrigen elliptischen Kurve sind sicher wichtige Punkte. Sie auf geome-
trische Eigenschaften zu untersuchen, kénnte ein interessanter Ansatzpunkt
fir zukiinftige Arbeiten sein.
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10 Anhang

Hier wird der MaplelO-Programmcode zur Berechnung der Hecke-
Eigenformen zu I' (1) angegeben.

10.1 Programmcode

INITIALISIERUNG

with(numtheory) :
with(algcurves):
readlib(mtaylor) :
interface(warnlevel=1):
reihenlaenge:=50:
Digits:=150:
interface(displayprecision=10):
q:=proc(t)
exp (2*Pi*I*t) :
end proc:
anzeig:=proc(H,t)
a:=coeff(H,q,0):
for i to t do

a:=a+coeff (H,q,i)*q"i:
end do:
sort(a);
end proc:

easy:=proc(n)

a:=numer (n)*simplify(evala(Norm(denom(n))))/denom(n)/simplify(evala(Norm(denom(n)))):
a:=simplify(a);

end proc:

normalmachen:=proc(n)

nenner :=expand (denom(n) ) :

zaehler:=expand (numer (n)) :

if (not(Im(nenner)=0))

then a:=Re(nenner)-Im(nenner):
nenner:=expand (nennerx*a) :
zaehler:=expand(zaehlerx*a) :

end if:

a:=simplify(zaehler/nenner);

end proc:

K:=4:

E[K] := sort(l + 2/Zeta(1-K) *sum(sigma[K-1] (n)*q"n,n=1..reihenlaenge)):
K:=6:

E[K] := sort(l + 2/Zeta(1-K) *sum(sigma[K-1] (n)*q"n,n=1..reihenlaenge)):
DR:=sort (mtaylor( ( (E[4])"3 -(E[6])°2)/1728, q, reihenlaenge)):

fkoeff:=proc(n)

a:=binomial(-1/2,n)"2;

end proc:

movetostr:=proc(t)

a:=t:

a:=a-trunc(Re(a)):

while (abs(Re(a))>0.5) do

if (Re(a)<0) then a:=a+1:
else a:=a-1:

end if:
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end do:
a;
end proc:

movetof :=proc(t)
aa:=t:
aa:=movetostr(aa):
while(abs(aa)<1) do

b:=-1/aa:
aa:=movetostr(b):
end do:

aa;

end proc:

ffunktion:=fkoeff (0):
for i to reihenlaenge do ffunktion:=ffunktion+fkoeff(i)*q~i:
end do:

"Hecke-Operator":
hecke:=proc(B,H,N,k,d)
A:=0:
for i to H do
if ((H mod i)= 0) then
if (iged(i,N)=1) then A:=A+(i"~(k-1)*coeff(B,q,0)):
end if:
end if:
end do:
for j to d do
for i to H do
if ((igcd(j,H) mod i)=0) then

if (igcd(i,N)=1) then A:=A+(i"(k-1)*coeff(B,q, (j*H/(i*i)))*q~j):

end if:
end if:
end do:
end do:
A;
end proc:
interface(warnlevel=4):
PROGRAMMSTART

N:=1:

k:=24:

Gewicht:=k;

d:=k/12-(k mod 12)/12+1:

if (k mod 12 = 2) then d:=d-1; end if:
Dimension:=d;

NS:=k/12; "ANZAHL DER NULLSTELLEN":
"ERZEUGUNG DER BASIS":

for i to d do B[il:=expand(DR~(i-1)*(E[4])~(3*(d-i))):
end do:

if ((k mod 12)=2) then
for i to d do B[i]:=expand(B[i]*E[6]"2):
end do:

end if:

if ((k mod 12)=4) then
for i to d do B[i]:=expand(B[i]*E[4]):
end do:

end if:
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if ((k mod 12)=6) then
for i to d do B[i]:=expand(B[i]*E[6]):
end do:

end if:

if ((k mod 12)=8) then
for i to d do B[i]:=expand (B[i]*E[4]*E[4]):
end do:

end if:

if ((k mod 12)=10) then
for i to d do B[i]:=expand(B[i]*E[6]*E[4]):
end do:

end if:

for i to d do
for j to nops(B[i])-reihenlaenge+5 do
B[i]l:=B[i]l-coeff(B[i],q, j+treihenlaenge)*q~ (j+reihenlaenge) :
end do:
end do:

"Normierung der Basis":
for i to d do B[il]:=sort(B[i]/coeff(B[i],q,i-1)):
end do:
print("Basis B[i] normiert.");
"Hier wird der HECKE-OPERATOR gewaehlt:":
H:=nextprime(N);
H:=2:
for i to d do
C[i] :=hecke(B[il,H,N,k,d);
end do:
for i to d do
for j to d do
m[i,jl:=coeff(Cl[il,q,j-1):
end do:
end do:

for j to d do

for h to d-1 do

i:=h+1:

for 1 to h do
m[j,il:=m[j,i]l-(m[j,1]*coeff (B[1],q,i-1))
end do:

end do:

end do:

f:= (i,j) -> m[j,i]:
M:=Matrix(d,f);
(EW,EV) :=LinearAlgebra[Eigenvectors] (M) :
for i to d do
for j to d do
EV[i,jl:=Re(EV[i,jl):
EW[i] :=Re(EW[i]):
end do:
end do:
(EW,EV) ;

"Die HECKE-EIGENFORMEN sind:";
for i to d do
HE[i]:=0:



10 Anhang

end do:
for i to d do
for j to d do
HE[i]:=HE[i]+Re(EV[j,i1)*B[j]:
end do:

if (not(coeff(HE[i],q,1)=0)) then HE[i]:=HE[il/coeff (HE[i],q,1):

end do:

for j to d do
print (anzeig(HE[j],8));
print(

end if:

end do:
"Nullstellensuche";
for i to d do
poly[i]:=0:
for j to d do
poly[il:=poly[i]l+(EV[j,i]l *J~(d-j));
end do:
print(poly[il);
print(
end do:
"Loesung fuer die Polynome in J":
for i to d do
if (type (polyl[il,constant))
then SOLJ[i]:="speziell";
else SOLJ[i]:=[(allvalues(RootOf (poly[i],J)))]:
end if:
print (SOLJ[i]1);
print(
end do:

I )
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10.2 Auszug aus [Ac2]

*If E is an elliptic curve over a field K of characteristic 0, then
End(E)_0, the field of fractions of End(E), is either Q or a quadratic
imaginary field.

* If E is an _ordinary_ elliptic curve over a field K of arbitrary
characteristic, the same classification holds.

* An elliptic curve E/K acquires all its endomorphisms over a finite
extension L of K.

* As a general principle, symmetry groups and endomorphism rings tend to
be upper semicontinuous. In particular, this means that if p is a prime
of K, then there’s an inclusion End(E) -> End(E_p).

With this in mind, let’s look at your question.
Let L be some finite extension of K such that End(E_L) = End(E_{\bar K}).

Let q_1 and q_2 be primes of L over p_1 and p_2. Then End(E_{p_i})_0 =
End(E_{q_i})_0 = F_i. (The endomorphism ring can’t get any bigger as we
pass from K/p_i to L/q_i, as it is already maximal. This is typical for
ordinary elliptic curves over finite fields, but need not happen in
general.)

Then End(E_L) is naturally a subring of F_1 and of F_2, thus is just the
integers.
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Thesenblatt

Wir betrachten die Nullstellen der Hecke-Eigenformen zu der Gruppe I' (1) =
SLy(Z) /{£1} im Fundamentalbereich Fr). Hecke-Eigenformen sind ent-
weder Eisensteinreihen oder Hecke-Spitzenformen. Wahrend iiber die Null-
stellen der Eisensteinreihen bereits vieles bekannt ist, wie zum Beispiel der
Satz von Rankin-Swinnerton-Dyer oder der Satz von Kohnen, weifl man we-
nig iiber die Nullstellen der Hecke-Spitzenformen.

Spitzenformen haben eine Nullstelle im Punkt ico und weitere in den Punk-
ten ¢« und p = #, deren Vielfachheit nur vom Gewicht der Spitzenform
abhéngt. Alle weiteren Nullstellen nennen wir die nichttrivialen Nullstellen.

Lemma. Die j-Werte der Nullstellen der Hecke-Spitzenformen sind algebra-
1sch.

Aus einem Satz von M. Waldschmidt folgern wir weiter, daf§ die nichttrivia-
len Nullstellen imagindrquadratisch oder transzendent sind. Dies ist jedoch
mit numerischen Ergebnissen nicht zu entscheiden. Deswegen formen wir das
Problem in eine Entscheidung iiber CM bei elliptischen Kurven um. Eine
komplexe Zahl mit algebraischem j-Wert ist transzendent, wenn die ellipti-
sche Kurve zu diesem j-Wert keine komplexe Multiplikation besitzt.

Wir benutzen den CM-Test von J. Achter, um eine elliptische Kurve auf kom-
plexe Multiplikation zu testen. Bei diesem wird ein Kandidatenkorper kon-
struiert, von dem man weif}; das der Endomorphismenring der elliptischen
Kurve eine Ordnung im Ring der ganzen Zahlen des Kandidatenkorpers ist.
Gelingt es nun, zwei Kandidatenkorper zu konstruieren, bei denen der Durch-
schnitt der Ringe der ganzen Zahlen dieser Kandidatenkdrper nur Z ist, so
hat die elliptische Kurve keine komplexe Multiplikation und die entsprechen-
de Nullstelle ist transzendent.

Dies konnten wir fiir die nichttrivialen Nullstellen der Hecke-Spitzenformen
zu kleinen Gewichten nachweisen.

Satz. Die nichttrivialen Nullstellen der Hecke-Spitzenformen zur Gruppe
['(1) und zu den Gewichten 24, 28, 30, 32, 34 und 38 sind transzendent.

Wir wissen, dafl die nichttrivialen Nullstellen der Eisensteinreihen immer
transzendent sind und so motiviert dieser Satz die Vermutung, dafl das auch
fiir Hecke-Spitzenformen, mithin fiir alle Hecke-Eigenformen gilt.



