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L K 71����+)��$,2���0)L

M,û!í�ï�ô�õ
ígó²ð û��1����÷#ò!ô�ð3ñ�õ(ð3ó×ò!ì�ô�õ,#�ìîô&��ð õ!ð�#�ì/!t÷3û!í$ ô&� í�ñ_ö/! ( � � ��øJ��÷oó²ð3û+(¨ìîô*�+��ûM÷
��÷3û!ô�í�òMô�í�õOð#óßò !2#*í

O(2, n)
? N èQçPO�Q2F � ö2!+�$�"�=R ì���í�ûQó²ð3ûnòMìîí7��ð¨ø�����ôßõ5#*÷3ï�í�ð3ó¸÷3ö*í���ô�÷#ñ

��÷3û!ô�í�òMô�í�õ
Ag

? NTSOEà�F ÷#ñ�ø ö2!VU1�XWt÷3ô&�*��ð3òb÷#ñ�øZY1�X[@R5õ!õ���í�û�ó²ð3ûlóR÷-��ô&��ô�í�õ¦ð3ó(\Jõ
í��gô&]
÷#ößí���ô�÷3ñ4��÷#ûMô�í�ò!ô�í�õ�? �^_O D/F �,þ3ð ô�ñ5ò�ú�ð û!ü�ð3ó�ð���û) û!ð"��#4#îûMð �¨ô�øîí�õ�í��¨ô�øîí�ñ�ï�ívó²ð û"ò!ìîí�õ
í
ï�ð3ñ#ù�í�ï�ò��îûMí�õ`\Rõ!í�í$? aIN O�Q�F � ? aIacb6N O�Q2F � ? acb6N-Ned F � ? acb6N-N �2F ] �

D ác^_�"�Òê*��f æ4g@hQê,i�hj�5åbçQê,kV�5ãPl�êRæßã ��monbå ��p4�:mRæ2� äqhP�¨æ�å>r
��í�ûMí(ú�íyï�ð"�&��í�ï�ò�õ!ð���í(ð#óÒòMìîíyö�÷3õ!ô�ï<#îûMð�#ßí�û!ò!ô�í�õ"ð#ó�ìîô& ìîí�ûýø�ô*��í�ñ�õ!ô�ð3ñ�÷�� � ûM÷3ü3í���ð �

ò!ìîí�ð3û�!��js�ð3û �gð û!í"ø�í�ò@÷#ô*��õQ÷#ñ*ø,#îûMð5ð3óRõÒú"í×ûMí�ó²í�ûEòMð+?BA æßè9C D/F � � í���í�ò
π : X → Spec Zö*í]÷3ñ ÷#ûMô�òMì���í�ò!ô�ï ��÷#ûMô�í�ò !���sîð3ûoõ
ô*�$#���ô�ï�ô�ò ! ú"ít÷3õMõ�����írò!ì�÷#ò

X
ô�õl÷ #�û!ð3ù�í�ï�òMô&� í��

û!í������÷#û�õ!ï@ì�í���í6t*÷�ò¦ð �3í�û
Spec Z

úýìîð5õ
í 3í�ñîí�ûMô�ï�%�ößí�û¦ô�õ¦õ��gð¨ð3ò!ì � � íqõ!í�ò
d =

dimZ(X)
� � í´úýû!ô�ò!í

Zp(X)
ó²ð3ûýòMìîí´ó²û!í�í,3ûMð���# ð#ó

p
'�ï�ð�ø�ô*��í�ñ�õ!ô�ð3ñ�÷��Òï !�ï ��í�õýð ñ

X
�


�ò ô�õÿ÷ óR÷3ï�ò�ò!ì�÷#ò�ó²ð3û í�÷3ï@ì
Z ∈ Zp(X)

ò!ì�í�ûMí¦í I�ô�õ
òMõÿ÷@8(û!í�í�ñdï �îûMûMí�ñ5ò
gZ

�Qô0� í��*�Q÷
ï �îûMû!í�ñ5ò"òMì�÷�ò�õM÷�òMô�õ5%�í�õ

ddc gZ + δZ = [ωZ ],
úýìîí�ûMí

δZ

øîí�ñîð3ò!í�õ ò!ì�ígï��îû!ûMí�ñ5ò(ð#ó,ô�ñ òMí� ûM÷#ò!ô�ð3ñ]÷���ð ñ�
Z(C)

÷3ñ�ø
[ωZ ]

ø�í�ñ�ð#ò!í�õ�òMìîí
ï �îûMû!í�ñ5ò�÷3õMõ
ð�ï�ô�÷#ò!í�ølúýô�òMìb÷ l�kkæÒæ*äqh ó²ð û��

ωZ

�në�ìîí�ñ¦ò!ì�í ó²ûMí�í<3ûMð���#lð3óE÷#ûMô�òMì���í�òMô�ï
ï !�ï ��í�õ�ô�õ

Ẑp(X) = {(Z, gZ) |Z ∈ Zp ÷#ñ*ø
gZ

÷K8(ûMí�í�ñrï��îûMû!í�ñ ò"ó²ð3û
Z}.


�ò ï�ð3ñ5ò@÷#ô�ñ�õ�ò!ìîí�õ��îö� û!ð"��#

R̂at
p
(X) = {(div(f), g(f)) | f

÷
K1

'�ï@ì�÷3ô�ñr÷#ñ�ø
g(f)

÷�ï�÷#ñ�ð3ñîô�ï�÷�� 8(ûMí�í�ñqï �îûMû!í�ñ5ò
}.

s�ô�ñ�÷��&�*!]òMìîí
p
'JòMìk÷#ûMô�òMì���í�ò!ô�ï :�ìîð�ú 3ûMð���#Z\Rô�ñ}òMìîíbõ!í�ñ�õ!ílð3ó 8(ô*�*��í�òÿ÷#ñ�ø (�ð����*>�]yô�õ

ø�í %�ñ�í�ø ö2!

ĈH
p
(X) = Ẑp(X)

/
R̂at

p
(X).

(¨ð���íyð#óOô�ò@õ7#îûMð�#ßí�û!ò!ô�í�õ�÷#ûMíEu
D áJà*á ë�ìîí�ûMíyí I�ô�õ
òMõý÷3ñ �"�%$&�&��'(�)��$,+;JH�vC"� �1� �¦÷-#

ĈH
d+1

(X)

π∗

��

ddeg

''P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

ĈH
1
(Spec Z)

∼
// R.
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D á D á 8(ô&� í�ñ ÷ �gð û�#�ìîô�õ�� ð3óy÷3û!ô�ò!ì���í�ò!ô�ï ��÷3û!ô�í�òMô�í�õgò!ìîí�ñ ò!ìîí�û!írí I�ô�õ�ò@õl÷ #���õ!ìJ'
ó²ð3ûMú"÷3ûMø \Yó²ð û #îûMð�#ßí�û��� í�ñîí�û!ô�ï�÷��&�*!bõ��gð¨ð3ò!ì3��ð3û�#îìîô�õ5�¦õýð ñ��*!�� ]o÷#ñ�øq÷K#����&�&'�ö�÷3ï@übó²ð3û
ò!ìîí�÷ õ!õ!ð�ï�ô�÷�ò!í�øb÷3û!ô�ò!ì���í�ò!ô�ï+:�ìîð�ú 3ûMð���#�õ��

D á QÒá�� ÷3ï@ì_ìîí�û���ô�òMô�÷3ñ ��ô�ñ�í¦ö��îñ�øJ��í
L
��ô � í��*�E÷ #�÷#ô�û

L = (L, ‖ · ‖)
ï�ð ñ�õ
ô�õ
ò!ô�ñ�rð#ó

÷K��ô�ñîí�ö��îñ�øJ��í
L

ð ñ
X

÷#ñ�øq÷ l�kkæÒæ*äqh ìîí�û���ô�ò!ô�÷#ñ3��í�òMû!ô�ï´ð ñrò!ìîíÿô�ñ�ø���ï�í�ørö��îñ�øJ��í
L(C)

��ø�í %*ñîí�õý÷1%�û@õ�ò ÷3û!ô�ò!ì��gí�ò!ô�ï�:�ìîí�ûMñ ï���÷ õ!õ
ĉ1(L) ∈ ĈH

1
(X)

�
D á��Eá ë�ìîí�ûMíyô�õý÷3ñr÷3û!ô�ò!ì��gí�ò!ô�ï(ô�ñ5ò!í�ûMõ!í�ï�ò!ô�ð3ñ #îûMð¨ø���ï�ò

ĈH
p
(X) ⊗ ĈH

q
(X) −→ ĈH

p+q
(X)Q,

3ô*�3í�ñwö2!
(Y, gY ) ⊗ (Z, gZ) 7→ (Y · Z, gY ∗ gZ)

�gë�ìîí�û!ô*3ì5òyì�÷#ñ�øwõ
ô�ø�í�ì�÷ õ òMðoößí
ò!í�ñ*õ
ð û!í�ørúýô�òMì

Q
õ
ô�ñ�ï�í�ò!ìîígï�ð3ñ*õ�òMû���ï�ò!ô�ð3ñqð3ó

Y · Z
ô�ñ2�3ð"�&� í�õ

K
'JòMìîí�ð û�!"��
�ò(ô�õ<./�îô�òMí

ò!í�ï@ì�ñîô�ï�÷-��ò!ð õ!ìîð�ú ò!ì�÷#ò×òMìîívõ
òM÷3û #îûMð¨ø���ï�ò
gY ∗ gZ = gZδY + gY ωZ

ô�õ×ú�í��&�&'�øîí %�ñîí�ø �
D á�� á ë�ìîí�ûMíyô�õý÷�ìîí�ô& ì5ò #*÷#ô�û!ô�ñ�

Zp(X) ⊗ ĈH
d−p+1

(X) −→ R,
3ô*�3í�ñoö2!

Z ⊗ α 7→ htα(Z)
� 
�ñ4#�÷3û
òMô�ï�����÷#û"ô�ó

α = ĉ1(L)
�¨òMìîí�ñ

htα(Z) = htL(Z)
ô�õ

÷-��õ
ðgû!í�ó²í�ûMí�øbò!ðl÷ õ"ò!ìîí s*÷-��ò!ô�ñ� õ�ìîí�ô& ì5ò�úýô�ò!ìrûMí�õ�#*í�ï�ò�ò!ð
L
�

QÒá��ÿæ�h�æ�kkæ�mRæ�i*êJé���m �îå�êRäqhPk �5ä�êJé��Ih�æ:f i�å�æßè�� l
� íröîûMô�í)t�! ø�í�õ!ï�û!ô�ößíoòMìîíq÷#ûMô�òMì���í�òMô�ï@:�ìîð�ú  û!ð"��#�õ #îûMí�õ!í�ñ5ò!í�økô�ñ ? acb6N-Ned F �

ë�ìîí �¦÷3ô�ñ ô�øîí�÷ ô�õoò!ð ûMí�#���÷3ï�í]òMìîí 8(ûMí�í�ñ í�./��÷�òMô�ð ñ
ddc gZ + δZ = [ωZ ]

ö2! ÷
ï�ð3ì�ð���ð���ð� ô�ï�÷-�ßû!í���÷#ò!ô�ð3ñ

cl(gZ) = cl(Z)
ô�ñr÷¦õ��îô�ò@÷#ö���í´ï�ð ìîð���ð���ð�"!gò!ìîí�ð3û�!��

[ýí�ï�÷-�*� ð��îû�÷ õ!õ����$#�ò!ô�ð3ñoò!ì*÷�ò
X(C)

ô�õýï�ð"� #*÷3ï�ò��¨ò!ìîí�û!í�ó²ð3ûMí

gZ ≡ [gZ ] mod im ∂ + im ∂
ó²ð3û×÷´ø�ô! ¸í�ûMí�ñ5ò!ô�÷-��ó²ð û��

gZ

úýô�ò!ìK��ð�5÷#ûMô�òMì���ô�ï�õ!ô�ñ�"����÷#ûMô�òMô�í�õ,÷-��ð3ñ�
Z(C)

�=
�ñK#�÷3û
òMô�ï��J'
��÷3û

gZ

ô�õ×÷3ñ�í���í���í�ñ5ò�ð3ó¸ò!ìîí=Yví���ô*3ñîí ÷��& í�öîû@÷
D∗

log(X \Z, ∗)
ð3óÒõ5��ð¨ð#òMìlø�ô" ¸í�ûMí�ñ5òMô�÷��

ó²ð3û���õQð ñ
X \Z

úýô�ò!ì ��ð" ÷#ûMô�ò!ì���ô�ï�õ!ô�ñ������÷#ûMô�òMô�í�õ�÷���ð ñ�vò!ìîí�ößð��îñ�ø�÷#û�!��$# ð�úkòMìîí�%�ûMõ
ò
ü3í�!rð ö�õ
í�û���÷#ò!ô�ð3ñtøJ�îí ò!ðrþ�� ���îû�3ð õ+? a è�å C�%JF ô�õ�òMì�÷�òyúýô�ò!ì]ûMí�õ�#ßí�ï�òvò!ðoò!ìîígñ�÷#ò��îû@÷-�
ô�õ!ð���ð3û�#îìîô�õ���õ

H2p
(
D

2p
log(X, p), D2p−1

log (X \ Z, p)
)
∼= H2p

Z,D(X, p) ∼= H2p
Z (X, R)

ú�í 3í�òýò!ìîíyô�ø�í�ñ5òMô %*ï�÷�òMô�ð ñ�õ
cl

(
(ωZ , gZ)

)
=̂ cl(Z)=̂δZ ,ìîí�ûMí"ò!ìîíýï�ð ìîð���ð"��ð"�! 3ûMð���#ÿô�ñÿò!ì�í���ô�øîøJ��íýô�õQòMìîí Yví���ô& ñîíýï�ð3ì�ð���ð���ð�"!< û!ð"��# úýô�ò!ì

õ5��#�#*ð û
òyô�ñ]ò!ìîígûMí�÷-�Oï !�ï���íg÷3õMõ
ð�ï�ô�÷�òMí�øqúýô�ò!ì
Z
�´ë�ìîí�õ!í�ï�ð ñ�øqü í�!qð3ö*õ
í�û���÷�òMô�ð ñt÷-��õ
ð

øJ�îíyò!ð¦þ	�����îû�3ð õ�ô�õ�ò!ì�÷#ò�ô�ò�ô�õ #ßð õMõ
ô�ö���ívòMð¦ô�ñ5òMí�û�#îû!í�ò�ò!ìîí�õ
òM÷3û�#�û!ð�øJ��ï�ò
gY ∗ gZ = gZδY + gY ωZ
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÷3õý÷ #îûMð¨ø���ï�ò�ð3óEò!û��îñ�ï�÷�òMí�øoû!í���÷#ò!ô*�3í´ï�ð ìîð���ð���ð�"!$3ûMð���#�õ

Ĥ2p
(
D

2p
log(X, p), D2p−1

log (X \ Y, p)
)
⊗ Ĥ2q

(
D

2p
log(X, q), D2q−1

log (X \ Z, q)
)

−→ Ĥ2p+2q
(
D

2p+2q
log (X, p + q), D2p+2q−1

log (X \ (Y ∩ Z, p + q)
)

#�ð#òMíyò!ì�÷#òýò!ìîô�õýô�ñ5ò!í�û�#îûMí�ò@÷�ò!ô�ð3ñr÷-�*��ð�ú�õ)�*õ�ò!ð¦ûMí�#���÷3ï�í ��÷3ñ2!lð#óQò!ìîí�÷3ñ�÷-�*!5ò!ô�ï�÷�� ô�ø�í�ñJ'
ò!ô�ò!ô�í�õ7��õ!í�øoô�ñoòMìîí,#îûMð¨ð#ó�ð3ó�òMìîí´ú"í��*� '�ø�í %*ñîí�ø�ñ�í�õMõ�ö2!oìîð���ð���ð� ô�ï�÷-�ßô�øîí�ñ5ò!ô�ò!ô�í�õ��


�ñ�õ�òMí�÷ ø ð3óyò!ìîí]õ!ìîí�÷�ó´ï�ð��$#���í I�í�õ
U 7→ D∗

log(U, ∗)
ð ñîítï�ð"����ø ï�ð3ñ*õ
ô�ø�í�û¦ð3ò!ìîí�û

õ
ìîí�÷G�3í�õ´ð#óvï�ð��$#���í I�í�õ�� � íoï�÷-�*�"÷wõ
ì�í�÷�ó�ð3ó ï�ð"� #���í�I¨í�õ´òMì�÷�ò�û!í�ï�í�ô&� í�õ�ï���÷ õ!õ!í�õ�ó²ð3û
ï !�ï ��í�õv÷#ñ�ø

K1

'�ï@ì*÷#ô�ñ�õ�ò!ð"3í�ò!ìîí�û úýô�ò!ìtõ!ð���í���ô&��øtï�ð��$#�÷�òMô�ö�ô&��ô�ò !r÷3õMõ����$#�ò!ô�ð3ñ�õI\Rõ!í�í
? acb6N-Ned F ���Eí��$�¦÷���� ��� ]�÷#ñ�÷#ûMô�ò!ì���í�òMô�ï�ï�ð��$#���í Iÿð ñ

X
� Hvñîí�ð3ó*òMìîí7�¦÷#ô�ñÿûMí�õ�����òMõ

ô�ñ ? a(b6N-Ned F �¦÷G!lö*í�õ
òM÷#ò!í�øo÷ õ"ó²ð��*��ð�ú�õ
�	��
����
�������� á��D$&<��)�Z�"� ���%$&� �:'c�)�*$,+-+12�'���! ���

C ∗(·, ∗)
2��

X � � ���)� � ���)� �6���H$ 0%�
���%$&� �:'c����$,+� ��2"! C"� 2"��40

ĈH
∗

(X, C )
!j�.2>0)�����?2#�.���%��$,�%0I�"� �(J�$,+)�v�"�v�1Je5)AF�&�.� 71���
+ K�v2"�%$,��!P�"��JF'I��!B��$ ��! $,+?�"�*$&<��$��� 2%���)�%��$,�%0I2 7
C ∗(·, ∗)

L


�ò�ô�õýõ!ìîð�úýñ ô�ñ ? a è�å-C�%2F ò!ì�÷#ò
ĈH

∗

(X, Dlog) ∼= ĈH
∗

(X)
�

��á(nbå�ê²äqhPk �5ä�êJé��IhQæ:f å�êRãPi4l;f¦ê²ä�h �Qå���&?mRæ�i'&?mRæ�i gSæ*å�k l
� í ��í�ò

π : X → Spec Z
ö*í�÷#ñ_÷#ûMô�òMì���í�ò!ô�ï1��÷3û!ô�í�ò !q÷ õvößí�ó²ð û!í"�,
�ñw÷ øîø�ô�ò!ô�ð3ñ]ú"í

%�Ik÷tø�ô*�5ô�õ!ð3û
D ⊂ X(C)

úýô�ò!ì ñîð3û��¦÷-�×ï�û!ð5õ!õ!ô�ñ� õ��(�Òí�ò
Z

ößío÷]ï�!�ï ��ílð3ñ
X

÷3ñ�ø
D∗)+*-, (X \ Z)

ößírò!ìîí�Yví���ô& ñîít÷-�*3í�öîû@÷]ð3ó�#îûMí ' ��ð�-' ��ð�qó²ð û��¦õ¦úýô�ò!ì�ûMí�õ�#*í�ï�ò�ò!ð
Z
�

��í�ûMíl÷ #îûMí ' ��ð"-' ��ð"ló²ð û��
η
úýô�ò!ìdûMí�õ�#*í�ï�ò´òMð

Z
ô�õ�÷qõ���ð¨ð#ò!ìdø�ô! ¸í�ûMí�ñ5ò!ô�÷-�nó²ð û�� ð3ñ

(
X \ (Z ∪ D)

)
(C)

õ���ï@ìqòMì�÷�ò
η
�
∂η

�
∂η

÷3ñ�ø
∂∂η

ì�÷G�3í1��ð" ÷#ûMô�ò!ì���ô�ï�õ
ô�ñ�"����÷3û!ô�ò!ô�í�õ
÷-��ð3ñ�

Z
÷#ñ*ø4��ð��'0��ð�gõ
ô�ñ������÷3û!ô�ò!ô�í�õý÷���ð ñ�

D
� � í´ì�÷G� í

�	��
����
��/.0��� á����.�(+?2���2"'(2"!G2 CE$,+1��!o���%$&� �:'c����$,+1 ��2"! �%$&��C

ĈH
∗

(X, D 2+354 )Q =
⊕

p

ĈH
p
(X, D 2+364 )Q

$ 0 �F��2"� ���%$&<q$,�"!P�#�E�/�)��0%$,2�� 2 7
ĈH

∗

(X)Q

L

ë�ìîí ÷3û!ô�ò!ì��gí�ò!ô�ï :�ì�ð�ú 3ûMð���#
ĈH

∗

(X, D )�*-, )
ô�õ¦÷3ñ í I¨òMí�ñ�õ!ô�ð ñ õ!ô�ñ*ï�í

Dlog

ô�õ�÷
õ5�îö�'�ï�ð��$#���í Iqð#ó

D )+*-,
�+(¨ô�ñ*ï�í #îû!í�'0��ð��'0��ð�ló²ð3û���õvúýô�ò!ì_û!í�õ5#ßí�ï�ò ò!ð

∅
÷#ûMí ô�ñ òMí� ûM÷3ö���í

ò!ìîí�û!íyô�õ�÷#ñr÷#ûMô�òMì���í�òMô�ïyø�í�3ûMí�í �¦÷-#

d̂eg : ĈH
d+1

(X, D )+*-, ) −→ R.
��ñ2! ��ô�ñîílö���ñ�øJ��í

L
ð ñ

X
í�./�îô*#�#ßí�ødúýô�ò!ì ÷3��ð" ÷3û!ô�ò!ì���ô�ï�÷��&�*!wõ!ô�ñ������÷#û�ì�í�û��gô�ò!ô�÷#ñ

�gí�ò!ûMô�ïyð ñ
L(C)

úýô�ò!ìqûMí�õ�#*í�ï�òýòMð
D

øîí�ò!í�û���ô�ñîí�õ ÷¦ï ��÷3õMõ�ô�ñ
ĉ1(L) ∈ ĈH

1
(X, D )�*-, )



������� 	��	� �
���� � � � ��� � �
�
��� � � 	�� ����� ���

ò!ì�÷#ò�ô�õýï�÷��&��í�ølò!ìîí�%�û@õ
òý÷3û!ô�ò!ì��gí�ò!ô�ï :�ì�í�ûMñ ï���÷ õ!õ�� � íyì�÷G�3íy÷#ñ ÷#ûMô�òMì���í�òMô�ï(ô�ñ òMí�û@õ
í�ï�'
ò!ô�ð3ñ #�÷#ô�ûMô�ñ�	�Që�ì�í�ûMí(ô�õ�÷���õ!ðg÷�ì�í�ô*3ì5ò7#�÷#ô�û!ô�ñ�	� Wtð3ûMí<#îûMí�ï�ô�õ!í��*!lô�ó

Zp
U (X) = {Z ∈ Zp(X) |Z(C)

ô�ñ5ò!í�ûMõ!í�ï�òMõ
D

#îûMð�#ßí�û��&!
},

ò!ìîí�ñoòMìîí�ûMíyô�õ ÷ÿú"í��*�Òø�í�%�ñîí�ø #�÷3ô�ûMô�ñ�

Zp
U (X) ⊗ ĈH

d−p+1
(X, D )�*-, ) −→ R,

3ô*�3í�ñqö2!
Z ⊗ α 7→ htα(Z)

� 
�ó
α = ĉ1(L)d−p+1

��òMìîí�ñ]ò!ìîô�õvìîí�ô*3ì5ò ô�õv÷���õ!ð¦ûMí�ó²í�ûMí�ø
ò!ð]÷ õ s�÷���òMô�ñ�5õ�ìîí�ô& ì5ò��nößí�ï�÷���õ!í¦ò!ìîí #�÷#û!ò!ô�ï ����÷3û�ï�÷3õ!í

X = Ag

�
L = M

ò!ìîí ��ô�ñîí
ö��îñ�øJ��í�ð3ó ��ð�øJ����÷#û,ó²ð3û���õ,úýô�òMì¦ô�ò@õ MOí�òMí�û@õ!õ!ð3ñ ��í�ò!ûMô�ï�÷#ñ�ø

p = d
!¨ô�í���ø�õní Iî÷3ï�ò��*!�òMìîí

�gð�øJ����÷3û´ìîí�ô*3ì5ò´ð#óý÷#ößí���ô�÷3ñ ��÷3û!ô�í�òMô�í�õ´÷3õyô�ò�ú"÷ õ<�*õ
í�øwö2! s*÷-��ò!ô�ñ� õyô�ñ}ìîô�õ,#îûMð5ð3ó�ð3ó
ò!ìîí Wqð ûMøîí��*�Òï�ð3ñ#ù�í�ï�ò��îûMí��

s�ô�ñ�÷��&�*!´ú�í"ûMí��¦÷#ûMü òMì�÷�ònô�ó*ð"�îûQ÷3û!ô�ò!ì��gí�ò!ô�ï���÷3û!ô�í�ò !
X

ô�õn÷ ï�ð��$#�÷ ï�ò!ô&%�í�ø1(¨ìîô*�+��ûM÷
��÷3û!ô�í�ò !"�#ô0� í"�&�

X
ô�õ×÷3ñ¦÷#ûMô�òMì���í�ò!ô�ï ��÷#ûMô�í�ò ! õ���ï@ìgò!ì�÷#ò

X(C) = Γ \ G/K
úýìîí�ûMí

Γ
ô�õ×÷

ø�ô�õMï�ûMí�òMí õ��îö�3ûMð���#gô�ñ¦òMìîív÷���ò!ð"�gð û�#�ìîô�õ�� 3ûMð���#�ð#óE÷�ö*ð"�îñ�ø�í�ølõ5!2�$��í�òMû!ô�ï�ø�ð"��÷3ô�ñ
G/K

�
D = X(C) \

(
Γ \ G/K

) ÷#ñ*ø
L

ô�õv÷3ñt÷-��òMð���ð3û�#îìîô�ï,��ô�ñ�íÿö���ñ�øJ��í í�./�îô*#�#ßí�ø
úýô�òMì ÷

G(R)
'�ô�ñ/��÷3û!ô�÷#ñ5ò)��í�ò!ûMô�ï��¨ò!ìîí�ñoð"�îû�ûMí�õ�����òMõ"ð#ó�? acb6N-Ned F �*? acb6N-N �2F ÷-#�#��&!"�


�ñ+#�÷3û
òMô�ï�����÷3ûÒòMìîí�!yô*� #��&!yòMì�÷�ò
d̂eg

(
ĉ1(L)d+1

) ô�õO÷ ú�í��&�&'�øîí %�ñîí�ø´ñ2��� ößí�û��$# ��� ößí�û@õ
ð#óQò!ìîô�õ"ò !2#*í�÷3û!í´ï�÷��&��í�ø ���%$&� �:'c�)�*$,+I$&�.�/�)�10��1+)�*$,2"���.��'c51���10 ð3ñ

X
�


�ò"ô�õ×ü¨ñîð�úýñlò!ì�÷#ò�òMìîí< í�ð"�gí�ò!ûMô�ï ô�ñ5òMí�û@õ
í�ï�ò!ô�ð3ñbñ/��� ößí�û@õ,ó²ð û"õ���ï@ì
L
÷#ûMí 3ô*�3í�ñlö2!

õ5#ßí�ï�ô�÷�� ��÷-�*�îí�õýð3ó
L
'Só��îñ�ï�òMô�ð ñ�õ�÷3ñ�ø 6�í�ò@÷�ó��îñ�ï�ò!ô�ð3ñ�õ���ë�ìîí ÷#ößð �3í´ï�ð3ñ�ù�í�ï�ò���û!í´ô�õ�ò!ì*÷�ò

ò!ìîíy÷#ûMô�òMì���í�òMô�ïvô�ñ5òMí�û@õ
í�ï�ò!ô�ð3ñbñ/��� ößí�û@õ,ó²ð û
L
÷#ûMí í�õMõ!í�ñ5ò!ô�÷-�*�&!$ ô&� í�ñlö2!¦õ!÷���ívõ�#*í�ï�ô�÷-�

��÷��&��í�õýö��îò ñîð�ú ð#óQò!ìîí���ð�5÷#ûMô�òMì���ô�ïyø�í�û!ô*��÷�òMô&� í(ð3óOò!ìîí�õM÷-��í
L
'Só��îñ�ï�ò!ô�ð3ñ�õ ÷#ñ�ø 6�í�òM÷

ó��îñ�ï�òMô�ð ñ�õ��

� á������PmJêRé3êRägé"��mRé èjm ��ä�êJæ*ãPl
ë�ìîí´÷#ößð �3ívò!ìîí�ð3û�!lì�÷3õ�ößí�í�ñ #îû!ð � í�ølò!ð¦ößí�÷-#�#���ô�ï�÷#ö���í(ò!ðgòMìîíyó²ð��*��ð�úýô�ñ��ï�÷ õ
í�õ��

� áJà*á � æÒçQèPm ��å é3è�åG�4�:l3á s�ð3ûtõ!ô&�$#���ô�ï�ô�ò ! ú�ídï�ð3ñ�õ!ô�øîí�ûrò!ì�ídí��*��ô*#�ò!ô�ï ��ð�øJ�J'
��÷3ûbï �îû��3í

π : X(1) → Spec Z
÷#ñ�ø�ô�òMõ4��ô�ñîítö��îñ�øJ��ítð#ó ��ð�øJ����÷#û¦ó²ð û��¦õ

M k

ð3ó
ú�í�ô& ì ò

k
í�./�îô*#�#ßí�ø¦úýô�ò!ìbò!ìîí MQí�ò!í�ûMõMõ
ð ñK��í�ò!ûMô�ï-�9
�ò"ô�õ,ú"í��*�*ü¨ñîð�úýñ�òMì�÷�ò

X(1)(C) =

SL2(Z) \ SL2(R)/ SO2

÷#ñ�ø òMì�÷�òýòMìîí����ð3ö*÷-�Eõ!í�ï�ò!ô�ð3ñ�õ�ð3ó
Mk(C)

÷#ûMíyìîð���ð���ð û�#îì�ô�ï
�gð�øJ����÷3ûyó²ð3û���õ(ð3ó�ú"í�ô*3ì5ò

k
�1
�ñ�����	�lò!ìîí¦÷���ò!ìîð û�÷#ñ�øwô�ñ�ø�í�#ßí�ñ*ø�í�ñ5ò��*!]÷-��õ!ð þ	� ' ���

��ð5õ�ò7#îûMð �3í�ø¦òMìîíyó²ð��*��ð�úýô�ñ�
�	��
����
���
���� á ? N� hPOEà-F��j�)�

ζQ(s)
51� � ���� $,��'c���4�����)�v�_71����+)��$,2�� � � ���)���&�.�

���%$&� �:'c����$,+ 0)��! 7=$&�.�/���10)�1+)�*$,2"�_�4��'(51�)� 287=�&�.�=! $&���`5)����J:!G� 2 7 'c2qJ"��!G���P7�2��%'I0�!o$&�&� $&�*0



��� �������
	
�

� ���/�)�10?0)2"� 'c�����%$,+ $ 0=CE$&<>�)� 5)A

d̂eg
(
ĉ1(M k)2

)
= k2ζQ(−1)

(
ζ ′Q(−1)

ζQ(−1)
+

1

2

)
.

� á D á��yå�æEç�èQé#ä�lÿæ�g#kkæÒçQèjm ��åÿé èEåG�4�:l á � íyï�ð ñ�õ
ô�ø�í�û×òMìîí(÷3û!ô�ò!ì��gí�ò!ô�ï�òMìîûMí�í�ó²ð"��ø
H = X(1)×X(1)

÷3ñ�ø¦ð3ñ¦ô�ò"ò!ìîí<��ô�ñîí(ö��îñ�øJ��í ð3óÒöîô&'0��ð�øJ����÷#û×ó²ð3û���õ
Lk = p∗1M k ⊗

p∗2M k

ð#óOú�í�ô& ì5ò
k
�,ë�ìîí�ñoó��îñ�ï�ò!ð3ûMô�÷-��ô�ò !b÷3ñ�øoò!ìîí #îûMí��¨ô�ð���õ�ûMí�õ�����òýô&�$#��*!

�	��
����
���
���� á ? acb6N-Ned F �
�.� ���%$&� �:'c����$,+ 0)�)! 7 $&�.�/���10)�1+���$,2��-�4��'(51�)� 287 � ��� !B$&�
�
5����
J:!G�

Lk

287I5�$ K 'c2qJ"��!G��� 7�2"�%' 0I2"�
H

$ 0=CE$&<>�)� 5)A

d̂eg
(
ĉ1(M k)3

)
=

k3

2
ζQ(−1)

(
ζ ′Q(−1)

ζQ(−1)
+

1

2

)
.

� á QÒá��qê,m d � å�ä k æÒç�èPm �îå;l�èEå�g �îéH��l á �Òí�ò
K

ößíy÷ÿûMí�÷-� ./��÷ ø�ûM÷#ò!ô�ï�ñ2���ÿö*í�û)%*í���ø �
� íoúýû!ô�ò!í

OK

ó²ð3ûÿô�ò@õ ûMô�ñ�]ð#ó�ô�ñ5ò!í�3í�û@õ��]ë�ìîíoï�ð��$#���í Idõ5��û
óR÷ ï�í
SL2(OK) \ H2

ô�õ
ï�÷-�*��í�ø_ò!ì�í ��ô*��ö*í�û
ò �gð�øJ����÷3ûÿõ��îû
óR÷ ï�íb÷ õ!õ!ð�ï�ô�÷�òMí�øwò!ð

K
�(�Òí�ò

SL2(OK) \ H2
ößío÷

ï�ð��$#�÷ ï�òMô %�í�ølø�í�õ
ô�ñ������÷3û!ô�õ!÷#ò!ô�ð3ñ¦ð3óÒô�ò�� � õMõ5����ívò!ì�÷#ò�òMìîíyø�ô�õMï�ûMô*�gô�ñ�÷3ñ ò
DK

ð3ó
K

ô�õ
÷ #îû!ô*��í�ï�ð ñ�3û��îí�ñ5òOò!ð

1
��ð�øJ����ð

4
�OëEð´í�÷3õ!í�ñîð#ò@÷�ò!ô�ð3ñ�ú"í�÷3õMõ5���gí�òMì�÷�ònòMìîí�ûMíýí I�ô�õ�ò@õ

÷#ñw÷3û!ô�ò!ì��gí�ò!ô�ï���÷#ûMô�í�ò !
π : H → Spec Z

õ���ï@ì]ò!ì�÷#ò
H(C) = SL2(OK) \ H2

�,
�ò(ô�õ
ñîð#ò"ü5ñ�ð�úýñ¦úýìîí�òMìîí�û�õ5�*ï@ìl÷#ñb÷3û!ô�ò!ì���í�ò!ô�ïýò!ì�û!í�í�ó²ð���ø¦í�I¨ô�õ
ò��=��ð�ú"í��3í�û�� ô�óÒú"ívï�ð3ñ�õ!ô�ø�í�û
ï�í�û!òM÷3ô�ñ ï�ð3ñ�3û��îí�ñ�ï�íbõ��îö�3ûMð���#�õ�ð3ó

SL2(OK)
�nò!ìîí�ñkòMìîí�ûMíoí�I�ô�õ
òMõgõ5�*ï@ì ÷#ûMô�òMì���í�òMô�ï

ò!ìîûMí�í�ó²ð���øîõ�ð �3í�û�ï�í�û!òM÷3ô�ñrõ5��öîû!ô�ñ�5õ�ð3óOï�!�ï ��ð#ò!ð"��ô�ï<%�í���øîõ��
�	��
����
���
��5� á ? a;a(b6N O�Q2F	�P��JE�)� � ���#�H5?2"<>�X0%$&'���!B$ 71A�$&�:C ��0?0%��'�����$,2�� � � ���#�"�%$&�&� K'(�)�*$,+ 0��)! 7 $&�.�/�)�10��1+)�*$,2"�-�.��'c51���`287 � ��� !B$&�
� 5)����J:! �

M k

2 7	
 $&!G51���%� '(2�J���!G�"�o7�2��%'I0
2��

H
$ 0=CE$&<>�)�T5�A

d̂eg
(
ĉ1(M k)3

)
= k3ζK(−1)

(
ζ ′K(−1)

ζK(−1)
+

ζ ′Q(−1)

ζQ(−1)
+

3

2
+

1

2
log(DK)

)
,

!j���)� �
ζK(s)

$ 0`�&�.���;�1JE���$&�
J ���)�v�=71����+)�*$,2"� ���
J
DK

$ 0`�&�.�IJ"$ 0)+��%$&';$&���"�.�@287
K

L
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