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EinleitungDie vorliegende Arbeit bes
häftigt si
h mit ni
ht-holomorphen Eisenstein-reihen zu Untergruppen von SL2(Z), die über Belyi-Morphismen zu al-gebrais
hen Kurven de�niert werden können. Dabei treten au
h Ni
ht-Kongruenzgruppen auf. Insbesondere wird auf die konkrete Bere
hnung derkonstanten Koe�zienten der Reihen eingegangen.Im Jahr 1979 hat G. Belyi [Be℄ bewiesen, dass es zu jeder über Q de�-nierten algebrais
hen Kurve K eine Überlagerung β in den P1 gibt, die nurüber drei Stellen verzweigt ist. Da die Kongruenzgruppe Γ(2) isomorph zurFundamentalgruppe der Sphäre ohne drei Punkte ist, erlaubt es der Satz vonBelyi, jedem Paar (K,β) eine Untergruppe Γ von Γ(2) zuzuordnen. Wie ge-nau eine sol
he Zuordnung vorzunehmen ist, wird zum Beispiel von B. Bir
hin [Bi℄ sowie von G. Jones und D. Singerman in [JS℄ bes
hrieben. Dabei wirddie Theorie der Kinderzei
hnungen (Dessins d'Enfants) benutzt, die in den80er Jahren von A. Grothendie
k [Gr℄ begründet wurde. Kinderzei
hnun-gen bieten eine Mögli
hkeit, das Verhalten von Überlagerungen in einfa
henGraphen zu verans
hauli
hen.Für elliptis
he Kurven gibt es für Belyi-Morphismen konkrete Konstruk-tionen von L. Khadjavi und V. S
haras
hkin in [KS℄, die in dieser Arbeitno
h erweitert werden.Zu einer Untergruppe Γ ⊂ Γ(2) können ni
ht-holomorphe Eisensteinrei-hen betra
htet werden, wie T. Kubota sie in [Ku1℄ untersu
ht. Die Streuma-trix zu einer Gruppe ist dur
h die konstanten Koe�zienten der Eisenstein-reihen zu den vers
hiedenen Spitzen de�niert. Die Arakelov-Theorie liefertZusammenhänge zwis
hen der Streumatrix und der Arithmetik von algebrai-s
hen Kurven.Zu den wi
htigsten Ergebnissen dieser Arbeit zählt ein implementierterAlgorithmus zum Bere
hnen von Koe�zienten von Streumatrizen, der voneiner Gruppe, gegeben dur
h einen Morphismus von Γ(2) in eine Symmetrie-gruppe, ausgeht. Es lassen si
h so endli
h viele Koe�zienten der Einträgeder Streumatrix bere
hnen. Dadur
h kann die Streumatrix genähert wer-den. Der Algorithmus lässt si
h mit lei
hten Abwandlungen auf alle Grup-pen Γ anwenden, bei denen es mögli
h ist zu ents
heiden, ob eine gegebeneMatrix aus Γ(1) au
h in Γ liegt. Die hier verwendete Darstellung der Un-tergruppen von Γ(2) dur
h Morphismen in Symmetriegruppen, erlaubt esau
h Ni
ht-Kongruenzgruppen darzustellen und somit au
h Koe�zienten zuNi
ht-Kongruenzgruppen zu bere
hnen. Au
h für die höheren Koe�zientender Eisensteinreihen kann der Algorithmus Näherungen liefern. Dies jedo
hist ni
ht Gegenstand der vorliegenden Arbeit. 5



Bisher sind konkrete Bere
hnungen von Eisensteinreihen und Streuma-trizen bis auf einzelne Spezialfälle ni
ht bekannt, siehe dazu A.B. Venkov[Ve℄ für zykloide Gruppen und V. K. Murty und D. Ramakrishnan [MR℄für eine Algebraizitätsuntersu
hung für höhere Koe�zienten. Auÿerdem hatsi
h D. Hejhal in [He℄ mit der Bes
hreibbarkeit von Streumatrizen zu denwi
htigsten Kongruenzuntergruppen bes
häftigt.Ein weiteres Ergebnis der vorliegenden Arbeit ist, dass die Koe�zientenvon Streumatrizen zu Unter- und Obergruppe eng miteinander verbundensind. Au
h wenn die einzelnen Koe�zienten unbekannt sind, kann do
h im-mer eine Aussage über bestimmte Summen von Koe�zienten gema
ht wer-den. Denn die Koe�zienten zu einer Obergruppe setzten si
h aus den Koef-�zienten der Untergruppe zusammen. So ist zum Beispiel die Summe überdie Koe�zienten zu einer Spitze immer ein Vielfa
hes der Euler's
hen φ-Funktion, siehe dazu Satz 5.22. Als Konsequenz kann eine gewi
htete Summeder Streukonstanten zu einer Spitze explizit angegeben werden.Der Algorithmus wird auf eine Reihe dafür konstruierter Beispiele an-gewendet. Unter den betra
hteten Gruppen be�ndet si
h au
h eine Ni
ht-Kongruenzuntergruppe. So entsteht umfangrei
hes Datenmaterial mit hun-derten von Koe�zienten zu re
ht unters
hiedli
h gearteten Gruppen. DieSi
htung und die Auswertung der Tabellen führten zu vielen weiteren Unter-su
hungen und ergaben neue Ergebnisse (Kapitel 5).Ausserdem sind eine Reihe weiterer Fragestellungen aufgeworfen worden,die weiterführende Fors
hungen motivieren.Na
h einigen einleitenden De�nitionen in Kapitel 1 wird in Kapitel 2zunä
hst die Konstruktion von Belyi-Morphismen behandelt. In Satz 2.11wird für eine gegebene elliptis
he Kurve über Q und eine endli
he Mengevon rationalen Punkten auf dieser Kurve eine Konstruktion für einen Belyi-Morphismus gegeben, der die Eigens
haft hat, dass der Morphismus in dengegebenen rationalen Punkten verzweigt ist. Im Gegensatz zu der Konstruk-tion, die G. Belyi in seinem Beweis vors
hlägt, lässt si
h die hier dargestellteKonstruktion einfa
h ausführen. Zusätzli
h wird in Satz 2.12 der Grad des sokonstruierten Belyi-Morphismus abges
hätzt. Im letzten Teil des Kapitels 2wird bes
hrieben, wie von einem Belyi-Paar ausgehend eine Untergruppe von
Γ(2) gefunden werden kann. Dabei wird das Vorgehen na
h G. Jones und D.Singerman [JS℄ sowie J. Wolfart [Wo℄ vorgestellt.Na
h diesen allgemeinen Erläuterungen zu Belyi-Paaren wenden wir unsin Kapitel 3 einem konkreten Beispiel zu. Mit dem Belyi-Paar

E : y2 = x3 + 5x+ 10, β(x, y) =
y(x− 5) + 16

32ist aufgrund seiner einfa
hen Struktur gut zu arbeiten. Auÿerdem besitzt die6



Kurve E eine unendli
he Gruppe rationaler Punkte. Über Kinderzei
hnungenwird die assoziierte Gruppe ΓE ⊂ Γ(2) bere
hnet und untersu
ht. Aufgrundder Tatsa
he, dass bei dem Belyi-Paar (E,β) Punkte unendli
her Ordnungüber den Verzweigungsstellen liegen, ist die Gruppe ΓE keine Kongruenz-gruppe.In Kapitel 4 wenden wir uns Eisensteinreihen, Streumatrizen und Streu-konstanten zu. In den ersten drei Teilen werden die wi
htigsten De�nitionenund Begri�e zu diesem Themenberei
h geklärt und für die Gruppe Γ(2) alswi
htiges Beispiel die Streumatrix und die Streukonstanten ausgere
hnet.Na
h dieser Einführung wird ein Algorithmus entwi
kelt, um die Koe�zien-ten der Einträge von Streumatrizen zu bere
hnen. Dazu ist die Bere
hnungeines Koe�zienten in Satz 4.17 auf die Dur
hführung eines endli
hen Testesreduziert worden. Der entstandene Algorithmus 3 erlaubt die Bere
hnung vonendli
h vielen Koe�zienten der Streumatrix einer, na
h dem Vorgehen ausKapitel 2.3 konstruierten, Gruppe zu einem Belyi-Paar. Der Algorithmus istimplementiert und auf eine Reihe von Beispielen angewendet worden. In denUnterkapiteln 4.6 und 4.7 be�nden si
h Tabellen mit den ersten Koe�zienten.Die bere
hneten Koe�zienten rjk(c) motivieren aufgrund der groÿen Zahlvon Regelmäÿigkeiten, die zu beoba
hten ist, eine Reihe von Untersu
hun-gen. Das Kapitel 5 bes
hreibt die wi
htigsten gefundenen Eigens
haften vonStreumatrizen.Zunä
hst wird in 5.1 gezeigt, dass für Gruppen Γ ⊂ Γ(1) jeder zweiteKoe�zient null ist. In den folgenden Unterkapiteln 5.2 und 5.3 wird zusam-mengetragen, wel
he Koe�zientenfunktionen glei
h sind und wel
he lineareAbhängigkeiten zeigen. Bei diesen exakten Zusammenhängen bleiben die Er-klärungsversu
he auf der Ebene von Vermutungen.Dies ändert si
h in 5.4, wo ni
ht mehr einzelne Ergebnisse betra
htet wer-den, sondern immer mehrere Koe�zientenfunktionen auf einmal. Das funda-mentale Ergebnis dieses Abs
hnittes ist eine Relation der Koe�zienten vonGruppen Γ und Γ′, falls Γ′ ⊂ Γ eine Untergruppe ist. Wenn die Spitzen
{Si}ri=1 der Untergruppe die Spitze Sj der Obergruppe bilden, gilt für dieKoe�zienten eine Relation der Art

n∑

i=1

rΓ′

ik (c) = arΓ
jk(c)mit a ∈ N. Eine Folge dieser Verbindung ist die Tatsa
he, dass die Summe derKoe�zienten zu einer �xierten Spitze immer ein Vielfa
hes der Euler's
hen

φ-Funktion ist. Au
h die Ergebnisse der beiden folgenden Unterkapitel ba-sieren auf der Relation der Koe�zienten. In 5.5 werden die Koe�zientenabges
hätzt, wobei si
h herausstellt, dass das Wa
hstum hö
hstens linear ist,7



und der Versu
h einer Approximation dur
h die Euler's
hen φ-Funktion un-ternommen. Kapitel 5.6 bes
häftigt si
h mit total verzweigten Spitzen. Hateine Gruppe eine total verzweigte Spitze, so sind die mit dieser Spitze zu-sammenhängenden Teile der Streumatrix explizit bes
hreibbar.Abs
hlieÿend werden in Abs
hnitt 5.7 die Konsequenzen für die Bere
h-nung von Streukonstanten betra
htet. Streukonstanten zu total verzweigtenSpitzen sind bere
henbar. Auÿerdem lässt si
h immer bestimmen, was die mitden Spitzenbreiten gewi
htete Summe der Streukonstanten zu einer �xiertenSpitze ist.Am Ende der Arbeit wird no
h gezeigt, wie si
h die Ergebnisse anwendenlassen. U. Kühn gibt in [Kü2℄ eine Formel zur Bere
hnung von Höhenpaarun-gen mittels Streukonstanten an. Diese Bere
hnung wird für einen Punkt derKurve E aus Kapitel 3 dur
hgeführt. Dabei werden unters
hiedli
he Aspekteder Ergebnisse aus Kapitel 5 benutzt.Mein herzli
her Dank gilt zuallererst Prof. Ulf Kühn für seine umfang-rei
he und engagierte Betreuung. Unter den vielen anderen, die mi
h darinunterstützten, der Arbeit die vorliegende Form zu verleihen, sind no
h zweibesonders hervorzuheben. Prof. George Shabats geduldige Erklärungen zumThema Kinderzei
hnungen erlaubten mir die Konstruktionen in dieser Arbeitzu vollenden und auf eine theoretis
he Basis zu stellen. Fritz Hörmann hatmit seinem Verständnis ni
ht-holomorpher Eisensteinreihen ents
heidend zuden Beweisen einiger Beoba
htungen beigetragen.
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1 De�nitionen und GrundlagenIn diesem einleitenden Kapitel werden für die Arbeit benötigte De�nitionenund Grundlagen dargestellt. Dabei sind die zwei Themengebiete �elliptis
heKurven� und �die Modulgruppe und ihre Untergruppen� zu unters
heiden.1.1 Elliptis
he KurvenIn diesem Kapitel werden elliptis
he Kurven de�niert, so, wie sie in dieser Ar-beit vorkommen. Auÿerdem werden einige wi
htige Eigens
haften eingeführtund Höhenfunktionen de�niert. Die Hauptreferenz ist [Kn℄.De�nition 1.1. Eine elliptis
he Kurve E/Q ist eine ni
htsinguläre, pro-jektive Kubik über Q mit einem ausgezei
hneten Punkt O mit Koordinatenin Q .Lemma 1.2. Zu jeder über Q de�nierten elliptis
hen Kurve E/Q gibt eseine Q-isomorphe Kurve mit der a�nen Darstellung
y2 = x3 + Ax+B, mit A,B ∈ Z. (1.1)Beweis: Siehe z.B. [Kn℄, Seite 56 �. 2Im Folgenden wird immer angenommen, dass eine Darstellung wie in (1.1)fest gewählt ist.Zu einer elliptis
he Kurve E lassen si
h die Diskriminante ∆E und die

j-Invarinante jE de�nieren:De�nition 1.3. Für eine elliptis
he Kurve E, mit a�ner Darstellung wiein (1.1), ist die Diskriminante ∆E gegeben dur
h
∆E = −8 · (2A)3 − 27 · (4B)2. (1.2)Die j-Invariante bere
hnet si
h wie folgt:

j(E) = 1728 · 4A
3

∆E

. (1.3)Bemerkung 1.4. Ist ∆E 6= 0, so ist die Kurve ni
ht singulär. Die j-Invariante bestimmt über algebrais
h abges
hlossenen Körpern die elliptis
heKurve bis auf Isomorphie.De�nition 1.5. Die Menge der Punkte einer elliptis
hen Kurve mit rationa-len Koordinaten wird mit E (Q) benannt. Analog erhält man für jeden Körper
k mit Q ⊂ k die Menge E (k).Satz 1.6. Eine projektive Gerade s
hneidet eine elliptis
he Kurve in 3 Punk-ten (mit Vielfa
hheiten gezählt). 9



1 De�nitionen und GrundlagenBeweis: Siehe z.B. [Kn℄, Seite 43 f. 2De�nition 1.7. Mit Satz 1.6 kann folgende Verknüpfung �+� auf der Menge
E (Q) de�niert werden:Für P,Q ∈ E (Q) sei PQ der dritte S
hnittpunkt der Geraden L(P,Q), diedur
h P und Q geht, mit der elliptis
hen Kurve E. Na
h Satz 1.6 existiertein sol
her Punkt PQ ∈ E(Q); er ist aber ni
ht notwendigerweise vers
hie-den von P und Q. Für P = Q sei die Gerade L(P, P ) die Tangente derelliptis
hen Kurve im Punkt P . Mit dem ausgezei
hneten Punkt O wird dieSumme als P +Q := O (PQ) de�niert.Satz 1.8 (Poin
aré). Die Menge E (Q) mit der eben de�nierten Verknüp-fung �+� bildet eine abels
he Gruppe mit neutralem Element O und Inversem
−P := (OO)P . Sei k mit Q ⊂ k ein Körper, so ist die Addition �+� auf
E (k) ausdehnbar und die Inklusion E (Q) ⊂ E (k) ist ein Gruppenhomomor-phismus.Beweis: Siehe z.B. [Kn℄, S. 67 �. 2Bemerkung 1.9. Für die hier betra
hteten Kurven mit a�ner Darstellungwird als neutrales Element der Punkt ∞ gewählt.Ein Beispiel für eine Addition ist in Abbildung 1 auf Seite 11 zu sehen. Diezweite Gerade L(PQ,O) ist parallel zur y-A
hse gezei
hnet, dies entspri
htim A�nen einer Geraden dur
h den Punkt ∞ aus.Satz 1.10 (Mordell). Die Gruppe der Q-rationalen Punkte einer elliptis
henKurve über Q ist endli
h erzeugt. Also hat sie die Form Zr⊕F , wobei r ∈ Nund F endli
h und abels
h ist; F heiÿt der Torsionsanteil der Gruppe.Beweis: Siehe z.B. [Kn℄, Kapitel IV. 2Satz 1.11 (Mazur). Die Torsionsuntergruppe F der Gruppe der Q-rationalenPunkte einer elliptis
hen Kurve über Q ist eine der folgenden:

Z/nZ mit n = 1, 2, 3, . . . , 9, 10, 12
Z/2nZ⊕ Z/2Z mit n = 1, 2, 3, 4

10



1.1 Elliptis
he Kurven

Abbildung 1: Addition auf einer elliptis
hen KurveBeweis: Siehe [Ma℄, S. 146. 2Korollar 1.12. Die Kardinalität des Torsionsteils von E(Q) ist hö
hstens16.Bemerkung 1.13. Der Satz 1.11 bietet eine einfa
he Methode herauszu�n-den, ob ein Punkt P auf einer elliptis
hen Kurve E ein Torsionspunkt ist:Der Punkt P muss nur 16 mal zu si
h selbst addiert werden. Stellt si
h dabeiheraus, dass die Ordnung von P gröÿer als 16 ist, so ist P kein Torsions-punkt.Für den in dieser Arbeit behandelten einfa
hen Fall einer über Q de�nier-ten Kurve sind explizite Bere
hnungsformeln für die Addition auf der Kurvebekannt.Auf den rationalen Punkten einer Kurve können Höhenfunktionen de�-niert werden.De�nition 1.14. Sei E eine Kurve. Für einen Punkt P =
(

p
q
, s

t

)
∈ E (Q)ist die naive Höhe de�niert dur
h

H(P ) = max {|p|, |q|} . (1.4)11



1 De�nitionen und GrundlagenDie logarithmis
he Höhe ist
h(P ) = logH(P ). (1.5)De�nition 1.15. Sei E eine Kurve und P ∈ E (Q) ein Punkt. Die kanoni-s
he Höhe oder au
h Néron-Tate-Höhe ist de�niert als

hNT (P ) := lim
n→∞

h (2nP )

4n
. (1.6)Satz 1.16 (Néron-Tate). Die kanonis
he Höhe hNT ist eine quadratis
heForm und induziert eine Bilinearform:

〈 , 〉NT : E (Q)×E (Q) −→ R

〈P,Q〉NT = hNT (P +Q)− hNT (P )− hNT (Q).
(1.7)Beweis: Siehe z.B. [Si℄, S. 229. 2De�nition 1.17. Die dur
h die kanonis
he Höhe in Satz 1.16 de�nierteBilinearform 〈 , 〉NT heiÿt Néron-Tate-Höhenpaarung.1.2 Die Modulgruppe und ihre UntergruppenDie zweite wi
htige Struktur dieser Arbeit ist die Modulgruppe mit ihrenUntergruppen. Sei

H =
{
z ∈ C

∣∣ Im(z) > 0
}die obere Halbebene.De�nition 1.18. Die Modulgruppe Γ(1) ist de�niert als:

Γ(1) = PSL2(Z) =
{
( a b

c d )
∣∣ ad− bc = 1; a, b, c, d ∈ Z

}
/± IDie Modulgruppe Γ(1) wirkt auf H dur
h

γ(z) =
az + b

cz + d
für γ ∈ Γ(1), γ = ( a b

c d ) und z ∈ H.Die Wirkung lässt si
h auf H = H ∪Q ∪ {∞} fortsetzen.12



1.2 Die Modulgruppe und ihre UntergruppenDe�nition 1.19. Für eine natürli
he Zahl N sei Γ(N) gegeben als:
Γ(N) := ker(π)/± Id, wobei π : SL2(Z) −→ SL2(Z/NZ)die kanonis
he Projektion ist.Bemerkung 1.20. Die Gruppe Γ(N) hat folgende Form:

Γ(N) :=
{
( a b

c d ) ∈ Γ(1)
∣∣ ( a b

c d ) ≡ ( 1 0
0 1 ) mod N

}
.De�nition 1.21. Sei Γ ⊆ Γ(1) eine Untergruppe von endli
hem Index. DieÄquivalenzklassen von Q ∪ {∞} unter der Wirkung von Γ heiÿen Spitzenvon Γ.Bemerkung 1.22. Zu jeder Gruppe Γ wie in De�nition 1.21 gibt es nurendli
h viele Spitzen. Unter Γ(1) sind alle Elemente aus Q∪{∞} äquivalent.

Γ(1) hat also nur eine Spitze.De�nition 1.23. Sei Γ ⊆ Γ(1) eine Untergruppe von endli
hem Index und
S = {S1, ...Sr} mit r ∈ N ein Repräsentantensystem für die Spitzen von Γ.Bezei
hne Γj den Stabilisator von Sj unter der Wirkung dur
h Γ. Für jedeSpitze Sj existiert ein γj ∈ Γ(1) mit γj (∞) = Sj und eine natürli
he Zahl
bj, so dass für σj = γj ·

(√
bj 0

0 1/
√

bj

) gilt:
σ−1

j Γjσj = 〈( 1 1
0 1 )〉 . (1.8)Die natürli
he Zahl bj heiÿt die Spitzenbreite der Spitze Sj.De�nition 1.24. Sei Γ ⊂ Γ(1) eine Untergruppe von endli
hem Index. Ei-ne zusammenhängende Teilmenge F von H mit der Eigens
haft, dass jederOrbit unter der Wirkung von Γ genau einen Repräsentanten in F hat, heiÿtFundamentalberei
h von Γ.Bemerkung 1.25. Die Menge

FΓ(1) =
{
z ∈ H | − 1

2
< Re(z) < 0, |z| > 1

}

∪
{
z ∈ H | 0 ≤ Re(z) ≤ 1

2
, |z| ≥ 1

} (1.9)ist ein Fundamentalberei
h für Γ(1). In Abbildung 2 auf Seite 14 ist derFundamentalberei
h FΓ(1) zu sehen.Für die späteren Bere
hnungen ist die Gruppe Γ(2) von besonderer Be-deutung, deshalb wird sie hier genauer untersu
ht.Lemma 1.26. Die Gruppe Γ(2) hat den Index 6 in Γ. Die Spitzen 0, 1,∞bilden ein Repräsentantensystem der Spitzen für Γ(2). Alle drei haben je dieBreite 2. 13



1 De�nitionen und Grundlagen

0 1-1 1
2

−1
2

FΓ(1)

Abbildung 2: Fundamentalberei
h zu Γ(1)Beweis: Die Behauptung folgt aus den Ausführungen in [La℄ zu Γ(2) aufSeite 106. 2Bemerkung 1.27. Ein Fundamentalberei
h für Γ(2) ist gegeben dur
h
FΓ(2) =

{
z ∈ H | − 1 < Re(z) < 0, |z + 1

2
| > 1

2

}

∪
{
z ∈ H | 0 ≤ Re(z) ≤ 1, |z − 1

2
| ≥ 1

2

}
.

(1.10)In Abbildung 3 aus Seite 15 ist der Fundamentalberei
h FΓ(2) zu sehen.Lemma 1.28. Die Gruppe Γ(2) ist eine freie Gruppe vom Rang 2. Die beidenMatrizen
γ0 :=

(
−1 0
2 −1

) und (1.11)
γ1 :=

(
−1 2
−2 3

) (1.12)erzeugen die Gruppe.Beweis: Siehe z.B. in [JS℄, Seite 568. 2
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1.2 Die Modulgruppe und ihre Untergruppen

0 1-1
FΓ(2)

Abbildung 3: Fundamentalberei
h zu Γ(2)
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2 Belyi-Morphismen für elliptis
he Kurven2 Belyi-Morphismen für elliptis
he KurvenIn diesem Kapitel sollen der Satz von Belyi und seine Anwendung auf ellipti-s
he Kurven vorgestellt werden. Dabei werden sogenannte Belyi-Morphismen(siehe De�nition 2.3) für elliptis
he Kurven konstruiert, wobei der Lage vonrationalen Punkten der Kurven besondere Aufmerksamkeit ges
henkt wird.Für einen sol
hen Belyi-Morphismus mit rationalen Punkten wird in Satz2.11 eine Konstruktion vorgestellt und im folgenden Satz 2.12 der Grad desresultierenden Morphismus abges
hätzt.Im letzten Teil 2.3 des Kapitels wird der für diese Arbeit wi
htige Satzüber Äquivalenzen zu Belyi-Paaren vorgestellt und bes
hrieben, wie zu einerüber Q de�nierten algebrais
hen Kurve eine Gruppe Γ ⊂ Γ(2) de�niert wird.2.1 Der Satz von BelyiDer Satz von Belyi bes
häftigt si
h mit der Mögli
hkeit, wenig verzweigteAbbildungen von algebrais
hen Kurven K auf den P1 zu erzeugen.De�nition 2.1. Sei K eine algebrais
he Kurve und ψ : K −→ P1 eineendli
he Überlagerung, das heiÿt, jeder Punkt des P1 hat nur endli
h vieleUrbilder. So ist die Zahl der Urbilder fast überall glei
h. Es kann aber endli
hviele Punkte in P1 geben, an denen ψ weniger Urbilder hat. Diese Punktewerden als kritis
he Werte oder Verzweigungsstellen bezei
hnet.Satz 2.2 (Satz von Belyi). Sei K eine algebrais
he Kurve. Dann sind fol-gende Eigens
haften äquivalent:(i) Die Kurve K ist über Q de�niert.(ii) Es gibt einen über Q de�nierten Morphismus β : K −→ P1, der hö
h-stens drei kritis
he Werte hat.Beweis: Die Implikation (i)⇒ (ii) wurde von G. Belyi in [Be℄ 1979 erstmalsbewiesen, dur
h Angabe einer Konstruktion. Die Umkehrung folgt aus s
honlänger bekannten Tatsa
hen und geht bis auf Arbeiten von Weil zurü
k. Einausführli
her Beweis �ndet si
h z.B. in [DD℄ S. 445 �. 2De�nition 2.3. Ein Morphismus mit den Eigens
haften der Abbildung βaus Satz 2.2 heiÿt Belyi-Morphismus; das Paar (K,β), bestehend aus derKurve K und dem Morphismus β, heiÿt ein Belyi-Paar.Bemerkung 2.4. Belyi gibt für den Morphismus eine explizite Konstrukti-on an, do
h ist diese Konstruktion s
hwer dur
hzuführen. Sie erfordert dieBere
hnung von Minimalpolynomen und Nullstellen von Polynomen hohenGrades.16



2.2 Anwendung auf elliptis
he Kurven2.2 Anwendung auf elliptis
he KurvenDer Satz von Belyi besagt, dass es für über Q de�nierte algebrais
he Kurveneinen Belyi-Morphismus gibt. Dies gilt insbesondere für elliptis
he Kurven.Im Beweis des Satzes wird ein Algorithmus gegeben, einen sol
hen Morphis-mus zu bere
hnen. Do
h dieser Algorithmus ist s
hwer umzusetzen. L. Khad-javi und V. S
haras
hkin haben si
h in [KS℄ mit der Mögli
hkeit bes
häftigteinfa
he Belyi-Morphismen zu elliptis
hen Kurven anzugeben. Sinnvoll istes, Belyi-Morphismen zu bere
hnen, die einen mögli
hst kleinen Grad ha-ben, denn nur diese erlauben es, mit dem Belyi-Paar zu arbeiten.Betre�end elliptis
her Kurven gilt der folgende Satz:Satz 2.5 (Khadjavi, S
haras
hkin). Sei E eine über Q de�nierte ellipti-s
he Kurve mit j-Invarianten jE. Dann gibt es einen Belyi-Morphismus
β : E −→ P1, mit folgender Eigens
haft:(i) deg(β) ≤ 4, falls jE = 1728(ii) deg(β) ≤ 6, falls jE = 0(iii) deg(β) ≤ 24H

(
jE

1728

), sonst, wobei H (p
q

)
= max {|p|, |q|} die naiveHöhe ist.Beweis: Siehe [KS℄. Im Beweis werden für die Belyi-Morphismen konkreteKonstruktionen gegeben. 2Bemerkung 2.6. Die Belyi-Morphismen aus dem Beweis zu Satz 2.5, siehedazu [KS℄, sind, ausgehend von einer a�nen Darstellung der elliptis
henKurve, direkt abzulesen.Bemerkung 2.7. Der Grad des Morphismus, wie er von Khadjavi und S
ha-ras
hkin konstruiert wird, ist s
hon für Kurven mit kleinen Koe�zienten sehrgroÿ. Mögli
herweise gibt es Belyi-Morphismen von kleinerem Grad.Wir wollen nun weitere Anforderungen an den Belyi-Morphismus stel-len. Sei E eine elliptis
he Kurve und P = {P1, ...Pr} eine endli
he Men-ge von Punkten aus E(Q). Gesu
ht ist ein Belyi-Morphismus β, für dendie Menge P über den kritis
hen Werten liegt, d.h. ein Morphismus mit

P ⊆ β−1 {Verzweigungsstellen}. Für diesen Fall ist die Konstruktion von[KS℄ ni
ht mehr anwendbar.A. Granville hat si
h mit der entspre
henden Frage für Belyi-Morphismen
β : P1 −→ P1 bes
häftigt. 17



2 Belyi-Morphismen für elliptis
he KurvenSatz 2.8 (Granville). Sei M = {x1, . . . , xr} eine Menge rationaler Zah-len mit mindestens zwei Elementen. Dann gibt es einen Belyi-Morphismus
β : P1 → P1, bei dem die Punkte von M über {0, 1,∞} liegen, mit:

deg (β) ≤ max
i=1,...,r

H (xi)
(r−1)(r+2) ,wobei H (p

q

)
= max {|p|, |q|} ist.Beweis: Der vollständige Beweis �ndet si
h in [Li℄, S.335 f. Hier wird nurdie Konstruktion vorgestellt, da sie später benötigt wird. Sei A die kleinstepositive ganze Zahl, so dass :

ai =
A

r∏
j=1
j 6=i

(xj − xi)
∈ Z, ∀ i (2.1)Dann ist

β (x) =

r∏

i=1

(x− xi)
ai (2.2)ein Belyi-Morphismus mit den gewüns
hten Eigens
haften. 2Bemerkung 2.9. Die Abs
hätzung aus Satz 2.8 ist ni
ht s
harf.Das Resultat aus Satz 2.8 läÿt si
h nutzen, um für eine elliptis
he Kurvemit einer Menge von rationalen Punkten einen Belyi-Morphismus zu �ndenund dessen Grad abzus
hätzen. Als Vorbereitung wird folgendes Lemma be-wiesen:Lemma 2.10. Sei E : y2 = x3+Ax+B mit A,B ∈ Z eine elliptis
he Kurve.Dann ist die Abbildung

ψ : E −→ C

(x, y) 7−→ 1

4A3

(
27y4 − 2 · 27By2 + 4A3 + 27B2

)nur no
h verzweigt über {0, 1, 4A3+27B2

4A3 ,∞
}.18



2.2 Anwendung auf elliptis
he KurvenBeweis: Die Projektion π : (x, y) 7→ y ist über∞ verzweigt, da π−1(∞) =∞.An einer anderen Stelle a ∈ C ist π verzweigt, wenn p := x3 + Ax+ B − a2doppelte Nullstellen hat. Dafür muss die Diskriminante von x3 +Ax+B−a2null sein, also p und p′ eine gemeinsame Nullstelle haben. Dies tritt für genaudie a ein, die si
h dur
h Einsetzen der Nullstellen von p′ = 3x2 + A in
±
√
x3 + Ax+B ergeben. Als Lösungen ergeben si
h vier ni
ht unbedingtrationale Punkte. Seien dies die Punkte p1, p2, p3 und p4. Verknüpft man nundie Projektion π mit dem Polynom g, gegeben dur
h:
g := (y − p1)(y − p2)(y − p3)(y − p4) = y4 − 2By2 +

4

27
A3 +B2,so werden diese Verzweigungspunkte auf die Null vers
hoben. Die Verknüp-fung ist also über 0 verzweigt und weiterhin über ∞, da g(∞) =∞. Jedo
hkönnen neue Verzweigungspunkte entstehen: Die Stellen a, für die das Poly-nom g − a doppelte Nullstellen hat. Die Nullstellen von g′ = 4y3 − 4By sind{

0,±
√
B
}; eingesetzt in g ergeben si
h {0, 4A3

27
, 4A3

27
+B2

}. Diese Punktesind alle rational. Die Abbildung g ◦ π ist also verzweigt über
{

0,
4A3

27
,
4A3

27
+B2,∞

}
.Mit ψ = 27

4A3 · (g ◦ π) folgt die Behauptung.
2Na
h dieser Vorarbeit ist es mögli
h einen Belyi-Morphismus für eineelliptis
he Kurve und eine Anzahl rationaler Punkte anzugeben:Satz 2.11. Sei E : y2 = x3+Ax+B mit A,B ∈ Z die a�ne Darstellung einerelliptis
hen Kurve und P = {P1, ...Pr} eine endli
he Menge von Punkten aus

E(Q). Weiterhin seien ψ der Morphismus
ψ : E −→ C

(x, y) 7−→ 1

4A3

(
27y4 − 2 · 27By2 + 4A3 + 27B2

)und
P ′ = ψ (P ) ∪

{
0, 1,

4A3 + 27B2

4A3

}sowie
ap =

A∏
q∈P ′\{p}

(q − p) ∈ Z, ∀ i, 19



2 Belyi-Morphismen für elliptis
he Kurvenwobei A die kleinste positive Zahl ist, so dass alle ap in Z liegen.Dann ist die Abbildung
βP : E −→ C

(x, y) 7−→
(∏

p∈P ′ (y − p)ap

)
◦ ψ(y)

(2.3)ein Belyi-Morphismus mit P ⊆ β−1
P {0, 1,∞}.Beweis: Aus Lemma 2.10 und der Konstruktion aus dem Beweis von Satz2.8, siehe dazu die Formeln (2.1) und (2.2), folgt die Behauptung. 2Im folgenden Satz wird nun der Grad des Morphismus aus Satz 2.11abges
hätzt.Satz 2.12. Sei E : y2 = x3 + Ax + B mit A,B ∈ Z die a�ne Darstel-lung einer elliptis
hen Kurve und P = {P1, ...Pr} eine endli
he Menge vonPunkten aus E(Q), dann gibt es einen Belyi-Morphismus β : E −→ C mit

P ⊆ β−1 {0, 1,∞} für dessen Grad gilt:
deg(β) ≤

(
K · max

i=1...r
H(Pi)

4
)(r+2)(r+5)

,wobei
K = max

(
4A3, 34|B|+ |∆E|

)mit ∆E = 4A3 + 27B2.Beweis: Betra
hte den Belyi-Morphismus βP aus Formel (2.3). Dieser Mor-phismus erfüllt die Behauptung. Der Satz von Granville (Satz 2.8) soll auf
βP angewendet werden.Um den Grad abzus
hätzen, muss zunä
hst die Höhe von ψ(P ) abge-s
hätzt werden. Sei p = ( s

t
, p

q
) ein rationaler Punkt auf der Kurve, danngilt:

ψ

(
s

t
,
p

q

)
=

1

4A3

(
27

(
p

q

)4

− 2 · 27B

(
p

q

)2

+ 4A3 + 27B2

)

=
27p4 − 2 · 27Bp2 + (4A3 + 27B2) q4

4A3q4Für die Höhe folgt:
H

(
ψ

(
s

t
,
p

q

))
≤ H

(
p

q

)4

max
(
4A3, 27 + 2 · 27|B|+ |∆E|

)

≤ H

(
p

q

)4

max
(
4A3, 34|B|+ |∆E|

)20



2.2 Anwendung auf elliptis
he KurvenNa
h Satz 2.8 erhält man dann folgende Abs
hätzung:
deg (β) ≤ max

p′∈P ′

H (p′)
(r+2)(r+5)

≤
(

max
(
4A3, 34|B|+ |∆E|

)
· max

i=1,...,r
H (Pi)

4

)(r+2)(r+5)

,womit der Satz bewiesen ist. 2Zum Ende dieses Unterkapitels sollen die Sätze 2.11 und 2.12 auf eineelliptis
he Kurve angewendet werden, die in der weiteren Arbeit eine wi
h-tige Rolle spielt. Später wird ein anderer Belyi-Morphismus zu dieser Kurveverwendet, verglei
he dazu Satz 3.6.Beispiel 2.13. Wir betra
hten die elliptis
he Kurve E : y2 = x3 + 5x+ 10.Diese hat den rationalen Punkt P = (1, 4).Für die Kurve E und die Menge M = {P}, die nur aus dem einen Punktbesteht, ergibt si
h mit Satz 2.11 der Morphismus:
β(x, y) =

(
1

500
(27y4 − 54y2) +

32

5

)a0
(

1

500
(27y4 − 54y2) +

28

5

)a1

(
1

500
(27y4 − 54y2)

)a2
(

1

500
(27y4 − 54y2)− 1512

125

)a3

,wobei
a0 = 223115472,

a1 = 2833547 · 172,

a2 = 3855172 und
a3 = 24597.Es ist also

deg(β) = 4
(
223115472 + 2833547 · 172 + 3855172 + 24597

)

= 216740920000

≈ 1012.Die Abs
hätzung na
h Satz 2.12 liefert
deg(β) ≤ 272 · 518 · 1736 · 40118.Die Abs
hätzung ist von der Gröÿenordnung von 10126.Dieses Beispiel verans
hauli
ht, dass der Morphismus aus Satz 2.11 s
honfür einfa
he Beispiele sehr kompliziert werden kann. Auÿerdem erkennt man,dass die Abs
hätzung eher grob ist. 21



2 Belyi-Morphismen für elliptis
he Kurven2.3 Äquivalenzen zu Belyi-PaarenBelyi-Paare zu elliptis
hen Kurven bieten einen Ansatz, die Kurven aus an-dern Perspektiven zu betra
hten und zu bearbeiten, weil die Menge der Belyi-Paare in 1-1-Korrespondenz zu ganz anders gearteten Mengen steht.Eine der korrespondierenden Mengen, die der Dessins d'Enfants, ist in derLiteratur ni
ht einheitli
h de�niert. Deshalb sei folgende De�nition zuerstangeführt.De�nition 2.14. Sei M eine orientierte kompakte 2-Mannigfaltigkeit und
D ein zusammenhängender bipartiter, d.h. 2-färbbarer, Graph auf M mit derEigens
haft, dass M \D disjunkte Vereinigung einfa
h zusammenhängender,o�ener Mengen ist. Dann heiÿt D ein Dessin d'Enfants auf M .Jetzt lässt si
h folgender Satz formulieren:Satz 2.15. Folgende Mengen stehen in 1-1-Korrespondenz, wobei bei allenMengen no
h gewisse Identi�kationen bea
htet werden müssen:(i) Belyi-Paare (E,β) vom Grad n.(ii) Paare (M,Φ), wobei M eine kompakte Riemanns
he Flä
he und Φ :

M −→ P1(C) eine n-blättrige Überde
kung mit hö
hstens drei Verzwei-gungsstellen ist.(iii) Dessin d'Enfants mit n Kanten.(iv) Tripel (σ0, σ1, σ∞) mit σ0, σ1, σ∞ ∈ Sn, wobei 〈σ0, σ1〉 transitiv wirktund σ0σ1σ∞ = id gilt.(v) Untergruppen Γ ⊂ Γ(2) vom Index n.Beweis: Dieser Satz ist eine Kombination des Theorems I.5.2 aus [Bo℄ undden Äquivalenzen in Theorem 1 in [Bi℄. 2In dieser Arbeit wird im Weiteren interessieren, wie man zu einem Belyi-Paar aus (i) die assoziierte Untergruppe aus (v) bestimmt. Eine Mögli
hkeitdies zu tun wurde in [JS℄ und [Wo℄ ausführli
h erläutert. Im Folgenden wirddas Vorgehen na
h diesen beiden Artikeln skizziert.22



2.3 Äquivalenzen zu Belyi-PaarenVorgehen: Die Bere
hnung der assoziierten Untergruppe von Γ(2) zu ei-nem Belyi-Paar ges
hieht in drei S
hritten:1. S
hritt Das Dessin D zu dem Belyi-Paar (E,β) wird bestimmt.2. S
hritt Die Permutationsgruppe 〈σ0, σ1〉 wird abgelesen.3. S
hritt Die Untergruppe Γ ⊂ Γ(2) wird dur
h einen Morphismus be-s
hrieben.Der 1. S
hritt: Sei (E,β) ein Belyi-Paar. Der projektive Raum P1(C)kann mit C ∪ ∞ identi�ziert werden. Die Verzweigungsstellen von β könnenals {0, 1,∞} angenommen werden. Über eine Konstruktion mit der Weier-straÿ's
hen ℘-Funktion sind elliptis
he Kurven Riemanns
he Flä
hen vomGes
hle
ht eins. Folgende Mengen bilden ein Dessin d'Enfants D auf derRiemanns
hen Flä
he, die dur
h E gegeben ist:
β−1 ( ]0, 1[ ) bildet die Kanten von D.
β−1 (0) ist die Menge der weiÿen E
ken von D.
β−1 (1) ist die Menge der s
hwarzen E
ken von D.Für ein Dessin, das auf diese Art und Weise entsteht, ist die Anzahlder Kanten dur
h den Grad des Belyi-Morphismus' gegeben; die E
ken desDessins entspre
hen den Urbildern von Null sowie Eins und jedes Urbild von

∞ entspre
hen einer Flä
he.Der 2. S
hritt: Sei ein DessinD mit n Kanten gegeben. Aus diesem Dessinkönnen drei Permutationen abgelesen werden.Als erstes müssen die Kanten abgezählt werden; die Reihenfolge ist dabeiunbedeutend. Wenn die Kanten nummeriert sind, kann an jeder E
ke desDessins ein Zykel abgelesen werden. Der Zykel ergibt si
h, indem die mitder E
ke verbundenen/inzidenten Kanten entspre
hend der Orientierung ab-gezählt werden. Nun wird wird die Permutation σ0 dur
h das Produkt derdisjunkten Zykel, die zu den weiÿen E
ken gehören, gegeben und σ1 als dasProdukt der Zykel der s
hwarzen E
ken. Die dritte Permutation läÿt si
hdann dur
h σ∞ = σ−1
1 ◦σ−1

0 bere
hnen. σ∞ korrespondiert dann mit den Flä-
hen des Dessin. 〈σ0, σ1〉 wirkt transitiv, da das Dessin zusammenhängendist. 23



2 Belyi-Morphismen für elliptis
he Kurven
1

2

3

4

5

6

7 8

W1

W2

W3

S1

S2

S3
F1

F2

F3

F4

Abbildung 4: Ein Dessin auf der EbeneBeispiel 2.16. Um das Ablesen der Permutationen besser zu verstehen, wirdein Beispiel betra
htet. Sei das Dessin in Abbildung 4 gegeben und die E
ken,Kanten und Flä
hen wie in der Abbildung benannt.Das Dessin hat 8 Kanten. Die gesu
hten Permutationen sind also aus
S8. Betra
hte zuerst die weiÿen E
ken. Die Kanten 1 und 2 sind mit W1verbunden, also bleibt als Zykel nur die Transposition (1, 2). In W2 tre�endrei Kanten auf einander: 3, 5 und 6. Wenn die Kanten entspre
hend desmathematis
he Drehsinns rotiert werden, ergibt si
h der Zykel (3, 6, 5). Für
W3 liest man entspre
hend (4, 8, 7) ab. Da der Graph bipartit ist, d.h. jedeKante mit genau einer weiÿen E
ke verbunden ist, sind die Zykel disjunkt.Dies führt dazu, dass das Produkt der Zykel ni
ht von der Reihenfolge derVerknüpfung abhängt und somit eindeutig bestimmt ist. Das glei
he Vorgehenbei den s
hwarzen E
ken ergibt drei anderen Zyklen. Da S2 nur mit einerKante verbunden ist gehört zu S2 die Identität. Insgesamt gilt:
σ0 = (1, 2) (3, 6, 5) (4, 8, 7)

σ1 = (1, 2, 4, 3) (6, 7, 8)

σ∞ = σ−1
1 σ−1

0 = (1, 3, 4, 2) (6, 8, 7) (1, 2) (3, 5, 6) (4, 7, 8) = (2, 3, 5, 8) (4, 6)Bemerkung 2.17 (σ∞ korrespondiert zu den Flä
hen). So wie die Permu-tationen σ0 und σ1 um die weiÿen und die s
hwarzen E
ken �läuft� , läuft
σ∞ um die Flä
hen. Jeder Zykel gehört zu einer Flä
he. Da aber jede Kantean zwei Flä
hen grenzt (oder an eine Flä
he doppelt) und die Zykel disjunktsind, tau
ht in dem Zykel zu einer Flä
he nur jede zweite Kante auf. Dement-24



2.3 Äquivalenzen zu Belyi-Paarenspre
hend korrespondiert der Zykel (2, 3, 5, 8) zur Flä
he F4, der Zykel (4, 6)zur Flä
he F2 und die Fixpunkte 1 und 7 zu den Flä
hen F1 und F3, die vonnur zwei Kanten ums
hlossen werden.Der 3. S
hritt: Sei ein Tripel von Permutationen (σ0, σ1, σ∞) gegeben.Die Relation σ0σ1σ∞ = id bewirkt, dass 〈σ0, σ1, σ∞〉 = 〈σ0, σ1〉 =: G gilt.Also existiert ein natürli
her Morphismus ϕ′ von 〈p, q〉, der von zwei Ele-menten erzeugten freien Gruppe, in die Gruppe G wie folgt:
ϕ′ : 〈p, q〉 −→ G

p 7−→ σ0

q 7−→ σ1Auÿerdem gilt: Die Gruppe Γ(2) ist isomorph zu 〈p, q〉, da na
h Lemma 1.28
Γ(2) frei erzeugt wird von

γ0 :=
(
−1 0
2 −1

) und γ1 :=
(
−1 2
−2 3

)
.Es ergibt si
h folgender surjektiver Morphismus von Γ(2) auf G:

ϕ : Γ(2) −→ 〈p, q〉 −→ G
γ0 7−→ p 7−→ σ0

γ1 7−→ p 7−→ σ1

(2.4)Sei H die Stabilisatoruntergruppe eines Elementes in G. Aus dem Beweis vonSatz 2.15 folgt dann, dass ϕ−1 (H) die gesu
hte Gruppe ist, also
Γ := ϕ−1 (H) .

25



3 Die elliptis
he Kurve E : y2 = x3 + 5x+ 103 Die elliptis
he Kurve E : y2 = x3 + 5x + 10Ziel dieses Abs
hnittes ist es, ein Beispiel genauer zu betra
hten. Für dieelliptis
he Kurve E, a�n gegeben dur
h
E : y2 = x3 + 5x+ 10,soll eine gewisse assoziierte Untergruppe ΓE von Γ(2) bere
hnet werden. Dazusind drei S
hritte notwendig. Zuerst wird das Dessin bestimmt, dann dasdazugehörende Tripel an Permutationen und s
hlieÿli
h die Gruppe.Als erstes wollen wir aber die Kurve etwas genauer betra
hten und dabeimotivieren, wieso gerade dieses Beispiel gewählt wurde.3.1 Eigens
haften von EVon der elliptis
he Kurve E : y2 = x3 + 5x+ 10 sind folgende Eigens
haftenbekannt:Nummerierung: Die Kurve ist in den Tabellen von Cremona [Cr℄ unterder Nummer 400H1 gelistet.

E(Q): Der Rang der Gruppe E(Q) ist 1 und die Torsion trivial (siehe [Cr℄).Elkies gibt in [El1℄ den Punkt P = (1, 4) als Erzeuger von E(Q) an.
L-Reihe: Zu der Kurve gibt es eine L-Reihe folgender Form:

L(E, s) =
∞∑

n=1

ann
−s.Mit Hilfe das Computeralgebrasystems Pari lassen si
h die Koe�zienten der

L-Reihe bere
hnen. Das Programmbenötigt dafür eine Darstellung der Kurvein global minimaler Weierstraÿform.De�nition 3.1. Eine Glei
hungsdarstellung einer elliptis
hen Kurve E istminimal in der Primzahl p, wenn die Potenz von p, die ∆E teilt, ni
ht dur
heinen zulässigen Variablenwe
hsel über Q reduziert werden kann, so dass alleKoe�zienten p-ganz sind, d.h. p zum Nenner der Koe�zienten teilerfremdist.Eine Glei
hungsdarstellung heiÿt global minimal, wenn sie in allen Prim-zahlen minimal ist und die Koe�zienten ganz sind.26



3.1 Eigens
haften von EDas folgende Lemma 3.2 bietet eine einfa
he Methode zu bestimmen, obeine Glei
hungsdarstellung global minimal ist.Lemma 3.2. Sei p eine Primzahl und E eine elliptis
he Kurve mit ganzenKoe�zienten und Diskriminante ∆E ∈ Z. Wenn für die Primfaktorzerlegungvon ∆E = pr1
1 · . . . · prn

n gilt, dass ri < 12 für alle i = 1, . . . , n, so liegt E inminimaler Weierstraÿform vor.Beweis: Die Behauptung folgt aus Lemma 10.1. auf Seite 291 [Kn℄ und derDe�nition der global minimalen Weierstraÿform. 2Angewandt auf die Kurve E ergibt si
h:Korollar 3.3. Die elliptis
he Kurve E liegt mit der Darstellung y2 = x3 +
5x+ 10 in global minimaler Weierstraÿform vor.Beweis: Mit p = 5 und q = 10 ist die Diskriminante von E na
h Formel (1.2)

∆E = −8(2p)3 − 27(4q)2 = −8 · 103 − 27 · 402 = −51200 = −211 · 52.Aus Lemma 3.2 folgt nun die Behauptung. 2Die Bedingungen, die Pari an die eingegebenen Daten stellt, sind alsoerfüllt. Der folgende Befehl bere
hnet die ersten 30 Koe�zienten der L-Reihe,wobei die erste Zeile die Kurve de�niert und die zweite die Koe�zientenbere
hnet.E = ellinit([0,0,0,5,10℄);ellan(E,30)Pari bere
hnet als erste Summanden der L-Reihe:
L(E, s) =

1

1s
− 3

3s
+

2

7s
+

6

9s
− 1

11s
− 4

13s
− 5

17s
− 1

19s
− 6

21s
+ . . .Regulator: Au
h der Regulator dieser Kurve lässt si
h mit Pari bere
hnen.Na
h [El1℄ ist bekannt, dass E(Q) Rang 1 hat und die Gruppe vom Punkt

P = (1, 4) erzeugt wird.De�nition 3.4. Seien E eine über Q de�nierte elliptis
he Kurve und dieMenge {P1, . . . Pn} eine Basis für den freien Anteil von E(Q). Der Regulatorvon E ist
RE/Q = det

(
〈Pi, Pj〉NT

)
. 27



3 Die elliptis
he Kurve E : y2 = x3 + 5x+ 10Im Fall von Rang 1 reduziert si
h die Bere
hnung des Regulators auf dieHöhenpaarung des erzeugenden Elements mit si
h selbst. Mit Pari ist diesdir
h die folgenden Befehlen mögli
h:E = ellinit([0,0,0,5,10℄);ellbil(E, [1,4℄, [1,4℄)Das Ergebnis ist
RE = 0, 128375062946050869. (3.1)Belyi-Paar: N. Elkies gibt in [El1℄ zu der Kurve E einen sehr einfa
henBelyi-Morphismus von geringem Grad an.Lemma 3.5. β(x, y) = y(x− 5) ist ein Morphismus vom Grad 5.Beweis: Der Grad der Abbildung β ist die Anzahl der Blätter. Sei a ∈ β(E).Gesu
ht ist die Anzahl der Urbilder von a. Dies sind die Lösungen des Glei-
hungssystems:

a = y(x− 5)
y2 = x3 + 5x+ 10

(3.2)Für x 6= 5 folgt y = a
x−5

, also
(

a
x−5

)2
= x3 + 5x+ 10

⇔ a2 = (x3 + 5x+ 10)(x2 − 10x+ 25)
⇔ 0 = x5 − 10x4 + 30x3 − 40x2 + 25x+ 250− a2.

(3.3)Es ergibt si
h ein Polynom vom Grad 5. Im allgemeinen gibt es demna
h 5Urbilder, also 5 Blätter. Die Abbildung hat demna
h Grad 5. 2Satz 3.6. Das Paar
E : y2 = x3 + 5x+ 10, β(x, y) = y(x− 5) (3.4)ist ein Belyi-Paar vom Grad 5.Beweis: Aus Lemma 3.5 ist bekannt, dass der Morphismus β den Grad 5hat. Um den Satz zu beweisen, bleibt zu prüfen, dass die Abbildung β ni
htmehr als drei Verzweigungsstellen hat.Es ist sofort ersi
htli
h, dass β in ∞ verzweigt ist, da β−1(∞) = ∞.Weitere Verzweigungsstellen liegen dort, wo für a ∈ C das System ausFormel (3.2) ni
ht die maximalen 5 Lösungen hat, also dort, wo die Glei-
hung (3.3) doppelte Nullstellen hat. Dies sind jene Fälle, in denen die Dis-kriminante null ist. Mit dem ComputeralgebraprogrammMaple lässt si
h dieDiskiminante bere
hnen und die Nullstellen �nden:28



3.1 Eigens
haften von Esolve(dis
rim(x^5-10*x^4+30*x^3-40*x^2+25*x+250-a^2,x)=0,a);Das Ergebnis ist {0,±16}. In Null ist der Morphismus ni
ht verzweigt, dennneben den drei Lösungen für y = 0 liefert x = 5, was oben ausges
hlos-sen wurde, no
h zwei Lösungen. Also ist der Morphismus hö
hstens über
{±16,∞} verzweigt. 2Bemerkung 3.7. Wenn bekannt ist, wo der Belyi-Morphismus verzweigt ist,lassen si
h diese Stellen auf {0, 1,∞} normieren. Für die Kurve E ist

β : E −→ P1

(x, y) 7−→ y(x− 5) + 16

32

(3.5)ein Belyi-Morphismus, der nur über {0, 1,∞} verzweigt ist.Verzweigungen:Satz 3.8. Für den Belyi-Morphismus aus Bemerkung 3.7 gilt:
β∗(0) = 4 · (1, 4) + 1 · (6,−16)
β∗(1) = 4 · (1,−4) + 1 · (6, 16)

β∗(∞) = 5 · ∞
(3.6)Beweis: Die Behauptung folgt lei
ht dur
h Bere
hnen der Lösungen desGlei
hungssystems

a =
y(x− 5) + 16

32
y2 = x3 + 5x+ 10für a ∈ {0, 1,∞}. 2Somit liegt der Erzeuger von E(Q) über den Verzweigungsstellen.Bemerkung 3.9. Der Grad des Morphismus' β zur Kurve E ist deutli
hkleiner, als der Grad eines na
h Satz 2.12 konstruierten Belyi-Morphismus',bei dem si
h ein Morphismus von 12-stelligem Grad ergab. Siehe dazu Bei-spiel 2.13 auf Seite 21. 29



3 Die elliptis
he Kurve E : y2 = x3 + 5x+ 103.2 Die zu (E,β) assoziierten Gruppe ΓEFür das Belyi-Paar
E : y2 = x3 + 5x+ 10

β(x, y) =
y(x− 5) + 16

32

(3.7)soll jetzt die zugehörige Untergruppe ΓE von Γ(2) bere
hnet werden. Dazuwird die Methode benutzt, die in Kapitel 2.3 vorgestellt wurde.Ergebnis dieses Kapitels ist der folgende Satz:Satz 3.10. Zu dem Belyi-Paar (E,β) aus Formel (3.7) ist die assoziierteGruppe ΓE ⊂ Γ(1) gegeben dur
h den Morphismus
ϕE : Γ(2) −→ S5
(
−1 0
2 −1

)
7−→ (1235)

(
−1 2
−2 3

)
7−→ (1234)

(3.8)als
ΓE = {γ ∈ Γ(2) | ϕE (γ) ∈ Stab(5)} . (3.9)Beweis: Der Satz 3.10 folgt aus den Ausführungen in diesem Kapitel. 2Satz 3.11. Die Gruppe ΓE ist keine Kongruenzuntergruppe.Beweis: Der Punkt P = (1, 4) ∈ E erzeugt die unendli
he Gruppe E(Q). Indiesen Fall ist sowohl P ∈ {0, 1,∞} als au
h 0E ∈ {0, 1,∞}. Aus der Theorieder elliptis
hen Kurven folgt, dass der Spitzendivisor P − 0E ∈ Pic0(E) keinTorsionsdivisor ist. Mit dem Theorem von Manin und Drinfeld, siehe z.B.[El2℄, folgt dann die Behauptung. 2Herleitung der Gruppe ΓENa
h der Methode aus Kapitel 2.3 muss das zu (E,β) gehörende Dessin be-re
hnet werden. Die Urbilder der Verzweigungsstellen und die zugehörendenVerzweigungsordnungen sind aus Formel (3.6) bekannt. Demna
h ist die An-zahl der E
ken und deren Valenzen bekannt: Es handelt si
h also um einen5-kantigen bipartiten Graphen, der zwei weiÿe und zwei s
hwarze E
ken hat,von denen jeweils eine die Valenz vier und eine die Valenz eins hat. Der30



3.2 Die zu (E,β) assoziierten Gruppe ΓE

b b

(6, 16)

(1, 4) (1,-4)

(6,-16)

Abbildung 5: Der abstrakte Graph auf der EbeneGraph, der si
h in der Ebene ergibt, ist auf Abbildung 5 auf Seite 31 zusehen.Da ∞ nur ein Urbild besitzt, hat das Dessin nur eine Flä
he und weil essi
h um eine elliptis
he Kurve handelt, ist das Dessin in einen Torus einge-bettet.Um zu bestimmen, wie genau das Dessin aussieht, betra
hten wir direktdie PermutationsgruppeG. Die GruppeG ist eine Untergruppe von S5, da derBelyi-Morphismus Grad 5 hat. Die Informationen über die Anzahl der Punkteund der Valenzen rei
hen aus, die Gestalt der erzeugenden Permutationen zukennen. Zu den Verzweigungspunkten gehören folgende Zykel:zu 0: 1 Punkt mit Valenz 4 ←→ 4-Zykel1 Punkt mit Valenz 1 ←→ 1-Zykelzu 1: 1 Punkt mit Valenz 4 ←→ 4-Zykel1 Punkt mit Valenz 1 ←→ 1-Zykelzu ∞: 1 Punkt mit Valenz 5 ←→ 5-ZykelDie Permutationen σ0 und σ1 sind 4-Zykel, da ein 1-Zykel ein Fixpunkt ist.Die Benennung der Kanten ist beliebig und so kann der erste 4-Zykel als σ0 =
(1234) gewählt werden. Im zweiten 4-Zykel muss die Kante 5 enthalten sein,denn sonst wirkt 〈σ0, σ1〉 ni
ht transitiv. Die Benennung der Kanten kann sogewählt werden, dass 4 ni
ht im Zykel vorkommt. Der Zykel kann mit σ1 =
(abc5) benannt werden, wobei {a, b, c} = {1, 2, 3}. Bei dem Dessin handeltes si
h um eine Verknüpfung der beiden Teile, die in Abbildung 6 auf Seite32 dargestellt sind. Mögli
he Belegungen für a, b, c sind die, bei denen σ0σ1ein 5-Zykel ist, da zu dem einen Punkt über ∞ ein 5-Zykel korrespondiert.Jetzt können alle Mögli
hkeiten für a, b, c ausprobiert werden. In Tabelle 1auf Seite 32 sind alle 4-Zykel aus 1,2,3 und 5 für σ1 sowie die resultierendePermutation σ0σ1 aufgelistet.Es gibt also drei mögli
he Belegungen A,B und C für das Tripel (a, b, c).31



3 Die elliptis
he Kurve E : y2 = x3 + 5x+ 10

b b

1

2

3

4

a

b

c

5

Abbildung 6: Bestandteile des Dessins zu (E,β)

σ1 σ0σ1 5-Zykel?
A (1235) (13524) ja

(1325) (14)(25) nein
(2135) (14)(35) nein

B (2315) (15324) ja
C (3125) (13254) ja

(3215) (154) neinTabelle 1: Mögli
he Permutationen zu (E,β)Die Dessins, die diesen entspre
hen, sind in den Abbildungen 7 bis 9 zu sehen.Die Tori, in wel
he die Dessins eingebettet sind, sind in den Abbildungen alsRe
hte
ke dargestellt, deren gegenüberliegenden Seiten zu identi�zieren sind.Nun bleibt als Problem übrig, zu ents
heiden, wel
hes dieser drei Dessinsdem gewählten Belyi-Paar entspri
ht. Bir
h [Bi℄ und Wolfart [Wo℄ haben einweiteres Belyi-Paar, wel
hes den Typ (41,41,5) hat, d.h. wel
hes eine Flä
heund vier E
ken mit den Valenzen 4,1 und 4,1 hat, untersu
ht.
C : y2 = x3 + 35

4
x2 + 25x+ 25

βC(x, y) = xy + i
(

5
2
x2 + 15x+ 22 + 4i

) (3.10)
b

b

1

23

4

5

Abbildung 7: Dessin zu A: σ1 = (1235)32



3.2 Die zu (E,β) assoziierten Gruppe ΓE

b

b

12

3

4
5Abbildung 8: Dessin zu B: σ1 = (1523)

b

b

1

2
3

4
5

Abbildung 9: Dessin zu C: σ1 = (1253)Dieses Belyi-Paar ist vers
hieden von dem hier untersu
hten aus Formel (3.7).Es muss also zu einem anderen Dessin gehören.Eine Mögli
hkeit, Dessins und Belyi-Paare zu untersu
hen, ist, die Wir-kung der absoluten Galois-Gruppe zu nutzen, wie sie S. Lando und A. Zvon-kin in [LZ℄, Kapitel 2.4 bes
hreiben: Dabei wirkt ein Element σ der Galois-Gruppe auf einem Belyi-Paar, indem σ auf die Koe�zienten der de�nierendenGlei
hungen angewendet wird. Bezügli
h der Galois-Wirkung gilt folgenderSatz:Satz 3.12. Die Wirkung eines Elements der absoluten Galois-Gruppe Q/Qüberführt ein Belyi-Paar in ein anderes vom selben Typ.Beweis: Siehe z.B. [LZ℄ Seite 116 f. 2Betra
hte die komplexe Konjugation ι und ihre Wirkung auf die Belyi-Paare (E,β) und (C,βC). Da (E,β) über Q de�niert ist, bleibt dieses Belyi-Paar invariant unter der Wirkung von ι. Bei (C,βC) ändert si
h der Belyi-Morphismus und es ergibt si
h (C,β′
C):

C : y2 = x3 + 35
4
x2 + 25x+ 25

β′
C(x, y) = xy − i

(
5
2
x2 + 15x+ 22− 4i

)
.

(3.11)Sei D1 das Dessin zu (C,βC) und D2 das Dessin zu (C,β′
C). Die beidenDessins sind eng mit einander verbunden. Für einen Punkt P = (x, y) ∈ C233



3 Die elliptis
he Kurve E : y2 = x3 + 5x+ 10mit P ∈ C gilt:
β′

C (x̄, ȳ) = βC (x, y). (3.12)Da das Dessin zu einem Belyi-Paar dur
h das Urbild des Intervalls [0, 1] unterdem Belyi-Morphismus gegeben ist, gilt für ein P ∈ D1, dass βC(P ) ∈ R,also βC(P ) = βC(P ). Mit Formel (3.12) folgt, dass P = (x̄, ȳ) zu D2 gehört.Zwis
hen den Dessins gibt es also folgende bijektive Abbildung:
ψ : D1 −→ D2

P 7−→ P
(3.13)Die Abbildung ψ läÿt si
h auf die ganze Kurve C anwenden und de�niertdort eine Spiegelung, d.h. D1 und D2 sind Spiegelungen voneinander.Die Belyi-Paare (C,β) und (C,β′) sind ni
ht glei
h. Folgli
h müssen dieDessins si
h unters
heiden. Mit den Belyi-Paaren (E,β), (C,βC) und (C,β′

C)gibt es drei Kandidaten für die drei Dessins. Auÿerdem ist bekannt, dass D1und D2 Spiegelungen voneinander sind.Zu den Dessins, die Spiegelungen voneinander sind, müssen die assoziier-ten Permutationsgruppen isomorph sein:
〈
σβ

0 , σ
β
1

〉
∼=
〈
σβ′

0 , σ
β′

1

〉
.Für die Permutationsgruppe zu den drei Kandidaten ergibt si
h (mit Maplebere
henbar):

A : 〈(1234), (1235)〉 = S5

B : 〈(1234), (1523)〉 = A5

C : 〈(1234), (1253)〉 = A5Betra
htet man die Dessins genauer, wird deutli
h, dass die Dessins auf denAbbildungen 8 und 9 Spiegelungen voneinander sind. Also müssen sie zu denBelyi-Paaren (C,βC) und (C,β′
C) korrespondieren. Zu (E,β) korrespondiertalso das Dessin aus Abbildung 7, d.h. die Gruppe aus Fall A.In Abbildung 10 auf Seite 35 ist das Dessin zum Belyi-Paar (E,β) aufeinem Torus zu sehen.Zu dem Belyi-Paar korrespondieren folgende drei Permutationen:

σ0 = (1235)

σ1 = (1234)

σ∞ = σ−1
1 ◦ σ−1

0 = (15243) ,die zusammen die Gruppe G = S5 erzeugen.34



3.3 Algorithmus zum Testen der Zugehörigkeit zu ΓE

b

b

Abbildung 10: Dessin zu (E,β) auf dem TorusDie gesu
hte Gruppe Γ ist das Urbild des Stabilisators Stab(a) einer be-liebigen Kante a unter dem Morphismus ϕ : Γ(2) −→ G (siehe Formel (2.4)),also die Menge:
ΓE = {γ ∈ Γ(2) | ϕ (γ) ∈ Stab(a)} . (3.14)Im Folgenden wird die Kante 5 gewählt; der zugehörige Stabilisator ist

Stab(5) = 〈(1234), (243)〉 =
〈
σ1, σ

2
0σ1σ0

〉
.Damit ergeben si
h der Morphismus

ϕE : Γ(2) −→ S5
(
−1 0
2 −1

)
7−→ (1235)

(
−1 2
−2 3

)
7−→ (1234)

(3.15)und die Gruppe
ΓE = {γ ∈ Γ(2) | ϕE (γ) ∈ Stab(5)} . (3.16)Der Satz 3.10 ist damit bewiesen.3.3 Algorithmus zum Testen der Zugehörigkeit zu ΓEFür die weitere Arbeit mit der Gruppe ΓE aus Formel (3.9) ist es notwendigzuwissen, wie die Matrizen in ΓE aussehen. Denn im Kapitel 4 wird si
h dieFrage stellen, ob gewisse Matrizen in ΓE liegen. Die Tatsa
he, dass die Gruppe35



3 Die elliptis
he Kurve E : y2 = x3 + 5x+ 10

ΓE dur
h einen Morphismus in eine endli
he Gruppe bes
hrieben ist, bieteteine einfa
he und s
höne Mögli
hkeit zu testen, ob eine gegebene Matrix aus
Γ(1) in ΓE liegt. Ein Algorithmus für einen sol
hen Test wird hier vorgestellt.Die Gruppe ΓE ist als Menge derjenigen Elemente von Γ(2) gegeben,für die das Bild unter dem Morphismus ϕE das Element 5 als Fixpunkthat. Sobald das Bild ϕE(M) einer Matrix M bekannt ist, ist es einfa
h zuents
heiden, ob die Matrix in der Gruppe ΓE liegt, da nur no
h eine endli
hePermutation ϕE(M) an der Stelle 5 ausgewertet werden brau
ht.Ein Algorithmus, der für eine Matrix M ents
heidet, ob sie in ΓE liegt,kann wie folgt aussehen:Algorithmus 1 Test: Liegt ein Element M ∈ Γ(1) in ΓE?1: if M 6∈ Γ(2) then2: return false3: else4: Bere
hne die Darstellung der MatrixM als Wort in den Erzeugern von

Γ(2). (B)5: Bestimme das Bild von M unter ϕE .6: if ϕE(M) ∈ Stab(5) then7: return true8: else9: return false10: end if11: end ifDie einzige Zeile, die ni
ht einfa
h auszuführen ist, ist die Zeile 4, die mitdem Stern (B) gekennzei
hnete. Do
h dafür bietet das Computeralgebrapro-gramm Magma eine Funktion, mit der das Wort zu einer Matrix bere
hnetwerden kann. Sei M = ( a b
c d ) ∈ Γ(2), dann gibt folgende Befehlsfolge dasgesu
hte Wort:G2 := Congruen
eSubgroup(2);g := G2![a, b, 
, d℄;FindWord(G2, g);Ob das so bere
hnete Wort in ΓE liegt, testet das ProgrammInGruppe.java. Der Programm
ode ist im Anhang unter A.1 auf Seite 100zu �nden.36



3.4 Untersu
hung der Gruppe ΓE3.4 Untersu
hung der Gruppe ΓEWeitere Informationen, die über die Gruppe ΓE aus Formel (3.9) benötigtwerden, sind die Anzahl und Breite der Spitzen sowie ein Repräsentantensy-stem für die Spitzen. In diesem Unterkapitel werden diese Daten bere
hnet.Als erstes werden einige Matrizen eingeführt, die für die weiteren Bere
h-nungen benötigt werden. Sei j ∈ Z, dann sei
γj :=

(
j −1
1 0

)
∈ Γ(1). (3.17)Diese Matrix hat die Eigens
haft den Randpunkt ∞ auf den Randpunkt jabzubilden. Auÿerdem de�nieren wir

τn := ( 1 n
0 1 ) ∈ Γ(1), (3.18)mit n ∈ Z. Diese Matrizen sind genau jene, die ∞ �xieren. Für zwei ganzeZahlen j und k gilt für die Verknüpfung

γjk,n = γk ◦ τn ◦ γ−1
j (3.19)für beliebiges n ∈ Z, dass γjk,n(j) = k.Bemerkung 3.13. Alle Matrizen µ ∈ Γ(1) mit der Eigens
haft µ(j) = ksind von der Form γjk,n.Lemma 3.14. Die Menge {0, 1, 3, 6,∞} ⊂ H ist ein Repräsentantensystemfür die Spitzen von ΓE.Beweis: Da die Verzweigungspunkte des Morphismus' β aus Formel (3.5)insgesamt fünf Urbilder haben, gibt es fünf Spitzen. Es genügt also zu zei-gen, dass die Spitzen 0, 1, 3, 6,∞ ni
ht äquivalent zueinander sind, d.h. zuzeigen ist, dass es keine Matrix in ΓE gibt, die zwei dieser Spitzen ineinanderüberführt. Seien {j, k} ⊂ {0, 1, 3, 6}, dann hat eine Matrix γjk,n aus Formel(3.19) mit γjk(j) = k, die j in k überführt die Form

γjk,n = γk ◦ τn ◦ γ−1
j =

(
1−nk k−j+jkn
−n nj+1

)
. (3.20)Für die Spitze ∞ und eine beliebige andere Spitze ist der Fall einfa
her:

γj∞ = τn ◦ γ−1
j =

(
0 1
−1 j

)
. 37



3 Die elliptis
he Kurve E : y2 = x3 + 5x+ 10Für die Überführungsmatrizen ergeben si
h:
j bel. k =∞ ; γj∞,n =

(
0 1
−1 j

)
6∈ ΓE ∀n

j = 0 k = 1 ; γ01,n =
(

1−kn k−j+jkn
−n nj+1

)
=
(

1−n 1
−n 1

)
6∈ ΓE ∀n

j = 0 k = 3 ; γ03,n =
(

1−kn k−j+jkn
−n nj+1

)
=
(

1−3n 3
−n 1

)
6∈ ΓE ∀n

j = 0 k = 6 ; γ06,n =
(

1−kn k−j+jkn
−n nj+1

)
=
(

1−6n 6
−n 1

) ?∈ ΓE (i)

j = 1 k = 3 ; γ13,n =
(

1−kn k−j+jkn
−n nj+1

)
=
(

1−3n 2+3n
−n n+1

) ?∈ ΓE (ii)

j = 1 k = 4 ; γ14,n =
(

1−kn k−j+jkn
−n nj+1

)
=
(

1−6n 3+6n
−n n+1

)
6∈ ΓE ∀n

j = 3 k = 4 ; γ34,n =
(

1−kn k−j+jkn
−n nj+1

)
=
(

1−6n 1+18n
−n 3n+1

)
6∈ ΓE ∀nJene Zeilen, in denen steht, dass γjk,n für alle n ni
ht in ΓE liegt, lässt si
hdiese Aussage direkt ablesen, da die fragli
hen Matrizen s
hon ni
ht in Γ(2)liegen können: Damit der Eintrag unten links gerade ist, muss n gerade sein.Dann folgt aber in diesen Fällen, dass der Eintrag oben re
hts ungerade ist.In zwei Zeilen steht ein Fragezei
hen. In diesen Fällen ist für gerade n

γjk,n ∈ Γ(2). Hier muss no
h untersu
ht werden, ob eine Matrix der Form (i)oder (ii) in ΓE liegen kann. Sei also n gerade, dann lassen si
h die Matrizenaus (i) und (ii) wie folgt in ihre Darstellung in den Erzeugern
γ0 =

(
−1 0
2 −1

) und γ1 =
(
−1 2
−2 3

)von Γ(2) zerlegen:
(i) ±

(
1−6n 6
−n 1

)
=

(
11 −6
2 −1

)( (−1)n/2−1 0

(n−2)·(−1)n/2 (−1)n/2−1

)

=
(

11 −6
2 −1

)(
−1 0
2 −1

)n
2
−1

=
(
−1 0
−2 −1

)(
−1 2
−2 3

)(
−1 0
−2 −1

)(
−1 2
−2 3

)(
−1 0
−2 1

)(
−1 0
2 −1

)n
2
−1

= γ−1
1 γ−1

0 γ−1
1 γ−1

0 γ−1
1 γ

n
2
−1

0

(ii)
(

1−3n 2+3n
−n n+1

)
= ( 1 2

0 1 )
(
−n+1 n
−n n+1

)

= ( 1 2
0 1 )
(
−1 2
−2 3

)n
2

=
(
−1 0
−2 −1

)(
−1 2
−2 3

)(
−1 2
−2 3

)n
2

= γ−1
1 γ−1

0 γ
n
2
1Aus dieser Darstellung ist das Bild der Matrizen unter der Abbildung ϕE,38



3.4 Untersu
hung der Gruppe ΓEwel
he die Gruppe ΓE de�niert, siehe Formel (3.8), bere
hnenbar:
ϕE

((
1−6n 6
−n 1

))
= ϕE

((
γ−1

1 γ−1
0 γ−1

1 γ−1
0 γ−1

1

)
γ

n
2
−1

0

)

= σ−1
1 σ−1

0 σ−1
1 σ−1

0 σ−1
1 σ

n
2
−1

0

= (4321)(5321)(4321)(5321)(4321)(1235)
n
2
−1

= (45)(1235)
n
2
−1

ϕE

((
1−3n 2+3n
−n n+1

))
= ϕE

((
γ−1

1 γ−1
0

)
γ

n
2
1

)

= σ−1
1 σ−1

0 σ
n
2
1

= (4321)(5321)(1234)
n
2

= (15243)(1234)
n
2Eine Matrix ist genau dann in ΓE, wenn das Bild unter ϕE den Fixpunkt 5hat. Es ist einfa
h zu sehen, dass dies in beiden Fällen ni
ht auftreten kann,womit das Lemma bewiesen wäre. 2Für das weitere Vorgehen werden au
h die Spitzenbreiten benötigt.Die Spitzenbreite ist in De�nition 1.23 als Zahl aus einer Skalierungsma-trix gegeben. Umformen der Glei
hung (1.8) führt zu der Identität

γ−1
j Γjγj =

〈(
1 bj

0 1

)〉
, (3.21)d.h. bj ist die kleinste natürli
he Zahl, so dass

γj

(
1 bj

0 1

)
γ−1

j ∈ ΓE. (3.22)Um die Spitzenbreite zu bestimmen, muss also getestet werden, für wel
henatürli
he Zahl die Matrix aus Formel (3.22) in ΓE liegt. Dafür wurde inKapitel 3.3 ein Algorithmus entwi
kelt.Lemma 3.15. Die Gruppe ΓE hat folgende Spitzenbreiten:Spitze 0 1 3 6 ∞Breite 8 2 8 2 10Beweis: Der in Kapitel 3.3 bes
hriebene Algorithmus 1 liefert mit Hilfe vonMagma und dem Java-Programm InGruppe.java diese Ergebnisse. 2Bei der dur
hgeführten Konstruktion wird aus jedem Urbild der Ver-zweigungsstellen des Belyi-Morphismus' eine Spitze. Nun ist es einfa
h, dieSpitzen den Punkten über den Verzweigungsstellen zuzuordnen. 39



3 Die elliptis
he Kurve E : y2 = x3 + 5x+ 10Lemma 3.16. Für das Belyi-Paar (E,β) und die assoziierte Gruppe ΓE ausFormel (3.9) sind den 5 Urbildern der Verzweigungsstellen folgende Spitzenzugeordnet:
(1, 4) 7−→ 0

(6,−16) 7−→ 6

(1,−4) 7−→ 3

(6, 16) 7−→ 1

∞ 7−→ ∞Beweis: Sei α ∈ {0, 1,∞}. Die Urbilder von α entspre
hen Spitzen von ΓE,die unter der Wirkung von Γ(2) zu α äquivalent sind.Da unter der Wirkung von Γ(2) alle geraden Zahlen äquivalent sind, ent-spre
hen die Spitzen 0 und 6 den Punkten über 0. Aufgrund der Äquivalenzder ungeraden Zahlen unter Γ(2) entspre
hen die Spitzen 1 und 3 den Punk-ten über 1. Die Spitze ∞ entspri
ht ∞.Die Verzweigungsordnung der Punkte läÿt si
h in die Spitzenbreite über-setzen: Spitzenbreite = Verzweigungsordnung ·2 (die 2 ist die Spitzenbreiteder Spitzen von Γ(2)). Mit den Verzeigungsordnungen aus Formel (3.6) undden Spitzenbreiten aus Lemma 3.15 folgt dann die Behauptung. 2

40



4 Eisensteinreihen und StreumatrizenNun wollen wir uns der Bere
hnung von Eisensteinreihen zu Untergruppender Modulgruppe zuwenden. Zuerst werden die relevanten De�nitionen ge-geben. Im zweiten und dritten Abs
hnitt wird als Beispiel die Gruppe Γ(2)betra
htet.Da eine Formel für die interessanten Gröÿen im Allgemeinen ni
ht zu �n-den ist, wird in den folgenden Unterkapiteln ein Algorithmus zur näherungs-weisen Bere
hnung entwi
kelt. Dabei werden in Kapitel 4.4 die theoretis
henGrundlagen gelegt und in Kapitel 4.5 der Algorithmus bes
hrieben.In Kapitel 4.6 wird diese Methode dann auf die Gruppe ΓE aus Kapitel 3angewendet und im letzten Abs
hnitt no
h einige weitere Beispiele betra
h-tet.4.1 De�nitionenDe�nition 4.1. Sei Γ ⊆ Γ(1) eine Untergruppe von endli
hem Index, Sjeine Spitze zu Γ und Γj der Stabilisator der Spitze. Für s ∈ C mit Re(s) > 1und z ∈ H ist die Eisensteinreihe zur Spitze Sj gegeben dur
h:
ESj

(z, s) =
∑

γ∈Γj\Γ

Im
(
σ−1

j γ(z)
)s
,wobei σj ∈ SL2(R) so gewählt ist, dass σ−1

j Γjσj = 〈( 1 1
0 1 )〉.Für Eisensteinreihen gilt:Satz 4.2. Sei Γ ⊆ Γ(1) eine Untergruppe von endli
hem Index, Sj eine Spitzezu Γ und Γj der Stabilisator der Spitze. Für s ∈ C, Re(s) > 1 und z ∈ Hkonvergiert ESj

(z, s) absolut und lokal glei
hmäÿig. Die Reihe ESj
(z, s) lässtsi
h meromorph auf ganz C fortsetzen.Für eine Spitze Sk von Γ ist die Fourierentwi
klung von ESj

(z, s) in Skgegeben dur
h
ESj

(z, s)
∣∣
Sk

= δjk · ys + π1/2 Γ
(
s− 1

2

)

Γ(s)
· ϕjk(s) · y1−s +

∑

m6=0

am(y, s)e2πimx,wobei z = x+ iy und Γ(·) die Γ-Funktion ist.Für Re(s) > 1 bere
hnet si
h der Term ϕjk wie folgt:
ϕjk(s) =

1

(bjbk)s

∑

c>0

rΓ
jk(c)

1

c2s
, (4.1)41



4 Eisensteinreihen und Streumatrizenwobei bj und bk die Spitzenbreiten von Sj und Sk sind sowie
rΓ
jk(c) = #

{
d mod bkc | ∃ ( ∗ ∗

c d ) ∈ γ−1
j Γγk

}
. (4.2)Beweis: Die Behauptung folgt analog zu dem Beweis in [Ku1℄ für normierteSpitzen. Ein s
höner Beweis dafür ist au
h in [vP℄ Seiten 37-53 zu �nden. 2Bemerkung 4.3. In Satz 4.2 ist die Form des ersten Koe�zienten der Fou-rierentwi
klung als π1/2 Γ(s− 1

2)
Γ(s)

· ϕjk(s) angegeben. Au
h für die weiteren Ko-e�zienten gibt es Formeln, die etwas komplizierter sind.Die in dieser Arbeit dur
hgeführten Bere
hnungen zu ϕjk(s) lassen si
hohne groÿen Aufwand so modi�zieren, dass mit ihnen au
h die weiteren Ko-e�zienten der Eisensteinreihen angenähert werden können.Bemerkung 4.4. Die Zahlen ϕjk sind symmetris
h in den Spitzen, d.h.
ϕjk(s) = ϕkj(s).Siehe dazu z.B. [Iw℄ Seite 88.Die einfa
hste Gruppe, zu der si
h Eisensteinreihen dieser Art de�nierenlassen, ist Γ(1):Beispiel 4.5 (Die Eisensteinreihe zu Γ(1)). Für die volle Modulgruppe Γ(1)ist die Fourierentwi
klung der Eisensteinreihe bekannt. Da Γ(1) nur eineSpitze hat, gibt es nur eine Entwi
klung. Füe diese gilt

ϕ(s) =

∞∑

c=1

φ(c)
1

c2s
=
ζ (2s− 1)

ζ(2s)
, (4.3)wobei φ(·) die Eulers
he φ-Funktion und ζ(·) die Riemanns
he ζ-Funktionist. Demna
h ist

r(c) = φ(c).Die re
hte Seite der Glei
hung (4.3) ist für alle s 6= 1 de�niert und gibt somiteine meromorphe Fortsetzung für ϕ(s) auf ganz C.Ein Beweis ist in [Iw℄ auf Seite 60 f oder in [vP℄ auf Seite 42 zu �nden.42



4.1 De�nitionenBemerkung 4.6. Die Euler's
he φ-Funktion φ : N→ N gibt für n die Anzahlder natürli
hen Zahlen, die kleiner als n und teilerfremd zu n sind, an. Die
φ-Funktion ist multiplikativ für teilerfremde Zahlen, d.h. für m,n ∈ N mit
(m,n) = 1 gilt φ(m)φ(n) = φ(mn). Für Primzahlpotenzen pk ist φ(pk) =

pk
(
1− 1

p

). Es ergibt si
h für n ∈ N

φ(n) = n
∏

p|n
p prim(1− 1

p

)
.

Zu Eisensteinreihen lassen si
h Streumatrix und Streukonstanten de�nie-ren. Die Streumatrix ist dur
h die ϕjk(s) gegeben:De�nition 4.7. Für eine Untergruppe Γ ⊂ Γ(1) von endli
hem Index miteinem Repräsentantensystem S = {S1, . . . , Sr} für die Spitzen ist die Streu-matrix de�niert dur
h die folgende Matrix meromorpher Funktionen:
ΦΓ(s) =

(
π1/2 Γ(s− 1/2)

Γ(s)
· ϕjk(s)

)

j,k

(4.4)Die Indizes j sowie k stehen für zwei ni
ht notwendigerweise vers
hiedeneSpitzen und ϕjk(s) wurde in Formel (4.1) de�niert.Jeder Eintrag der Streumatrix de�niert eine Streukonstante.De�nition 4.8. Für eine Untergruppe Γ ⊂ Γ(1) von endli
hem Index miteinem Repräsentantensystem S = {S1, . . . , Sr} für die Spitzen lässt si
h fürjedes Paar Sj, Sk die Streukonstante Cjk de�nieren dur
h
Cjk = lim

s→1

(
ΦΓ(s)j,k −

3/(π [Γ(1) : Γ])

s− 1

)
. (4.5)Beispiel 4.9. Für Γ(1) ist die Streukonstante (mit Maple bere
hnet):

CΓ(1) = lim
s→1

(
π1/2Γ(s− 1/2)

Γ(s)
· ζ (2s− 1)

ζ(2s)
− 3

π(s− 1)

)

= −6

π
(12ζ ′(−1)− 1 + log(4π)) 43



4 Eisensteinreihen und Streumatrizen4.2 Die Streumatrix zu Γ(2)Wie für die Modulgruppe Γ(1) lassen si
h au
h für andere Gruppen die Ko-e�zienten der Fourierentwi
klungen der Eisensteinreihe bere
hnen. Auf denfolgenden Seiten werden die konstanten Koe�zienten zu Γ(2) bere
hnet. Die-se Gruppe ist um einiges komplizierter als Γ(1). Als Obergruppe aller Grup-pen, die über einen Belyi-Morphismus zu algebrais
hen Kurven konstruiertwerden, ist Γ(2) für diese Arbeit besonders interessant.Aus Lemma 1.26 ist bekannt, dass die Gruppe Γ(2) die drei Spitzen 0, 1,∞hat, wel
he alle die Breite 2 haben.Gesu
ht werden die Zahlen
r
Γ(2)
jk (c) = #

{
d mod bkc | ∃ ( ∗ ∗

c d ) ∈ γ−1
j Γ(2)γk

}
,wobei j, k ∈ {0, 1,∞}, b0 = b1 = b∞ = 2 und die Matrizen γj sowie γk wie inFormel (3.17) gegeben sind.Die folgenden beiden Lemmata bereiten Satz 4.12 vor, in dem die rΓ(2)

jk (c)für alle c ∈ N und j, k ∈ {0, 1,∞} bere
hnet werden.Lemma 4.10. Seien c und N natürli
he Zahlen. Dann gilt für die Menge
AN

c := {d ∈ N | (c, d) = 1 und d < Nc} , (4.6)dass
#AN

c = N · φ(c). (4.7)Beweis: Sei a ∈ AN
c eine natürli
he Zahl mit 0 < a < c, so ist au
h nc+ a ∈

AN
c für alle n ∈ {0, . . . , N − 1}. Da a 6≡ 0 mod c und nc ≡ 0 mod c ist,folgt nc + a 6≡ 0 mod c. So existieren für jede natürli
he Zahl a, die kleinerals c und zu c teilerfremd ist, genau N vers
hiedenen Lösungen. Es gibt genau

φ(c) sol
he a, also N · φ(c) Lösungen. 2Lemma 4.11. Seien c, d fest gewählt mit (c, d) = 1.(i) Gilt c ≡ 0 mod 2 sowie d ≡ 1 mod 2, dann existieren a, b ∈ Z mit
( a b

c d ) ≡ ( 1 0
0 1 ) mod 2, so dass ( a b

c d ) ∈ Γ(1).(ii) Gilt c ≡ 1 mod 2 sowie d ≡ 0 mod 2, dann existieren a, b ∈ Z mit
( a b

c d ) ≡ ( 0 1
1 0 ) mod 2, so dass ( a b

c d ) ∈ Γ(1).(iii) Gilt c ≡ 1 mod 2 sowie d ≡ 0 mod 2, dann existieren a, b ∈ Z mit
( a b

c d ) ≡ ( 1 1
1 0 ) mod 2, so dass ( a b

c d ) ∈ Γ(1).(iv) Gilt c ≡ 1 mod 2 sowie d ≡ 1 mod 2, dann existieren a, b ∈ Z mit
( a b

c d ) ≡ ( 1 0
1 1 ) mod 2, so dass ( a b

c d ) ∈ Γ(1).44



4.2 Die Streumatrix zu Γ(2)Beweis: Für teilerfremde Paare (c, d) ∈ Z2 gibt es na
h dem euklidis
henAlgorithmus eine Ergänzung a, b, so dass ( a b
c d ) ∈ Γ(1). Falls die dur
h deneuklidis
hen Algorithmus konstruierte Lösung ni
ht s
hon den Bedingungenentspri
ht, erfüllt die Matrix ( a+c b+d

c d

) in allen vier Fällen des Lemma 4.11das Gewüns
hte. 2Satz 4.12. Für die Gruppe Γ(2) haben die Koe�zienten r
Γ(2)
jk (c) für c ∈ Nund j, k ∈ {0, 1,∞} folgende Form:Für j = k ist rΓ(2)

jk (c) =

{
2φ(c), wenn c ≡ 0 mod 2;
0, wenn c ≡ 1 mod 2.Für j 6= k ist rΓ(2)

jk (c) =

{
φ(c), wenn c ≡ 1 mod 2;

0, wenn c ≡ 0 mod 2.Beweis: Sei ( a b
c d ) eine beliebige Matrix in Γ(1). Für j, k ∈ {0, 1,∞} betra
htedas Produkt γj( a b

c d )γ−1
k und ents
heide unter wel
hen Voraussetzungen an

( a b
c d ) es in Γ(2) liegt.
(i) j =∞ k =∞ ⇒ γj( a b

c d )γ−1
k = ( 1 0

0 1 )( a b
c d )( 1 0

0 1 ) = ( a b
c d )

(ii) j = 0 k = 0 ⇒ γj( a b
c d )γ−1

k = ( 0 −1
1 0 )( a b

c d )( 0 1
−1 0 ) =

(
d −c
−b a

)

(iii) j = 1 k = 1 ⇒ γj( a b
c d )γ−1

k = ( 1 −1
1 0 )( a b

c d )( 0 1
−1 1 ) =

(
d−b a+b−c−d
−b a+b

)

(iv) j =∞ k = 0 ⇒ γj( a b
c d )γ−1

k = ( 1 0
0 1 )( a b

c d )( 0 1
−1 0 ) =

(
−b a
−d c

)

(v) j =∞ k = 1 ⇒ γj( a b
c d )γ−1

k = ( 1 0
0 1 )( a b

c d )( 0 1
−1 1 ) =

(
−b a+b
−d c+d

)

(vi) j = 0 k = 1 ⇒ γj( a b
c d )γ−1

k = ( 0 −1
1 0 )( a b

c d )( 0 1
−1 1 ) =

(
−d c+d
−b a+b

)In den ersten drei Fällen liegt die resultierende Matrix genau dann in Γ(2),wenn ( a b
c d ) ∈ Γ(2). Die verbliebenen drei Fälle sind etwas unregelmäÿiger:
(
−b a
−d c

)
∈ Γ(2) ⇐⇒ ( a b

c d ) ≡ ( 0 1
1 0 ) mod 2

(
−b a+b
−d c+d

)
∈ Γ(2) ⇐⇒ ( a b

c d ) ≡ ( 1 1
1 0 ) mod 2

(
−d c+d
−b a+b

)
∈ Γ(2) ⇐⇒ ( a b

c d ) ≡ ( 1 0
1 1 ) mod 2An den Äquivalenzen sofort zu sehen, dass die Hälfte aller Koe�zienten nullist. In die ersten drei Fälle folgt für gerade c mit Lemma 4.11:

r
Γ(2)
jj (c) = # {d mod 2c | (c, d) = 1 und d ≡ 1 mod 2} 45



4 Eisensteinreihen und StreumatrizenDie zweite Bedingung ist aber für gerade c immer erfüllt, sofern die ersteerfüllt ist. Also gilt
r
Γ(2)
jj (c) = # {d mod 2c | (c, d) = 1}(Lemma 4.10)

= 2φ(c)Au
h bei unglei
hen Spitzen folgt aus Lemma 4.11, dass rΓ(2)
jk (c) s
hon dur
hdie Anzahl der mögli
hen Paare (c, d) gegeben ist. Do
h lässt si
h ni
ht soeinfa
h argumentieren. Im Fall unglei
her Spitzen muss c ungerade sein undan d wird eine Kongruenzbedingung gestellt, die bei ungeraden c ni
ht auto-matis
h erfüllt ist.Sei eine gerade Zahl a < 2c teilerfremd zu c. Da c ungerade ist, ist au
h

a
2
teilerfremd zu c. Umgekehrt gilt für eine Zahl a < 2c

2
, die teilerfremd zu cist, dass für 2a sowohl (2a, c) = 1 als au
h 2a < 2c gilt. Es gilt für die Fälle

(iv) und (v):
r
Γ(2)
jk (c) = # {d mod 2c | (c, d) = 1 und d ≡ 0 mod 2}

= # {d mod c | (c, d) = 1}
= φ(c)Jetzt ist nur no
h der letzte Fall zu bearbeiten. Es ist bekannt, dass
# {d mod 2c | (c, d) = 1} . = 2φ(c),Auÿerdem wurde eben gezeigt, dass die Hälfte der Zahlen in dieser Mengegerade ist. Die verbleibende Hälfte ist also ungerade und es folgt:

r
Γ(2)
jk (c) = # {d mod 2c | (c, d) = 1 und d ≡ 1 mod 2}

= φ(c),womit der letzte Fall gezeigt wäre. 2Eine Liste der ersten 38 Koe�zienten ist in Tabelle 2 auf Seite 47 abge-bildet.4.3 Die Streukonstanten zu Γ(2)Die Reihenentwi
klung der Einträge der Streumatrix der Gruppe Γ(2) istbekannt und dur
h Vielfa
he der Euler's
hen φ-Funktion gegeben. Die Formel�ndet si
h in Satz 4.12.46



4.3 Die Streukonstanten zu Γ(2)
 φ(c) r
Γ(2)
∞∞(c) r

Γ(2)
∞0 (c) r

Γ(2)
∞1 (c) r

Γ(2)
00 (c) r

Γ(2)
01 (c) r

Γ(2)
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4 Eisensteinreihen und StreumatrizenFür die Bere
hnung der Streukonstanten benötigen wir eine andere Dar-stellung der Einträge der Streumatrix. Zuerst werden einige Funktionen ein-geführt. Der Diri
hlet-Charakter χ2 sei de�niert dur
h
χ2(n) :=

{
1 wenn (n, 2) = 1

0 wenn (n, 2) = 2
für n ∈ Z.Mit Hilfe des Charakters kann eine L-Reihe de�niert werden. Es sei für s ∈ Cmit Re(s) > 1 die L-Reihe zum Charakter χ2 gegeben als

L(χ
2
, s) :=

∑

c>0

χ
2
(c)

1

cs
.Diese Diri
hlet-Reihen lassen si
h au
h dur
h Vielfa
he der Riemanns
hen

ζ-Funktion darstellen. Es gilt
L(χ2 , 2s) =

∑

c>0

χ2(c)
1

c2s
=
∑

c>0

1

(2c− 1)2s
= 2−2s(−1 + 22s)ζ(2s)und dementspre
hend

L(χ2 , 2s− 1) = 2−2s(−2 + 22s)ζ(2s− 1).Für den Quotienten ergibt si
h:
L(χ2 , 2s− 1)

L(χ
2
, 2s)

=
(−2 + 22s)ζ(2s− 1)

(−1 + 22s)ζ(2s)Es giltSatz 4.13. Für die Gruppe Γ(2) gilt für j 6= k

ϕ
Γ(2)
jk (s) =

∑

c>1

χ2(c)φ(c)
1

c2s
=
L(χ2 , 2s− 1)

L(χ
2
, 2s)

(4.8)und für j = k

ϕ
Γ(2)
jk (s) =

∑

c>1

χ2(c+ 1) · 2 · φ(c)
1

c2s
=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)
− L(χ2 , 2s− 1)

L(χ
2
, 2s)

. (4.9)
48



4.4 Doppelnebenklassen und StreumatrizenBeweis: Die jeweils erste Glei
hheit in den Formeln (4.8) und (4.9) folgtaus den Ergebnissen von Satz 4.12 und der De�nition von ϕΓ(2)
jk . Die zweiteGlei
hheit ergibt si
h dur
h Ausmultiplizieren der L-Reihen. 2Mit Satz 4.13 und der De�nition 4.8 und dem Wissen über die Darstell-barkeit der L-Reihen mit Hilfe der Riemann's
hen ζ-Funktion lassen si
h dieStreukonstanten bere
hnen. Für die Streukonstante von Γ(2) für j 6= k gilt

C
Γ(2)
jk = lim

s→1

(
π1/2

4s
· Γ(s− 1/2)

Γ(s)
· L(χ2 , 2s− 1)

L(χ
2
, 2s)

− 3

6π(s− 1)

) (4.10)
= − 1

3π
(7 log(2) + 3 log(π) + 36ζ ′(−1)− 3) (4.11)

≈ 0, 07097687113 (4.12)und
C

Γ(2)
jj = lim

s→1

(
2π1/2

4s
· Γ(s− 1/2)

Γ(s)
·
(
ζ(2s− 1)

ζ(2s)
− L(χ2 , 2s− 1)

L(χ2 , 2s)

)
− 3

6π(s− 1)

)(4.13)
= − 1

3π
(13 log(2) + 3 log(π) + 36ζ ′(−1)− 3) (4.14)

≈ −0, 3702943296. (4.15)4.4 Doppelnebenklassen und StreumatrizenUntergruppen von Γ(1) von endli
hem Index können in Doppelnebenklassenzerlegt werden. Wie diese Zerlegung aussieht wird in Lemma 4.14 gezeigt.Die Bere
hnung der konstanten Koe�zienten der Eisensteinreihe zu Γ(2)im letzten Abs
hnitt war re
ht aufwendig. Bei komplizierteren Gruppen wirddas direkte Ausre
hnen der Koe�zienten na
h Formel (4.2) selten mögli
hsein. Wie Satz 4.17 zeigt, kann Zerlegung in Doppelnebenklassen die Bere
h-nung vereinfa
hen. Um dies zu nutzen, wird am Ende des Unterkapitels einAlgorithmus zum Abzählen der Nebenklassen vorgestellt.Lemma 4.14. Seien Γ eine Untergruppe der Γ(1) von endli
hem Index, Sjund Sk zwei ni
ht notwendigerweise vers
hiedene Spitzen von Γ. Mit Γj re-spektive Γk seien die Stabilisatoren der Spitzen benannt und bj , bk seien dieSpitzenbreiten. Die Gruppen Bj und Bk werden de�niert als
Bj := γ−1

j Γjγj =
〈(

1 bj

0 1

)〉 und
Bk := γ−1

k Γkγk =
〈(

1 bk
0 1

)〉
,

(4.16)wobei γj, γk ∈ Γ(1) so gewählt sind, dass γ−1
j (Sj) = γ−1

k (Sk) =∞. 49



4 Eisensteinreihen und StreumatrizenMit den eben eingeführten Benennungen gilt
γ−1

j Γγk = δjkBj ∪
⋃

c>0

⋃

d mod bkc

Bj(
∗ ∗
c d )Bk, (4.17)wobei über alle c > 0 und d mod bkc summiert wird, so dass ( ∗ ∗

c d ) ∈ γ−1
j Γγk.Beweis: Dass Bj genau dann in γ−1

j Γγk liegt, wenn Sj = Sk ist, lässt si
heinfa
h zeigen:Angenommen in γ−1
j Γγk liegt ein Element ω mit der Eigens
haft ω(∞) =∞.Dann gibt es ein γ ∈ Γ, so dass ω = γ−1

j γγk. Nun ist aber
γ(Sk) = γjωγ

−1
k (Sk) = γj(∞) = Sj .Dies bedeutet, dass die beiden Spitzen äquivalent sind. Dann gilt au
h

Bj = Bk. Damit ist gezeigt, wie es zu dem Anteil δjkBj in der Vereini-gung aus Formel (4.17) kommt.Betra
hten wir nun also die restli
hen Elemente. Ein beliebiges Elementvon γ−1
j Γγk, das ∞ ni
ht �xiert, hat die Form ( a ∗

c d ) mit c > 0. Da für bj |mund bk|n
( 1 m

0 1 )( a ∗
c d )( 1 n

0 1 ) =
(

a+cm ∗
c d+cn

) (4.18)gilt, bestimmt die Doppelnebenklasse Bj(
∗ ∗
c d )Bk den Wert von c eindeutigund d bis auf Vielfa
he von bkc.Seien c und d gegeben. Für zwei Matrizen ω = ( a ∗

c d ) und ω′ =
(

a′ ∗
c d

) aus
γ−1

j Γγk lässt die Komposition ω′ω−1 =
(

a′ ∗
c d

)
( d ∗
−c a ) = ( ∗ ∗

0 ∗ ) die Spitze ∞invariant. Es existieren γ und γ′ mit ω = γ−1
j γγk und ω′ = γ−1

j γ′γk. Nun gilt
ω′ω−1 = γ−1

j γ′γkγ
−1
k γ−1γj = γ−1

j γ′γ−1γj.Also ist
γjω

′ω−1γ−1
j ∈ Γund

γjω
′ω−1γ−1

j (Sj) = γjω
′ω−1(∞) = γj(∞) = Sj .Daraus folgt, dass γjω

′ω−1γ−1
j ∈ Γj ist und somit ω′ω−1 ∈ Bj , da es si
hum das konjugierte Element zu einem Element aus Γj handelt. Die Di�erenzzweier Matrizen zu festem Paar (c, d) liegt also in Bj. Für die Doppelneben-klasse ist somit die obere Zeile der Matrix unerhebli
h. 250



4.4 Doppelnebenklassen und StreumatrizenKorollar 4.15. Die Zahl rΓ
jk(c) aus Formel (4.2) ist glei
h der Anzahl derDoppelnebenklassen zu diesem c:Sei κ ∈ Bj�γ−1

j Γγk�Bk, so gilt für alle ( a b
c d ) ∈ κ und ( ã b̃

c̃ d̃

)
∈ κ, dass

c = c̃. Es folgt somit aus Lemma 4.14:
rΓ
jk(c) = #

{
κ ∈ Bj�γ−1

j Γγk�Bk | ∃( ∗ ∗
c ∗ ) ∈ κ

}

Lemma 4.16. Sei ( a ∗
c d ) ∈ γ−1

j Γγk, dann gibt es einen eindeutigen Reprä-sentanten bezügli
h der Zerlegung aus Formel (4.17) der Form
(

ã ∗
c d̃

) mit 0 ≤ ã < cbj und 0 ≤ d̃ < cbk. (4.19)Beweis: Zwei Matrizen liegen in einer Nebenklasse, wenn sie dur
h Mul-tiplikation mit Elementen aus Bj von links und Bk von re
hts auseinanderhervorgehen.Es existieren eindeutig bestimmte m,n ∈ Z und r, s ∈ N mit 0 ≤ r < cbjund 0 ≤ s < cbk, so dass
a = mcbj + r und d = ncbk + sist.Dann ist (

1 −mbj

0 1

)
( a ∗

c d )
(

1 −nbk
0 1

)
=
(

a−mcbj ∗
c d−ncbk

)
= ( r ∗

c s ).Mit ã = r und d̃ = s leistet ( ã ∗
c d̃

) das Gewüns
hte. 2Satz 4.17. Mit den Voraussetzungen von Lemma 4.14 gilt: Um rΓ
jk(c), sieheFormel (4.2), zu bere
hnen, genügt es, alle Matrizen aus

Mc = { ( a ∗
c d ) ∈ Γ(1) | 0 ≤ a < cbj und 0 ≤ d < cbk }dahingehend zu testen, ob sie in γ−1

j Γγk liegen, denn
rΓ
jk(c) = #

{
γ ∈Mc

∣∣ γ ∈ γ−1
j Γγk

}
.

51



4 Eisensteinreihen und StreumatrizenBeweis: Der Satz folgt aus Korollar 4.15 und Lemma 4.16. 2Die Menge Mc lässt si
h no
h genauer bes
hreiben. Aus Formel (4.18)folgt
Mc = {

(
a+mc ∗

c d+nc

) ∣∣ ( a+mc ∗
c d+nc

)
∈ Γ(1) ; 0 ≤ a, d < c ;

0 ≤ m < bj ; 0 ≤ n < bk }
= { ( 1 m

0 1 )( a ∗
c d )( 1 n

0 1 )
∣∣ ( a ∗

c d ) ∈ Γ(1) ; 0 ≤ a, d < c ;

0 ≤ m < bj ; 0 ≤ n < bk }.(4.20)Auÿerdem muss für eine Matrix ( a ∗
c d ) ∈Mc folgendes gelten:(i) ggT(c, a) = 1(ii) ggT(c, d) = 1(iii) ad = 1 mod cWenn a, d < c angenommen werden, folgt aus diesen drei Eigens
haften, dasss
hon d den Wert von a eindeutig bestimmt, da a und d als Elemente aus

(Z/cZ)∗ zueinander invers seien müssen. Also ist
Mc = { ( 1 m

0 1 )( a ∗
c d )( 1 n

0 1 )
∣∣ 0 ≤ a, d < c ; ggT(c, d) = 1 ;

ad ≡ 1 mod c; 0 ≤ m < bj ; 0 ≤ n < bk }.
(4.21)Algorithmus 2 Abzählen der Nebenklassen1: for d von 0 bis c− 1 do2: if ggT(c, d) = 1 then3: Erstelle eine Matrix ( a b

c d ), bei der die Einträge a und b kleiner als csind.Diese Matrix ist eindeutig bestimmt.4: for m von 0 bis bj − 1 do5: for n von 0 bis bk − 1 do6: Bere
hne ( 1 m
0 1 )( a b

c d )( 1 n
0 1 ). (B)7: end for8: end for9: end if10: end forMit diesen Informationen lässt si
h ein Algorithmus �nden, um alle ElementevonMc abzuzählen, siehe Algorithmus 2.52



4.5 Ein Algorithmus zur Bere
hnung von StreumatrizenIn Zeile 6, die mit (B) gekennzei
hnet ist, des Algorithmus 2 von Seite 52werden alle Matrizen ausMc genau einmal bere
hnet.4.5 Ein Algorithmus zur Bere
hnung von StreumatrizenDie Vorarbeit aus den Kapiteln 3.3 und 4.4 wird nun genutzt um einen Al-gorithmus zur Bere
hnung von Streumatrizen zu entwi
keln.Ausgegangen wird von einer Gruppe Γ ⊂ Γ(2), die als Urbild einer Sta-bilisatoruntergruppe zu einem Element a unter einem Morphismus
ϕ : Γ(2) ։ Ggegeben ist, wobei G eine endli
he Permutationsgruppe ist. Diesentspri
htgenau den Daten, die das Vorgehen aus Kapitel 2.3 liefert, wo Äquivalenzenzu Belyi-Paaren betra
htet wurden.Seien Sj und Sk zwei Spitzen von Γ mit Spitzenbreiten bj und bk. Dannist der Eintrag der Streumatrix zu Sj und Sk gegeben dur
h

π1/2 Γ(s− 1/2)

Γ(s)
· 1

(bjbk)s

∑

c>0

rΓ
jk(c)

c2s
.Verglei
he dazu die De�nition 4.7 und Formel (4.1). Um einen Eintrag zubere
hnen, benötigt man also die Koe�zienten rΓ

jk(c), wobei
rΓ
jk(c) = #

{
d mod bkc | ∃ ( ∗ ∗

c d ) ∈ γ−1
j Γγk

}
.Der Satz 4.17 reduziert die Bere
hnung des c-ten Koe�zienten der Ei-sensteinreihe zu Sj entwi
kelt in Sk dahingehend, dass nur no
h aus einerendli
hen MengeMc, siehe Formel (4.21), jene Elemente ausgewählt werdenmüssen, die in γ−1

j Γγk liegen. Die Kardinalität dieser Teilmenge ist dann derKoe�zient. Der Algorithmus 2 zählt die Elemente ausMc ab.Um zu testen, ob die mit dem Algorithmus konstruierten Elemente in
γ−1

j Γγk liegen, kann der Algorithmus 1 von Seite 36 in verallgemeinerterForm benutzt werden.Der Algorithmus 1 prüft eine Matrix auf ihre Zugehörigkeit zu der inKapitel 3.3 behandelten Gruppe ΓE. Er kann auf das Problem, ob ein Element
µ ausMc in γ−1

j Γγk liegt, angewendet werden, indem die Frage zu
γj µ γ

−1
k

?∈ Γumformuliert wird. Auÿerdem müssen natürli
h die Daten zu ΓE mit denenzu Γ ausgetaus
ht werden. 53



4 Eisensteinreihen und StreumatrizenAlgorithmus 3 Bere
hnung des c-ten Koe�zienten zu Sj und Sk1: Koe�zient=02: for d von 0 bis c− 1 do3: if ggT(c, d) = 1 then4: Erstelle eine Matrix ( a b
c d ) mit Einträgen a und b kleiner als c.5: for m von 0 bis bj − 1 do6: for n von 0 bis bk − 1 do7: Bere
hne M = γj( 1 m

0 1 )( a b
c d )( 1 n

0 1 )γ−1
k .8: if M ∈ Γ(2) then9: Finde das Wort von M in den Erzeugern von Γ(2).10: Bestimme ϕ(M).11: if ϕ(M)(a) = a then12: Koe�zient = Koe�zient + 113: end if14: end if15: end for16: end for17: end if18: end for19: return Koe�Das S
hema für einen Algorithmus zur Bere
hnung des c-ten Koe�zientendes Eintrags der Streumatrix zu den Spitzen Sj und Sk ist in Algorithmus 3zu sehen.Bemerkung 4.18. Mit dem Algorithmus 3 ist die Streumatrix zwar ni
htexakt zu bere
hnen, weil man dafür unendli
h viele Koe�zienten bräu
hte,do
h kann eine Näherung erstellt werden.4.6 Die Streumatrix zur Gruppe ΓEDie Gruppe ΓE wurde in Kapitel 3.2 eingeführt. Eine Bes
hreibung der Grup-pe ist in Satz (3.10) auf Seite 30 zu �nden.Zu dieser Gruppe soll nun die Streumatrix bere
hnet werden. Dazu wurdeder Algorithmus 3 von Seite 54 für das Computeralgebraprogramm Magmaimplementiert. Der Programm
ode ist im Anhang unter A.2 auf Seite 101zu �nden. Das Programm bere
hnet eine Reihe von Koe�zienten zu einengegebenen Spitzenpaar.Die mit dem Magma-Programm bere
hneten Koe�zienten sind in Tabelle3 auf Seite 56 zu sehen.54



4.6 Die Streumatrix zur Gruppe ΓEHinweise zur Flexibilität der Implementierung: Einige grundlegendeDaten werden am Anfang des Programm
odes auf Seite 101 festgelegt. Dieserlaubt es, die Implementierung einfa
h an unters
hiedli
he Gruppen undSpitzen anzupassen.Die Daten sind:
• Der Berei
h 
min bis 
max, in dem die Koe�zienten bere
hnet werdensollen.
• Die Spitzen j, k und die Spitzenbreiten bj, bk, wobei nur ganze Zah-len als Spitzen verstanden werden. Die Eingabe von -1 wird als ∞interpretiert.
• Ein Dateiname datei, unter wel
hem die Koe�zienten gespei
hert wer-den sollen.
• Die Gruppe ΓE . Um die Gruppe zu bes
hreiben, werden die Symme-triegruppe P, das Bild der Erzeuger von Γ(2) p1 und p2 sowie dasStabilisatorelement stab angegeben.Diese Implementierung erlaubt es, das Programm für alle Spitzenpaareder Gruppe ΓE zu nutzen, indem auss
hlieÿli
h die Daten zu den Spitzenangepasst werden.Au
h die Anpassung an andere Gruppen ist einfa
h; hierbei muss zusätz-li
h die De�nition der Gruppe angepasst werden. Für den Fall, dass in einerGruppe Spitzen auftreten, die keinen ganzzahligen Repräsentanten haben,muss das Programm stärker verändert werden. Do
h die Erweiterung aufBrü
he birgt keine Probleme.
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4EisensteinreihenundStreumatrizen

Tabelle 3: Die Koe�zienten zum Belyi-Paar (E,β)
 φ(c) rΓE
∞∞ rΓE

∞0 rΓE
∞1 rΓE

∞3 rΓE
∞6 rΓE

00 rΓE
01 rΓE

03 rΓE
06 rΓE

11 rΓE
13 rΓE

16 rΓE
33 rΓE

36 rΓE
661 1 0 4 1 4 1 0 1 3 0 0 0 0 0 1 02 1 10 0 0 0 0 6 0 0 2 0 2 0 6 0 03 2 0 8 2 8 2 0 2 6 0 0 0 0 0 2 04 2 20 0 0 0 0 12 0 0 4 0 4 0 12 0 05 4 0 16 4 16 4 0 0 16 0 0 0 4 0 0 06 2 20 0 0 0 0 12 0 0 4 0 4 0 12 0 07 6 0 24 6 24 6 0 6 18 0 0 0 0 0 6 08 4 40 0 0 0 0 26 0 0 6 2 6 0 26 0 29 6 0 24 6 24 6 0 6 18 0 0 0 0 0 6 010 4 40 0 0 0 0 30 0 0 2 6 2 0 30 0 611 10 0 40 10 40 10 0 6 34 0 0 0 4 0 6 012 4 40 0 0 0 0 26 0 0 6 2 6 0 26 0 213 12 0 48 12 48 12 0 10 38 0 0 0 2 0 10 014 6 60 0 0 0 0 40 0 0 8 4 8 0 40 0 415 8 0 32 8 32 8 0 4 28 0 0 0 4 0 4 016 8 80 0 0 0 0 50 0 0 14 2 14 0 50 0 217 16 0 64 16 64 16 0 14 50 0 0 0 2 0 14 018 6 60 0 0 0 0 36 0 0 12 0 12 0 36 0 019 18 0 72 18 72 18 0 18 54 0 0 0 0 0 18 020 8 80 0 0 0 0 56 0 0 8 8 8 0 56 0 821 12 0 48 12 48 12 0 8 40 0 0 0 4 0 8 022 10 100 0 0 0 0 60 0 0 20 0 20 0 60 0 023 22 0 88 22 88 22 0 22 66 0 0 0 0 0 22 024 8 80 0 0 0 0 50 0 0 14 2 14 0 50 0 2
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4.6DieStreumatrixzurGruppe
Γ

E

Tabelle 3: Die Koe�zienten zum Belyi-Paar (E,β)
 φ(c) rΓE
∞∞ rΓE

∞0 rΓE
∞1 rΓE

∞3 rΓE
∞6 rΓE

00 rΓE
01 rΓE

03 rΓE
06 rΓE

11 rΓE
13 rΓE

16 rΓE
33 rΓE

36 rΓE
6625 20 0 80 20 80 20 0 12 68 0 0 0 8 0 12 026 12 120 0 0 0 0 72 0 0 24 0 24 0 72 0 027 18 0 72 18 72 18 0 10 62 0 0 0 8 0 10 028 12 120 0 0 0 0 72 0 0 24 0 24 0 72 0 029 28 0 112 28 112 28 0 28 84 0 0 0 0 0 28 030 8 80 0 0 0 0 56 0 0 8 8 8 0 56 0 831 30 0 120 30 120 30 0 30 90 0 0 0 0 0 30 032 16 160 0 0 0 0 102 0 0 26 6 26 0 102 0 633 20 0 80 20 80 20 0 20 60 0 0 0 0 0 20 034 16 160 0 0 0 0 104 0 0 24 8 24 0 104 0 835 24 0 96 24 96 24 0 14 82 0 0 0 10 0 14 036 12 120 0 0 0 0 76 0 0 20 4 20 0 76 0 437 36 0 144 36 144 36 0 22 122 0 0 0 14 0 22 038 18 180 0 0 0 0 116 0 0 28 8 28 0 116 0 839 24 0 96 24 96 24 0 20 76 0 0 0 4 0 20 040 16 160 0 0 0 0 114 0 0 14 18 14 0 114 0 1841 40 0 160 40 160 40 0 36 124 0 0 0 4 0 36 042 12 120 0 0 0 0 72 0 0 24 0 24 0 72 0 043 42 0 168 42 168 42 0 30 138 0 0 0 12 0 30 044 20 200 0 0 0 0 126 0 0 34 6 34 0 126 0 645 24 0 96 24 96 24 0 14 82 0 0 0 10 0 14 046 22 220 0 0 0 0 136 0 0 40 4 40 0 136 0 447 46 0 184 46 184 46 0 42 142 0 0 0 4 0 42 048 16 160 0 0 0 0 102 0 0 26 6 26 0 102 0 657



4 Eisensteinreihen und Streumatrizen4.7 Weitere BeispieleAn dieser Stelle sollen no
h für einige weitere Kurven die ersten Koe�zientender Reihen in der Streumatrix bere
hnet werden, um mehr Daten zu erhalten.Auf eine detaillierte Ausführung der Re
hnungen ist verzi
htet worden.Die Bere
hnung der Spitzen und der Spitzenbreiten folgt dem S
hema ausKapitel 3.3. Der Algorithmus, der im Anhang unter A.2 abgedru
kt ist, wurdemit den entspre
henden Daten benutzt. Die beiden Belyi-Paare sind [KS℄entnommen.Beispiel 4.19. Die Kurve C1 mit dem Morphismus βC1
bilden ein Belyi-Paar vom Grad 3:

C1 : y2 = x3 + 4
βC1

(x, y) = y+2
4

(4.22)Der Morphismus βC1
ist dreifa
h verzweigt über den Stellen 0, 1 und ∞.S
hon dur
h diese Information steht das Dessin fest: Es hat zwei E
ken,drei Kanten und eine Flä
he. Es kommt nur das Dessin aus Abbildung 11 inFrage.

b
1 2

3Abbildung 11: Dessin zu (C1,βC1
)Die Permutationen σ0, σ1 und σ∞ sind alle glei
h dem 3-Zykel (123).Damit ist die dur
h die σ's erzeugte Gruppe GC2 := {id, (123), (132)} ∼= Z/3Zund der Stabilisator jeder Kante ist trivial. Die entspre
hend Formel (2.4)de�nierte Abbildung ϕC2 : Γ(2) −→ GC2 bildet beide Erzeuger von Γ(2) aufdas glei
he Element ab. Die gesu
hte Gruppe ist der Kern der Abbildung.Die drei Urbilder von 0, 1,∞ entspre
hen drei Spitzen, die alle glei
h breitsind, nämli
h 3 · 2 = 6 (Multiplizität der Urbilder mal Breite der Spitzen von

Γ(2)). Dies müssen die selben Spitzen wie die von Γ(2) sein, denn Spitzen,die unter Γ(2) s
hon ni
ht äquivalent sind, können dies ni
ht unter einerUntergruppe sein.Nun sind alle für das Anwenden des Algorithmus 3 von Seite 54 aus Ka-pitel 4.5 notwendigen Informationen bekannt. Das Programm aus A.2 kannalso mit einigen Modi�kationen angewendet werden. Die Ergebnisse sind inTabelle 4 auf Seite 59 zu sehen.58



4.7 Weitere Beispiele
 φ(c) rC1
∞∞(c) rC1

∞0(c) rC1
∞1(c) rC1

00 (c) rC1
01 (c) rC1

11 (c)1 1 0 3 3 0 3 02 1 6 0 0 6 0 63 2 0 6 6 0 6 04 2 12 0 0 12 0 125 4 0 12 12 0 12 06 2 12 0 0 12 0 127 6 0 18 18 0 18 08 4 24 0 0 24 0 249 6 0 18 18 0 18 010 4 24 0 0 24 0 2411 10 0 30 30 0 30 012 4 24 0 0 24 0 2413 12 0 36 36 0 36 014 6 36 0 0 36 0 3615 8 0 24 24 0 24 016 8 48 0 0 48 0 4817 16 0 48 48 0 48 018 6 36 0 0 36 0 3619 18 0 54 54 0 54 020 8 48 0 0 48 0 4821 12 0 36 36 0 36 022 10 60 0 0 60 0 6023 22 0 66 66 0 66 024 8 48 0 0 48 0 4825 20 0 60 60 0 60 026 12 72 0 0 72 0 7227 18 0 54 54 0 54 028 12 72 0 0 72 0 7229 28 0 84 84 0 84 030 8 48 0 0 48 0 4831 30 0 90 90 0 90 032 16 96 0 0 96 0 9633 20 0 60 60 0 60 034 16 96 0 0 96 0 9635 24 0 72 72 0 72 036 12 72 0 0 72 0 7237 36 0 108 108 0 108 038 18 108 0 0 108 0 108Tabelle 4: Die Koe�zienten zum Belyi-Paar (C1,βC1

) 59



4 Eisensteinreihen und StreumatrizenBeispiel 4.20. Ein weiteres Belyi-Paar von kleinem Grad bildet das Paar
C2 : y2 = x3 + Ax,

βC2
(x, y) = −x2

A
,

(4.23)für A ∈ Z \ {0}.Dieses Paar hat den Grad 4. Verzweigt ist es über den Stellen 0, 1 und ∞mit folgenden Verzweigungsordnungen:
β∗

C2
(0) = 4 · (0, 0)

β∗
C2

(1) = 2 ·
(√
−A, 0

)
+ 2 ·

(
−
√
−A, 0

)

β∗
C2

(∞) = 4 · ∞.
(4.24)Das Dessin besteht also aus vier Kanten, drei E
ken, von denen zwei dieValenz zwei haben und eine die Valenz vier, sowie einer Flä
he. Es gibt nurein Dessin, das diese Bedingungen erfüllt; es ist in Abbildung 12 zu sehen.

b

b

b b
1 2

3

4

Abbildung 12: Dessin zu (C2,βC2
)Als Permutationen ergeben si
h

σ0 = (12)(34),
σ1 = (1324) und
σ∞ = (1324).

(4.25)Diese Permutationen erzeugen die Gruppe S4. Als Stabilisator wird jener zurKante 4 gewählt.Nun müssen no
h die Spitzen und Spitzenbreiten bere
hnet werden. DieMenge {0, 1, 2,∞} stellt ein Repräsentantensystem für die Spitzen da. Fürdie Breiten gilt: Spitze 0 1 2 ∞Breite 4 8 4 8Die Ergebnisse, die der Algorithmus 3 mit Implementierung A.2 für dieseGruppe liefert, sind in Tabelle 5 auf Seite 61 zu sehen.60



4.7WeitereBeispiele

Tabelle 5: Die Koe�zienten zum Belyi-Paar (C2,βC2

)
 φ(c) rC2
∞∞(c) rC2

∞0(c) rC2
∞1(c) rC2

∞2(c) rC2
00 (c) rC2

01 (c) rC2
02 (c) rC2

11 (c) rC2
12 (c) rC2

22 (c)1 1 0 2 4 2 0 2 0 0 2 02 1 8 0 0 0 0 0 4 8 0 03 2 0 4 8 4 0 4 0 0 4 04 2 16 0 0 0 8 0 0 16 0 85 4 0 8 16 8 0 8 0 0 8 06 2 16 0 0 0 0 0 8 16 0 07 6 0 12 24 12 0 12 0 0 12 08 4 32 0 0 0 16 0 0 32 0 169 6 0 12 24 12 0 12 0 0 12 010 4 32 0 0 0 0 0 16 32 0 011 10 0 20 40 20 0 20 0 0 20 012 4 32 0 0 0 16 0 0 32 0 1613 12 0 24 48 24 0 24 0 0 24 014 6 48 0 0 0 0 0 24 48 0 015 8 0 16 32 16 0 16 0 0 16 016 8 64 0 0 0 32 0 0 64 0 3217 16 0 32 64 32 0 32 0 0 32 018 6 48 0 0 0 0 0 24 48 0 019 18 0 36 72 36 0 36 0 0 36 020 8 64 0 0 0 32 0 0 64 0 3221 12 0 24 48 24 0 24 0 0 24 022 10 80 0 0 0 0 0 40 80 0 023 22 0 44 88 44 0 44 0 0 44 024 8 64 0 0 0 32 0 0 64 0 3261



4EisensteinreihenundStreumatrizen

Tabelle 5: Die Koe�zienten zum Belyi-Paar (C2,βC2

)
 φ(c) rC2
∞∞(c) rC2

∞0(c) rC2
∞1(c) rC2

∞2(c) rC2
00 (c) rC2

01 (c) rC2
02 (c) rC2

11 (c) rC2
12 (c) rC2

22 (c)25 20 0 40 80 40 0 40 0 0 40 026 12 96 0 0 0 0 0 48 96 0 027 18 0 36 72 36 0 36 0 0 36 028 12 96 0 0 0 48 0 0 96 0 4829 28 0 56 112 56 0 56 0 0 56 030 8 64 0 0 0 0 0 32 64 0 031 30 0 60 120 60 0 60 0 0 60 032 16 128 0 0 0 64 0 0 128 0 6433 20 0 40 80 40 0 40 0 0 40 034 16 128 0 0 0 0 0 64 128 0 035 24 0 48 96 48 0 48 0 0 48 036 12 96 0 0 0 48 0 0 96 0 4837 36 0 72 144 72 0 72 0 0 72 038 18 144 0 0 0 0 0 72 144 0 039 24 0 48 96 48 0 48 0 0 48 040 16 128 0 0 0 64 0 0 128 0 6441 40 0 80 160 80 0 80 0 0 80 042 12 96 0 0 0 0 0 48 96 0 043 42 0 84 168 84 0 84 0 0 84 044 20 160 0 0 0 80 0 0 160 0 8045 24 0 48 96 48 0 48 0 0 48 046 22 176 0 0 0 0 0 88 176 0 047 46 0 92 184 92 0 92 0 0 92 048 16 128 0 0 0 64 0 0 128 0 64
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4.7 Weitere BeispieleDas letzte Beispiel hat eine etwas andere Form. Das Belyi-Paar, zu demdie Gruppe assoziiert ist, ist ni
ht bekannt. Als Ausgangspunkt ist eine Per-mutationsgruppe gewählt. Auf diese Art und Weise lassen si
h einige Eigen-s
haften der Gruppe lei
hter manipulieren.Beispiel 4.21. Betra
hte die Gruppe G := 〈(1234567) , (1234586)〉 ⊂ S8 undden Morphismus
ϕG : Γ(2) −→ G

γ0 7−→ (1234567)

γ1 7−→ (1234586).Damit sind
σ0 = (1234567)

σ1 = (1234586) und
σ∞ = σ−1

1 σ−1
0 = (17853)(264).Als Stabilisator wird jener zum Element 8 gewählt, d.h. ΓG = ϕ−1(StabG(8)).Ein Repräsentantensystem der Spitzen mit Spitzenbreiten ist:Spitze 0 1 2 3 3

2
∞Breite 2 14 14 2 6 10Mit diesen Informationen kann der Algorithmus 3 von Seite 54 benutzt wer-den. Hier muss das Programm aus A.2 etwas stärker verändert werden, da eseine Spitze gibt, in deren Äquivalenzklasse keine ganze Zahl und au
h ni
ht

∞ liegt. Die Ergebnisse, wel
he das Programm für diese Gruppe liefert, sindin Tabelle 6 auf Seite 64 zu sehen, wobei aus Platzgründen a = 3
2
gesetztwurde.Bemerkung 4.22. Die gewählte Gruppe entspri
ht einem Belyi-Paar miteinem Morphismus vom Grad 8, bei dem über jeder Verzweigungsstelle zweiPunkte liegen, d.h. über jeder Spitze von Γ(2) liegen zwei Spitzen. Aufgrundder Anzahl der Spitzen und der Verzweigungsordnungen lässt si
h ablesen,dass die algebrais
he Kurve des Belyi-Paares Ges
hle
ht 2 hat.
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4EisensteinreihenundStreumatrizen

Tabelle 6: Die Koe�zienten zur Permutationsgruppe G
 φ(c) rG
∞∞

rG
∞0 rG

∞1 rG
∞2 rG

∞3 rG
∞a rG

00 rG
01 rG

02 rG
03 rG

0a rG
11 rG

12 rG
13 rG

1a rG
22 rG

23 rG
2a rG

33 rG
3a rG

aa1 1 0 1 4 4 1 0 0 1 0 0 0 0 6 0 3 0 1 3 0 0 02 1 4 0 0 0 0 6 0 0 2 0 0 12 0 2 0 12 0 0 0 0 03 2 0 0 10 10 0 0 0 1 0 1 2 0 13 0 4 0 1 4 0 2 04 2 16 0 0 0 0 4 0 0 4 0 0 24 0 4 0 24 0 0 0 0 85 4 0 3 17 17 3 0 0 4 0 0 1 0 24 0 11 0 4 11 0 1 06 2 12 0 0 0 0 8 0 0 4 0 0 24 0 4 0 24 0 0 0 0 47 6 0 3 27 27 3 0 0 5 0 1 3 0 37 0 15 0 5 15 0 3 08 4 26 0 0 0 0 14 0 0 8 0 0 48 0 8 0 48 0 0 0 0 109 6 0 3 27 27 3 0 0 4 0 2 3 0 38 0 15 0 4 15 0 3 010 4 24 0 0 0 0 16 2 0 6 0 0 50 0 6 0 50 0 0 2 0 811 10 0 5 45 45 5 0 0 10 0 0 5 0 60 0 25 0 10 25 0 5 012 4 24 0 0 0 0 16 2 0 6 0 0 50 0 6 0 50 0 0 2 0 813 12 0 9 51 51 9 0 0 11 0 1 3 0 73 0 33 0 11 33 0 3 014 6 40 0 0 0 0 20 4 0 8 0 0 76 0 8 0 76 0 0 4 0 1615 8 0 5 35 35 5 0 0 8 0 0 3 0 48 0 21 0 8 21 0 3 016 8 50 0 0 0 0 30 0 0 16 0 0 96 0 16 0 96 0 0 0 0 1817 16 0 9 71 71 9 0 0 15 0 1 7 0 97 0 41 0 15 41 0 7 018 6 40 0 0 0 0 20 2 0 10 0 0 74 0 10 0 74 0 0 2 0 1619 18 0 13 77 77 13 0 0 16 0 2 5 0 110 0 49 0 16 49 0 5 020 8 44 0 0 0 0 36 2 0 14 0 0 98 0 14 0 98 0 0 2 0 1221 12 0 8 52 52 8 0 0 9 0 3 4 0 75 0 32 0 9 32 0 4 022 10 52 0 0 0 0 48 0 0 20 0 0 120 0 20 0 120 0 0 0 0 1223 22 0 14 96 96 14 0 0 21 0 1 8 0 133 0 58 0 21 58 0 8 024 8 64 0 0 0 0 16 2 0 14 0 0 98 0 14 0 98 0 0 2 0 3225 20 0 8 92 92 8 0 0 16 0 4 12 0 124 0 48 0 16 48 0 12 026 12 68 0 0 0 0 52 2 0 22 0 0 146 0 22 0 146 0 0 2 0 2027 18 0 10 80 80 10 0 0 17 0 1 8 0 109 0 46 0 17 46 0 8 028 12 84 0 0 0 0 36 4 0 20 0 0 148 0 20 0 148 0 0 4 0 36

64



5 Eigens
haften der bere
hneten StreumatrizenNun steht eine ganze Reihe von Beispielen zu Verfügung. An dieser Stellesollen au�ällige Ähnli
hkeiten der Ergebnisse zusammengetragen werden undteilweise au
h erklärt werden.Die Streumatrix zu einer Gruppe Γ ⊂ Γ(1) ist dur
h die konstanten Ko-e�zienten ϕjk der Eisensteinreihen gegeben, verglei
he dazu De�nition 4.7.Die ϕjk nun wieder werden allein dur
h die Funktionen rΓ
jk de�niert (sieheSatz 4.2). Im Folgenden wird deshalb fast auss
hlieÿli
h rjk(c) betra
htet.5.1 Jeder zweite Koe�zient ist nullBei allen Ergebnissen fällt auf, dass jeder zweite Koe�zient null ist. In Satz5.2 wird diese Eigens
haft für Gruppen Γ ⊂ Γ(2) bewiesen.Hierzu müssen erst einmal die Äquivalenzklassen von Q ∪ ∞ unter derWirkung von Γ(2) genauer betra
htet werden.Lemma 5.1. Die Äquivalenzklassen von Q∪∞ unter der Wirkung von Γ(2)sind:

S∞ =
{s
t
∈ Q | (s, t) = 1, t ≡ 0 mod 2

}
∪∞

S0 =
{s
t
∈ Q | (s, t) = 1, s ≡ 0 mod 2

}

S1 =
{s
t
∈ Q | (s, t) = 1, s ≡ 1 mod 2 und t ≡ 1 mod 2

}

Beweis: Aus Lemma 1.26 ist bekannt, dass Γ(2) drei Spitzen hat und dieMenge {∞, 0, 1} ein Repräsentantensystem bildet.Betra
hte nun eine Matrix ( a b
c d ) ∈ Γ(2) und ihre Wirkung auf einenausgekürzten Bru
h s

t
:

( a b
c d )

(s
t

)
=
as + bt

cs+ dtIm weiteren wird erläutert, wel
he Gestalt ein Bru
h s
t
haben muss, umäquivalent zu 0, 1 oder ∞ zu sein.Zu ∞: Damit s

t
∼

Γ(2)
∞, muss as+bt

cs+dt
=∞ gelten:

as+ bt

cs+ dt
=∞ ⇒ cs+ dt = 0

⇒ cs = −dt
⇒ s ≡ 1 mod 2 und t ≡ 0 mod 2 65



5 Eigens
haften der bere
hneten StreumatrizenDie letzte Folgerung gilt, da ( a b
c d ) ∈ Γ(2).Analog folgt:Zu 0: Damit s

t
∼

Γ(2)
0, muss as+bt

cs+dt
= 0 gelten:

as + bt

cs+ dt
= 0 ⇒ as+ bt = 0

⇒ as = −bt
⇒ s ≡ 0 mod 2 und t ≡ 1 mod 2Zu 1: Damit s

t
∼

Γ(2)
1, muss as+bt

cs+dt
= 1 gelten:

as + bt

cs+ dt
= 1 ⇒ s(a− c) = t(d− b)

⇒ s = d− b und t = a− c
⇒ s ≡ 1 mod 2 und t ≡ 1 mod 2Aus diesen Betra
htungen folgt au
h s
hon die Behauptung, denn jeder Bru
herfüllt nur genau eine der drei Bedingungen und jeder Bru
h muss zu einerder drei Spitzen äquivalent sein. 2Satz 5.2. Sei Γ ⊂ Γ(2) eine Untergruppe von endli
hem Index und S =

{S1, . . . , Sr} ein Repräsentantensystem für die Spitzen von Γ. Dann gilt zuje zwei Spitzen Sj, Sk ∈ S:Wenn Sj ∼Γ(2)
Sk ⇒ rjk(c) = 0, für c ∈ N mit c ≡ 1 mod 2.Wenn Sj 6∼Γ(2)
Sk ⇒ rjk(c) = 0, für c ∈ N mit c ≡ 0 mod 2.

(5.1)Beweis: Um diesen Satz zu beweisen, muss die Struktur der Menge γ−1
j Γγk,wel
he die r's bestimmt, genauer verstanden werden. Das c in rjk(c) steht fürden Eintrag unten links in den Matrizen aus γ−1

j Γγk. Betra
hte die Projektion
π : Γ(1) −→ Γ(1)/Γ(2)und das Bild von γ−1

j Γγk unter π:
π
(
γ−1

j Γγk

)
= π(γ−1

j )π(Γ)π(γk) = π(γ−1
j ) Idπ(γk) = π(γ−1

j γk). (5.2)Ob die Einträge unten links in den Matrizen aus γ−1
j Γγk gerade oder ungeradesind, hängt also nur von den Spitzen Sj und Sk ab.Für eine Spitze Sj hat γj die Eigens
haft: γj(∞) = Sj . Sei Sj = s

t
einBru
h, so gilt γj = ( s ∗

t ∗ ). Mit Sk = r
v
ist also

γ−1
j γk = ( ∗ ∗

−t s )( r ∗
v ∗ ) = ( ∗ ∗

sv−rt ∗ ).66



5.2 Glei
he Koe�zientenMit Lemma 5.1 und der Formel (5.2) folgt, dass es in der Menge γ−1
j Γγk,wenn die Spitzen äquivalent sind, nur Einträge zu geradem c gibt und, wenndie Spitzen ni
ht äquivalent sind, nur Einträge zu ungeradem c gibt. 25.2 Glei
he Koe�zientenIn allen vier Beispielen kommen Koe�zienten mehrfa
h vor:Sei Γ ⊂ Γ(1) eine Gruppe mit Spitzen Sj und Sk. Dann ist rΓ
jk eineAbbildung, die einer natürli
hen Zahl c den entspre
henden Koe�zientendes Elements zu (Sj , Sk) in der Streumatrix zuordnet:

rΓ
jk : N −→ N

c 7−→ rΓ
jk(c)Das Paar (E,β)Zu diesem Paar, siehe Formeln (3.5) für das Paar und (3.9) für die Gruppe,legt Tabelle 3 von Seite 56 eine Reihe von Symmetrien nah:Frage 5.3. Gelten für das Paar (E,β) die Identitäten:

rΓE
∞0 = rΓE

∞3

rΓE
∞1 = rΓE

∞6

rΓE
06 = rΓE

13

rΓE
01 = rΓE

36

rΓE
00 = rΓE

33

rΓE
11 = rΓE

66Die einzigen rΓE 's, die ni
ht doppelt vorkommen, sind rΓE
∞∞, r

ΓE
03 , r

ΓE
16 .Bemerkung 5.4. Mit Hilfe des Algorithmus 3 von Seite 54 wurde bere
hnet,dass die Funktionswerte der Funktionen aus Frage 5.3 bis c = 500 glei
h sind.Bis zu dieser Höhe wurden die Koe�zienten bere
hnet.Die Gruppe Γ(2)In Kapitel 4.2 wurde bewiesen: 67



5 Eigens
haften der bere
hneten StreumatrizenSatz 5.5. Für die Gruppe Γ(2) gelten die Identitäten:
r
Γ(2)
∞∞ = r

Γ(2)
00 = r

Γ(2)
11

r
Γ(2)
∞0 = r

Γ(2)
∞1 = r

Γ(2)
01Damit tau
hen nur zwei vers
hiedene Koe�zientenfunktionen auf, diese abermehrfa
h.Beweis: Der Satz folgt aus Satz 4.12 auf Seite 45. 2Das Paar (C1,βC1

)Zu diesem Paar, siehe Formel (4.22), legt die Tabelle 4 von Seite 59 eineReihe von Symmetrien nah:Frage 5.6. Gelten für das Paar (C1,βC1
) folgende Identitäten:

rC1
∞∞ = rC1

00 = rC1
11

rC1
∞0 = rC1

∞1 = rC1
01Damit tau
hen nur zwei vers
hiedene Koe�zientenfunktionen auf, diese abermehrfa
h.Bemerkung 5.7. Mit Hilfe des Algorithmus 3 von Seite 54 wurde bere
hnet,dass die Funktionswerte der Funktionen aus Frage 5.6 bis c = 100 glei
h sind.Bis zu dieser Höhe wurden die Koe�zienten bere
hnet.Das Paar (C2,βC2

)Zu diesem Paar, siehe Formel (4.23), legt die Tabelle 5 von Seite 61 eineReihe von Symmetrien nah:Frage 5.8. Gelten für das Paar (C2,βC2
) die Identitäten:

rC2
∞∞ = rC2

11

rC2
∞0 = rC2

∞2 = rC2
01 = rC2

12

rC2
00 = rC2

22Die einzigen rΓE 's, die ni
ht doppelt vorkommen, sind rC2
∞1 und rC2

02 .Bemerkung 5.9. Mit Hilfe des Algorithmus 3 von Seite 54 wurde bere
hnet,dass die Funktionswerte der Funktionen aus Frage 5.8 bis c = 100 glei
h sind.Bis zu dieser Höhe wurden die Koe�zienten bere
hnet.68



5.2 Glei
he Koe�zientenDie Permutationsgruppe GZu dieser Gruppe, siehe Beispiel 4.21, legt die Tabelle 6 von Seite 64 eineReihe von Symmetrien nah:Frage 5.10. Gelten für die Permutationsgruppe G folgende Identitäten:
rG
∞0 = rG

∞3

rG
∞1 = rG

∞2

rG
00 = rG

33

rG
01 = rG

23

rG
02 = rG

13

rG
0 a = rG

3 a

rG
1 a = rG

2 aDie einzigen rΓE 's, die ni
ht doppelt vorkommen, sind rG
∞∞, rG

∞a, rG
03,

rG
11, r

G
12, r

G
1a, r

G
22 und rG

aa.Bemerkung 5.11. Mit Hilfe des Algorithmus 3 von Seite 54 wurde bere
h-net, dass die Funktionswerte der Funktionen aus Frage 5.10 bis c = 100 glei
hsind. Bis zu dieser Höhe wurden die Koe�zienten bere
hnet.Es sind nur Koe�zienten zu einem Paar von Spitzen (Sj , Sk) glei
h jenenzu (Sj′, Sk′), wenn die Mengen {bj , bk} und {bj′, bk′} glei
h sind. Natürli
hmuss die Bedingung, die der Satz 5.2 an die Spitzen stellt, damit die Ko-e�zienten glei
h sein können, erfüllt sein. Es fällt auf, dass unter diesenVoraussetzungen die Koe�zienten glei
h sind.Dieses Phänomen lässt si
h zu einer allgemeineren Vermutung zusammen-fassen:Vermutung 5.12. Sei Γ ⊂ Γ(2) eine Untergruppe von endli
hem Index und
S = {S1, . . . , Sn} ein Repräsentantensystem der Spitzen zu Γ, wobei n ∈ N,dann gilt: Seien (Sj, Sk) und (Sj′, Sk′) zwei Paare von Spitzen aus S mitSpitzenbreiten bj und bk, respektive bj′ und bk′, so dass gilt bj = bj′ und
bk = bk′, dann:Wenn Sj ∼Γ(2)

Sk und Sj′ ∼Γ(2)
Sk′ =⇒ rjk(c) = rj′k′(c) ∀c ∈ N.Wenn Sj 6∼Γ(2)

Sk und Sj′ 6∼Γ(2)
Sk′ =⇒ rjk(c) = rj′k′(c) ∀c ∈ N.Bemerkung 5.13. Aufgrund der Symmetrie rjk(c) = rkj(c) für alle c ∈ Ngelten die Folgerungen aus Vermutung 5.12 au
h für bj = bk′ und bk = bj′.69



5 Eigens
haften der bere
hneten StreumatrizenAntworten auf die FragenWenn die Vermutung 5.12 gilt, sind die Fragen 5.3, 5.6, 5.8 und 5.10 positivzu beantworten.Die Vermutung 5.12 wurde an allen hier bere
hneten Beispielen getestet.Für Γ(2) gilt sie allgemein. Für das Paar (E,β) ist sie bis c = 500 veri�ziert;bei den anderen Beispielen bis c = 100.Einige der Identitäten der Koe�zientenfunktionen folgen aus den Sätzenin Unterkapitel 5.6 über total verzweigte Spitzen. Bezügli
h Frage 5.3 folgendie ersten beiden Identitäten aus Satz 5.32. Die Frage 5.6 ist vollständigpositiv zu beantworten, wie Satz 5.34 zeigt. Au
h die Frage 5.8 ist weitgehendpositiv zu beantworten, denn alle Identitäten bis auf die letzte folgen aus Satz5.35. Da die Gruppe G keine total verzweigten Spitzen hat, lassen si
h keineder Identitäten aus Frage 5.10 mit Hilfe von Kapitel 5.6 beantworten.5.3 Lineare AbhängigkeitenIn allen Beispielen sind einige Spalten glei
h, wie s
hon in Kapitel 5.2 darge-stellt worden ist. Es lassen si
h no
h weitere lineare Abhängigkeiten �nden.Das Paar (E,β)Neben den in Frage 5.3 angespro
henen Glei
hheiten, legen die Listen no
hweitere Abhängigkeiten nah. Insgesamt ergibt si
h:Vermutung 5.14. Folgende lineare Relationen bestehen:
rΓE
∞∞ rΓE

06

rΓE
∞0 rΓE

11 = rΓE
∞∞ − rΓE

00 − 2rΓE
06

rΓE
∞1 =

1

4
rΓE
∞0 rΓE

13 = rΓE
06

rΓE
∞3 = rΓE

∞0 rΓE
16 =

1

4
rΓE
∞0 − rΓE

01

rΓE
∞6 =

1

4
rΓE
∞0 rΓE

33 = rΓE
00

rΓE
00 rΓE

36 = rΓE
01

rΓE
01 rΓE

66 = rΓE
∞∞ − rΓE

00 − 2rΓE
06

rΓE
03 = rΓE

∞0 − rΓE
01Es gibt insgesamt 5 linear unabhängige Funktionen: rΓE

∞∞, r
ΓE
∞0, r

ΓE
00 , r

ΓE
01 und

rΓE
06 .70



5.3 Lineare AbhängigkeitenDie Gruppe Γ(2)Wie s
hon im Satz 4.12 bewiesen gibt es nur zwei vers
hiedene Ergebnisse.Die beiden sind linear unabhängig von einander.Das Paar (C1,βC1
)Da die Frage 5.6 positiv zu beantworten ist, gibt es nur zwei vers
hiedeneErgebnisse. Die beiden sind linear unabhängig von einander.Das Paar (C2,βC2
)Neben den in Frage 5.8 angespro
henen Glei
hheiten, legen die Listen no
hweitere Abhängigkeiten nah. Insgesamt ergibt si
h:Vermutung 5.15. Folgende lineare Relationen bestehen:

rC2
∞∞ rC2

01 = rC2
∞0

rC2
∞0 rC2

02 =
1

2
rC2
∞∞ − rC2

00

rC2
∞1 = 2rC2

∞0 rC2
11 = rC2

∞∞

rC2
∞2 = rC2

∞0 rC2
12 = rC2

∞0

rC2
00 rC2

22 = rC2
00Es gibt insgesamt 3 linear unabhängige Funktionen: rC2

∞∞, r
C2
∞0 und rC2

00 .Die Permutationsgruppe GNeben den in Frage 5.8 angespro
henen Glei
hheiten, legen die Listen no
hweitere Abhängigkeiten nah. Insgesamt ergibt si
h: 71



5 Eigens
haften der bere
hneten StreumatrizenVermutung 5.16. Folgende lineare Relationen bestehen, wobei a = 3
2
ist:

rG
∞∞ rG

11 =
6

5

(
rG
∞∞ + rG

∞a

)
+ rG

00

rG
∞0 rG

12 =
7

5

(
rG
∞0 + rG

∞1

)
− rG

01

rG
∞1 rG

13 = rG
02

rG
∞2 = rG

∞1 rG
1 a =

7

5
rG
∞0 +

2

5
rG
∞1

rG
∞3 = rG

∞0 rG
22 =

6

5

(
rG
∞∞ + rG

∞a

)
− rG

00

rG
∞a rG

23 = rG
01

rG
00 rG

2 a = rG
1 a

rG
01 rG

33 = rG
00

rG
02 =

1

5

(
rG
∞∞ + rG

∞a

)
− rG

00 rG
3 a = rG

0 a

rG
03 =

1

5

(
rG
∞0 + rG

∞1

)
− rG

01 rG
aa =

3

5
rG
∞∞ −

2

5
rG
∞a

rG
0 a = −4

5
rG
∞0 +

1

5
rG
∞1Es gibt insgesamt 6 linear unabhängige Funktionen

rG
∞∞, r

G
∞0, r

G
∞1, r

G
∞ 3/2, r

G
00 und rG

01.Feststellung: Die Dimension des Raumes, der von den rΓ
jk zu einer Gruppe

Γ aufgespannt wird, ist in den behandelten Beispielen immer kleiner glei
hder Anzahl der Spitzen.Naheliegend ist es zu folgende Frage zu formulieren:Frage 5.17. Gilt allgemein, dass die Dimension des Raumes, der von den
rΓ
jk zu einer Gruppe Γ aufgespannt wird kleiner glei
h der Anzahl der Spitzenist?Bemerkung 5.18. Ein bea
htli
her Teil der linearen Abhängigkeiten ausdiesem Kapitel folgt aus Satz 5.24 von Seite 78.MatrizenNun werden die ersten Koe�zienten für das Belyi-Paar (E,β) aus Formel 3.7in Matrizen dargestellt, um Regelmäÿigkeiten und lineare Abhängigkeiten zu72



5.3 Lineare Abhängigkeiten�nden. Zu jeder natürli
hen Zahl c lässt si
h eine Matrix wie folgt de�nieren:



r∞∞(c) r∞0(c) r∞1(c) r∞3(c) r∞6(c)
r∞0(c) r00(c) r01(c) r03(c) r06(c)
r∞1(c) r01(c) r11(c) r13(c) r16(c)
r∞3(c) r03(c) r13(c) r33(c) r36(c)
r∞6(c) r06(c) r16(c) r36(c) r66(c)


Da jeder zweite Koe�zient null ist, zeigen die Matrizen starke Regelmä-ÿigkeiten und es tau
hen nur die beiden Typen auf.Für gerades c :




∗ 0 0 0 0
0 ∗ 0 0 ∗
0 0 ∗ ∗ 0
0 0 ∗ ∗ 0
0 ∗ 0 0 ∗




Für ungerades c :




0 ∗ ∗ ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗ 0
∗ ∗ 0 0 ∗
∗ ∗ 0 0 ∗
∗ 0 ∗ ∗ 0


Die ersten 12 Matrizen, die si
h ergeben, sind:

c = 1 : c = 2 : c = 3 :


0 4 1 4 1
4 0 1 3 0
1 1 0 0 0
4 3 0 0 1
1 0 0 1 0







10 0 0 0 0
0 6 0 0 2
0 0 0 2 0
0 0 2 6 0
0 2 0 0 0







0 8 2 8 2
8 0 2 6 0
2 2 0 0 0
8 6 0 0 2
2 0 0 2 0




c = 4 : c = 5 : c = 6 :


20 0 0 0 0
0 12 0 0 4
0 0 0 4 0
0 0 4 12 0
0 4 0 0 0







0 16 4 16 4
16 0 0 16 0
4 0 0 0 4
16 16 0 0 4
4 0 4 4 0







20 0 0 0 0
0 12 0 0 4
0 0 0 4 0
0 0 4 12 0
0 4 0 0 0




c = 7 : c = 8 : c = 9 :


0 24 6 24 6
24 0 6 18 0
6 6 0 0 0
24 18 0 0 6
6 0 0 6 0







40 0 0 0 0
0 26 0 0 6
0 0 2 6 0
0 0 6 26 0
0 6 0 0 2







0 24 6 24 6
24 0 6 18 0
6 6 0 0 0
24 18 0 0 6
6 0 0 6 0




c = 10 : c = 11 : c = 12 :


40 0 0 0 0
0 30 0 0 2
0 0 6 2 0
0 0 2 30 0
0 2 0 0 6







0 40 10 40 10
40 0 6 34 0
10 6 0 0 4
40 34 0 0 6
10 0 4 6 0







40 0 0 0 0
0 26 0 0 6
0 0 2 6 0
0 0 6 26 0
0 6 0 0 2


 73



5 Eigens
haften der bere
hneten StreumatrizenAlle diese Matrizen haben vollen Rang 5 (mit Maple getestet).In der Beispielen zu Γ(2), C1 bzw. G haben die Matrizen vollen Rang 3respektive 6. Zu C2 haben die Matrizen zu geradem c vollen Rang 4 und die zuungeradem c haben Rang 3 (Tabelle 5 auf Seite 61 zeigt, dass für ungerades
c in der zweiten und in der vierten Spalte genau die glei
hen Werte stehen).5.4 Die Summe der Koe�zientenfunktionen zu einerSpitzeBetra
htet man in den Tabellen die Summe der Koe�zientenfunktionen zueiner �xierten Spitze Sk so gilt in allen Beispielen:

1

bk

∑

Sj∈S

rΓ
jk(c) = φ(c) für alle c. (5.3)Da die Euler's
he φ-Funktion na
h Beispiel 4.5 die Koe�zienten für die Grup-pe Γ(1) bes
hreibt, lässt si
h die Formel (5.3) umformulieren zu

1

bk

∑

Sj∈S

rΓ
jk(c) = rΓ(1)(c) für alle c. (5.4)Dieses Ergebnis folgt aus einer allgemeinen Glei
hung über die Beziehungzwis
hen der Eisensteinreihe für eine Gruppe Γ und Eisensteinreihen zu einerUntergruppe Γ′ ⊂ Γ. Die Glei
hung wird in Satz 5.20 bewiesen, do
h dafürwird ein Lemma benötigt, wel
hes vorangestellt wird.Lemma 5.19. Sei Γ ⊂ Γ(1) eine Untergruppe von endli
hem Index und Sjeine Spitze von Γ mit Spitzenbreite bj. Dann gilt für die Eisensteinreihe:

ESj
(z, s) = b−1

j

∑

− d
c
∈Sj

Im(z)s

|cz − d|2s
(5.5)Beweis: Die Eisensteinreihe zur Gruppe Γ mit Spitze Sj ist de�niert als

ESj
(z, s) =

∑

γ∈Γj\Γ

Im
(
σ−1

j γ(z)
)s
.Mit

σj = γj

(√
bj 0

0 1/
√

bj

)74



5.4 Die Summe der Koe�zientenfunktionen zu einer Spitzegilt ∑

γ∈Γj\Γ

Im
(
σ−1

j γ(z)
)s

=
∑

γ∈Γj\Γ

b−s
j Im

(
γ−1

j γ(z)
)s
.Sei γ−1

j γ = ( a b
c d ), so ist Im

(
γ−1

j γ(z)
)

= Im(z)
|cz−d|2

. Auÿerdem gilt, dass das Paar
(c, d) genau dann untere Zeile einer Matrix γ−1

j γ mit γ ∈ Γj \ Γ ist, wenn
−d

c
∈ Sj ist:Sei s
t
∈ Sj ein Repräsentant für Sj, so kann γ−1

j = ( ∗ ∗
−t s ) gewählt werden.Einerseits: Für ( a b

c d ) ∈ Γ ist dann γ−1
j Γj( a b

c d ) = ( ∗ ∗
sc−at sd−bt ) und mit(

d −b
−c a

)
s
t

= bt−sd
sc−at

, wobei ( d −b
−c a

)
= ( a b

c d )
−1 ∈ Γ, ist bt−sd

sc−at
∈ Sj.Andererseits: Sei − q

p
∈ Sj, so existiert γ ∈ Γ mit γ(−q

p
) = s

t
und somit gilt

γ−1
j γ(−q

p
) =∞, also γ−1

j γ = ( ∗ ∗
p q ).Mit diesem Ergebnis folgt:

ESj
(z, s) = b−s

j

∑

γ∈Γj\Γ

Im
(
γ−1

j γ(z)
)s

= b−s
j

∑

− d
c
∈Sj

Im(z)s

|cz − d|2s
.

2Satz 5.20. Seien die Gruppen Γ und Γ′ Untergruppen von Γ(1) von endli-
hem Index mit Γ′ ⊂ Γ ⊂ Γ(1). Sei Sj eine Spitze von Γ mit Spitzenbreite
bj. So lässt si
h diese Spitze unter der Wirkung von Γ′ zerlegen und es gilt

S =
r⋃

i=1

Sji
,wobei die {Sji

}i=1...r Spitzen von Γ′ sind mit Spitzenbreiten bji
.Für die Eisensteinreihen gilt:

r∑

i=1

bsji
EΓ′

Sji
(z, s) = bsjE

Γ
Sj

(z, s) (5.6)Beweis: Mit Lemma 5.19 lässt si
h s
hreiben
bsjE

Γ
Sj

(z, s) =
∑

− d
c
∈Sj

Im(z)s

|cz − d|2s

=
r∑

i=1

∑

− d
c
∈Sji

Im(z)s

|cz − d|2s

=

r∑

i=1

bsji
EΓ′

Sji
(z, s) , 75



5 Eigens
haften der bere
hneten Streumatrizenwobei die erste und die letzte Glei
hheit aus Lemma 5.19 folgt. 2Aus der Beziehung zwis
hen den Eisensteinreihen lässt si
h eine Relationfür die Koe�zientenfunktionen der Streumatrizen folgern.Satz 5.21. Gelten die Benennungen aus Satz 5.20. Seien auÿerdem Sk eineweitere Spitze von Γ und Sk′ eine Spitze von Γ′ mit Sk′ ⊂ Sk. Die dazugehörenden Spitzenbreiten seien bk und bk′.Dann gilt für die Koe�zienten:
1

bk′

r∑

i=1

rΓ′

ji k′(c) =
1

bk
rΓ
jk(c) ∀ c ∈ N (5.7)Beweis: An dieser Stelle werden Fourierentwi
klungen von Eisensteinrei-hen zu unters
hiedli
hen Spitzen vergli
hen. Dabei muss bea
htet werden,dass bei der Fourierentwi
klung mit der Spitzenbreite der Spitze, in der ent-wi
kelt wird, skaliert wird. Für die Fourierentwi
klungen der Eisensteinreihezur Spitze Sj in der Spitze Sk gilt

ESj
(z, s) |Sk

= ESj
(σk(z), s) = ESj

(γk(bkz), s) .Beim Verglei
h der konstanten Koe�zienten von Eisensteinreihen zu ver-s
hiedenen Spitzen muss diese Skalierung berü
ksi
htigt werden.In Satz 4.2 wurde der konstante Koe�zient von ESj
(z, s) |Sk

eingeführtals
π1/2 Γ

(
s− 1

2

)

Γ(s)
· ϕjk(s) · y1−smit

ϕjk(s) =
1

(bjbk)s

∑

c>0

rjk(c)
1

c2s
.Aus der Glei
hheit der Eisensteinreihen aus Satz 5.20 folgt die Glei
hheitder konstanten Koe�zienten:

bs−1
k′

r∑

i=1

bsji
π1/2 Γ

(
s− 1

2

)

Γ(s)
· ϕΓ′

ji k′(s) · Im(bk′z)1−s

= bs−1
k bsjπ

1/2 Γ
(
s− 1

2

)

Γ(s)
· ϕΓ

jk(s) · Im(bkz)
1−s,wobei die Faktoren bs−1

k′ und bs−1
k die unters
hiedli
hen Skalierungen aufhe-ben. Also ist

bs−1
k′

r∑

i=1

bsji
ϕΓ′

ji k′(s) = bs−1
k bsjϕ

Γ
jk(s), (5.8)76



5.4 Die Summe der Koe�zientenfunktionen zu einer Spitzeworaus über
r∑

i=1

bsji
b1−s
k

(bji
bk′)s

∑

c>0

rΓ′

ji k′(c)
1

c2s
=
bsji
b1−s
k′

(bjbk)s

∑

c>0

rΓ
jk(c)

1

c2sfolgt, dass
bk

(bkbk′)s

r∑

i=1

rΓ′

ji k′(c) =
bk′

(bkbk′)s
rΓ
jk(c)gilt. Aus der letzten Formel folgt dur
h Umstellen die Behauptung. 2Die Formel 5.4 vom Anfang des Kapitels ist ein Spezialfall von Satz 5.21und es kann folgender Satz formuliert werden:Satz 5.22. Sei Γ ∈ Γ(1) eine Untergruppe von endli
hem Index mit Reprä-sentantensystem S = {S1, . . . Sr} für die Spitzen. Benenne bi die Spitzenbrei-te von Si, i ∈ {1, . . . r}. So gilt für die Koe�zientenfunktionen

1

bk

∑

Sj∈S

rjk(c) = rΓ(1)(c) = φ(c) für alle c. (5.9)Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 5.21 und den Ergebnissen zur Streu-matrix der Gruppe Γ(1) aus Beispiel 4.5. 2Bemerkung 5.23. Die Motivation zu einer sol
hen Glei
hung kommt au
haus der Arakelov-Theorie. Dort kann man zeigen, dass die Summe
1

bk

∑

Sj∈S

rΓ
jk(c)unabhängig von der gewählten Spitze ist.Hier stellt si
h sogar heraus, dass die Summe unabhängig von der Gruppe

Γ ⊂ Γ(1) ist.Über die in dieser Arbeit behandelten Gruppen ist no
h mehr bekannt,was die Struktur der Koe�zientenfunktionen no
h genauer zu bes
hreibenhilft.Mit Satz 5.2, in dem gezeigt wurde, dass jeder zweite Koe�zient null ist,lässt si
h die Formel (5.9) in zwei Teile zerlegen. Aus Formel (5.9) folgt, dassfür gerade c gilt:
1

bk

∑

Sj∈S
Sj∼Γ(2)

Sk

rjk(c) = φ(c) (5.10)77



5 Eigens
haften der bere
hneten StreumatrizenFür ungerade c gilt:
1

bk

∑

Sj∈S
Sj 6∼Γ(2)

Sk

rjk(c) = φ(c) (5.11)Diese Zerlegung ist Resultat der Tatsa
he, dass alle hier behandeltenGruppen Untergruppen von Γ(2) sind. Ausgehend von dieser Tatsa
he kannmit Satz 5.21 no
h mehr Information gewonnen werden:Satz 5.24. Sei Γ ⊂ Γ(2) eine Untergruppe von endli
hem Index und S =
{S1, . . . Sr} ein Repräsentantensystem der Spitzen von Γ. Für jede Spitze
Sk ∈ S mit Spitzenbreite bk gilt für gerades c:

2

bk

∑

Sj∈S
Sj∼Γ(2)

Sk

rΓ
jk(c) = r

Γ(2)
jk (c) = 2φ(c)

∑

Sj∈S
Sj 6∼Γ(2)

Sk

rΓ
jk(c) = r

Γ(2)
jk (c) = 0Für ungerades c wird zur Vereinfa
hung der S
hreibweise angenommen, dass

Sk ∼Γ(2)
∞ gilt, dann ergeben si
h folgende Formeln:

∑

Sj∈S
Sj∼Γ(2)

∞

rΓ
jk(c) = r

Γ(2)
jk (c) = 0

2

bk

∑

Sj∈S
Sj∼Γ(2)

0

rΓ
jk(c) = r

Γ(2)
jk (c) = φ(c)

2

bk

∑

Sj∈S
Sj∼Γ(2)

1

rΓ
jk(c) = r

Γ(2)
jk (c) = φ(c)Diese Formeln bedeuten, dass die Spitzen, die äquivalent zu 0 sind, und jene,die äquivalent zu 1 sind, jeweils die Hälfte des Gesamtergebnis bilden. Für dieanderen beiden Fälle Sk ∼Γ(2)

0 und Sk ∼Γ(2)
1 vertaus
hen si
h die Spitzenentspre
hend, so dass in der ersten Formel immer jene Spitze steht, zu der Skunter der Wirkung von Γ(2) äquivalent ist und in den unteren beiden Zeilendie Spitzen stehen, zu denen Sk unter der Wirkung von Γ(2) ni
ht äquivalentist.78



5.5 Abs
hätzungen und ApproximationenBeweis: Der Satz folgt aus Satz 5.21 und den Ergebnissen zur Streumatrixvon Γ(2) aus Satz 4.12 von Seite 45. Die Breite aller Spitzen von Γ(2) ist 2.Die Koe�zienten für Γ(2) haben genau die in der Behauptung aufgeführteForm. 2Bemerkung 5.25. An Satz 5.24 ist zu erkennen, dass Satz 5.2, in demgezeigt wurde, dass jeder zweite Koe�zient null ist, aus Satz 5.21 über dieRelationen der Koe�zientenfunktionen folgt.5.5 Abs
hätzungen und ApproximationenMit den Ergebnissen aus Kapitel 5.4 können die Koe�zienten abges
hätztwerden. Im Folgenden wird eine Abs
hätzung vorgestellt.Für eine Gruppe Γ ⊂ Γ(2) und zwei ihrer Spitzen Sj und Sk lassen si
hdie Koe�zienten rjk(c) mit c ∈ N abs
hätzen. Es giltSatz 5.26. Sei Γ ⊂ Γ(2) eine Untergruppe und Sj sowie Sk zwei ihrer Spitzenmit Spitzenbreiten bj und bk, so gilt für rjk(c) mit c ∈ N:Wenn Sj ∼Γ(2)
Sk, ist

0 ≤ rΓ
jk(c) ≤ χ

2
(c+ 1) min (bj , bk) φ(c). (5.12)Wenn Sj 6∼Γ(2)

Sk, ist
0 ≤ rΓ

jk(c) ≤ χ2(c)
1

2
min (bj , bk) φ(c). (5.13)Beweis: Dass rΓ

jk(c) mit c ∈ N ni
ht negativ ist, folgt unmittelbar aus derDe�nition in Satz 4.2 als Kardinalität einer Menge. Der Rest folgt, indem dieAussagen aus Satz 5.24 mit �xierter Spitze Sj mit denen zu �xierter Spitze
Sk vergli
hen werden. 2Aus Satz 5.26 kann eine Aussage zum Wa
hstum der Koe�zienten abge-leitet werden:Korollar 5.27. Die Koe�zienten rΓ

jk(c) wa
hsen hö
hstens linear. Die Eu-ler's
he φ-Funktion wä
hst linear, verglei
he dazu Bemerkung 4.6. Na
h Satz5.26 kann rΓ
jk(c) ni
ht s
hneller wa
hsen, d.h.

rΓ
jk(c) ≤ O(c). (5.14)79



5 Eigens
haften der bere
hneten StreumatrizenDiese Abs
hätzung für die Koe�zienten ist re
ht grob. Na
h unten wirdmit der o�ensi
htli
hen S
hranke Null abges
hätzt. Au
h na
h oben ist dieAbs
hätzung sehr groÿzügig. Dies führt zum Beispiel dazu, dass die Polord-nung der L-Reihe der Abs
hätzung ni
ht die der ursprüngli
hen Funktion ist.Infolge dessen ergibt das Einsetzen der Abs
hätzung in die Formel 4.5 derStreukonstanten kein vernünftiges Ergebnis mehr.Um si
h eine Vorstellung vom Wert der Streukonstante zu ma
hen, wirdnun eine Approximation der Koe�zientenfunktion gegeben, die dies erlaubt:De�nition 5.28. Sei Γ ⊂ Γ(2) eine Untergruppe und Sj sowie Sk zwei ihrerSpitzen mit Spitzenbreiten bj und bk, dann sei die Funktion ξΓ
jk : N → Qde�niert wie folgt:Für c ∈ N ist

ξΓ
jk(c) :=





χ2(c+ 1) · bjbk

2[Γ(2):Γ]
φ(c) wenn Sj ∼Γ(2)

Sk

χ2(c) ·
bjbk

4[Γ(2):Γ]
φ(c) wenn Sj 6∼Γ(2)

Sk.Die Funktion ξΓ
jk lässt si
h mit Benutzung der Ergebnisse für die Gruppe

Γ(2) darstellen. Es gilt:
ξΓ
jk(c) =

bjbk
4 [Γ(2) : Γ]

r
Γ(2)
j′k′ (c) ∀ c ∈ N, (5.15)wobei die Indizes j′ und k′ zu Spitzen Sj′ und Sk′ aus {0, 1,∞} gehören mitden Eigens
haften:

Sj′ ∼Γ(2)
Sj und Sk′ ∼

Γ(2)
Sk(Verglei
he dazu die Ergebnisse für die Gruppe Γ(2) aus Satz 4.12 auf Seite45.)Für die Funktion ξΓ

jk stellen wir fest:Satz 5.29. Für eine Funktion ξΓ
jk na
h De�nition 5.28 gilt(i) Die approximierte Streukonstante C̃Γ

jk, wobei ξΓ
jk anstatt rΓ

jk eingesetztwird, konvergiert.(ii) Für die Summe zu einer Spitze gilt analog zu Satz 5.22:
1

bk

∑

Sj∈S

ξΓ
jk(c) =

1

bk

∑

Sj∈S

rΓ
jk(c) = φ(c)Au
h der Satz 5.24 gilt analog.80



5.5 Abs
hätzungen und ApproximationenBeweis: Der Punkt (i) folgt aus dem Zusammenhang von ξΓ
jk mit den Ko-e�zientenfunktionen von Γ(2), siehe Formel (5.15). Für den approximiertenkonstanten Koe�zienten ϕ̃Γ

jk folgt:
ϕ̃Γ

jk =
1

(bjbk)s

bjbk
4 [Γ(2) : Γ]

∑

c>0

r
Γ(2)
j′k′ (c)

=

(
4

bjbk

)s
bjbk

4 [Γ(2) : Γ]

1

4s

∑

c>0

r
Γ(2)
j′k′ (c)

=

(
4

bjbk

)s
bjbk

4 [Γ(2) : Γ]
ϕ

Γ(2)
j′k′Der konstante Term von ( 4

bjbk

)s
bjbk

4[Γ(2):Γ]
bei Betra
htung der Reihe in s = 1ist 1

[Γ(2):Γ]
. Das Residuum des konstanten Terms einer Eisensteinreihe zu Γ(2)ist 3

π[Γ(1):Γ(2)]
, siehe dazu De�nition 4.8. Dur
h Multiplikation ergibt si
h dasResiduum der Funktion π1/2 Γ(s−1/2)

Γ(s)
ϕ̃Γ

jk als
1

[Γ(2) : Γ]
· 3

π [Γ(1) : Γ(2)]
=

3

π [Γ(1) : Γ]
.Dies ist genau das benötigte Residuum.Der Punkt (ii) folgt dur
h einfa
hes Aufsummieren sowie den Sätzen 5.22und 5.24. 2Experimente zeigen, siehe z.B. Tabelle 9 auf Seite 97, dass die Abwei
hung

ξΓ
jk(c) − rΓ

jk(c) ni
ht groÿ ist und die Di�erenz mal positiv, mal negativ ist,so dass die Fehler si
h gegenseitig relativieren.Mit der Funktion ξΓ
jk aus De�nition 5.28 lassen si
h die Streumatrix unddie Streukonstanten approximieren.Frage 5.30. Gilt für die Di�erenz ξΓ

jk(c)− rΓ
jk(c)a) die Di�erenz wä
hst sublinear, also |ξΓ

jk(c)− rΓ
jk(c)| = O(c1−ε)?Wenn die Antwort auf diese Frage positiv ist, gilt dannb) die in O(c1−ε) auftretende Konstante K(Γ) ist unabhängig von der Gruppe

Γ? Falls beide Fragen mit � ja� zu beantworten sind, so lässt si
h au
h dieDi�erenz der exakten und approximierten Streukonstanten abs
hätzen mit:
|CΓ

jk − C̃Γ
jk| ≤ K · ζ(1 + ε) (5.16)Da die ζ-Funktion in s = 1 einen Pol hat, sollten, für eine bessere Abs
hät-zung, die Vorzei
henwe
hsel mit bea
htet werden. 81



5 Eigens
haften der bere
hneten Streumatrizen5.6 Total verzweigte SpitzenEng mit den Sätzen aus Kapitel 5.4 hängt au
h die Tatsa
he zusammen, dassan vielen Stellen die Einzelergebnisse Vielfa
he der Euler's
hen φ-Funktionsind. Für total verzweigte Spitzen sind die Ergebnisse sehr regelmäÿig, so dassfür diese Fälle konkrete Formeln angegeben werden können. Es lassen si
halso Aussagen über die Gestalt der Streumatrix zu einer Gruppe Γ ⊂ Γ(2)und ihrer Einträge ϕjk(s) ma
hen.Der Satz 5.24 impliziert allgemein:Satz 5.31. Sei (K,β) ein Belyi-Paar. Ist der Morphismus β an einer Stelletotal verzweigt und sei Sk die zugehörige Spitze, dann folgt: In der assoziier-ten Streumatrix Φ(K,β)(s) sind die Einträge in der Zeile und der Spalte k vonder Form
Φ(K,β)(s)j,k = π1/2Γ(s− 1/2)

Γ(s)
· 1

as

∑

c>0

χ2(c+ ι)
b φ(c)

c2s
,wobei a, b ∈ N und ι ∈ {0, 1}. Die Werte von a, b und ι ergeben si
h direktaus den Spitzen.Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 5.24: Es folgt sofort, dass in denZeilen und Spalten Vielfa
he der φ-Funktion auftau
hen müssen, wenn derBelyi-Morphismus über einer Stelle total verzweigt ist, weil dann wird fürjede Spitze eine Summe aus Satz 5.24 nur über einen Summanden gebildet.Die Werte für a, b und ι sind einfa
h zu bestimmen: Das Produkt derSpitzenbreiten der beteiligten Spitzen bildet a. Ist Sj ∼Γ(2)

Sk, so ist ι = 1und b = bj . Andernfalls ist ι = 0 und b =
bj

2
. 2Konkret auf die Beispiele angewandt, lassen si
h die folgenden Bere
h-nungsformeln angeben.Das Paar (E,β)Bei diesem Paar, siehe Formeln (3.5) für das Paar und (3.9) für die Gruppe,ist nur Spitze ∞ total verzweigt:Satz 5.32. Für das Paar (E,β) bestehen folgende exakten Formeln:

ϕΓE
∞∞(s) =

1

b2s
∞

∑

c>0

χ2(c+ 1)
b∞φ(c)

c2s

ϕΓE
∞k(s) =

1

(b∞bk)
s

∑

c>0

χ2(c)
bkφ(c)

2c2sDas k in der zweiten Formel steht für Sk ∈ {0, 1, 3, 6}.82



5.6 Total verzweigte SpitzenBeweis: Die Behauptung folgt aus Satz 5.31. 2Die Gruppe Γ(2)In Kapitel 4.2 wurde bewiesen:Satz 5.33. Für die Gruppe Γ(2) bestehen folgende exakten Formeln.Für alle Sj und Sk aus {0, 1,∞} gilt:
ϕ

Γ(2)
jj (s) =

1

b2s
j

∑

c>0

χ
2
(c+ 1)

2φ(c)

c2s

ϕ
Γ(2)
jk (s) =

1

(bjbk)
s

∑

c>0

χ
2
(c)

φ(c)

c2sBeweis: Der Satz folgt aus Satz 4.12 auf Seite 45. 2Das Paar (C1,βC1
)Au
h bei diesem Paar, siehe Formel (4.22), lassen si
h alle Entwi
klungen alsVielfa
he der φ-Funktion darstellen:Satz 5.34. Für das Paar (C1,βC1

) bestehen folgende exakten Formeln.Seien Sj und Sk aus {0, 1,∞} und sei b = b0 = b1 = b∞ = 6 die Spitzenbreite,dann gilt:
ϕC1

jj (s) =
1

b2s

∑

c>0

χ2(c+ 1)
bφ(c)

c2s

ϕC1
jk (s) =

1

b2s

∑

c>0

χ2(c)
bφ(c)

2c2sBeweis: Die Behauptung folgt aus Satz 5.31. 2Das Paar (C2,βC2
)Beim Paar (C2,βC2
), siehe Formel (4.23), sind ebenfalls alle Entwi
klungenals Vielfa
he der φ-Funktion darstellbar. Als neues Phänomen gibt es hierSpitzenpaare, bei denen nur jeder vierte Koe�zient auftau
ht. 83



5 Eigens
haften der bere
hneten StreumatrizenSatz 5.35. Folgende exakte Formeln gelten zu (C2,βC2
):

ϕC2
jk (s) =

1

(bjbk)
s

∑

c>0

χ2(c+ 1)
8φ(c)

c2s
mit (j, k) ∈ {(∞,∞), (1, 1)}

ϕC2
∞1(s) =

1

(b∞b1)
s

∑

c>0

χ2(c)
4φ(c)

c2s

ϕC2
jk (s) =

1

(bjbk)
s

∑

c>0

χ2(c)
2φ(c)

c2s mit (j, k) ∈ {(∞, 0), (∞, 2), (0, 1), (1, 2)}Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 5.31. 2Auÿer den Regelmäÿigkeiten aus Satz 5.35 legt die Tabelle 5 auf Seite 61no
h zwei weitere Formeln nah:Vermutung 5.36. Folgende Formeln gelten zu (C2,βC2
):

ϕC2
jk (s) =

1

(bjbk)
s

∑

c>0

χ4(c)
4φ(c)

c2s
mit (j, k) ∈ {(0, 0), (2, 2)}

ϕC2
02 (s) =

1

(b0b2)
s

∑

c>0

χ4(c+ 3)
4φ(c)

c2sHierbei ist
χ4(n) :=

{
1 wenn 4|n
0 sonst für n ∈ Z.Bemerkung 5.37. Die Formeln aus Vermutung 5.36, folgen ni
ht aus Satz5.31, da es si
h bei denen um Entwi
klungen handelt, bei denen keine totalverzweigte Spitze beteiligt ist. Vermutung 5.36 ist für die ersten 100 Koe�-zienten veri�ziert.Die Gruppe GBei der Gruppe G, siehe Beispiel 4.21, zeigt si
h ein deutli
h anderes Verhal-ten. In keiner Entwi
klung tau
ht ein Vielfa
hes der φ-Funktion auf. Dies istau
h das einzige Beispiel, bei dem über jeder Spitze von Γ(2) mehr als eineSpitze liegt.84



5.6 Total verzweigte SpitzenVerans
hauli
hung: Koe�zienten r∞∞ für über ∞ total verzweigteMorphismenIn dem Fall eines über ∞ total verzweigten Morphismus', wie er hier inden meisten Beispielen vorkommt, ist die Bere
hnung na
h Algorithmus 3besonders übersi
htli
h. Darum soll hier am Beispiel (E,β) aus Formel (3.5)mit Gruppe ΓE na
h Formel (3.9) genauer ausgeführt werden, wie es zu demErgebnis für ϕΓE
∞∞ aus Satz 5.32 kommt: Es ist
rΓE
∞∞(c) =

{
b∞ φ(c), wenn c ≡ 0 mod 2;
0, wenn c ≡ 1 mod 2.

,wobei rΓE
∞∞(c) de�niert ist wie folgt:

rΓE
∞∞(c) = # {d mod b∞c | ∃ ( ∗ ∗

c d ) ∈ ΓE}Dass zu ungeradem c der Koe�zient immer null ist, wurde in Satz 5.2bewiesen. Diese Tatsa
he ist darauf zurü
k zu führen, dass es keine Matrix
( a b

c d ) ∈ Γ(2) gibt, mit c ungerade.Um zu verdeutli
hen, wie es zu dem Ergebnis b∞ φ(c) für gerade c kommt,wird folgendes Lemma benötigt.Lemma 5.38. Sei die Gruppe ΓE wie in Formel (3.9) gegeben. Es �ndet si
himmer eine Matrix ( ∗ ∗
c d ) ∈ ΓE, wenn c ≡ 0 mod 2 und ggT(c, d) = 1.Beweis: Für teilerfremde c und d mit geradem c existiert na
h Lemma 4.11auf Seite 44 eine Matrix ( ∗ ∗

c d ) ∈ Γ(2).Eine beliebige Matrix ( ∗ ∗
c d ) ∈ Γ(2) kann dur
h Multiplikation mit ( 1 2

0 1 )avon re
hts in die Gruppe ΓE vers
hoben werden, wobei a ∈ {1, . . . 5}: DieGruppe Γ(2) wird na
h Lemma 1.28 erzeugt von
γ0 =

(
−1 0
2 −1

) und γ1 = (−1 2
2 3 ).Die Matrix ( ∗ ∗

c d ) hat in den Erzeugern von Γ(2) die Darstellung ( 1 2
0 1 ) =

γ−1
1 γ−1

0 . Eine Matrix ist genau dann in ΓE , wenn sie unter der Abbildung
ϕ : Γ(2) −→ S5

γ0 7−→ (1235)
γ1 7−→ (1234)den Fixpunkt 5 hat.Nun ist ϕ (( 1 2

0 1 )) = ϕ(γ−1
1 γ−1

0 ) = (15243), d.h. für eine der fünf Potenzengilt
ϕ(γ−1

1 γ−1
0 )aϕ(( ∗ ∗

c d ))(5) = 5. 85



5 Eigens
haften der bere
hneten StreumatrizenFür diese Potenz a′ liegt (γ−1
1 γ−1

0 )a′

( ∗ ∗
c d ) in ΓE . 2Sei nun also c gerade. Die Spitzenbreite in∞ ist 10. Mit Lemma 5.38 undder De�nition von r∞∞ folgt

r∞∞(c) = # {d mod 10 c | ∃ ( ∗ ∗
c d ) ∈ ΓE}

= # {d mod 10 c | (c, d) = 1}
= # {0 ≤ d < 10 c und (c, d) = 1}
= 10φ(c),wobei die letzte Glei
hheit na
h Lemma 4.10 auf Seite 44 gilt.An diesem Beispiel ist zu sehen, dass die s
höne Form der Koe�zientenauf die Tatsa
he zurü
kzuführen ist, dass die Permutation, die zu ∞ gehört,ein Zykel maximaler Länge ist.5.7 Bere
hnung von StreukonstantenDie Streukonstante wurde im Kapitel 4 in De�nition 4.8 eingeführt. Mit denin dieser Arbeit bere
hneten endli
h vielen Koe�zienten der Streumatrizenlassen si
h Streukonstanten im Allgemeinen ni
ht bere
hnen. Jedo
h lassensi
h für einige Fälle Aussagen über die Streukonstanten ma
hen.Streukonstanten zu total verzweigten SpitzenSei Γ ⊂ Γ(2) eine Untergruppe von endli
hem Index, die eine total verzweigteSpitze habe. Zu total verzweigten Spitzen tau
hen na
h Satz 5.31 Einträgein der Streumatrix auf, wel
he die Form

ΦΓ(s)j,k = π1/2 Γ(s− 1/2)

Γ(s)
· b

(bjbk)s

∑

c>0

χ2(c+ ι)
φ(c)

c2s
(5.17)haben, wobei bj und bk die Spitzenbreite der beteiligten Spitzen ist, ι ∈ {0, 1}und b ∈ N ist.S
hon im Kapitel 4.3, wel
hes die Streukonstanten zur Gruppe Γ(2) the-matisierte, wurde erläutert, wie ähnli
h strukturierte Formeln derart umge-s
hrieben werden können, dass die Streukonstante mit Computeralgebrasy-stemen zu bere
hnen ist.So gilt:

∑

c>0

χ2(c)
φ(c)

c2s
=

(−2 + 22s)ζ(2s− 1)

(−1 + 22s)ζ(2s)
und

∑

c>0

χ2(c+ 1)
φ(c)

c2s
=

ζ(2s− 1)

ζ(2s)
− (−2 + 22s)ζ(2s− 1)

(−1 + 22s)ζ(2s)86



5.7 Bere
hnung von StreukonstantenMit dieser Manipulation ist die Streukonstante
CΓ

jk(ι) = lim
s→1

(
ΦΓ(s, ι)j,k −

3/(π [Γ(1) : Γ])

s− 1

)zu ΦΓ(s, ι)j,k, die von der in Formel (5.17) aufgeführten Form sind, bere
hen-bar.Für den Fall ι = 1, d.h. für den Fall wo die Spitzen Sj und Sk, zu denendie Streukonstante bere
hnet wird, Γ(2)-äquivalent sind, gilt
Cjk(1) = − 1

3π
· b

bjbk
(20 log(2) + 6 log(π) + 3 log(bjbk) + 72ζ ′(−1)− 6) .Im anderen Fall ist

Cjk(0) = − 2

3π
· b

bjbk
(8 log(2) + 6 log(π) + 3 log(bjbk) + 72ζ ′(−1)− 6) .Die Summe der Streukonstanten zu einer SpitzeAu
h in den Fällen, wo über die einzelnen Streukonstanten ni
hts ausgesagtwerden kann, ist es mögli
h, die Summe der Streukonstanten zu einer Spitzezu bere
hnen:Satz 5.39. Sei Γ ⊂ Γ(1) eine Untergruppe von endli
hem Index,

S = {S1, . . . Sr} ein Repräsentantensystem für die Spitzen mit Spitzen-breiten b1, . . . br und Sk eine �xierte Spitze, dann gilt für die Summe derStreukonstanten
∑

Sj∈S

bjCjk +
3

π
log(bk) = CΓ(1) − 3

π [Γ(1) : Γ]

∑

Sj∈S

bj log(bj), (5.18)wobei der Wert der Streukonstanten CΓ(1) bekannt ist.Beweis: Die Streukonstante ist folgendermaÿen de�niert:
Cjk = lim

s→1

(
ΦΓ(s)j,k −

3/(π [Γ(1) : Γ])

s− 1

)

= lim
s→1

(
π1/2 Γ(s− 1/2)

Γ(s)
· ϕjk(s)−

3/(π [Γ(1) : Γ])

s− 1

)

= lim
s→1

(
π1/2 Γ(s− 1/2)

Γ(s)
· 1

(bjbk)s

∑

c>0

rjk(c)
1

c2s
− 3/(π [Γ(1) : Γ])

s− 1

)87



5 Eigens
haften der bere
hneten StreumatrizenBetra
hte nun für eine fest gewählte Spitze Sk die Summe ∑Sj∈S bjCjk.Es ergibt si
h:
∑

Sj∈S

bjCjk = lim
s→1



∑

Sj∈S

π1/2 Γ(s− 1/2)

Γ(s)
· bj
(bjbk)s

∑

c>0

rjk(c)
1

c2s
− 3

π(s− 1)




= lim
s→1


π1/2Γ(s− 1/2)

Γ(s)

∑

Sj∈S

bj
(bjbk)s

∑

c>0

rjk(c)
1

c2s
− 3

π(s− 1)


wobei

3

π(s− 1)
=
∑

Sj∈S

bj
3/(π [Γ(1) : Γ])

s− 1ist, da die Summe der Breite aller Spitzen genau der Index der Gruppe ist.Die Terme, die in den einzelnen Summanden auftau
hen, können jeweilsin s = 1 in eine Reihe entwi
kelt werden. Es ergeben si
h
bj

(bjbk)s
=

1

bk
− log(bjbk)

bk
(s− 1) +O

(
(s− 1)2

) (5.19)
π1/2 Γ(s− 1/2)

Γ(s)
= π − π log(4)(s− 1) +O

(
(s− 1)2

) (5.20)
∑

c>0

rjk(c)
1

c2s
=

cj
s− 1

+Kj +O(s− 1), (5.21)wobei cj und Kj von den Koe�zienten rjk(c) abhängen.Die Konstante cj lässt si
h bestimmen, da die Polordnung der Streukon-stanten zu Sj und Sk bekannt ist. Mit den Reihenentwi
klungen der einzelnenTerme folgt dann, dass
cj · π ·

1

bjbk
=

3

π [Γ(1) : Γ]
⇒ cj =

3bjbk
π2 [Γ(1) : Γ]

. (5.22)Au
h über die Kj's lässt si
h einiges aussagen. Hier ist der Wert fürein eine einzelne Konstante Kj ni
ht bekannt. Do
h die Summe ∑Sj∈S Kjlässt si
h bestimmen, da sie eng mit der Streukonstenten zur Gruppe Γ(1)verbunden ist.88



5.7 Bere
hnung von StreukonstantenEs ist
CΓ(1) = π1/2 Γ(2s− 1)

Γ(2s)
ϕΓ(1) − 3

π(s− 1)

= π1/2 Γ(2s− 1)

Γ(2s)

∑

c>0

rΓ(1) − 3

π(s− 1)

= π1/2 Γ(2s− 1)

Γ(2s)

∑

Sj∈S

1

bk

∑

c>0

rΓ
jk −

3

π(s− 1)

=
∑

Sj∈S

(
πcj

bk(s− 1)
+
π

bk
Kj −

π

bk
log(4)cj

)
− 3

π(s− 1)
.Damit folgt für die Summe der Kj:

∑

Sj∈S

Kj =
bk
π
CΓ(1) +

3bk
π2

log(4)Mit diesen Informationen kann die Summe bere
hnet werden. Mittels
∑

Sj∈S

bj
(bjbk)s

∑

c>0

rjk(c)
1

c2s

=
∑

Sj∈S

(
1

bk
− log(bjbk)

bk
(s− 1) + O

(
(s− 1)2

))( cj
s− 1

+Kj +O(s− 1)

)

=
∑

Sj∈S

1

bk
· cj
s− 1

− cj
log(bjbk)

bk
+
Kj

bk
+O(s− 1)

=
3

π2(s− 1)
− 3

π2 [Γ(1) : Γ]

∑

Sj∈S

bj log(bj)−
3

π2
log(bk)

+
CΓ(1)

π
+

3

π2
log(4) +O(s− 1)ergibt si
h

89



5Eigens
haftenderbere
hnetenStreumatrizen
∑

Sj∈S

bjCjk = lim
s→1


(π − π log(4)(s− 1) +O

(
(s− 1)2

))
·

( 3

π2(s− 1)
− 3

π2 [Γ(1) : Γ]

∑

Sj∈S

bj log(bj)−
3

π2
log(bk) +

CΓ(1)

π
+

3

π2
log(4) +O(s− 1)

)
− 3

π(s− 1)




= lim
s→1



 3

π(s− 1)
− 3

π [Γ(1) : Γ]

∑

Sj∈S

bj log(bj)−
3

π
log(bk) + CΓ(1) +

3

π
log(4)− 3

π
log(4)− 3

π(s− 1)





= CΓ(1) − 3

π



log(bk) +
1

[Γ(1) : Γ]

∑

Sj∈S

bj log(bj)





2Bemerkung 5.40. Wenn der Wert für CΓ(1) eingesetzt wird, so gilt
∑

Sj∈S

bjCjk = −3

π


24ζ ′(−1)− 2 + 2 log(4π) + log(bk) +

1

[Γ(1) : Γ]

∑

Sj∈S

bj log(bj)


 .
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6 Eine arithmetis
he Anwendung der Streu-konstantenIn seinem Artikel [Kü2℄ zeigt U. Kühn eine Anwendung von Streukonstantenfür die Arakelov-Theorie. Hier sollen Ergebnisse aus den Kapiteln 4 und 5auf die Bere
hnung von Höhenpaarungen angewendet werden.6.1 Néron-Tate-Höhenpaarungen und StreukonstantenIst K eine über Q de�nierte Kurve, dann lässt si
h für Divisoren D vomGrad 0 auf K eine Néron-Tate-Höhenpaarung 〈 · 〉NT de�nieren. Für ellipti-s
he Kurven ist wegen des Isomorphismus E ≃ Pic0(E) eine Verträgli
hkeitmit De�nition 1.15 gewährleistet. Mit Hilfe der Streukonstante zu Eisenstein-reihen, siehe De�nition 4.8, die zu Belyi-Paaren (K,β) assoziiert sind, lassensi
h Néron-Tate-Höhenpaarungen von Grad 0 Divisoren auf der Kurve K aufeine neue Art bere
hnen.Satz 6.1 (Kühn). Sei β : K → P1 ein Belyi-Morphismus für eine algebrai-s
he Kurve über Q mit induzierter Belyi-Uniformisierung K(C) ≡ ΓK�H.Seien D1 =
∑

j njSj und D2 =
∑

k mkSk zwei Spitzendivisoren vom Grad 0.Dann gilt für die Néron-Tate-Höhenpaarung von D1 und D2:
〈D1, D2〉NT = −

∑

p prim δp log(p)− 2π
∑

j,k

njmkC
ΓK

jk , (6.1)wobei die δp rationale, explizit bere
henbare 1 Zahlen sind und CΓK

jk die Streu-konstante zu Sj und Sk bezügli
h ΓK ist.Beweis: Siehe [Kü2℄, Seite 402. 2De�nition 6.2. Mit Satz 6.1 lässt si
h die Höhenpaarung zweier Grad NullDivisoren D1 und D2 in einen algebrais
hen und einen analytis
hen Teilaufteilen:
〈D1, D2〉NT = halg

NT
(D1, D2) + hanalyt

NT
(D1, D2), (6.2)wobei

halg
NT

(D1, D2) = −
∑

p prim δp log(p) (6.3)1Der Aufwand zur Bere
hnung dieser Zahlen ist vermutli
h ähnli
h dem der in dieserArbeit vollzogenen Bere
hnungen zu CΓK

jk . 91



6 Eine arithmetis
he Anwendung der Streukonstantenund
hanalyt

NT
(D1, D2) = −2π

∑

j,k

njmkC
ΓK
jk (6.4)ist. Die Benennung der Teile ist dur
h den Beweis zu Satz 6.1 motiviert.Gegeben sei eine elliptis
he Kurve E und der Divisor 0E −P , mit 0E und

P ∈ E. Da E isomorph zu ihrer Pi
ardgruppe ist, d.h. es gilt: E ≃ Pic0(E),ist in diesem Fall die Néron-Tate-Paarung auf Pic0(E) aus Formel (6.1) desDivisors 0E − P mit si
h selbst dur
h die Formel
〈0E − P, 0E − P 〉NT = 〈P, P 〉NT (6.5)gegeben, wobei die re
hte Seite der Formel (6.5) bereits im Kapitel 1.1 inSatz 1.16 eingeführt worden ist.6.2 Der analytis
he Anteil der Höhe von P = (1, 4) ∈ ESei für die elliptis
he Kurve E ein Belyi-Morphismus β : E → P1 gegebenund sei E(C) = ΓE�H. Weiter gelte, dass 0E und P Spitzen Sj und Skentspre
hen, also dass {0E, P} ⊂ β−1(Verzweigungspunkte) gelte. Dann ist

〈P, P 〉NT = 〈0E − P, 0E − P 〉NT

= −
∑

p prim δp log(p)− 2π
∑

j,k

CΓE

jk .Nun soll für den Punkt P = (1, 4), der auf der Kurve E aus Kapitel3 liegt, siehe dazu Satz 3.8, der analytis
he Anteil von 〈DP , DP 〉NT na
hFormel (6.3) bere
hnet werden. Die in Kapitel 4.6 bere
hneten Koe�zien-ten der Streumatrix von ΓE sollen dafür verwendet werden. Da nur endli
hviele Koe�zienten bekannt sind, kann der analytis
he Anteil der Höhe nurnäherungsweise bestimmt werden.Sei DP der Divisor P − 0E . Der Punkt P = (1, 4) liegt na
h Lemma 3.16über der Spitze Null, wel
he die Breite 8 hat; 0E liegt über ∞, einer Spitzemit Breite 10. Mit der De�nition 4.8 für die Streukonstante folgt für DP :
hanalyt

NT
(DP , DP ) = hanalyt

NT
(0E − P, 0E − P )

= −2π
(
CΓE

∞∞ − 2CΓE
∞0 + CΓE

00

)

= −2π lims→1 (ΦΓE
(s)∞,∞ − 2ΦΓE

(s)∞,0 + ΦΓE
(s)0,0)(6.6)92



6.2 Der analytis
he Anteil der Höhe von P = (1, 4) ∈ ENun werden die De�nitionen von ΦΓE
(s), siehe Formel (4.4), und ϕjk(s)aus Formel (4.1) eingesetzt und man erhält:

hanalyt
NT

(DP , DP ) =

− 2π lim
s→1

π1/2 Γ(s− 1/2)

Γ(s)

∞∑

c=1

(
rΓE
∞∞(c)

b2s
∞

− 2
rΓE
∞0(c)

(b∞b0)s
+
rΓE
00 (c)

b2s
0

)
1

c2s
. (6.7)A) (Direkte Bere
hnung): Da nur endli
h viele Koe�zienten bekanntsind, wird nur über eine endli
he Reihe summiert. In diesem Fall gibt es keineKonvergenzprobleme, d.h. der Limes kann weggelassen und s = 1 gesetztwerden. Zu bere
hnen ist dann folgende Formel:

hanalyt
NT

(DP , DP ) ≈ −2π2

N∑

c=1

(
rΓE
∞∞(c)

100
− 2

rΓE
∞0(c)

80
+
rΓE
00 (c)

64

)
1

c2
. (6.8)In der Tabelle 7 auf Seite 94 sind die Ergebnisse für einige N ≤ 500 aufgeli-stet. Da die Ergebnisse si
h ni
ht monoton verhalten, wird, um eine gute Nä-herung zu bekommen, über die Ergebnisse von N = 497 bis N = 500 gemit-telt. Der angegebene Fehler ist der Betrag, um den das gemittelten Ergebnisvon den Einzelergebnissen variieren, also max |gemittelter Wert−Einzelwert|.

hanalyt
NT

(DP , DP ) ≈ −2π2 · 1
4
(−0, 05815− 0, 05802− 0, 05822− 0, 05805)

= 1, 14705± 0, 002. (6.9)Aufgrund der Struktur der Koe�zienten, siehe Tabelle 3 auf Seite 56,tau
hen in der Summe in Formel (6.8) für gerade c nur die beiden positivenSummanden rΓE
∞∞(c) und rΓE

00 (c) auf. Bei ungeradem c ist nur der mittlereSummand rΓE
∞0(c), wel
her abgezogen wird, ni
ht null. Die unters
hiedli
henVorzei
hen in Formel (6.8) sorgen also ni
ht für kleine Summanden. Die Sum-me wä
hst ni
ht monoton und das Ergebnis verändert si
h mit jedem neuenReihenglied re
ht stark. In der Tabelle 7 auf Seite 94 ist zu sehen, dass derWert ab der dritten Na
hkommastellen no
h variiert.Auf den folgenden Seiten wird der Versu
h unternommen, die Konvergenzzu verbessern, indem die Ergebnisse für die Gruppe Γ(2) bei der Bere
hnungmit benutzt werden. Auÿerdem wird ein Versu
h unternommen, das Ergebnisabzus
hätzen.B) (Bere
hnung mit Hilfe von Γ(2)): Für die Gruppe Γ(2) tau
hen nurzwei vers
hiedene Streukonstanten auf. Diese wurden in den Formeln (4.11)93



6 Eine arithmetis
he Anwendung der StreukonstantenN C∞∞ − 2C∞0 + C00 hanalyt
NT

(DP , DP )100 -0,05743 1,13362200 -0,05810 1,14684300 -0,05800 1,14487400 -0,05793 1,14349491 -0,05820 1,14882492 -0,05807 1,14625493 -0,05825 1,14981494 -0,05807 1,14625495 -0,05817 1,14822496 -0,05798 1,14447497 -0,05815 1,14783498 -0,05802 1,14526499 -0,05822 1,14921500 -0,05805 1,14586Tabelle 7: Summen zur Höhenbere
hnung von P = (1, 4)und (4.14) bere
hnet. Jetzt wird versu
ht, die Höhe für den Punkt P = (1, 4)mit einigen Abwandlungen der Formel (6.8) genauer zu bere
hnen.Zunä
hst wird folgende Umformung betra
htet:
CΓE

∞∞ − 2CΓE
∞0 + CΓE

00

=
(
CΓE

∞∞ + CΓE
00 − 2CΓ(2)

∞∞

)
+
(
2C

Γ(2)
∞0 − 2CΓE

∞0

)

+
(
2CΓ(2)

∞∞ − 2C
Γ(2)
∞0

)Wel
hen Vorteil hat diese Summe?Im ersten Teil
Cg := CΓE

∞∞ + CΓE
00 − 2CΓ(2)

∞∞kommen in der Reihenentwi
klung nur Koe�zienten zu geradem c vor.Im zweiten Teil
Cu := 2C

Γ(2)
∞0 − 2CΓE

∞0treten in der Reihenentwi
klung nur Koe�zienten zu ungeradem c auf.Der letzte Teil
CΓ(2) := 2CΓ(2)

∞∞ − 2C
Γ(2)
∞0ist dur
h die Formeln (4.11) und (4.14) gegeben.Dur
h die unters
hiedli
hen Vorzei
hen ist zu ho�en, dass die Summandenin der Reihe zu Cg und Cu klein werden und die Summe gut konvergiert.94



6.2 Der analytis
he Anteil der Höhe von P = (1, 4) ∈ EN Wert der Summe hanalyt
NT

(DP , DP )100 0,22026 1,19741200 0,22274 1,14846300 0,22241 1,15498400 0,22218 1,15952491 0,22319 1,13958492 0,22266 1,15004493 0,22340 1,13543494 0,22269 1,14945495 0,22308 1,14175496 0,22230 1,15715497 0,22298 1,14372498 0,22245 1,15419499 0,22325 1,13839500 0,22261 1,15082Tabelle 8: modi�zierte Summen zur Höhenbere
hnung von P = (1, 4)

Cg + Cu =
(
CΓE

∞∞ + CΓE
00 − 2CΓ(2)

∞∞

)
+
(
2C

Γ(2)
∞0 − 2CΓE

∞0

)

= π1/2 Γ(s− 1/2)

Γ(s)

(
ϕΓE
∞∞ + ϕΓE

00 − 2ϕΓ(2)
∞∞ − 2ϕΓE

∞0 + 2ϕ
Γ(2)
∞0

)

= π1/2 Γ(s− 1/2)

Γ(s)

(
∑

c>0

χ2(c+ 1)

(
rΓE
∞∞(c)

100s
+
rΓE
00 (c)

64s
− 4

4s
φ(c)

)
1

c2s

+
∑

c>0

χ2(c)

(
2

4s
φ(c)− 2rΓE

∞0(c)

80s

)
1

c2s

)Die groÿe Klammer aus der letzten Formel mit Maple bere
hnet führtzu den Ergebnissen in Spalte zwei der Tabelle 8. Bedauerli
herweise ist zusehen, dass die Konvergenz ni
ht si
htli
h besser geworden ist.Mit 1
4
(0, 22298+0, 22245+0, 22325+0, 22261) = 0, 22282 ist das Ergebnis
hanalyt

NT
(DP , DP ) = −2π

(
Cg + Cu + CΓ(2)

)

≈ −2π

(
π · (0, 22282)− 4 log(2)

π

)

= 1, 14689± 0, 008.In der dritten Spalte von Tabelle 8 ist hanalyt
NT

(DP , DP ), bere
hnet über Γ(2), zu sehen. 95



6 Eine arithmetis
he Anwendung der StreukonstantenC) (Bere
hnung mit Hilfe von Satz 5.32): Eine weitere Mögli
hkeit,die Re
hengenauigkeit zu verbessern, ist, den Satz aus Kapitel 5.2 mit zuberü
ksi
htigen. In Satz 5.32 wurde eine Bildungsvors
hrift für rΓE
∞∞ und rΓE

∞0angegeben. Mit diesem Satz ergibt si
h:
CΓE

∞∞ − 2CΓE
∞0 + CΓE

00
Satz 5.32

=

π1/2 Γ(s− 1/2)

Γ(s)

(
∑

c>0

χ2(c+ 1)

(
10φ(c)

100s
+
rΓE
00 (c)

64s

)
1

c2s
−
∑

c>0

χ2(c)
8φ(c)

80s

1

c2s

)

Um jetzt präziser Re
hnen zu können, müssen zu rΓE
00 no
h mehr Koef-�zienten bere
hnet werden. Damit wurde der Re
henaufwand von der Be-re
hnung von Koe�zienten zu drei Entwi
klungen auf die Bere
hnung derKoe�zienten zu einer einzigen Entwi
klung reduziert.Für die Entwi
klung zur Spitze 0 in der Spitze 0 wurden no
h 100 weitereKoe�zienten bere
hnet, so dass die Summe über die ersten 600 Koe�zientenbetra
htet werden kann. Das Ergebnis ändert si
h dadur
h lei
ht und esergibt si
h

hanalyt
NT

(DP , DP ) ≈ −2π2 · 1
4
(−0, 05801− 0, 05798− 0, 05798− 0, 05805)

= 1, 14497± 0, 002. (6.10)D) (Abs
hätzung mit Hilfe von Kapitel 5.5 ): Als Alternative zumAusre
hnen weitere Koe�zienten, wird die Funktion ξΓE

jk aus De�nition 5.28von Seite 80 benutzt, um das Ergebnis zu nähern. Der Beginn der Reihekann mit den bere
hneten Koe�zienten bestimmt werden. Für die höherenKoe�zienten, die ni
ht mehr bekannt sind, wird die Funktion ξΓE
jk als Koef-�zientenfunktion gewählt.Für die Gruppe ΓE mit Spitzen 0 und 0 ist

ξΓE
00 : N −→ Q

c 7−→ χ
2
(c+ 1) · 64

10
φ(c).Beim Verglei
h der Werte von rΓE

00 und ξΓE
00 liegt der relative Fehler∣∣∣ r

ΓE
00 (c)−ξΓE (c)

c

∣∣∣ bei gröÿerem c bei unter 5%, wie in der Tabelle 9 auf Sei-te 97 zu sehen ist. Auÿerdem ist der Fehler mal positiv und mal negativ,so dass si
h die Fehler ausglei
hen und die Summe über alle Fehler bei 500Summanden nur bei 20 liegt. Die wi
htigste Eigens
haft dieser Reihe ist aber,96



6.2 Der analytis
he Anteil der Höhe von P = (1, 4) ∈ Edass sie genau das fehlende Residuum hat, wel
hes notwendig ist, damit dieReihe
π1/2 Γ(s− 1/2)

Γ(s)

∑

c>0

(
χ

2
(c+ 1)

(
10φ(c)

100s
+

6, 4φ(c)

64s

)
− χ

2
(c)

8φ(c)

80s

)
1

c2skonvergiert. 
 rΓE
00 (c) ξΓE(c) abs. Fehler rel. Fehler480 856 819,2 -36,8 -0,043481 0 0 0 0482 1516 1536 20 0,013483 0 0 0 0484 1384 1408 24 0,017485 0 0 0 0486 1028 1036,8 8,8 0,009487 0 0 0 0488 1526 1536 10 0,007489 0 0 0 0490 1128 1075,2 -52,8 -0,047491 0 0 0 0492 1012 1024 12 0,012493 0 0 0 0494 1380 1382,4 2,4 0,002495 0 0 0 0496 1516 1536 20 0,013497 0 0 0 0498 1048 1049,6 1,6 0,002499 0 0 0 0500 1324 1280 -44 -0,033Tabelle 9: Näherung an die Koe�zienten von ϕΓE

00Mit dieser Funktion lässt si
h re
ht einfa
h eine Summe über beliebigviele Summanden bere
hnen. Die Genauigkeit des Ergebnisses wird damitnatürli
h ni
ht wirkli
h erhöht, da die weiteren Koe�zienten fals
h sind. Aberdie Bere
hnung wird einen Eindru
k vermitteln, wie weit si
h das Ergebnis,wel
hes dur
h die ersten 500 Koe�zienten gegeben ist, no
h verändert.In diesem Fall kann eine Summe∑jk njnkC̃
ΓE
jk na
h Formel (6.7) bere
h-97



6 Eine arithmetis
he Anwendung der Streukonstantennet werden, indem angenommen wird:
rΓE
∞∞(c) = χ2(c+ 1)10φ(c)

rΓE
∞0(c) = χ2(c)4φ(c)

r̃ΓE
00 (c) = ξΓE

00 (c)Mit Mathemati
a folgt:
CΓE

∞∞ − 2CΓE
∞0 + C̃ΓE

00 = −4 log(2)

5π
≈ −0, 17650Werden nun die ersten 500 Reihenglieder wieder abgezogen, verbleibt einRest, der einen Eindru
k vermittelt, wie weit das Ergebnis aus Formel (6.9)si
h no
h verändert. Für die ersten 500 Reihenglieder ergibt si
h

π1/2 Γ(s− 1/2)

Γ(s)

500∑

c=1

(
rΓE
∞∞(c)

100s
+
r̃ΓE
00 (c)

64s
− 2

rΓE
∞0(c)

80s

)
1

c2s
≈ −0, 17635.Die Di�erenz ist dann −0, 00015. Mit diesen Ergebnissen ist davon aus-zugehen, das der Fehler der Bere
hnung na
h Formel (6.8) in der Gröÿenord-nung von 10−4 liegt.Über den geometris
hen Anteil der Höhe von P = (1, 4): Nun istder analytis
he Anteil der Höhe näherungweise bekannt. Betra
hte nun denalgebrais
hen Anteil, verglei
he dazu Formel (6.4):

halg
NT

(D1, D2) = −
∑

p prim δp log(p)Die Bere
hnung des algebrais
hen Anteils ist in dieser Arbeit ni
ht zuleisten, do
h eine mögli
he Form kann angegeben werden.In Kapitel 3 wurde in Formel (3.1) die Höhe von P als 〈P, P 〉NT ≈ 0, 12838angegeben. Na
h Formel (6.5) ist diese glei
h der Höhe des Divisors DP . Zu-sammen mit dem Ergebnis für den analytis
hen Anteil der Höhe aus Formel(6.10), ist eine Näherung für den algebrais
hen Teil wie folgt zu �nden:
halg

NT
(DP , DP ) = 〈DP , DP 〉NT − hanalyt

NT
(DP , DP )

≈ 0, 12838− 1, 14497

= −1, 01659Der Beweis von Satz 6.1 lässt erwarten, dass die Primzahlen 2 und 5 imalgebrais
hen Anteil auftau
hen und eine mögli
he Darstellung ist
halg

NT
(DP , DP ) = −1

5
log(2)− 6

11
log(5) ≈ −1, 0165098



6.2 Der analytis
he Anteil der Höhe von P = (1, 4) ∈ Emit
−1, 01659− 10−4 < −1, 01650 < −1, 01659 + 10−4,wobei 10−4 die erwartete Genauigkeit des Ergebnisses für den analytis
henAnteil der Höhe ist.Eine andere Darstellung hat die Form
halg

NT
(DP , DP ) = −17

9
log(2) +

2

11
log(5) ≈ −1, 01665.Au
h hier gilt

−1, 01659− 10−4 < −1, 01665 < −1, 01659 + 10−4.So lange die Höhe der Koe�zienten unbes
hränkt ist, verglei
he De�nition1.14, lässt si
h eine beliebig gute Näherung �nden.
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A AnhangA AnhangA.1 InGruppe.javaHier ist der Programm
ode eines Java-Programmes abgedru
kt, mit dem fürein Wort getestet wird, ob die zugehörige Matrix in der Gruppe ΓE ausKapitel 3.2 liegt. Im Programm InGruppe.java ist der Algorithmus 1 imple-mentiert.Eine Erklärung der Befehle ist zum Beispiel im Internet bei [Ja℄ zu �nden.import java . i o . ∗ ;import java . awt . ∗ ;
lass InGruppe{ /∗ ve rknuep f t zwei Permutationen .
∗ Permutationen sigma werden so gegeben :
∗ Als Integer−Array von der Laenge 5 ,
∗ an i−t e r Pos i t i on s t e h t sigma ( i )
∗/publi
 stat i
 int [ ℄ verkn ( int [ ℄ a , int [ ℄ b ){ int [ ℄ perm= {1 ,2 , 3 , 4 , 5} ;for ( int i =0; i <5; i++)perm [ i ℄= b [ a [ i ℄ −1 ℄ ;return perm ;}// bere
hne t das Bi ld unter der Abbi ldung phi_E in S_5publi
 stat i
 int [ ℄ b i l d ( S t r ing l ){ int [ ℄ perm ={1 ,2 ,3 ,4 ,5} ;int [ ℄ P1 ={5 ,1 ,2 ,4 ,3} ;int [ ℄ P2 ={4 ,1 ,2 ,3 ,5} ;int [ ℄ P3 ={2 ,3 ,5 ,4 ,1} ;int [ ℄ P4 ={2 ,3 ,4 ,1 ,5} ;S t r ing v e r g l ="1234" ;for ( int i =0; i< l . l ength ( ) ; i++){
har nun = l . 
harAt ( i ) ;i f ( v e r g l . 
harAt (0 ) == nun )perm = verkn (perm ,P1 ) ;elsei f ( v e r g l . 
harAt (1 ) == nun)perm = verkn (perm ,P2 ) ;elsei f ( v e r g l . 
harAt (2 ) == nun)100



A.2 Magma-Algorithmusperm = verkn (perm ,P3 ) ;elsei f ( v e r g l . 
harAt (3 ) == nun )perm = verkn (perm ,P4 ) ;}return perm ;}/∗ Tes t e t ob e in Element von Gamma(2) in der Untergruppe i s t .
∗ Dabei muss das Element a l s S t r ing in 1 ,2 ,3 ,4 gegeben werden ,
∗ wobei 1 und 2 d i e Erzeuger von Gamma(2)
∗ r e p r a e s en t i e r en und 3 bzw . 4 i h r e Inversen .
∗/publi
 stat i
 boolean inUG ( St r ing a ){ boolean dr in = fa l se ;i f ( b i l d ( a )[4℄==5) dr in=true ;return dr in ;}publi
 stat i
 void main ( St r ing arg [ ℄ ) throws IOEx
eption{ // Ein lesen von der KonsoleSt r ing z e i l e ;Buf feredReader s td in =new BufferedReader (new InputStreamReader ( System . in ) ) ;System . out . p r i n t l n ("Geben Sie Ihren Input ein:" ) ;z e i l e = s td in . readLine ( ) ;boolean was i s= inUG( z e i l e ) ;System . out . p r i n t l n ( was i s ) ;}}A.2 Magma-AlgorithmusAn dieser Stelle ist der vollständige Programm
ode der Magma-Implementie-rung des Algorithmus 3 von Seite 54 zu sehen. Der Programmtext ist nurminimal erläutert. Wie der Algorithmus prinzipiell funktioniert, wurde inden vorhergehenden Kapiteln 3.3, 4.5 und 4.6 ausführli
h erklärt.Bes
hreibungen der einzelnen verwendeten Befehle �nden si
h imMagma-Handbu
h, das auf der Homepage von [Co℄ zu �nden ist./* In die nae
hsten Zeilen muessen die benoetigten* Daten eingegeben werden.*/ 101



A Anhang
min:=1; //Koeffizienten
max:=100;j:=1; //Spitzenk:=6;bj:=2; //Breitenbk:=2;datei:= "Sp16K100";P:=Sym(5);p1:=P!(1,2,3,5); //Bild des 1. Erzeugers von Gamma2p2:=P!(1,2,3,4); //Bild des 2. Erzeugers von Gamma2stab:=5;/* Nun folgen Definitionen und eine Prozedur,* die das Bild eines Wortes bere
hnet.*/G2:=Congruen
eSubgroup(2);Koeffs:=[0: i in [1..(
max+2)℄℄;bild:=fun
tion(w)p:=P!1;for i:=0 to #w-1 doif w[#w-i℄ eq 1 thenp:= p*p1;elif w[#w-i℄ eq 2 thenp:=p*p2^(-1);elif w[#w-i℄ eq -1 thenp:=p*p1^(-1);elif w[#w-i℄ eq -2 thenp:=p*p2;end if;end for;return p;end fun
tion;F:= Open("/u/posingie/Belyi/JavaMagma/3Versu
h/Daten/"\*datei, "w");fprintf F, "Die Koeffizienten \n";102



A.2 Magma-Algorithmus// Die Matrizen fuer die Konjugation werden erstellt.if j ne -1 thenGj:=Matrix(IntegerRing(), 2,2, [j,-1,1,0℄);elseGj:=Matrix(IntegerRing(), 2,2, [1,0,0,1℄);end if;if k ne -1 thenGk:=Matrix(IntegerRing(), 2,2, [0,1,-1,k℄);elseGk:=Matrix(IntegerRing(), 2,2, [1,0,0,1℄);end if;// Der Fall d=0 wird behandelt.for m:=0 to bj-1 dofor n:=0 to bk-1 doevtl:=Matrix(IntegerRing(), 2,2, [0,-1,1,0℄);Mm:=Matrix(IntegerRing(), 2,2, [1,m,0,1℄);Mn:=Matrix(IntegerRing(), 2,2, [1,n,0,1℄);weiter:=Gj*Mm*evtl*Mn*Gk;if weiter[1℄[1℄ mod 2 eq 1 and\weiter[1℄[2℄ mod 2 eq 0 and\weiter[2℄[1℄ mod 2 eq 0 and\weiter[2℄[2℄ mod 2 eq 1 theng:=G2![weiter[1℄[1℄, weiter[1℄[2℄,\weiter[2℄[1℄, weiter[2℄[2℄℄;wi:=FindWord(G2,g);if Image(bild(wi),stab) eq stab thenKoeffs[1℄:=Koeffs[1℄+1;end if;end if;end for;end for;// Die geforderten Koeffizienten werden bere
hnet. 103



A Anhangfor 
:=
min to 
max dofor d:=1 to 
-1 doif GCD(
,d) eq 1 thena:= 0;while a*d mod 
 ne 1 do a:=a+1; end while;b:= (a*d-1)/
;evtl:=Matrix(IntegerRing(), 2,2, [a,b,
,d℄);for m:=0 to bj-1 dofor n:=0 to bk-1 doMm:=Matrix(IntegerRing(), 2,2, [1,m,0,1℄);Mn:=Matrix(IntegerRing(), 2,2, [1,n,0,1℄);weiter:=Gj*Mm*evtl*Mn*Gk;if weiter[1℄[1℄ mod 2 eq 1 and\weiter[1℄[2℄ mod 2 eq 0 and\weiter[2℄[1℄ mod 2 eq 0 and\weiter[2℄[2℄ mod 2 eq 1 theng:=G2![weiter[1℄[1℄, weiter[1℄[2℄,\weiter[2℄[1℄, weiter[2℄[2℄℄;wi:=FindWord(G2,g);if Image(bild(wi),stab) eq stab thenKoeffs[
℄:=Koeffs[
℄+1;end if;end if;end for;end for;end if;end for;fprintf F, "%o\n", Koeffs[
℄;end for;delete F;quit;104
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ThesenBelyi-Morphismen geben einen Zusammenhang zwis
hen über Q de�niertenalgebrais
hen Kurven und ni
ht-holomorphen Eisensteinreihen zu Untergrup-pen Γ von SL2(Z). In der vorliegenden Arbeit wurden mehrere Aspekte indiesem Themenkreis behandelt.Belyi-Morphismen zu elliptis
hen Kurven: Für elliptis
hen Kurven Ewurde eine Konstruktion von Belyi-Morphismen, d.h Morphismen β : E →
P1, die nur über 0, 1,∞ verzweigt sind, unter Einbeziehung von rationalenPunkten der Kurve dur
hgeführt (Satz 2.11):Für eine elliptis
he Kurve E de�niert über Q a�n gegeben dur
h y2 =
x3 +Ax+B mit A,B ∈ Z und einer endli
hen Menge P = {P1, . . . , Pr} vonPunkten aus E(Q) gibt einen einfa
h zu konstruierenden Belyi-Morphismus
β mit der Eigens
haft, dass P ⊂ β−1 {0, 1,∞}.Für den Grad dieses Morphismus' gilt

deg(β) ≤
(
K · max

i=1...r
H(Pi)

4
)(r+2)(r+5)

,wobei
K = max

(
4A3, 34|B|+ |∆E|

)mit ∆E = 4A3 + 27B2 und H ((p
q
, s

t

))
= max(|s|, |t|).Die elliptis
he Kurve E : y2 = x3 + 5x + 10: Zur Bestimmung einerUntergruppe Γ ⊂ Γ(2) zu einem Belyi-Paar gibt es einen theoretis
hen Algo-rithmus. Praktis
h ist das Vorgehen im allgemeinen aber ni
ht auszuführen.In Einzelfällen lässt si
h die Gruppe aber bestimmen (Satz 3.10):Zu dem Belyi-Paar

E : y2 = x3 + 5x+ 10, β(x, y) =
y(x− 5) + 16

32ist die assoziierte Gruppe ΓE ⊂ Γ(2) gegeben dur
h den Morphismus
ϕE : Γ(2) −→ S5
(
−1 0
2 −1

)
7−→ (1235)

(
−1 2
−2 3

)
7−→ (1234)als

ΓE = {γ ∈ Γ(2) | ϕE (γ) ∈ Stab(5)} . 111



Ein Algorithmus zur Bere
hnung der Streumatrix: Ein wesentli
hesErgebnis dieser Arbeit ist ein Algorithmus zur Bere
hnung der Koe�zientenvon Streumatrizen (Kapitel 4.4 und 4.5):Seien Γ ⊂ Γ(1) eine Untergruppe von endli
hem Index, Sj und Sk zweini
ht notwendigerweise vers
hiedene Spitzen von Γ mit Spitzenbreiten bj und
bk. Der Zahl rjk(c) ist der c-te Koe�zient in der L-Reihe, die den Eintrag derStreumatrix zu den Spitzen Sj und Sk de�niert.Um rjk(c) zu erhalten, genügt es, alle Matrizen aus

Mc = { ( 1 m
0 1 )( a ∗

c d )( 1 n
0 1 )

∣∣ 0 ≤ a, d < c ; ggT(c, d) = 1 ;

ad ≡ 1 mod c; 0 ≤ m < bj ; 0 ≤ n < bk }.dahingehend zu testen, ob sie in γ−1
j Γγk liegen, denn es gilt (Satz 4.17):

rjk(c) = #
{
γ ∈Mc

∣∣ γ ∈ γ−1
j Γγk

}Damit ist die Bere
hnung eines Koe�zienten auf einen endli
hen Testreduziert. Der Algorithmus 3 auf Seite 54 führt diesen Test für Gruppen Γgegeben dur
h Permutationen aus. So wird rjk(c) bere
hnet. Die Zahlen, dieder Algorithmus für eine Reihe von Beispielen lieferte, sind in den Tabellen2 bis 6 in Kapitel 4 zu sehen. So lieferte der Algorithmus für die Gruppe ΓEbezügli
h der Spitzen 0 und 3 folgende Reihe:
ϕΓE

03 (s) =
1

64s

(
3

12s
+

6

32s
+

16

52s
+

18

72s
+

18

92s
+

34

112s
+

38

132s
+

28

152s
+

50

172s
+ . . .

)Eigens
haften der Streumatrix: Die Re
henergebnisse erlauben eineReihe von Beoba
htungen zu Streumatrizen und motivierten einige Unter-su
hungen. Es konnte einiges gezeigt werden.
• Jeder zweite Koe�zient in den Einträgen der Streumatrix ist null (Satz5.2).
• Für die Summe der Koe�zienten zu einer Spitze gilt (Satz 5.22):

1

bk

∑

Sj∈S

rjk(c) = φ(c).Damit ist die Summe unabhängig von Spitze und Gruppe.112



• Für Untergruppen Γ′ ⊂ Γ ⊂ Γ(1) von endli
hem Index gelten Relatio-nen zwis
hen den Koe�zientenfunktionen (Satz 5.21):
1

bk′

r∑

i=1

rΓ′

ji k′(c) =
1

bk
rΓ
jk(c) ∀ c ∈ N,wobei Sj =

⋃r
i=1 Sji und Sk′ ⊂ Sk.

• Eine Abs
hätzung für die Gröÿe der Koe�zienten (Satz 5.26). Insbe-sondere wa
hsen die Koe�zienten hö
hstens linear.
• Ist der Belyi-Morphismus an einer Stelle total verzweigt, so hat dieStreumatrix Einträge der Form (Satz 5.31)

π1/2 Γ(s− 1/2)

Γ(s)
· 1

as

∑

c>0

χ2(c+ ι)
b φ(c)

c2s
,mit lei
ht bestimmbaren a, b ∈ N und ι ∈ {0, 1}.

• Die Summe der Streukonstanten zu einer �xierten Spitze ist immerbere
henbar und es gilt (Satz 5.39)
∑

Sj∈S

bjCjk +
3

π
log(bk) = CΓ(1) − 3

π [Γ(1) : Γ]

∑

Sj∈S

bj log(bj),wobei CΓ(1) = − 6
π

(12ζ ′(−1)− 1 + log(4π)) ≈ −2, 60811.Darüber hinaus �elen no
h eine Reihe weiterer interessanter Dinge auf,die zu beweisen aber den Rahmen dieser Arbeit gesprengt hätten. Dazu gehö-ren, dass unter gewissen Bedingungen die Koe�zienten zu zwei Spitzenpaarenglei
h sind und dass immer nur sehr wenige linear unabhängige Koe�zien-tenfunktionen auftreten.Höhenbere
hnung über Streukonstanten: Die Höhenpaarung von ra-tionalen Punkten auf elliptis
hen Kurven kann in einen algebrais
hen undeinen analytis
hen Anteil zerlegt werden. Der analytis
hen Anteil ist dur
hStreukonstanten gegeben und diese lassen si
h dur
h die Koe�zienten rjk(c)approximieren:Auf der Kurve E : y2 = x3 + 5x+ 10 gilt für den analytis
hen Anteil desrationalen Punktes P = (1, 4) ∈ E(Q) (Formel (6.10)):
hanalyt

NT
(P, P ) ≈ 1, 14497. 113
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