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Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit nicht-holomorphen Eisenstein-
reihen zu Untergruppen von SLs(Z), die iiber Belyi-Morphismen zu al-
gebraischen Kurven definiert werden konnen. Dabei treten auch Nicht-
Kongruenzgruppen auf. Insbesondere wird auf die konkrete Berechnung der
konstanten Koeffizienten der Reihen eingegangen.

Im Jahr 1979 hat G. Belyi [Be] bewiesen, dass es zu jeder iiber Q defi-
nierten algebraischen Kurve K eine Uberlagerung 3 in den P! gibt, die nur
iiber drei Stellen verzweigt ist. Da die Kongruenzgruppe I'(2) isomorph zur
Fundamentalgruppe der Sphére ohne drei Punkte ist, erlaubt es der Satz von
Belyi, jedem Paar (K, 3) eine Untergruppe I" von I'(2) zuzuordnen. Wie ge-
nau eine solche Zuordnung vorzunehmen ist, wird zum Beispiel von B. Birch
in [Bi] sowie von G. Jones und D. Singerman in [IS] beschrieben. Dabei wird
die Theorie der Kinderzeichnungen (Dessins d’Enfants) benutzt, die in den
80er Jahren von A. Grothendieck [Gr] begriindet wurde. Kinderzeichnun-
gen bieten eine Moglichkeit, das Verhalten von Uberlagerungen in einfachen
Graphen zu veranschaulichen.

Fiir elliptische Kurven gibt es fiir Belyi-Morphismen konkrete Konstruk-
tionen von L. Khadjavi und V. Scharaschkin in [KS|, die in dieser Arbeit
noch erweitert werden.

Zu einer Untergruppe I' C T'(2) konnen nicht-holomorphe Eisensteinrei-
hen betrachtet werden, wie T. Kubota sie in [Kul] untersucht. Die Streuma-
trix zu einer Gruppe ist durch die konstanten Koeffizienten der Eisenstein-
reihen zu den verschiedenen Spitzen definiert. Die Arakelov-Theorie liefert
Zusammenhénge zwischen der Streumatrix und der Arithmetik von algebrai-
schen Kurven.

Zu den wichtigsten Ergebnissen dieser Arbeit zdhlt ein implementierter
Algorithmus zum Berechnen von Koeffizienten von Streumatrizen, der von
einer Gruppe, gegeben durch einen Morphismus von I'(2) in eine Symmetrie-
gruppe, ausgeht. Es lassen sich so endlich viele Koeffizienten der Eintrige
der Streumatrix berechnen. Dadurch kann die Streumatrix gendhert wer-
den. Der Algorithmus ldsst sich mit leichten Abwandlungen auf alle Grup-
pen I' anwenden, bei denen es mdglich ist zu entscheiden, ob eine gegebene
Matrix aus I'(1) auch in I liegt. Die hier verwendete Darstellung der Un-
tergruppen von I'(2) durch Morphismen in Symmetriegruppen, erlaubt es
auch Nicht-Kongruenzgruppen darzustellen und somit auch Koeffizienten zu
Nicht-Kongruenzgruppen zu berechnen. Auch fiir die hoheren Koeffizienten
der Eisensteinreihen kann der Algorithmus Nidherungen liefern. Dies jedoch
ist nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit.



Bisher sind konkrete Berechnungen von Eisensteinreihen und Streuma-
trizen bis auf einzelne Spezialfille nicht bekannt, siehe dazu A.B. Venkov
[Ve] fiir zykloide Gruppen und V. K. Murty und D. Ramakrishnan [MR]
fiir eine Algebraizititsuntersuchung fiir hohere Koeffizienten. Aufterdem hat
sich D. Hejhal in [He] mit der Beschreibbarkeit von Streumatrizen zu den
wichtigsten Kongruenzuntergruppen beschéftigt.

Ein weiteres Ergebnis der vorliegenden Arbeit ist, dass die Koeffizienten
von Streumatrizen zu Unter- und Obergruppe eng miteinander verbunden
sind. Auch wenn die einzelnen Koeffizienten unbekannt sind, kann doch im-
mer eine Aussage iiber bestimmte Summen von Koeffizienten gemacht wer-
den. Denn die Koeffizienten zu einer Obergruppe setzten sich aus den Koef-
fizienten der Untergruppe zusammen. So ist zum Beispiel die Summe {iber
die Koeffizienten zu einer Spitze immer ein Vielfaches der Euler’schen ¢-
Funktion, siehe dazu Satz Als Konsequenz kann eine gewichtete Summe
der Streukonstanten zu einer Spitze explizit angegeben werden.

Der Algorithmus wird auf eine Reihe dafiir konstruierter Beispiele an-
gewendet. Unter den betrachteten Gruppen befindet sich auch eine Nicht-
Kongruenzuntergruppe. So entsteht umfangreiches Datenmaterial mit hun-
derten von Koeffizienten zu recht unterschiedlich gearteten Gruppen. Die
Sichtung und die Auswertung der Tabellen fiihrten zu vielen weiteren Unter-
suchungen und ergaben neue Ergebnisse (Kapitel ).

Ausserdem sind eine Reihe weiterer Fragestellungen aufgeworfen worden,
die weiterfithrende Forschungen motivieren.

Nach einigen einleitenden Definitionen in Kapitel [ wird in Kapitel
zunichst die Konstruktion von Belyi-Morphismen behandelt. In Satz EZTT]
wird fiir eine gegebene elliptische Kurve iiber Q und eine endliche Menge
von rationalen Punkten auf dieser Kurve eine Konstruktion fiir einen Belyi-
Morphismus gegeben, der die Eigenschaft hat, dass der Morphismus in den
gegebenen rationalen Punkten verzweigt ist. Im Gegensatz zu der Konstruk-
tion, die G. Belyi in seinem Beweis vorschligt, 1dsst sich die hier dargestellte
Konstruktion einfach ausfiihren. Zuséatzlich wird in Satz der Grad des so
konstruierten Belyi-Morphismus abgeschétzt. Im letzten Teil des Kapitels
wird beschrieben, wie von einem Belyi-Paar ausgehend eine Untergruppe von
I'(2) gefunden werden kann. Dabei wird das Vorgehen nach G. Jones und D.
Singerman [IS] sowie J. Wolfart [Wol vorgestellt.

Nach diesen allgemeinen Erlauterungen zu Belyi-Paaren wenden wir uns
in Kapitel Bl einem konkreten Beispiel zu. Mit dem Belyi-Paar

y(x —5) + 16
32

ist aufgrund seiner einfachen Struktur gut zu arbeiten. Auferdem besitzt die

E:y*=2°+52+10, B(r,y) =



Kurve E eine unendliche Gruppe rationaler Punkte. Uber Kinderzeichnungen
wird die assoziierte Gruppe I'p C I'(2) berechnet und untersucht. Aufgrund
der Tatsache, dass bei dem Belyi-Paar (E,3) Punkte unendlicher Ordnung
iiber den Verzweigungsstellen liegen, ist die Gruppe I'p keine Kongruenz-
gruppe.

In Kapitel @l wenden wir uns Eisensteinreihen, Streumatrizen und Streu-
konstanten zu. In den ersten drei Teilen werden die wichtigsten Definitionen
und Begriffe zu diesem Themenbereich gekldrt und fiir die Gruppe I'(2) als
wichtiges Beispiel die Streumatrix und die Streukonstanten ausgerechnet.
Nach dieser Einfithrung wird ein Algorithmus entwickelt, um die Koeffizien-
ten der Eintrdge von Streumatrizen zu berechnen. Dazu ist die Berechnung
eines Koeffizienten in Satz auf die Durchfiihrung eines endlichen Testes
reduziert worden. Der entstandene AlgorithmusBlerlaubt die Berechnung von
endlich vielen Koeffizienten der Streumatrix einer, nach dem Vorgehen aus
Kapitel konstruierten, Gruppe zu einem Belyi-Paar. Der Algorithmus ist
implementiert und auf eine Reihe von Beispielen angewendet worden. In den
Unterkapiteln EE6l und EE7d befinden sich Tabellen mit den ersten Koeffizienten.

Die berechneten Koeffizienten r,;(c) motivieren aufgrund der grofen Zahl
von Regelmifigkeiten, die zu beobachten ist, eine Reihe von Untersuchun-
gen. Das Kapitel Bl beschreibt die wichtigsten gefundenen Eigenschaften von
Streumatrizen.

Zunichst wird in (] gezeigt, dass fir Gruppen I' C T'(1) jeder zweite
Koeffizient null ist. In den folgenden Unterkapiteln und wird zusam-
mengetragen, welche Koeffizientenfunktionen gleich sind und welche lineare
Abhéngigkeiten zeigen. Bei diesen exakten Zusammenhéngen bleiben die Er-
klarungsversuche auf der Ebene von Vermutungen.

Dies #ndert sich in B24] wo nicht mehr einzelne Ergebnisse betrachtet wer-
den, sondern immer mehrere Koeffizientenfunktionen auf einmal. Das funda-
mentale Ergebnis dieses Abschnittes ist eine Relation der Koeffizienten von
Gruppen I' und IV, falls IV C T' eine Untergruppe ist. Wenn die Spitzen
{Si}i_, der Untergruppe die Spitze S; der Obergruppe bilden, gilt fiir die
Koeffizienten eine Relation der Art

n

Srke) = arfie)

i=1

mit a € N. Eine Folge dieser Verbindung ist die Tatsache, dass die Summe der
Koeffizienten zu einer fixierten Spitze immer ein Vielfaches der Euler’schen
¢-Funktion ist. Auch die Ergebnisse der beiden folgenden Unterkapitel ba-
sieren auf der Relation der Koeffizienten. In werden die Koeffizienten
abgeschiitzt, wobei sich herausstellt, dass das Wachstum hdéchstens linear ist,



und der Versuch einer Approximation durch die Euler’schen ¢-Funktion un-
ternommen. Kapitel beschiaftigt sich mit total verzweigten Spitzen. Hat
eine Gruppe eine total verzweigte Spitze, so sind die mit dieser Spitze zu-
sammenhingenden Teile der Streumatrix explizit beschreibbar.

Abschliefend werden in Abschnitt B die Konsequenzen fiir die Berech-
nung von Streukonstanten betrachtet. Streukonstanten zu total verzweigten
Spitzen sind berechenbar. Aufserdem lasst sich immer bestimmen, was die mit
den Spitzenbreiten gewichtete Summe der Streukonstanten zu einer fixierten
Spitze ist.

Am Ende der Arbeit wird noch gezeigt, wie sich die Ergebnisse anwenden
lassen. U. Kiihn gibt in [Kii2] eine Formel zur Berechnung von Héhenpaarun-
gen mittels Streukonstanten an. Diese Berechnung wird fiir einen Punkt der
Kurve E aus Kapitel Bl durchgefiihrt. Dabei werden unterschiedliche Aspekte
der Ergebnisse aus Kapitel bl benutzt.

Mein herzlicher Dank gilt zuallererst Prof. Ulf Kiihn fiir seine umfang-
reiche und engagierte Betreuung. Unter den vielen anderen, die mich darin
unterstiitzten, der Arbeit die vorliegende Form zu verleihen, sind noch zwei
besonders hervorzuheben. Prof. George Shabats geduldige Erkldrungen zum
Thema Kinderzeichnungen erlaubten mir die Konstruktionen in dieser Arbeit
zu vollenden und auf eine theoretische Basis zu stellen. Fritz Hérmann hat
mit seinem Verstidndnis nicht-holomorpher Eisensteinreihen entscheidend zu
den Beweisen einiger Beobachtungen beigetragen.



1 Definitionen und Grundlagen

In diesem einleitenden Kapitel werden fiir die Arbeit benotigte Definitionen
und Grundlagen dargestellt. Dabei sind die zwei Themengebiete ,elliptische
Kurven® und ,die Modulgruppe und ihre Untergruppen® zu unterscheiden.

1.1 Elliptische Kurven

In diesem Kapitel werden elliptische Kurven definiert, so, wie sie in dieser Ar-
beit vorkommen. Aufserdem werden einige wichtige Eigenschaften eingefiihrt
und Hohenfunktionen definiert. Die Hauptreferenz ist [Kul.

Definition 1.1. Fine elliptische Kurve E/Q ist eine nichtsinguldre, pro-
jektive Kubik tiber Q mit einem ausgezeichneten Punkt O mit Koordinaten

in Q .
Lemma 1.2. Zu jeder iber Q definierten elliptischen Kurve E/Q gibt es
eine Q-isomorphe Kurve mit der affinen Darstellung

y* =2°+ Az + B, mit A,B € Z. (1.1)
Beweis: Siehe z.B. [Kn|, Seite 56 ff. O

Im Folgenden wird immer angenommen, dass eine Darstellung wie in ([CTI)
fest gewahlt ist.

Zu einer elliptische Kurve F lassen sich die Diskriminante Ag und die
j-Invarinante jg definieren:

Definition 1.3. Fiir eine elliptische Kurve E, mit affiner Darstellung wie
in (C10), ist die Diskriminante Ag gegeben durch

Ap = —8-(24)° —27- (4B)*. (1.2)
Die j-Invariante berechnet sich wie folgt:
4A3
J(E) =1728 - —. (1.3)
Ap

Bemerkung 1.4. Ist Ay # 0, so ist die Kurve nicht singuldr. Die j-
Invariante bestimmt tiber algebraisch abgeschlossenen Korpern die elliptische
Kurve bis auf Isomorphie.

Definition 1.5. Die Menge der Punkte einer elliptischen Kurve mit rationa-
len Koordinaten wird mit E (Q) benannt. Analog erhalt man fir jeden Kéorper
k mit Q C k die Menge E (k).

Satz 1.6. Fine projektive Gerade schneidet eine elliptische Kurve in 8 Punk-
ten (mit Vielfachheiten gezdhlt).



1 Definitionen und Grundlagen

Beweis: Siehe 7z.B. [Kn|, Seite 43 f. O

Definition 1.7. Mit Satz[LA kann folgende Verkniipfung ,,+“ auf der Menge
E (Q) definiert werden:

Fir P,Q € E(Q) sei PQ der dritte Schnittpunkt der Geraden L(P,Q), die
durch P und Q geht, mit der elliptischen Kurve E. Nach Satz [[A existiert
ein solcher Punkt PQ € E(Q); er ist aber nicht notwendigerweise verschie-
den von P und Q. Fir P = @ sei die Gerade L(P,P) die Tangente der
elliptischen Kurve im Punkt P. Mit dem ausgezeichneten Punkt O wird die
Summe als P+ Q = O (PQ) definiert.

Satz 1.8 (Poincaré). Die Menge E (Q) mit der eben definierten Verkniip-
fung ,,+“ bildet eine abelsche Gruppe mit neutralem Element O und Inversem
—P := (O0) P. Sei k mit Q C k ein Korper, so ist die Addition ,+“ auf
E (k) ausdehnbar und die Inklusion E (Q) C E (k) ist ein Gruppenhomomor-
phismus.

Beweis: Siehe 7z.B. [Knl, S. 67 ff. O

Bemerkung 1.9. Fiir die hier betrachteten Kurven mit affiner Darstellung
wird als neutrales Element der Punkt oo gewdhlt.

Ein Beispiel fiir eine Addition ist in Abbildung[[auf Seite[[Tlzu sehen. Die
zweite Gerade L(PQ, Q) ist parallel zur y-Achse gezeichnet, dies entspricht
im Affinen einer Geraden durch den Punkt oo aus.

Satz 1.10 (Mordell). Die Gruppe der Q-rationalen Punkte einer elliptischen
Kurve iiber Q ist endlich erzeugt. Also hat sie die Form Z" & F, wobei r € N
und F' endlich und abelsch ist; I heifst der Torsionsanteil der Gruppe.

Beweis: Siehe z.B. [Knl, Kapitel TV. O

Satz 1.11 (Mazur). Die Torsionsuntergruppe F' der Gruppe der Q-rationalen
Punkte einer elliptischen Kurve tiber Q ist eine der folgenden:

7/nZ mit n=1,2,3,...,9,10,12
Z/2nZ® 72/27 mit n=1,2,3,4

10



1.1 Elliptische Kurven

L{PQ,0)

PQ%

L(P.Q)

P+Q\/

Abbildung 1: Addition auf einer elliptischen Kurve
Beweis: Siehe [Mal, S. 146. O

Korollar 1.12. Die Kardinalitit des Torsionsteils von E(Q) ist hichstens
16.

Bemerkung 1.13. Der Satz[L 11 bietet eine einfache Methode herauszufin-
den, ob ein Punkt P auf einer elliptischen Kurve E ein Torsionspunkt ist:
Der Punkt P muss nur 16 mal zu sich selbst addiert werden. Stellt sich dabei
heraus, dass die Ordnung von P grofler als 16 ist, so ist P kein Torsions-
punkt.

Fiir den in dieser Arbeit behandelten einfachen Fall einer tiiber Q definier-
ten Kurve sind explizite Berechnungsformeln fir die Addition auf der Kurve
bekannt.

Auf den rationalen Punkten einer Kurve konnen Hohenfunktionen defi-
niert werden.

Definition 1.14. Sei E eine Kurve. Fir einen Punkt P = <p S) € E(Q)

q’t
ist die naive Hohe definiert durch

H(P) = max {|p|,[q[}. (1.4)

11



1 Definitionen und Grundlagen

Die logarithmische Hohe ist

h(P) = log H(P). (1.5)

Definition 1.15. Sei E eine Kurve und P € E (Q) ein Punkt. Die kanoni-
sche Héohe oder auch Néron-Tate-Hdéhe ist definiert als
h (2" P

n—o00 4n

Satz 1.16 (Néron-Tate). Die kanonische Hiohe hyr ist eine quadratische
Form und induziert eine Bilinearform:

<7>NT:E(Q)XE(Q) — R (17)
(P,Q)yy = hve(P+Q)—hyr(P) —hnr(Q).
Beweis: Siehe z.B. [Sil, S. 229. O

Definition 1.17. Die durch die kanonische Hohe in Satz [LIA definierte
Bilinearform ( , )y heift Néron-Tate-Héhenpaarunyg.

1.2 Die Modulgruppe und ihre Untergruppen

Die zweite wichtige Struktur dieser Arbeit ist die Modulgruppe mit ihren
Untergruppen. Sei
H = {z € C|Im(z) > 0}

die obere Halbebene.
Definition 1.18. Die Modulgruppe I'(1) ist definiert als:
[(1) = PSLy(Z) = {(2})| ad —bc =1; a,b,c,d € Z} | £1
Die Modulgruppe I'(1) wirkt auf H durch

az+b . .
V(Z)ZCZerfUYVGF(l), y=(2%)und z € H.

Die Wirkung lisst sich auf H = HU Q U {co} fortsetzen.

12



1.2 Die Modulgruppe und ihre Untergruppen

Definition 1.19. Fir eine natirliche Zahl N sei I'(N) gegeben als:
I'(N) :=ker(m)/ £ 1d, wobei w : SLy(Z) — SLs(Z/NZ)
die kanonische Projektion ist.

Bemerkung 1.20. Die Gruppe I'(N) hat folgende Form:
L(N)={(24) el()] (¢4 =(39) mod N}.

Definition 1.21. Se: I' C I'(1) eine Untergruppe von endlichem Index. Die
Aquivalenzklassen von Q U {oo} unter der Wirkung von I' heiflen Spitzen
von I

Bemerkung 1.22. Zu jeder Gruppe I wie in Definition [LZ1 gibt es nur
endlich viele Spitzen. Unter I'(1) sind alle Elemente aus QU{oo} dquivalent.
['(1) hat also nur eine Spitze.

Definition 1.23. Sei I' C I'(1) eine Untergruppe von endlichem Index und
S ={51,...5,} mit r € N ein Reprisentantensystem fiir die Spitzen von I,
Bezeichne T'; den Stabilisator von S; unter der Wirkung durch I'. Fiir jede
Spitze S; existiert ein y; € I'(1) mit v; (c0) = S; und eine natirliche Zahl
Vb0
0 1/4/b;

o; ' Tio; = ((§1)) (1.8)
Die natiirliche Zahl bj heifit die Spitzenbreite der Spitze S;.

b;, so dass fiir oj = ;- qgilt:

Definition 1.24. Sei I' C T'(1) eine Untergruppe von endlichem Indez. Ei-
ne zusammenhdangende Teilmenge F von H mit der Eigenschaft, dass jeder
Orbit unter der Wirkung von I' genau einen Reprdsentanten in F hat, heifit
Fundamentalbereich von T'.

Bemerkung 1.25. Die Menge
Fray = {z€H| —1<Re(2) <0, |2| > 1}
U{z € H|0<Re(z) <3, 2| > 1}
ist ein Fundamentalbereich fir T'(1). In Abbildung [@ auf Seite ist der

Fundamentalbereich Fr) zu sehen.

(1.9)

Fiir die spiteren Berechnungen ist die Gruppe I'(2) von besonderer Be-
deutung, deshalb wird sie hier genauer untersucht.

Lemma 1.26. Die Gruppe I'(2) hat den Indez 6 in I'. Die Spitzen 0,1, 00
bilden ein Reprasentantensystem der Spitzen fir I'(2). Alle drei haben je die
Breite 2.

13



1 Definitionen und Grundlagen

Abbildung 2: Fundamentalbereich zu I'(1)

Beweis: Die Behauptung folgt aus den Ausfiihrungen in [Lal zu I'(2) auf
Seite 106. 0

Bemerkung 1.27. Fin Fundamentalbereich fiir T'(2) ist gegeben durch

Froy = {ze]HI| —1 < Re(z) <0, |z+%|>%}

1.10
U{z€eH|0<Re(z) <1, |z—3|>3}. (1.10)

In Abbildung [3 aus Seite [[1 ist der Fundamentalbereich Fry zu sehen.

Lemma 1.28. Die Gruppe ['(2) ist eine freie Gruppe vom Rang 2. Die beiden

Matrizen
% o= (%) und (1.11)
no= (%23) 1.12)
erzeugen die Gruppe.
Beweis: Siehe z.B. in [IS], Seite 568. O

14



1.2 Die Modulgruppe und ihre Untergruppen

Abbildung 3: Fundamentalbereich zu I'(2)

15



2 Belyi-Morphismen fiir elliptische Kurven

2 Belyi-Morphismen fiir elliptische Kurven

In diesem Kapitel sollen der Satz von Belyi und seine Anwendung auf ellipti-
sche Kurven vorgestellt werden. Dabei werden sogenannte Belyi-Morphismen
(siehe Definition 23)) fiir elliptische Kurven konstruiert, wobei der Lage von
rationalen Punkten der Kurven besondere Aufmerksamkeit geschenkt wird.
Fiir einen solchen Belyi-Morphismus mit rationalen Punkten wird in Satz
LT eine Konstruktion vorgestellt und im folgenden Satz der Grad des
resultierenden Morphismus abgeschétzt.

Im letzten Teil des Kapitels wird der fiir diese Arbeit wichtige Satz
iiber Aquivalenzen zu Belyi-Paaren vorgestellt und beschrieben, wie zu einer
iiber Q definierten algebraischen Kurve eine Gruppe I' C I'(2) definiert wird.

2.1 Der Satz von Belyi

Der Satz von Belyi beschéftigt sich mit der Moglichkeit, wenig verzweigte
Abbildungen von algebraischen Kurven K auf den P! zu erzeugen.

Definition 2.1. Sei K eine algebraische Kurve und v : K — P! eine
endliche Uberlagerung, das heift, jeder Punkt des P' hat nur endlich viele
Urbilder. So ist die Zahl der Urbilder fast iberall gleich. Es kann aber endlich
viele Punkte in P geben, an denen v weniger Urbilder hat. Diese Punkte
werden als kritische Werte oder Verzweigungsstellen bezeichnet.

Satz 2.2 (Satz von Belyi). Sei K eine algebraische Kurve. Dann sind fol-
gende Eigenschaften dquivalent:

(i) Die Kurve K ist iiber Q definiert.

(ii) Es gibt einen iber Q definierten Morphismus B : K — P, der hich-
stens drei kritische Werte hat.

Beweis: Die Implikation (i) = (i) wurde von G. Belyi in [Be| 1979 erstmals
bewiesen, durch Angabe einer Konstruktion. Die Umkehrung folgt aus schon

langer bekannten Tatsachen und geht bis auf Arbeiten von Weil zuriick. Ein
ausfiihrlicher Beweis findet sich z.B. in [DD] S. 445 ff. O

Definition 2.3. Ein Morphismus mit den FEigenschaften der Abbildung (3
aus Satz [ZA heifit Belyi-Morphismus; das Paar (K,(3), bestehend aus der
Kurve K und dem Morphismus 3, heifst ein Belyi-Paar.

Bemerkung 2.4. Bely: gibt fiir den Morphismus eine explizite Konstrukti-
on an, doch ist diese Konstruktion schwer durchzufihren. Sie erfordert die
Berechnung von Minimalpolynomen und Nullstellen von Polynomen hohen

Grades.
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2.2 Anwendung auf elliptische Kurven

2.2 Anwendung auf elliptische Kurven

Der Satz von Belyi besagt, dass es fiir iiber Q definierte algebraische Kurven
einen Belyi-Morphismus gibt. Dies gilt insbesondere fiir elliptische Kurven.
Im Beweis des Satzes wird ein Algorithmus gegeben, einen solchen Morphis-
mus zu berechnen. Doch dieser Algorithmus ist schwer umzusetzen. L. Khad-
javi und V. Scharaschkin haben sich in [KS| mit der Moglichkeit beschéftigt
einfache Belyi-Morphismen zu elliptischen Kurven anzugeben. Sinnvoll ist
es, Belyi-Morphismen zu berechnen, die einen moglichst kleinen Grad ha-
ben, denn nur diese erlauben es, mit dem Belyi-Paar zu arbeiten.
Betreffend elliptischer Kurven gilt der folgende Satz:

Satz 2.5 (Khadjavi, Scharaschkin). Sei E eine iber Q definierte ellipti-
sche Kurve mit j-Invarianten jg. Dann g¢ibt es einen Belyi-Morphismus
B:E — P!, mit folgender Figenschaft:

(1) deg(B) <4, falls jp = 1728
(ii) deg(B) < 6, falls jp =0

(iii) deg(B) < 24H (7£), sonst, wobei H (g) = max {|p|, |q|} die naive
Hohe ist.

Beweis: Siehe [KS]. Im Beweis werden fiir die Belyi-Morphismen konkrete
Konstruktionen gegeben. O

Bemerkung 2.6. Die Belyi-Morphismen aus dem Beweis zu Satz[Z2, siehe
dazu [KS], sind, ausgehend von einer affinen Darstellung der elliptischen
Kurve, direkt abzulesen.

Bemerkung 2.7. Der Grad des Morphismus, wie er von Khadjavi und Scha-
raschkin konstruiert wird, ist schon fir Kurven mit kleinen Koeffizienten sehr
grofs. Maglicherweise gibt es Belyi-Morphismen von kleinerem Grad.

Wir wollen nun weitere Anforderungen an den Belyi-Morphismus stel-
len. Sei E eine elliptische Kurve und P = {P,...P,} eine endliche Men-
ge von Punkten aus F(Q). Gesucht ist ein Belyi-Morphismus 3, fiir den
die Menge P iiber den kritischen Werten liegt, d.h. ein Morphismus mit
P C B {Verzweigungsstellen}. Fiir diesen Fall ist die Konstruktion von
[KS] nicht mehr anwendbar.

A. Granville hat sich mit der entsprechenden Frage fiir Belyi-Morphismen
B3 : P! — P! beschiiftigt.
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2 Belyi-Morphismen fiir elliptische Kurven

Satz 2.8 (Granville). Sei M = {z1,..., 2.} eine Menge rationaler Zah-
len mit mindestens zwei FElementen. Dann qibt es einen Belyi-Morphismus
B : P! — P, bei dem die Punkte von O diber {0,1,00} liegen, mit:

wobei H (%) = max {|p|, [¢|} ist.

Beweis: Der vollstindige Beweis findet sich in [Li], S.335 f. Hier wird nur
die Konstruktion vorgestellt, da sie spéter bendtigt wird. Sei A die kleinste
positive ganze Zahl, so dass :

a; = — €L, Vi (2.1)
I (z; — @)
j=1
J#i
Dann ist
Bx)=]]@—a)" (2:2)
i=1
ein Belyi-Morphismus mit den gewiinschten Eigenschaften. O

Bemerkung 2.9. Die Abschdtzung aus Satz [Z8 ist nicht scharf.

Das Resultat aus Satz 1dft sich nutzen, um fiir eine elliptische Kurve
mit einer Menge von rationalen Punkten einen Belyi-Morphismus zu finden
und dessen Grad abzuschétzen. Als Vorbereitung wird folgendes Lemma be-
wiesen:

Lemma 2.10. Sei E : y? = 23+ Ax+ B mit A, B € Z eine elliptische Kurve.
Dann ist die Abbildung

v: E — C
1
(@y) — 1 (27y* — 2 27By* + 4A° + 27B%)

. . 3 2
nur noch verzweigt tiber {O, 1, %, oo}
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Beweis: Die Projektion 7 : (z,y) — y ist iiber co verzweigt, da 71 (00) = occ.
An einer anderen Stelle a € C ist 7 verzweigt, wenn p := 23 + Az + B — a?
doppelte Nullstellen hat. Dafiir muss die Diskriminante von 22+ Az + B — a?
null sein, also p und p’ eine gemeinsame Nullstelle haben. Dies tritt fiir genau
die a ein, die sich durch Einsetzen der Nullstellen von p’ = 32% + A in
+va3 4+ Ax + B ergeben. Als Losungen ergeben sich vier nicht unbedingt
rationale Punkte. Seien dies die Punkte py, ps, p3 und py. Verkniipft man nun
die Projektion 7 mit dem Polynom g, gegeben durch:

4
9:=(y=p)y—p)y—ps)(y —pa) =y" = 2By’ + = A+ B,
so werden diese Verzweigungspunkte auf die Null verschoben. Die Verkniip-
fung ist also iiber 0 verzweigt und weiterhin iiber oo, da g(co) = oo. Jedoch
konnen neue Verzweigungspunkte entstehen: Die Stellen a, fiir die das Poly-

nom g — a doppelte Nullstellen hat. Die Nullstellen von ¢’ = 443 — 4By sind
{O, i\/E}; eingesetzt in g ergeben sich {0, %,% —1—32}. Diese Punkte
sind alle rational. Die Abbildung g o 7 ist also verzweigt iiber

4A3 4A3

— — +B? .

{0’ o7 27 ’OO}
Mit ¢ = 25 - (g o m) folgt die Behauptung.
O

Nach dieser Vorarbeit ist es moglich einen Belyi-Morphismus fiir eine
elliptische Kurve und eine Anzahl rationaler Punkte anzugeben:

Satz 2.11. Sei E : y?> = 23+ Ax+B mit A, B € Z die affine Darstellung einer
elliptischen Kurve und P = {Py,...P,} eine endliche Menge von Punkten aus
E(Q). Weiterhin seien v der Morphismus

v: E — C
1
(x,y) +— Ve (27y4 —2-27By* +4A% + 2732)
und e B2
4A° + 27
, J—
P—w(P)U{O, 1, BTV }
sowie 4
a, = €Z, Vi,
8 (qg—p)
aeP"\{p}
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2 Belyi-Morphismen fiir elliptische Kurven

wobei A die kleinste positive Zahl ist, so dass alle a, in Z liegen.
Dann ist die Abbildung

Bp: E — C
(@9) — (Tler W —)") 0 ¥(y)

ein Belyi-Morphismus mit P C 35" {0,1,00}.

(2.3)

Beweis: Aus Lemma und der Konstruktion aus dem Beweis von Satz
28 siehe dazu die Formeln (1) und (Z2), folgt die Behauptung. O

Im folgenden Satz wird nun der Grad des Morphismus aus Satz EZTT]
abgeschitzt.

Satz 2.12. Sei E : y*> = 2 + Az + B mit A,B € 7Z die affine Darstel-
lung einer elliptischen Kurve und P = {Py,...P.} eine endliche Menge von
Punkten aus E(Q), dann gibt es einen Belyi-Morphismus 3 : E — C mit
P C B7'40,1,00} fiir dessen Grad gilt:

(r+2)(r+5)
deg(B) < (K . max H(PZ-)‘*) ,

i=1..
wobes
K = max (44°, 3'|B| + |Ag|)
mit Ap = 443 4+ 27B2.

Beweis: Betrachte den Belyi-Morphismus 3, aus Formel (Z3). Dieser Mor-
phismus erfiillt die Behauptung. Der Satz von Granville (Satz [Z8)) soll auf
Bp angewendet werden.

Um den Grad abzuschétzen, muss zunichst die Héhe von ¢ (P) abge-
schitzt werden. Sei p = (},£) ein rationaler Punkt auf der Kurve, dann
gilt:

4 2
spy _ L Py _q. P 3 2
o(32) = (= (2) e (2) s wrns)

27p* — 2. 27Bp* + (4A°% + 27B?) ¢*
4 A3

Fiir die Hohe folgt:

m(o(03) = G

max (4A3, 27+ 2-27|B| + |AE|)

VAN
=
VR
<3
N~
S

max (44°, 3'|B| +|Agl)
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2.2 Anwendung auf elliptische Kurven

Nach Satz erhilt man dann folgende Abschitzung:

deg(8) < maxH (p)" 2"
p'€P’

Y

(r4+2)(r+5)
< (max (44°, 3YB| + |Ag|) - max H(PZ-)A‘)

i=1,...,7
womit der Satz bewiesen ist. O

Zum Ende dieses Unterkapitels sollen die Satze ZT1] und auf eine
elliptische Kurve angewendet werden, die in der weiteren Arbeit eine wich-
tige Rolle spielt. Spater wird ein anderer Belyi-Morphismus zu dieser Kurve
verwendet, vergleiche dazu Satz B0l

Beispiel 2.13. Wir betrachten die elliptische Kurve E : y? = 23 + 5z + 10.
Diese hat den rationalen Punkt P = (1,4).

Fiir die Kurve E und die Menge M = {P}, die nur aus dem einen Punkt
besteht, ergibt sich mit Satz [Z11 der Morphismus:

1 32\ / 1 28\
— [ —— (27t — 5a?) + 22 2Tyt — 54?) 4+ =2
B(x,y) (500( Ty 5y)+5) (500( Tyt — 54y7) + 5)

1 @2/ 1512\
——(27y* — 549° —(27y* — 54y?) — —=
(500( y y)) (500( Yy — 54y°) 125) :

wobei
4y = 2231154727
ap = 283%5%7.172,
as = 385°172 und
as = 2*5°7.
FEs ist also
deg(ﬁ) — 4(223115472+2833547_172+3855172+24597)
= 216740920000
102,

Die Abschdtzung nach Satz[Z14 liefert
deg(B) <27 -5'8.17%0. 4018,

Die Abschitzung ist von der Gréfienordnung von 1026,

Dieses Beispiel veranschaulicht, dass der Morphismus aus Satz[Z 11l schon
fiir einfache Beispiele sehr kompliziert werden kann. Auferdem erkennt man,
dass die Abschdtzung eher grob ist.
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2.3 Aquivalenzen zu Belyi-Paaren

Belyi-Paare zu elliptischen Kurven bieten einen Ansatz, die Kurven aus an-
dern Perspektiven zu betrachten und zu bearbeiten, weil die Menge der Belyi-
Paare in 1-1-Korrespondenz zu ganz anders gearteten Mengen steht.

Eine der korrespondierenden Mengen, die der Dessins d’Enfants, ist in der
Literatur nicht einheitlich definiert. Deshalb sei folgende Definition zuerst
angefiihrt.

Definition 2.14. Sei M eine orientierte kompakte 2-Mannigfaltigkeit und
D ein zusammenhdngender bipartiter, d.h. 2-firbbarer, Graph auf M mit der
Figenschaft, dass M \ D disjunkte Vereinigung einfach zusammenhdngender,
offener Mengen ist. Dann heifit D ein Dessin d’Enfants auf M.

Jetzt lasst sich folgender Satz formulieren:

Satz 2.15. Folgende Mengen stehen in 1-1-Korrespondenz, wobei bei allen
Mengen noch gewisse Identifikationen beachtet werden miissen:

(i) Belyi-Paare (E,B) vom Grad n.

(i1) Paare (M,®), wobei M eine kompakte Riemannsche Fliche und @ :
M — PY(C) eine n-blittrige Uberdeckung mit hichstens drei Verzwei-
gungsstellen ist.

(111) Dessin d’Enfants mit n Kanten.

(iv) Tripel (0g,01,04) mit 0g,01,00 € Sy, wobei (0g,01) transitiv wirkt
und 0g010s = td gilt.

(v) Untergruppen I' C T'(2) vom Index n.

Beweis: Dieser Satz ist eine Kombination des Theorems 1.5.2 aus [Bo] und
den Aquivalenzen in Theorem 1 in [Bil. O

In dieser Arbeit wird im Weiteren interessieren, wie man zu einem Belyi-
Paar aus (i) die assoziierte Untergruppe aus (v) bestimmt. Eine Méglichkeit
dies zu tun wurde in [IS] und [Wo| ausfiihrlich erldutert. Im Folgenden wird
das Vorgehen nach diesen beiden Artikeln skizziert.
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2.3 Aquivalenzen zu Belyi-Paaren

Vorgehen: Die Berechnung der assoziierten Untergruppe von I'(2) zu ei-
nem Belyi-Paar geschieht in drei Schritten:

1. Schritt Das Dessin D zu dem Belyi-Paar (E, 3) wird bestimmt.
2. Schritt Die Permutationsgruppe (oo, 1) wird abgelesen.

3. Schritt Die Untergruppe I' C I'(2) wird durch einen Morphismus be-
schrieben.

Der 1. Schritt: Sei (F,3) ein Belyi-Paar. Der projektive Raum P!(C)
kann mit C U oo identifiziert werden. Die Verzweigungsstellen von 3 konnen
als {0,1,00} angenommen werden. Uber eine Konstruktion mit der Weier-
straf’schen @-Funktion sind elliptische Kurven Riemannsche Flichen vom
Geschlecht eins. Folgende Mengen bilden ein Dessin d’Enfants D auf der
Riemannschen Flache, die durch E gegeben ist:

B (]0,1[) bildet die Kanten von D.
B1(0) ist die Menge der weiken Ecken von D.
B! (1) ist die Menge der schwarzen Ecken von D.

Fiir ein Dessin, das auf diese Art und Weise entsteht, ist die Anzahl
der Kanten durch den Grad des Belyi-Morphismus’ gegeben; die Ecken des
Dessins entsprechen den Urbildern von Null sowie Eins und jedes Urbild von
oo entsprechen einer Flache.

Der 2. Schritt: Seiein Dessin D mit n Kanten gegeben. Aus diesem Dessin
kénnen drei Permutationen abgelesen werden.

Als erstes miissen die Kanten abgezihlt werden; die Reihenfolge ist dabei
unbedeutend. Wenn die Kanten nummeriert sind, kann an jeder Ecke des
Dessins ein Zykel abgelesen werden. Der Zykel ergibt sich, indem die mit
der Ecke verbundenen /inzidenten Kanten entsprechend der Orientierung ab-
gezdhlt werden. Nun wird wird die Permutation oy durch das Produkt der
disjunkten Zykel, die zu den weiften Ecken gehoren, gegeben und oy als das
Produkt der Zykel der schwarzen Ecken. Die dritte Permutation 1aft sich
dann durch oo, = 01_1 oao_1 berechnen. o, korrespondiert dann mit den Fli-
chen des Dessin. {0y, 0q) wirkt transitiv, da das Dessin zusammenhéngend
ist.
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2 Belyi-Morphismen fiir elliptische Kurven

Abbildung 4: Ein Dessin auf der Ebene

Beispiel 2.16. Um das Ablesen der Permutationen besser zu verstehen, wird
ein Beispiel betrachtet. Sei das Dessin in Abbildung[{] gegeben und die Ecken,
Kanten und Fldchen wie in der Abbildung benannt.

Das Dessin hat 8 Kanten. Die gesuchten Permutationen sind also aus
Ss. Betrachte zuerst die weiflen Ecken. Die Kanten 1 und 2 sind mit W
verbunden, also bleibt als Zykel nur die Transposition (1,2). In Wy treffen
drei Kanten auf einander: 3,5 und 6. Wenn die Kanten entsprechend des
mathematische Drehsinns rotiert werden, ergibt sich der Zykel (3,6,5). Fir
Wy liest man entsprechend (4,8,7) ab. Da der Graph bipartit ist, d.h. jede
Kante mit genau einer weiffen Ecke verbunden ist, sind die Zykel disjunkt.
Dies fiihrt dazu, dass das Produkt der Zykel nicht von der Reihenfolge der
Verkniipfung abhdngt und somit eindeutig bestimmdt ist. Das gleiche Vorgehen
bei den schwarzen Ecken erqibt drei anderen Zyklen. Da Sy nur mit einer
Kante verbunden ist gehért zu Sy die Identitat. Insgesamt gilt:

oo = (1,2)(3,6,5)(4,8,7)
o = (1,2,4,3)(6,7,8)
0o = 0705 =(1,3,4,2)(6,8,7)(1,2)(3,5,6) (4,7,8) = (2,3,5,8) (4,6)

Bemerkung 2.17 (0., korrespondiert zu den Flichen). So wie die Permu-
tationen oy und o1 um die weiflen und die schwarzen Ecken lduft” , ldauft
Os um die Flichen. Jeder Zykel gehort zu einer Fldche. Da aber jede Kante
an zwei Flichen grenzt (oder an eine Fliche doppelt) und die Zykel disjunkt
sind, taucht in dem Zykel zu einer Fliche nur jede zweite Kante auf. Dement-
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sprechend korrespondiert der Zykel (2,3,5,8) zur Fliche Fy, der Zykel (4,6)
zur Flache Fy und die Fizpunkte 1 und 7 zu den Fldachen Fy und F3, die von
nur zwei Kanten umschlossen werden.

Der 3. Schritt: Sei ein Tripel von Permutationen (og, 01,04 ) gegeben.
Die Relation ogoy04 = id bewirkt, dass (0, 01, 00) = (00, 01) =: G gilt.

Also existiert ein natiirlicher Morphismus ¢’ von (p, q), der von zwei Ele-
menten erzeugten freien Gruppe, in die Gruppe G wie folgt:

¢ pqg — G
p — O'O

q —— 01

Auferdem gilt: Die Gruppe I'(2) ist isomorph zu (p, ¢), da nach Lemma [[28§
I'(2) frei erzeugt wird von

Yo 1= (_21 Pl) und ~; := (:%3).

Es ergibt sich folgender surjektiver Morphismus von I'(2) auf G:
p:I(2) — (g — G
Yo P —  0p (2.4)

"}/1 — p — 01

Sei H die Stabilisatoruntergruppe eines Elementes in G. Aus dem Beweis von
Satz ELTH folgt dann, dass ¢! (H) die gesuchte Gruppe ist, also

I':=¢ ' (H).
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3 Die elliptische Kurve E : y> = 23 + 52 + 10

Ziel dieses Abschnittes ist es, ein Beispiel genauer zu betrachten. Fiir die
elliptische Kurve F, affin gegeben durch

E: y* = 2%+ 5z + 10,

soll eine gewisse assoziierte Untergruppe I'g von I'(2) berechnet werden. Dazu
sind drei Schritte notwendig. Zuerst wird das Dessin bestimmt, dann das
dazugehorende Tripel an Permutationen und schlieflich die Gruppe.

Als erstes wollen wir aber die Kurve etwas genauer betrachten und dabei
motivieren, wieso gerade dieses Beispiel gewahlt wurde.

3.1 Eigenschaften von F

Von der elliptische Kurve E : y* = 2° + 5z + 10 sind folgende Eigenschaften
bekannt:

Nummerierung: Die Kurve ist in den Tabellen von Cremona [Cr| unter
der Nummer 400H1 gelistet.

E(Q): Der Rang der Gruppe E(Q) ist 1 und die Torsion trivial (siehe [Cx]).
Elkies gibt in [EIT] den Punkt P = (1,4) als Erzeuger von E(Q) an.

L-Reihe: Zu der Kurve gibt es eine L-Reihe folgender Form:

o0

L(E,s) = Z a,n”°.

n=1

Mit Hilfe das Computeralgebrasystems Pari lassen sich die Koeffizienten der
L-Reihe berechnen. Das Programm bendtigt dafiir eine Darstellung der Kurve
in global minimaler Weierstrafkform.

Definition 3.1. Eine Gleichungsdarstellung einer elliptischen Kurve E ist
minimal in der Primzahl p, wenn die Potenz von p, die Ag teilt, nicht durch
einen zuldssigen Variablenwechsel iber Q reduziert werden kann, so dass alle
Koeffizienten p-ganz sind, d.h. p zum Nenner der Koeffizienten teilerfremd
15t.

FEine Gleichungsdarstellung heifit global minimal, wenn sie in allen Prim-
zahlen minimal ist und die Koeffizienten ganz sind.
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Das folgende Lemma bietet eine einfache Methode zu bestimmen, ob
eine Gleichungsdarstellung global minimal ist.

Lemma 3.2. Sei p eine Primzahl und E eine elliptische Kurve mit ganzen
Koeffizienten und Diskriminante Ag € 7. Wenn fir die Primfaktorzerlegung
von Ag =pi'-...-pn gilt, dass r; < 12 fir allei =1,...,n, so liegt E in
minimaler Weierstrafifform vor.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Lemma 10.1. auf Seite 291 [Kn] und der
Definition der global minimalen Weierstrafsform. O

Angewandt auf die Kurve E ergibt sich:

Korollar 3.3. Die elliptische Kurve E liegt mit der Darstellung y*> = 2% +
5x + 10 in global minimaler Weierstrafsform vor.

Beweis: Mit p = 5 und ¢ = 10 ist die Diskriminante von F nach Formel (C2)
Ap = —8(2p)* — 27(4¢)* = =8 - 10° — 27 - 40? = —51200 = —2'* . 52,
Aus Lemma folgt nun die Behauptung. O

Die Bedingungen, die Pari an die eingegebenen Daten stellt, sind also
erfiillt. Der folgende Befehl berechnet die ersten 30 Koeffizienten der L-Reihe,
wobei die erste Zeile die Kurve definiert und die zweite die Koeffizienten
berechnet.

E = ellinit([0,0,0,5,10]);
ellan(E,30)

Pari berechnet als erste Summanden der L-Reihe:

1 3 2 6 1 4 5 1 6
L(E - _ = - - - - - - _ __ _
Es)=f -5 twte o 3 17 190 a2t

Regulator: Auch der Regulator dieser Kurve lisst sich mit Pari berechnen.
Nach [EIT] ist bekannt, dass F(Q) Rang 1 hat und die Gruppe vom Punkt
P = (1,4) erzeugt wird.

Definition 3.4. Seien E eine tiber Q definierte elliptische Kurve und die
Menge {Py,...P,} eine Basis fir den freien Anteil von E(Q). Der Regulator
von E st

Rpq = det ((Pi, Pj) yp) -
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Im Fall von Rang 1 reduziert sich die Berechnung des Regulators auf die
Hohenpaarung des erzeugenden Elements mit sich selbst. Mit Pari ist dies
dirch die folgenden Befehlen moglich:

E = ellinit([0,0,0,5,10]);
ellbil(E, [1,4]1, [1,4])

Das Ergebnis ist
Rp = 0,128375062946050869. (3.1)

Belyi-Paar: N. Elkies gibt in [EIl] zu der Kurve E einen sehr einfachen
Belyi-Morphismus von geringem Grad an.

Lemma 3.5. B(z,y) = y(z — 5) ist ein Morphismus vom Grad 5.

Beweis: Der Grad der Abbildung 3 ist die Anzahl der Blétter. Sei a € B(F).
Gesucht ist die Anzahl der Urbilder von a. Dies sind die Losungen des Glei-
chungssystems:

o = yz-5)

y> = 22 +5x+10 (3-2)
Fiir z # 5 folgt y = —%¢, also
(-2)* = 23 +50410
N a> = (2% + bz + 10)(22 — 10z + 25) (3.3)

=N 0 = z°—10x* + 3023 — 4022 + 25z + 250 — a?.

Es ergibt sich ein Polynom vom Grad 5. Im allgemeinen gibt es demnach 5
Urbilder, also 5 Blitter. Die Abbildung hat demnach Grad 5. O

Satz 3.6. Das Paar
E:y*=2"+52+10, B(z,y)=y(r—5) (3.4)
ist ein Belyi-Paar vom Grad 5.

Beweis: Aus Lemma ist bekannt, dass der Morphismus 3 den Grad 5
hat. Um den Satz zu beweisen, bleibt zu priifen, dass die Abbildung 3 nicht
mehr als drei Verzweigungsstellen hat.

Es ist sofort ersichtlich, dass B in oo verzweigt ist, da B8 '(c0) = oo.
Weitere Verzweigungsstellen liegen dort, wo fiir a € C das System aus
Formel (B2) nicht die maximalen 5 Losungen hat, also dort, wo die Glei-
chung (B33) doppelte Nullstellen hat. Dies sind jene Fille, in denen die Dis-
kriminante null ist. Mit dem Computeralgebraprogramm Maple ldsst sich die
Diskiminante berechnen und die Nullstellen finden:
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solve(discrim(x~5-10*%x"4+30%x~3-40*%x~2+25%x+250-a"2
,x)=0,2a) ;

Das Ergebnis ist {0,4+16}. In Null ist der Morphismus nicht verzweigt, denn
neben den drei Lésungen fiir y = 0 liefert x = 5, was oben ausgeschlos-
sen wurde, noch zwei Losungen. Also ist der Morphismus hochstens iiber
{£16, 00} verzweigt. O

Bemerkung 3.7. Wenn bekannt ist, wo der Belyi-Morphismus verzweigt ist,
lassen sich diese Stellen auf {0, 1,00} normieren. Fir die Kurve E ist

B:E — P!
y(x —5)+ 16 (3.5)

ein Belyi-Morphismus, der nur dber {0,1,00} verzweigt ist.

Verzweigungen:

Satz 3.8. Fiir den Belyi-Morphismus aus Bemerkung [T gilt:

B (0) = 4-(1,4)+1-(6,—16)
B (1) = 4-(1,—4)+1-(6,16) (3.6)
B(c0) = 5-00

Beweis: Die Behauptung folgt leicht durch Berechnen der Loésungen des
Gleichungssystems

y(x —5) + 16
32
y> = 2°+ 5z +10

fir a € {0, 1, c0}. O
Somit liegt der Erzeuger von E(Q) iiber den Verzweigungsstellen.

Bemerkung 3.9. Der Grad des Morphismus’ 3 zur Kurve E ist deutlich
kleiner, als der Grad eines nach Satz[Z13 konstruierten Belyi-Morphismus’,
bei dem sich ein Morphismus von 12-stelligem Grad ergab. Siehe dazu Bei-

spiel 213 auf Seite [Z1.
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3.2 Die zu (FE, 3) assoziierten Gruppe ['g

Fiir das Belyi-Paar
E:y* = 22+ 52+10
y(r —5) + 16 (3.7)
oy — M2

soll jetzt die zugehorige Untergruppe I'p von I'(2) berechnet werden. Dazu
wird die Methode benutzt, die in Kapitel vorgestellt wurde.

Ergebnis dieses Kapitels ist der folgende Satz:
Satz 3.10. Zu dem Belyi-Paar (E,3) aus Formel [B1) ist die assoziierte
Gruppe U'p C T'(1) gegeben durch den Morphismus
VE F(Q) — 55
(_21 _01) — (1235) (3.8)
(:%%) — (1234)

als
I'p={y€l(2)]¢r(y) € Stab(5)}. (3.9)

Beweis: Der Satz folgt aus den Ausfiihrungen in diesem Kapitel. 0O

Satz 3.11. Die Gruppe I'g ist keine Kongruenzuntergruppe.

Beweis: Der Punkt P = (1,4) € E erzeugt die unendliche Gruppe E(Q). In
diesen Fall ist sowohl P € {0, 1,00} als auch O € {0,1,00}. Aus der Theorie
der elliptischen Kurven folgt, dass der Spitzendivisor P — 0 € Pic’(E) kein
Torsionsdivisor ist. Mit dem Theorem von Manin und Drinfeld, siehe z.B.
[E12], folgt dann die Behauptung. O

Herleitung der Gruppe I'g

Nach der Methode aus Kapitel 23] muss das zu (E, 3) gehorende Dessin be-
rechnet werden. Die Urbilder der Verzweigungsstellen und die zugehorenden
Verzweigungsordnungen sind aus Formel (Bf) bekannt. Demnach ist die An-
zahl der Ecken und deren Valenzen bekannt: Es handelt sich also um einen
5-kantigen bipartiten Graphen, der zwei weifte und zwei schwarze Ecken hat,
von denen jeweils eine die Valenz vier und eine die Valenz eins hat. Der
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3.2 Die zu (FE, 3) assoziierten Gruppe I'g

Abbildung 5: Der abstrakte Graph auf der Ebene

Graph, der sich in der Ebene ergibt, ist auf Abbildung B auf Seite B1l zu
sehen.

Da oo nur ein Urbild besitzt, hat das Dessin nur eine Flidche und weil es
sich um eine elliptische Kurve handelt, ist das Dessin in einen Torus einge-
bettet.

Um zu bestimmen, wie genau das Dessin aussieht, betrachten wir direkt
die Permutationsgruppe G. Die Gruppe G ist eine Untergruppe von S5, da der
Belyi-Morphismus Grad 5 hat. Die Informationen iiber die Anzahl der Punkte
und der Valenzen reichen aus, die Gestalt der erzeugenden Permutationen zu
kennen. Zu den Verzweigungspunkten gehdren folgende Zykel:

zu 0:
1 Punkt mit Valenz 4 «+— 4-Zykel
1 Punkt mit Valenz 1 «+— 1-Zykel
zu 1:
1 Punkt mit Valenz 4 «— 4-Zykel
1 Punkt mit Valenz 1 «+— 1-Zykel
7U 00:

1 Punkt mit Valenz 5 «— 5-Zykel

Die Permutationen oy und oy sind 4-Zykel, da ein 1-Zykel ein Fixpunkt ist.
Die Benennung der Kanten ist beliebig und so kann der erste 4-Zykel als oy =
(1234) gewihlt werden. Im zweiten 4-Zykel muss die Kante 5 enthalten sein,
denn sonst wirkt (og, o1) nicht transitiv. Die Benennung der Kanten kann so
gewahlt werden, dass 4 nicht im Zykel vorkommt. Der Zykel kann mit o; =
(abch) benannt werden, wobei {a,b,c} = {1,2,3}. Bei dem Dessin handelt
es sich um eine Verkniipfung der beiden Teile, die in Abbildung [ auf Seite
dargestellt sind. Mogliche Belegungen fiir a, b, ¢ sind die, bei denen oo
ein 5-Zykel ist, da zu dem einen Punkt iiber oo ein 5-Zykel korrespondiert.

Jetzt konnen alle Moglichkeiten fiir a, b, ¢ ausprobiert werden. In Tabelle[I]
auf Seite sind alle 4-Zykel aus 1,2,3 und 5 fiir o; sowie die resultierende
Permutation oyo; aufgelistet.

Es gibt also drei mogliche Belegungen A, B und C' fiir das Tripel (a, b, ¢).
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3 Die elliptische Kurve E : y? = 23 4 52 + 10

Abbildung 6: Bestandteile des Dessins zu (E, 3)

o1 0001 5-Zykel?
A (1235) | (13524) | ja
(1325) | (14)(25) | nein
(2135) | (14)(35) | nein
B (2315)| (15324) | ja
C (3125)] (13254) | ja
(3215) | (154) nein

Tabelle 1: Mogliche Permutationen zu (£, 3)

Die Dessins, die diesen entsprechen, sind in den Abbildungen [ bis@ zu sehen.
Die Tori, in welche die Dessins eingebettet sind, sind in den Abbildungen als
Rechtecke dargestellt, deren gegeniiberliegenden Seiten zu identifizieren sind.

Nun bleibt als Problem iibrig, zu entscheiden, welches dieser drei Dessins
dem gewihlten Belyi-Paar entspricht. Birch [Bi] und Wolfart [Wo| haben ein
weiteres Belyi-Paar, welches den Typ (41,41,5) hat, d.h. welches eine Fldche
und vier Ecken mit den Valenzen 4,1 und 4,1 hat, untersucht.

C:y? = x +35 2+25x+25

. 3.10
Bolz,y) = :Uy—l—z( 2+ 152 + 22 + 4i) (3.10)

Abbildung 7: Dessin zu A: o7 = (1235)
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3.2 Die zu (FE, 3) assoziierten Gruppe I'g

Abbildung 9: Dessin zu C: o1 = (1253)

Dieses Belyi-Paar ist verschieden von dem hier untersuchten aus Formel (B17).
Es muss also zu einem anderen Dessin gehoren.

Eine Méglichkeit, Dessins und Belyi-Paare zu untersuchen, ist, die Wir-
kung der absoluten Galois-Gruppe zu nutzen, wie sie S. Lando und A. Zvon-
kin in [LZ], Kapitel 2.4 beschreiben: Dabei wirkt ein Element o der Galois-
Gruppe auf einem Belyi-Paar, indem o auf die Koeffizienten der definierenden
Gleichungen angewendet wird. Beziiglich der Galois-Wirkung gilt folgender
Satz:

Satz 3.12. Die Wirkung eines Elements der absoluten Galois-Gruppe Q/Q
tberfiihrt ein Belyi-Paar in ein anderes vom selben Typ.

Beweis: Siehe z.B. [LZ] Seite 116 f. O

Betrachte die komplexe Konjugation ¢ und ihre Wirkung auf die Belyi-
Paare (F,3) und (C, B.). Da (E, B) iiber Q definiert ist, bleibt dieses Belyi-
Paar invariant unter der Wirkung von ¢. Bei (C, B,) éndert sich der Belyi-
Morphismus und es ergibt sich (C, B¢):

C:y? = x3+%x2+25x+25
Be(z,y) = ay—i(3a®+ 152 + 22 — 4i) .

Sei D; das Dessin zu (C, B) und D, das Dessin zu (C, B ). Die beiden
Dessins sind eng mit einander verbunden. Fiir einen Punkt P = (z,y) € C?

(3.11)
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3 Die elliptische Kurve E : y? = 23 4 52 + 10

mit P € C gilt:

B (2,9) = Be (x,y). (3.12)
Da das Dessin zu einem Belyi-Paar durch das Urbild des Intervalls [0, 1] unter
dem Belyi-Morphismus gegeben ist, gilt fiir ein P € Dy, dass Bo(P) € R,
also B4(P) = B (P). Mit Formel (BI2) folgt, dass P = (z,y) zu Dy gehort.
Zwischen den Dessins gibt es also folgende bijektive Abbildung:

v Dy — Dy

P .. P (3.13)
Die Abbildung ¢ ldft sich auf die ganze Kurve C' anwenden und definiert
dort eine Spiegelung, d.h. D; und D, sind Spiegelungen voneinander.

Die Belyi-Paare (C,3) und (C, 3') sind nicht gleich. Folglich miissen die
Dessins sich unterscheiden. Mit den Belyi-Paaren (E, 3), (C, B.) und (C, 8;)
gibt es drei Kandidaten fiir die drei Dessins. Aufserdem ist bekannt, dass D,
und D, Spiegelungen voneinander sind.

Zu den Dessins, die Spiegelungen voneinander sind, miissen die assoziier-
ten Permutationsgruppen isomorph sein:

(of.00) = (of 7).
Fiir die Permutationsgruppe zu den drei Kandidaten ergibt sich (mit Maple
berechenbar):

A ((1234),(1235)) = Ss
B: ((1234),(1523)) = Aj
C: ((1234),(1253)) = As

Betrachtet man die Dessins genauer, wird deutlich, dass die Dessins auf den
Abbildungen B und @ Spiegelungen voneinander sind. Also miissen sie zu den
Belyi-Paaren (C, 8) und (C, 3;,) korrespondieren. Zu (E, 3) korrespondiert
also das Dessin aus Abbildung [ d.h. die Gruppe aus Fall A.

In Abbildung [0 auf Seite BA ist das Dessin zum Belyi-Paar (E, 3) auf
einem Torus zu sehen.

Zu dem Belyi-Paar korrespondieren folgende drei Permutationen:

oo = (1235)
o = (1234)
O = 07l o0yt = (15243),

die zusammen die Gruppe G = S5 erzeugen.
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Abbildung 10: Dessin zu (£, 8) auf dem Torus

Die gesuchte Gruppe I" ist das Urbild des Stabilisators Stab(a) einer be-
liebigen Kante a unter dem Morphismus ¢ : I'(2) — G (siehe Formel ([24)),
also die Menge:

Fe={y€T(2)]¢(y) €Stab(a)} . (3.14)
Im Folgenden wird die Kante 5 gewéahlt; der zugehorige Stabilisator ist

Stab(5) = ((1234), (243)) = (01, 050100 -

Damit ergeben sich der Morphismus
) —  (1235) (3.15)
(

und die Gruppe

I'p ={7€T(2) | e (7) € Stab(5)} . (3.16)

Der Satz B.I0 ist damit bewiesen.

3.3 Algorithmus zum Testen der Zugehorigkeit zu I'g

Fiir die weitere Arbeit mit der Gruppe I'g aus Formel (B) ist es notwendigzu
wissen, wie die Matrizen in I'p aussehen. Denn im Kapitel Bl wird sich die
Frage stellen, ob gewisse Matrizen in I'g liegen. Die Tatsache, dass die Gruppe
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3 Die elliptische Kurve E : y? = 23 4 52 + 10

I'z durch einen Morphismus in eine endliche Gruppe beschrieben ist, bietet
eine einfache und schone Mdoglichkeit zu testen, ob eine gegebene Matrix aus
['(1) in I'g liegt. Ein Algorithmus fiir einen solchen Test wird hier vorgestellt.

Die Gruppe ['p ist als Menge derjenigen Elemente von I'(2) gegeben,
fiir die das Bild unter dem Morphismus ¢p das Element 5 als Fixpunkt
hat. Sobald das Bild ¢g(M) einer Matrix M bekannt ist, ist es einfach zu
entscheiden, ob die Matrix in der Gruppe ['g liegt, da nur noch eine endliche
Permutation pg(M) an der Stelle 5 ausgewertet werden braucht.

Ein Algorithmus, der fiir eine Matrix M entscheidet, ob sie in I'g liegt,
kann wie folgt aussehen:

Algorithmus 1 Test: Liegt ein Element M € I'(1) in I'g?

1. if M ¢ T'(2) then
2: return false

3: else

4:  Berechne die Darstellung der Matrix M als Wort in den Erzeugern von
I'(2). (%)

5:  Bestimme das Bild von M unter ¢p.

6: if pp(M) € Stab(5) then

7: return true

8: else

9: return false

10:  end if

11: end if

Die einzige Zeile, die nicht einfach auszufiihren ist, ist die Zeile 4, die mit
dem Stern () gekennzeichnete. Doch dafiir bietet das Computeralgebrapro-
gramm Magma eine Funktion, mit der das Wort zu einer Matrix berechnet
werden kann. Sei M = (¢b) € I'(2), dann gibt folgende Befehlsfolge das
gesuchte Wort:

G2 := CongruenceSubgroup(2);
g := G2!'[a, b, c, d];
FindWord (G2, g);

Ob das so berechnete Wort in I'p liegt, testet das Programm
InGruppe.java. Der Programmcode ist im Anhang unter [AJ] auf Seite [0
zu finden.
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3.4 Untersuchung der Gruppe I'g

3.4 Untersuchung der Gruppe ['g

Weitere Informationen, die iiber die Gruppe 'y aus Formel ([B3) bendtigt
werden, sind die Anzahl und Breite der Spitzen sowie ein Reprisentantensy-
stem fiir die Spitzen. In diesem Unterkapitel werden diese Daten berechnet.

Als erstes werden einige Matrizen eingefiihrt, die fiir die weiteren Berech-
nungen bendtigt werden. Sei j € Z, dann sei

v = (13') e D(1). (3.17)

Diese Matrix hat die Eigenschaft den Randpunkt co auf den Randpunkt j
abzubilden. Auferdem definieren wir

T, = (§7) e (1), (3.18)

mit n € Z. Diese Matrizen sind genau jene, die oo fixieren. Fiir zwei ganze
Zahlen j und k gilt fiir die Verkniipfung

Vikm = Yk O T, O 7]71 (3.19)
fiir beliebiges n € Z, dass v,xn(j) = k.

Bemerkung 3.13. Alle Matrizen p € T'(1) mit der Eigenschaft u(j) = k
sind von der Form vji p.

Lemma 3.14. Die Menge {0,1,3,6,00} C H ist ein Reprisentantensystem
fiir die Spitzen von I'g.

Beweis: Da die Verzweigungspunkte des Morphismus’ 8 aus Formel (B3)
insgesamt fiinf Urbilder haben, gibt es fiinf Spitzen. Es geniigt also zu zei-
gen, dass die Spitzen 0,1, 3,6, 0o nicht dquivalent zueinander sind, d.h. zu
zeigen ist, dass es keine Matrix in 'y gibt, die zwei dieser Spitzen ineinander
tiberfiihrt. Seien {j,k} C {0,1,3,6}, dann hat eine Matrix 7,z , aus Formel
[ET9) mit v,,(j) = k, die j in k iberfiihrt die Form

Yjknm = Yk © Tp © ’Y]l = (1:Zk k_,f]ijlkn) (3-20)
Fiir die Spitze co und eine beliebige andere Spitze ist der Fall einfacher:
Vi =T 0% = (1)
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3 Die elliptische Kurve E : y? = 23 4 52 + 10

Fiir die Uberfiihrungsmatrizen ergeben sich:

jhel. k=00 ~ Yoo =(%1}) ¢Tp  Wn
J=0 k=1 ~ o= (iR ity = (1) ¢l Vn
j=0 k=3 ~ 703,n:(1knkn]ﬁ]1kn) (=0 9) glp  Vn
J=0 k=6 ~ qu,= (VISR = () €ne )
=1 k=3~ = (TR = () eTs ()
j=1 k=4 ~ qu,=("TF) = (1) 2Ty Wn
Jj=3 k=4 ~ 734,n:(1knknjﬁjlkn):(lgnlgﬁf?) ¢l'e vn

Jene Zeilen, in denen steht, dass v, fiir alle n nicht in I'g liegt, ldsst sich
diese Aussage direkt ablesen, da die fraglichen Matrizen schon nicht in I'(2)
liegen konnen: Damit der Eintrag unten links gerade ist, muss n gerade sein.
Dann folgt aber in diesen Fillen, dass der Eintrag oben rechts ungerade ist.

In zwei Zeilen steht ein Fragezeichen. In diesen Féllen ist fiir gerade n
Yiknm € I'(2). Hier muss noch untersucht werden, ob eine Matrix der Form (¢)
oder (7i) in I'g liegen kann. Sei also n gerade, dann lassen sich die Matrizen
aus (i) und (éi) wie folgt in ihre Darstellung in den Erzeugern

Yo=(3"%) und y=(33)

von I'(2) zerlegen:

. —6n _ _1\n/2—
G =02 = G (S )
= (121i?)(721—01)%71
= (A (EDE)EHENGE )T

1 1 -1 _ n1
= N 1’70 1’71 1’70 171 1’70

@) (TS =

Aus dieser Darstellung ist das Bild der Matrizen unter der Abbildung ¢,

38



3.4 Untersuchung der Gruppe I'g

welche die Gruppe I'g definiert, siehe Formel (B8], berechnenbar:

ou ((09) = e (m;wo—w;wm;l) )

_ _ 771

= (4321)(5321)(4321)(5321)(4321)(1235)%‘—1
— (45)(1235)2
ep((203) = er (00104

n
B S
= 0, 0y 0

= (4321)(5321)(1234)>
= (15243)(1234)2

Eine Matrix ist genau dann in ['g, wenn das Bild unter ¢ den Fixpunkt 5
hat. Es ist einfach zu sehen, dass dies in beiden Fillen nicht auftreten kann,
womit das Lemma bewiesen wire. O

Fiir das weitere Vorgehen werden auch die Spitzenbreiten benétigt.
Die Spitzenbreite ist in Definition als Zahl aus einer Skalierungsma-
trix gegeben. Umformen der Gleichung ([CH)) fithrt zu der Identitét

% T = (%)) (3.21)
d.h. b; ist die kleinste natiirliche Zahl, so dass
vi(5%)v; "t € lg. (3.22)

Um die Spitzenbreite zu bestimmen, muss also getestet werden, fiir welche
natiirliche Zahl die Matrix aus Formel ([B22) in 'y liegt. Dafiir wurde in
Kapitel ein Algorithmus entwickelt.

Lemma 3.15. Die Gruppe I'g hat folgende Spitzenbreiten:

Spitze | 0] 1| 3| 6] o0
Breite | 8| 2] 8] 2] 10

Beweis: Der in Kapitel beschriebene Algorithmus [ liefert mit Hilfe von
Magma und dem Java-Programm InGruppe. java diese Ergebnisse. O

Bei der durchgefiihrten Konstruktion wird aus jedem Urbild der Ver-
zweigungsstellen des Belyi-Morphismus’ eine Spitze. Nun ist es einfach, die
Spitzen den Punkten iiber den Verzweigungsstellen zuzuordnen.
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Lemma 3.16. Fir das Belyi-Paar (E, B) und die assoziierte Gruppe I'p aus
Formel B3) sind den 5 Urbildern der Verzweigungsstellen folgende Spitzen
zugeordnet:

(1,4) — 0

(6,—16) — 6

(1,-4) ~— 3

(6,16) — 1
0 = OO

Beweis: Sei a € {0,1,00}. Die Urbilder von « entsprechen Spitzen von ['g,
die unter der Wirkung von I'(2) zu « dquivalent sind.

Da unter der Wirkung von I'(2) alle geraden Zahlen dquivalent sind, ent-
sprechen die Spitzen 0 und 6 den Punkten iiber 0. Aufgrund der Aquivalenz
der ungeraden Zahlen unter I'(2) entsprechen die Spitzen 1 und 3 den Punk-
ten iiber 1. Die Spitze oo entspricht oo.

Die Verzweigungsordnung der Punkte 146t sich in die Spitzenbreite {iber-
setzen: Spitzenbreite — Verzweigungsordnung -2 (die 2 ist die Spitzenbreite
der Spitzen von I'(2)). Mit den Verzeigungsordnungen aus Formel (B6]) und
den Spitzenbreiten aus Lemma folgt dann die Behauptung. O
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4 Eisensteinreihen und Streumatrizen

Nun wollen wir uns der Berechnung von Eisensteinreihen zu Untergruppen
der Modulgruppe zuwenden. Zuerst werden die relevanten Definitionen ge-
geben. Im zweiten und dritten Abschnitt wird als Beispiel die Gruppe I'(2)
betrachtet.

Da eine Formel fiir die interessanten Grofen im Allgemeinen nicht zu fin-
den ist, wird in den folgenden Unterkapiteln ein Algorithmus zur ndherungs-
weisen Berechnung entwickelt. Dabei werden in Kapitel L4l die theoretischen
Grundlagen gelegt und in Kapitel der Algorithmus beschrieben.

In Kapitel 6 wird diese Methode dann auf die Gruppe I'g aus Kapitel B
angewendet und im letzten Abschnitt noch einige weitere Beispiele betrach-
tet.

4.1 Definitionen

Definition 4.1. Sei I' C I'(1) eine Untergruppe von endlichem Indez, S;
eine Spitze zu I und I'; der Stabilisator der Spitze. Fir s € C mit Re(s) > 1
und z € H ist die Eisensteinrethe zur Spitze S; gegeben durch:

By (2= Y In(o;9()".

YEL;\I
wobei 0; € SLy(R) so gewdhlt ist, dass aj_leUj ={(({1).
Fiir Eisensteinreihen gilt:

Satz 4.2. SeiI' C I'(1) eine Untergruppe von endlichem Index, S; eine Spitze
zu I' und T'j der Stabilisator der Spitze. Fir s € C, Re(s) > 1 und z € H
konvergiert Eg; (2, s) absolut und lokal gleichmdfig. Die Reihe Eg, (z, s) ldsst
sich meromorph auf ganz C fortsetzen.

Fir eine Spitze Sy, von I ist die Fourierentwicklung von Es, (z,8) in Sk
gegeben durch

Es (z,s)

; }Sk — jk'ys—l—’ﬂ'l/z

I'(s—2 A
(F(S>2) . SOjk(S) . yl—s + mZ#OCLWL(yu 8)627rzma:7

wobei z = x + iy und I'(-) die I'-Funktion ist.
Fir Re(s) > 1 berechnet sich der Term gj, wie folgt:

i) = e D0 ) (41)

c>0
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4 Eisensteinreihen und Streumatrizen

wobei b; und by, die Spitzenbreiten von S; und Sy, sind sowie

rjrk(c) = # {d mod bge | (L)) € fyj’lnyk} . (4.2)

Beweis: Die Behauptung folgt analog zu dem Beweis in [Kul] fiir normierte
Spitzen. Ein schoner Beweis dafiir ist auch in [¢P] Seiten 37-53 zu finden. O

Bemerkung 4.3. In Satz[[.] ist die Form des ersten Koeffizienten der Fou-
s 1
rierentwicklung als ﬂl/QF(F(S)Q) - ik(s) angegeben. Auch fiir die weiteren Ko-
effizienten gibt es Formeln, die etwas komplizierter sind.
Die in dieser Arbeit durchgefiihrten Berechnungen zu @;i(s) lassen sich
ohne grofien Aufwand so modifizieren, dass mit ihnen auch die weiteren Ko-

effizienten der Fisensteinreihen angendhert werden kionnen.

Bemerkung 4.4. Die Zahlen @, sind symmetrisch in den Spitzen, d.h.

wik(s) = @k;(s).
Siehe dazu z.B. [Iu)] Seite 88.

Die einfachste Gruppe, zu der sich Eisensteinreihen dieser Art definieren
lassen, ist I'(1):

Beispiel 4.5 (Die Eisensteinreihe zu I'(1)). Fir die volle Modulgruppe T'(1)
ist die Fourierentwicklung der FEisensteinreihe bekannt. Da T'(1) nur eine
Spitze hat, gibt es nur eine Entwicklung. Fiie diese gilt

o) = 3 ote) g = 2, (4.3

wobei ¢(-) die Eulersche ¢-Funktion und ((-) die Riemannsche (-Funktion
ist. Demnach ist

r(c) = ¢(c).

Die rechte Seite der Gleichung [E3) ist fiir alle s # 1 definiert und gibt somit
eine meromorphe Fortsetzung fir ¢(s) auf ganz C.
Fin Beweis ist in [lul] auf Seite 60 f oder in [uP] auf Seite 42 zu finden.
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Bemerkung 4.6. Die Fuler’sche ¢-Funktion ¢ : N — N gibt fiir n die Anzahl
der natirlichen Zahlen, die kleiner als n und teilerfremd zu n sind, an. Die
¢-Funktion ist multiplikativ fiir teilerfremde Zahlen, d.h. fir m,n € N mit
(m,n) = 1 gilt $(m)p(n) = ¢(mn). Fiir Primzahlpotenzen p* ist ¢(p*) =
" (1 — %) Es ergibt sich fiirn € N

Zu Eisensteinreihen lassen sich Streumatrix und Streukonstanten definie-
ren. Die Streumatrix ist durch die ¢;;(s) gegeben:

Definition 4.7. Fir eine Untergruppe I' C I'(1) von endlichem Index mit
einem Reprasentantensystem S = {S1,...,S,} fir die Spitzen ist die Streu-
matriz definiert durch die folgende Matrix meromorpher Funktionen:

B (s) = (sz : gpjk@))m (4.4)

Die Indizes j sowie k stehen fiir zwei nicht notwendigerweise verschiedene
Spitzen und @;i(s) wurde in Formel () definiert.

Jeder Eintrag der Streumatrix definiert eine Streukonstante.
Definition 4.8. Fir eine Untergruppe I' C I'(1) von endlichem Index mit

einem Reprasentantensystem S = {S1,...,S,} fir die Spitzen lisst sich fir
jedes Paar S;, Sy die Streukonstante Cjy, definieren durch

3/(x[L(1): F])) . (4.5)

Cjk = £1_r)ri ((I)F(S>j,k — s _1

Beispiel 4.9. Fiir T'(1) ist die Streukonstante (mit Maple berechnet):
ot — im 7r1/2F<8 —1/2) ‘ C(2s—1) B 3
I'(s) ¢(2s) (s —1)
- 2 (12¢'(—1) — 1 + log(4m))
T

s—1
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4 Eisensteinreihen und Streumatrizen

4.2 Die Streumatrix zu ['(2)

Wie fiir die Modulgruppe I'(1) lassen sich auch fiir andere Gruppen die Ko-
effizienten der Fourierentwicklungen der Eisensteinreihe berechnen. Auf den
folgenden Seiten werden die konstanten Koeffizienten zu I'(2) berechnet. Die-
se Gruppe ist um einiges komplizierter als I'(1). Als Obergruppe aller Grup-
pen, die iiber einen Belyi-Morphismus zu algebraischen Kurven konstruiert
werden, ist I'(2) fiir diese Arbeit besonders interessant.

Aus Lemma[CZ6ist bekannt, dass die Gruppe ['(2) die drei Spitzen 0, 1, co
hat, welche alle die Breite 2 haben.

Gesucht werden die Zahlen

r(e) = #{d mod be| I (:3) €7 T(2)nu},
wobei j,k € {0,1,00}, by = by = by = 2 und die Matrizen 7; sowie 7, wie in
Formel (B17) gegeben sind.

Die folgenden beiden Lemmata bereiten Satz vor, in dem die rjr,f)(c)
fiir alle c € N und j, k € {0,1, 00} berechnet werden.

Lemma 4.10. Seien ¢ und N natirliche Zahlen. Dann gilt fiir die Menge
AY .= {deN|(¢,d) =1 undd < Nc}, (4.6)

dass

#AY = N - (c). (4.7)

Beweis: Sei a € AY eine natiirliche Zahl mit 0 < a < ¢, so ist auch nc+a €
AYN fiir alle n € {0,...,N—1}. Daa # 0 mod c und nc = 0 mod c ist,
folgt nc +a # 0 mod c. So existieren fiir jede natiirliche Zahl a, die kleiner
als c und zu c teilerfremd ist, genau N verschiedenen Losungen. Es gibt genau
¢(c) solche a, also N - ¢(c) Losungen. O

Lemma 4.11. Seien c¢,d fest gewdhit mit (c,d) = 1.

(i) Gilt ¢ = 0 mod 2 sowie d = 1 mod 2, dann existieren a,b € Z mit

(28)=(39) mod 2, so dass (25) e T'(1).

(1)) Gilt ¢ =1 mod 2 sowie d = 0 mod 2, dann ezistieren a,b € 7 mit
(25)=(9%) mod 2, so dass (24) € I'(1).

(111) Gilt ¢ =1 mod 2 sowie d = 0 mod 2, dann ezistieren a,b € 7 mit
(29)=(1}) mod 2, so dass (24) € ['(1).

(iv) Gilt ¢ = 1 mod 2 sowie d = 1 mod 2, dann existieren a,b € Z mit
(¢8)y=(19) mod 2, so dass (25) e T'(1).

—~
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4.2 Die Streumatrix zu I'(2)

Beweis: Fiir teilerfremde Paare (c,d) € Z* gibt es nach dem euklidischen
Algorithmus eine Erginzung a,b, so dass (¢4) € I'(1). Falls die durch den
euklidischen Algorithmus konstruierte Losung nicht schon den Bedingungen
entspricht, erfiillt die Matrix (°}°%5?) in allen vier Fillen des Lemma ETT]
das Gewiinschte. O

Satz 4.12. Fir die Gruppe I'(2) haben die Koeffizienten r]r,ig)(c) fir c e N
und j, k € {0,1,00} folgende Form:

. T(2) - 2¢(c), wenn c=0 mod 2;
Fiir j =k ist rj = (c) = { 0, wenn c=1 mod 2.

=1 d 2;
Fiir j # k ist r;,ig)(c) = { ole), wenn c moc 4

0, wenn ¢ =0 mod 2.

Beweis: Sei (%) eine beliebige Matrix in I'(1). Fiir j, k € {0, 1, oo} betrachte
das Produkt ;( %)y, " und entscheide unter welchen Voraussetzungen an
(28%) es in I'(2) liegt.

(i) j=o0 k= = 5D =GDEHE) =5

(@) j=0 k=0 = y(ehn' =O0EH%6)=(5%7)
(@) j=1 k=1 = y(ehn' =GN0 = (5“5 )
(iv) j=o0 k= = e = GDED(s) = (258)

(v) J = = e =00 = (2580)

(i) j=0 k=1 = (' =@ D% = (217

In den ersten drei Fillen liegt die resultierende Matrix genau dann in I'(2),

wenn (¢ %) € I'(2). Die verbliebenen drei Félle sind etwas unregelméRiger:
cd

(Zhe) el(2) — ab)=(91) mod 2
(Zaeta) €T(2) — (45)=(11) mod 2
(Z5a9) €T(2) — (45)=(19) mod 2

An den Aquivalenzen sofort zu sehen, dass die Hilfte aller Koeffizienten null
ist. In die ersten drei Fille folgt fiir gerade ¢ mit Lemma ETTE

TF(Q)(C) =#{d mod 2| (¢,d)=1undd=1 mod 2}

JJ
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4 Eisensteinreihen und Streumatrizen

Die zweite Bedingung ist aber fiir gerade ¢ immer erfiillt, sofern die erste
erfiillt ist. Also gilt

2 (e) = #{d mod 2¢| (c,d) =1}
(Lemma EZTT)
= 2¢/(c)

Auch bei ungleichen Spitzen folgt aus Lemma E.TT], dass Tfkm(c) schon durch

die Anzahl der moglichen Paare (¢, d) gegeben ist. Doch lisst sich nicht so
einfach argumentieren. Im Fall ungleicher Spitzen muss ¢ ungerade sein und
an d wird eine Kongruenzbedingung gestellt, die bei ungeraden ¢ nicht auto-
matisch erfiillt ist.

Sei eine gerade Zahl a < 2c teilerfremd zu c¢. Da ¢ ungerade ist, ist auch

5 teilerfremd zu c. Umgekehrt gilt fiir eine Zahl a < %, die teilerfremd zu c

ist, dass fiir 2a sowohl (2a,c¢) = 1 als auch 2a < 2c gilt. Es gilt fiir die Falle
(7v) und (v):

7“;,52)(6) = #{d mod 2| (c,d)=1und d=0 mod 2}
= #{d modc]| (¢,d) =1}
= ¢(c)

Jetzt ist nur noch der letzte Fall zu bearbeiten. Es ist bekannt, dass
#{d mod 2c| (c,d)=1}. = 2¢(c),

Auferdem wurde eben gezeigt, dass die Hélfte der Zahlen in dieser Menge
gerade ist. Die verbleibende Hilfte ist also ungerade und es folgt:

7“;,52)(0) = #{d mod2c|(¢c,d)=1undd=1 mod 2}
= ¢(0),

womit der letzte Fall gezeigt wire. a

Eine Liste der ersten 38 Koeffizienten ist in Tabelle ] auf Seite @] abge-
bildet.

4.3 Die Streukonstanten zu I'(2)

Die Reihenentwicklung der Eintrige der Streumatrix der Gruppe I'(2) ist
bekannt und durch Vielfache der Euler’schen ¢-Funktion gegeben. Die Formel
findet sich in Satz E.12
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4.3 Die Streukonstanten zu I'(2)

2 (2 (2
'©) i P(e) 1P

I(
"00

&) (e

Tocoo(C)

I'(2)

10

10

10

12

12

12

12

12

12

16

16

16

16

16

16

12

12

12

18

18

18

16

16

16

12

12

12

20

20

20

22

22

22

16

16

16

20

20

20

24

24

24

18

18

18

24

24

24

28

28

28

16

16

16

30

30

30

32

32

32

20

20

20

32

32

32

24

24

24

24

24

24

36

36

36

36

36

36

¢(c)

10

12

16

18

12
10
22

20
12
18
12
28

30

16
20
16
24
12
36

18

10
11

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25
26
27
28
29
30

31

32

33

34
35

36

37
38

Tabelle 2: Die Koeffizienten der Streumatrix zu I'(2)
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4 Eisensteinreihen und Streumatrizen

Fiir die Berechnung der Streukonstanten bendtigen wir eine andere Dar-
stellung der Eintrige der Streumatrix. Zuerst werden einige Funktionen ein-
gefiihrt. Der Dirichlet-Charakter y, sei definiert durch

firn € Z.

() = {1 wenn (n,2) =

0 wenn(n,2)=2

Mit Hilfe des Charakters kann eine L-Reihe definiert werden. Es sei fiir s € C
mit Re(s) > 1 die L-Reihe zum Charakter x, gegeben als

L(x,,8) == > _ Xa(c
c>0

Diese Dirichlet-Reihen lassen sich auch durch Vielfache der Riemannschen
(-Funktion darstellen. Es gilt

1 —48 S
L0629 = Yo606) g5 = 3 g = 271+ 200
c>0 c>0

und dementsprechend
L(x,,25 — 1) = 27%5(=2 4+ 2%)((2s — 1).
Fiir den Quotienten ergibt sich:

L(x,,2s—1)  (=242%)((2s —1)

L(x,,2s) (=1 +2%)¢(2s)

Es gilt

Satz 4.13. Fir die Gruppe I'(2) gilt fir j # k

F@ -L(Xéa23 _'1) 4.8
ngk ;XQ CQS - L(XQ,QS) ( . )

und fir j =k

) = St 1)-2- 0(0) g = ) L HR L )
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4.4 Doppelnebenklassen und Streumatrizen

Beweis: Die jeweils erste Gleichheit in den Formeln (X)) und (E3J) folgt
aus den Ergebnissen von Satz und der Definition von gof,g?). Die zweite

Gleichheit ergibt sich durch Ausmultiplizieren der L-Reihen. O

Mit Satz und der Definition und dem Wissen iiber die Darstell-
barkeit der L-Reihen mit Hilfe der Riemann’schen (-Funktion lassen sich die
Streukonstanten berechnen. Fiir die Streukonstante von I'(2) fiir j # k gilt

r@) . (7?2 T(s—1/2) L(x,,2s—1) 3

Ci lﬂ%( ¥ T T0) L2 (s 1)) (4.10)

_ —3% (Tlog(2) + 3log(r) + 36¢(~1) — 3) (4.11)

~ 0,07097687113 (4.12)

und

re) _ g (207 T(s—1/2) (g(zs— 1) L(x,,2s - 1)) B 3 )

i~ = E_IE( A5 T(s) ((2s) L(x,,2s) 6m(s—1)
(4.13)
= —3% (131log(2) + 3log(m) + 36¢'(—1) — 3) (4.14)
~  —0,3702943296. (4.15)

4.4 Doppelnebenklassen und Streumatrizen

Untergruppen von I'(1) von endlichem Index kénnen in Doppelnebenklassen
zerlegt werden. Wie diese Zerlegung aussieht wird in Lemma gezeigt.

Die Berechnung der konstanten Koeffizienten der Eisensteinreihe zu I'(2)
im letzten Abschnitt war recht aufwendig. Bei komplizierteren Gruppen wird
das direkte Ausrechnen der Koeffizienten nach Formel (2 selten moglich
sein. Wie Satz zeigt, kann Zerlegung in Doppelnebenklassen die Berech-
nung vereinfachen. Um dies zu nutzen, wird am Ende des Unterkapitels ein
Algorithmus zum Abzdhlen der Nebenklassen vorgestellt.

Lemma 4.14. Seien I' eine Untergruppe der I'(1) von endlichem Indez, S;
und Sy zwei nicht notwendigerweise verschiedene Spitzen von I'. Mit I'; re-
spektive I'y, seien die Stabilisatoren der Spitzen benannt und b;, by seien die
Spitzenbreiten. Die Gruppen B; und By, werden definiert als

B; = /yj_lrj%' = <((1Jblj)> und 4.16
B = 4T = (1)), (4.16)

wobei y;, v, € I'(1) so gewdhlt sind, dass 'yj_l(Sj) = 7,1 (Sg) = 0.
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4 Eisensteinreihen und Streumatrizen

Mit den eben eingefiihrten Benennungen gilt

TTye=0xB;ul ) | Bi(ii)Bs (4.17)

c>0dmodbyc

wobei iber alle ¢ > 0 und d mod byc summiert wird, so dass (1) € fy]-_lnyk.

Beweis: Dass B; genau dann in fy;ll“fyk liegt, wenn S; = S, ist, lésst sich
einfach zeigen:
Angenommen in yjflf‘vk liegt ein Element w mit der Eigenschaft w(oo) = 0.

Dann gibt es ein v € I', so dass w = fyj’lfyfyk. Nun ist aber

Y(Sk) = yjwve  (Sk) = y;(c0) = ;.

Dies bedeutet, dass die beiden Spitzen #quivalent sind. Dann gilt auch
B; = By. Damit ist gezeigt, wie es zu dem Anteil §;,B; in der Vereini-
gung aus Formel (@I7) kommt.

Betrachten wir nun also die restlichen Elemente. Ein beliebiges Element
von fyj’ll“fyk, das oo nicht fixiert, hat die Form (¢ ) mit ¢ > 0. Da fiir b;|m
und by |n

((1]7{1)(%2)((1]711): (a+ccmd:cn) (418)

gilt, bestimmt die Doppelnebenklasse B;()By; den Wert von ¢ eindeutig
und d bis auf Vielfache von byc.

Seien ¢ und d gegeben. Fiir zwei Matrizen w = (27) und w (%’ :fl) aus
7; Ty lésst die Komposition w'w™! = (¢ Z‘l)( 5= ( I) die Spitze oo
invariant. Es existieren v und 4/ mit w = 75 Yy ve und =~ 14~ Nun gilt
o =W e Ty = 17’7’1%--

Also ist
/=1 -1
yww Ty el

und

yw'w Tl (S;) = yw'w ™ (00) = v;(00) = S;.
Daraus folgt, dass yjw'w™'y;" € I; ist und somit w'w™ € B;, da es sich
um das konjugierte Element zu einem Element aus I'; handelt. Die Differenz
zweier Matrizen zu festem Paar (c, d) liegt also in B;. Fiir die Doppelneben-
klasse ist somit die obere Zeile der Matrix unerheblich. a
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4.4 Doppelnebenklassen und Streumatrizen

Korollar 4.15. Die Zahl 1}, (c) aus Formel 2) ist gleich der Anzahl der
Doppelnebenklassen zu diesem c:

Sei k € Bj\fy;lnyk/Bk, so gilt fir alle (%) € k und (‘é
c = c¢. Es folgt somit aus Lemma [{.1T3)

Q, o

) € kK, dass

rigle) = #{r € BN\, T/ /B |3(: 1) € K}

Lemma 4.16. Sei (%) € 'y;lf%, dann gibt es einen eindeutigen Reprd-
sentanten beziiglich der Zerlequng aus Formel ([EID) der Form
(&2) mit 0 < a < cbh; und 0 < d < cby.. (4.19)

[

Beweis: Zwei Matrizen liegen in einer Nebenklasse, wenn sie durch Mul-
tiplikation mit Elementen aus B; von links und Bj von rechts auseinander
hervorgehen.

Es existieren eindeutig bestimmte m,n € Z und r,s € N mit 0 < r < cb;
und 0 < s < cbg, so dass

a=mcb; +r und d=ncb,+s

ist.
Dann ist
_ . * _ —mcb; * *
G En@ ) = (70 s ) = ()
Mit @ = 7 und d = s leistet (‘CL 2) das Gewdlinschte. O

Satz 4.17. Mit den Voraussetzungen von Lemma .13 gilt: Um 5, (c), siehe
Formel ([B2), zu berechnen, geniigt es, alle Matrizen aus

M., = {(25)eT1)|0<a<ch und0<d< ch}

dahingehend zu testen, ob sie in ,yj—lr% liegen, denn

rh(e) =#{veM. |y ey Ty}
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4 Eisensteinreihen und Streumatrizen

Beweis: Der Satz folgt aus Korollar EETH und Lemma ET6 O

Die Menge M., lésst sich noch genauer beschreiben. Aus Formel (IXR)
folgt

Me = L (7 00e) | (e uhe) €T(); 0<ad<c;
O§m<bj;0§n<bk }
= {(MEDEy) | (¢ eTr); 0<a,d<c;
0<m<b;j; 0<n<b }.

(4.20)
Aufserdem muss fiir eine Matrix (¢ 7) € M. folgendes gelten:

(1) ggT(Ca a) =1
(i) ggT(c,d) =1
(iii) ad =1 mod ¢

Wenn a, d < ¢ angenommen werden, folgt aus diesen drei Eigenschaften, dass
schon d den Wert von a eindeutig bestimmt, da a und d als Elemente aus
(Z/cZ)* zueinander invers seien miissen. Also ist

M. = {(mEnE | 0<ad<c; ggT(e,d) =1;

ad=1 modc; 0<m<b;; 0<n<b}. (4.21)
Algorithmus 2 Abzihlen der Nebenklassen
1: for d von 0 bis c— 1 do
2:  if ggT(c,d) =1 then
3: Erstelle eine Matrix (2%), bei der die Eintrége a und b kleiner als ¢
sind.
Diese Matrix ist eindeutig bestimmt.
4 for m von 0 bis b; — 1 do
5: for n von 0 bis b, — 1 do
6 Berechne (17)(24)(37). (%)
7 end for
8 end for
9: end if
10: end for

Mit diesen Informationen lésst sich ein Algorithmus finden, um alle Elemente
von M, abzuzdhlen, siehe Algorithmus
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4.5 Ein Algorithmus zur Berechnung von Streumatrizen

In Zeile 6, die mit (>k) gekennzeichnet ist, des Algorithmus 2l von Seite
werden alle Matrizen aus M, genau einmal berechnet.

4.5 Ein Algorithmus zur Berechnung von Streumatrizen

Die Vorarbeit aus den Kapiteln und wird nun genutzt um einen Al-
gorithmus zur Berechnung von Streumatrizen zu entwickeln.

Ausgegangen wird von einer Gruppe I' C I'(2), die als Urbild einer Sta-
bilisatoruntergruppe zu einem Element a unter einem Morphismus

p:I(2) > G

gegeben ist, wobei GG eine endliche Permutationsgruppe ist. Diesentspricht
genau den Daten, die das Vorgehen aus Kapitel liefert, wo Aquivalenzen
zu Belyi-Paaren betrachtet wurden.

Seien S; und Sy zwei Spitzen von I' mit Spitzenbreiten b; und b,. Dann
ist der Eintrag der Streumatrix zu S; und S} gegeben durch

7T1/2F(S —1/2) 1 Z T£k<c).

L(s)  (bjbr)®

2
c>0 e

Vergleiche dazu die Definition EE7 und Formel (). Um einen Eintrag zu
berechnen, benétigt man also die Koeffizienten 7, (c), wobei

r]rk(c) = # {d mod bre | (L)) € 7]'—1F%} '

Der Satz EET1 reduziert die Berechnung des c-ten Koeffizienten der Ei-
sensteinreihe zu S; entwickelt in S; dahingehend, dass nur noch aus einer
endlichen Menge M., siche Formel ([2]]), jene Elemente ausgewéhlt werden
miissen, die in vj_lf‘vk liegen. Die Kardinalitéit dieser Teilmenge ist dann der
Koeffizient. Der Algorithmus [ zdhlt die Elemente aus M. ab.

Um zu testen, ob die mit dem Algorithmus konstruierten Elemente in
fy;ll“fyk liegen, kann der Algorithmus [0 von Seite in verallgemeinerter
Form benutzt werden.

Der Algorithmus [l priift eine Matrix auf ihre Zugehorigkeit zu der in
Kapitel B33 behandelten Gruppe I'g. Er kann auf das Problem, ob ein Element
i aus M, in fy]-_lnyk liegt, angewendet werden, indem die Frage zu

?
Yipy, €l

umformuliert wird. Auferdem miissen natiirlich die Daten zu 'y mit denen
zu I' ausgetauscht werden.
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4 Eisensteinreihen und Streumatrizen

Algorithmus 3 Berechnung des c-ten Koeffizienten zu S; und S

1: Koeffizient=0
2: for d von 0 bisc— 1 do

3:  if ggT(c,d) =1 then

4: Erstelle eine Matrix (%) mit Eintriigen a und b kleiner als c.
5: for m von 0 bis b; — 1 do

6: for n von 0 bis b, — 1 do

7 Berechne M = ~; (3 7)(28)(§7)v: "

8: if M €I'(2) then

9: Finde das Wort von M in den Erzeugern von I'(2).
10: Bestimme @(M).

11: if p(M)(a) = a then

12: Koeffizient = Koeffizient + 1

13: end if

14: end if

15: end for

16: end for

17:  end if

18: end for

19: return Koeff

Das Schema fiir einen Algorithmus zur Berechnung des c-ten Koeffizienten
des Eintrags der Streumatrix zu den Spitzen S; und Sy, ist in Algorithmus
zu sehen.

Bemerkung 4.18. Mit dem Algorithmus [ ist die Streumatriz zwar nicht
exakt zu berechnen, weil man dafiir unendlich viele Koeffizienten brauchte,
doch kann eine Ndiherung erstellt werden.

4.6 Die Streumatrix zur Gruppe I'g

Die Gruppe I'g wurde in Kapitel B2 eingefiihrt. Eine Beschreibung der Grup-
pe ist in Satz (BI0) auf Seite Bl zu finden.

Zu dieser Gruppe soll nun die Streumatrix berechnet werden. Dazu wurde
der Algorithmus B von Seite B4l fiir das Computeralgebraprogramm Magma
implementiert. Der Programmcode ist im Anhang unter auf Seite [[OT]
zu finden. Das Programm berechnet eine Reihe von Koeffizienten zu einen
gegebenen Spitzenpaar.

Die mit dem Magma-Programm berechneten Koeffizienten sind in Tabelle
auf Seite BOl zu sehen.
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4.6 Die Streumatrix zur Gruppe I'g

Hinweise zur Flexibilitdt der Implementierung: FEinige grundlegende
Daten werden am Anfang des Programmcodes auf Seite [[(I1] festgelegt. Dies
erlaubt es, die Implementierung einfach an unterschiedliche Gruppen und
Spitzen anzupassen.

Die Daten sind:

e Der Bereich cmin bis cmax, in dem die Koeffizienten berechnet werden
sollen.

e Die Spitzen j, k und die Spitzenbreiten bj, bk, wobei nur ganze Zah-
len als Spitzen verstanden werden. Die Eingabe von -1 wird als oo
interpretiert.

e Ein Dateiname datei, unter welchem die Koeffizienten gespeichert wer-
den sollen.

e Die Gruppe I'g. Um die Gruppe zu beschreiben, werden die Symme-
triegruppe P, das Bild der Erzeuger von I'(2) p1l und p2 sowie das
Stabilisatorelement stab angegeben.

Diese Implementierung erlaubt es, das Programm fiir alle Spitzenpaare
der Gruppe I'g zu nutzen, indem ausschlieflich die Daten zu den Spitzen
angepasst werden.

Auch die Anpassung an andere Gruppen ist einfach; hierbei muss zusétz-
lich die Definition der Gruppe angepasst werden. Fiir den Fall, dass in einer
Gruppe Spitzen auftreten, die keinen ganzzahligen Représentanten haben,
muss das Programm stérker verdndert werden. Doch die Erweiterung auf
Briiche birgt keine Probleme.
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Tabelle 3: Die Koeffizienten zum Belyi-Paar (E, 3)

¢ |00 |8 1 red ek ek rod mof ref red nf ong nd rd nd red
1 1 0 4 1 4 1 0 1 3 0 0 0 0 0 1 0
2 1 10 0 0 0 0 6 0 0 2 0 2 0 6 0 0
3 2 0 8 2 8 2 0 2 6 0 0 0 0 0 2 0
4 2 20 0 0 0 0 12 0 0 4 0 4 0 12 0 0
3 4 0 16 4 16 4 0 0 16 0 0 0 4 0 0 0
6 2 20 0 0 0 0 12 0 0 4 0 4 0 12 0 0
7 6 0 24 6 24 6 0 6 18 0 0 0 0 0 6 0
8 4 40 0 0 0 0 26 0 0 6 2 6 0 26 0 2
9 6 0 24 6 24 6 0 6 18 0 0 0 0 0 6 0
10| 4 40 0 0 0 0 30 0 0 2 6 2 0 30 0 6
11| 10 0 40 10 40 10 0 6 34 0 0 0 4 0 6 0
12| 4 40 0 0 0 0 26 0 0 6 2 6 0 26 0 2
13| 12 0 48 12 48 12 0 10 38 0 0 0 2 0 10 0
141 6 60 0 0 0 0 40 0 0 8 4 8 0 40 0 4
151 8 0 32 8 32 8 0 4 28 0 0 0 4 0 4 0
16| 8 80 0 0 0 0 20 0 0 14 2 14 0 20 0 2
17| 16 0 64 16 64 16 0 14 50 0 0 0 2 0 14 0
181 6 60 0 0 0 0 36 0 0 12 0 12 0 36 0 0
19| 18 0 72 18 72 18 0 18 54 0 0 0 0 0 18 0
20 8 80 0 0 0 0 26 0 0 8 8 8 0 26 0 8
21| 12 0 48 12 48 12 0 8 40 0 0 0 4 0 8 0
22| 10 | 100 0 0 0 0 60 0 0 20 0 20 0 60 0 0
23| 22 0 88 22 88 22 0 22 66 0 0 0 0 0 22 0
24 8 80 0 0 0 0 50 0 0 14 2 14 0 20 0 2
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Tabelle 3: Die Koeffizienten zum Belyi-Paar (F, 3)

¢ | gle) | rle, riB vl i niE vl ned ror rod rif md nE nd ol v
25| 20 0 80 20 80 20 0 12 68 0 0 0 8 0 12 0
26 | 12 120 0 0 0 0 72 0 0 24 0 24 0 72 0 0
27 1 18 0 72 18 72 18 0 10 62 0 0 0 8 0 10 0
28 | 12 120 0 0 0 0 72 0 0 24 0 24 0 72 0 0
29 28 0 112 28 112 28 0 28 84 0 0 0 0 0 28 0
30 8 80 0 0 0 0 56 0 0 8 8 8 0 56 0 8
311 30 0 120 30 120 30 0 30 90 0 0 0 0 0 30 0
321 16 160 0 0 0 0 102 0 0 26 6 26 0 102 0 6
33| 20 0 80 20 80 20 0 20 60 0 0 0 0 0 20 0
34 16 160 0 0 0 0 104 0 0 24 8 24 0 104 0 8
35| 24 0 96 24 96 24 0 14 82 0 0 0 10 0 14 0
36 12 120 0 0 0 0 76 0 0 20 4 20 0 76 0 4
371 36 0 144 36 144 36 0 22 122 0 0 0 14 0 22 0
38 | 18 180 0 0 0 0 116 0 0 28 8 28 0 116 0 8
39| 24 0 96 24 96 24 0 20 76 0 0 0 4 0 20 0
40 16 160 0 0 0 0 114 0 0 14 18 14 0 114 0 18
41 40 0 160 40 160 40 0 36 124 0 0 0 4 0 36 0
42 1 12 120 0 0 0 0 72 0 0 24 0 24 0 72 0 0
43 | 42 0 168 42 168 42 0 30 138 0 0 0 12 0 30 0
44 1 20 200 0 0 0 0 126 0 0 34 6 34 0 126 0 6
45 | 24 0 96 24 96 24 0 14 82 0 0 0 10 0 14 0
46 | 22 220 0 0 0 0 136 0 0 40 4 40 0 136 0 4
47 | 46 0 184 46 184 46 0 42 142 0 0 0 4 0 42 0
48 | 16 160 0 0 0 0 102 0 0 26 6 26 0 102 0 6

4 1 oddniry inz xujyewnalg o] 9'y



4 Eisensteinreihen und Streumatrizen

4.7 Weitere Beispiele

An dieser Stelle sollen noch fiir einige weitere Kurven die ersten Koeffizienten
der Reihen in der Streumatrix berechnet werden, um mehr Daten zu erhalten.

Auf eine detaillierte Ausfithrung der Rechnungen ist verzichtet worden.
Die Berechnung der Spitzen und der Spitzenbreiten folgt dem Schema aus
Kapitel B3 Der Algorithmus, der im Anhang unter[A2 abgedruckt ist, wurde
mit den entsprechenden Daten benutzt. Die beiden Belyi-Paare sind [KS]
entnommen.

Beispiel 4.19. Die Kurve Cy mit dem Morphismus B¢, bilden ein Belyi-
Paar vom Grad 3:
Cl : y2 = .’173 —|—4
/601 (l‘,y) = %
Der Morphismus B, ist dreifach verzweigt iiber den Stellen 0,1 und oo.
Schon durch diese Information steht das Dessin fest: Es hat zwei Ecken,
drei Kanten und eine Fldache. Es kommt nur das Dessin aus Abbildung 1l in
Frage.

(4.22)

Abbildung 11: Dessin zu (C4, B¢,)

Die Permutationen oy, 01 und o« sind alle gleich dem 3-Zykel (123).
Damit ist die durch die o’s erzeugte Gruppe Ge, = {id, (123), (132)} = Z/37Z
und der Stabilisator jeder Kante ist trivial. Die entsprechend Formel (24
definierte Abbildung pc, : 1'(2) — G, bildet beide Erzeuger von I'(2) auf
das gleiche Element ab. Die gesuchte Gruppe ist der Kern der Abbildung.

Die dret Urbilder von 0, 1, 0o entsprechen drei Spitzen, die alle gleich breit
sind, namlich 3-2 = 6 (Multiplizitdt der Urbilder mal Breite der Spitzen von
['(2)). Dies miissen die selben Spitzen wie die von I'(2) sein, denn Spitzen,
die unter I'(2) schon nicht dquivalent sind, kénnen dies nicht unter einer
Untergruppe sein.

Nun sind alle fiir das Anwenden des Algorithmus 3 von Seite [57] aus Ka-
pitel [[-3 notwendigen Informationen bekannt. Das Programm aus [A2 kann
also mit einigen Modifikationen angewendet werden. Die Ergebnisse sind in
Tabelle [f] auf Seite [24 zu sehen.
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4.7 Weitere Beispiele

c | ole) | r8c(e) reh(e) 1) rge(e) roi(e) i (c)
1 1 0 3 3 0 3 0
2 1 6 0 0 6 0 6
3 2 0 6 6 0 6 0
4 2 12 0 0 12 0 12
5 4 0 12 12 0 12 0
6 2 12 0 0 12 0 12
7 6 0 18 18 0 18 0
8 4 24 0 0 24 0 24
9 6 0 18 18 0 18 0
10 4 24 0 0 24 0 24
11| 10 0 30 30 0 30 0
12| 4 24 0 0 24 0 24
13| 12 0 36 36 0 36 0
141 6 36 0 0 36 0 36
5] 8 0 24 24 0 24 0
16 | 8 48 0 0 48 0 48
17 16 0 48 48 0 48 0
18] 6 36 0 0 36 0 36
19| 18 0 54 54 0 54 0
20 8 48 0 0 48 0 48
21| 12 0 36 36 0 36 0
22| 10 60 0 0 60 0 60
23 22 0 66 66 0 66 0
24| 8 48 0 0 48 0 48
25| 20 0 60 60 0 60 0
26 | 12 72 0 0 72 0 72
27| 18 0 54 54 0 54 0
28 | 12 72 0 0 72 0 72
29| 28 0 84 84 0 84 0
30| 8 48 0 0 48 0 48
31| 30 0 90 90 0 90 0
32| 16 96 0 0 96 0 96
33| 20 0 60 60 0 60 0
34| 16 96 0 0 96 0 96
35| 24 0 72 72 0 72 0
36 | 12 72 0 0 72 0 72
37| 36 0 108 108 0 108 0
38| 18 108 0 0 108 0 108

Tabelle 4: Die Koeffizienten zum Belyi-Paar (Cl, 501)



4 Eisensteinreihen und Streumatrizen

Beispiel 4.20. FEin weiteres Belyi-Paar von kleinem Grad bildet das Paar

Cy: y? = 23+ Az,
2

/602 (l‘, y) (423)

=
-4,

fir A e Z\ {0}.
Dieses Paar hat den Grad 4. Verzweigt ist es tiber den Stellen 0,1 und oo
mit folgenden Verzweigungsordnungen:

Be,(0) = 4-(0,0)
Be, (1) = 2-(V=4,0)+2- (—v—4,0) (4.24)
B¢, (0) = 4-o00.

Das Dessin besteht also aus vier Kanten, drei Ecken, von denen zwei die
Valenz zwei haben und eine die Valenz vier, sowie einer Fldche. Es gibt nur
ein Dessin, das diese Bedingungen erfillt; es ist in Abbildung A zu sehen.

Abbildung 12: Dessin zu (Cs, B¢,)

Als Permutationen ergeben sich

Op = (12)(34)7
o = (1324) und (4.25)
0e = (1324).

Diese Permutationen erzeugen die Gruppe Sy. Als Stabilisator wird jener zur
Kante 4 gewdhlt.

Nun miissen noch die Spitzen und Spitzenbreiten berechnet werden. Die

Menge {0,1,2,00} stellt ein Reprasentantensystem fir die Spitzen da. Fir
die Breiten gilt:

Spitze‘O‘l‘?‘oo
Breite | 4| 8| 4] 8

Die Ergebnisse, die der Algorithmus[3 mit Implementierung A fir diese
Gruppe liefert, sind in Tabelle[d auf Seite [01] zu sehen.
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Tabelle 5: Die Koeffizienten zum Belyi-Paar (CQ, ,302)

¢ | 0le) | rule) rZu(e) rSa(e) rSh(e) r&(e) r§ie) ri(e) o) rGe) r5i(o)
1 1 0 2 4 2 0 2 0 0 2 0
2 1 8 0 0 0 0 0 4 8 0 0
3 2 0 4 8 4 0 4 0 0 4 0
4 2 16 0 0 0 8 0 0 16 0 8
5 4 0 8 16 8 0 8 0 0 8 0
6 2 16 0 0 0 0 0 8 16 0 0
7 6 0 12 24 12 0 12 0 0 12 0
8 4 32 0 0 0 16 0 0 32 0 16
9 6 0 12 24 12 0 12 0 0 12 0
10 4 32 0 0 0 0 0 16 32 0 0
11| 10 0 20 40 20 0 20 0 0 20 0
12 4 32 0 0 0 16 0 0 32 0 16
13| 12 0 24 48 24 0 24 0 0 24 0
14 6 48 0 0 0 0 0 24 48 0 0
15 8 0 16 32 16 0 16 0 0 16 0
16 8 64 0 0 0 32 0 0 64 0 32
17| 16 0 32 64 32 0 32 0 0 32 0
18 6 48 0 0 0 0 0 24 48 0 0
19| 18 0 36 72 36 0 36 0 0 36 0
20 8 64 0 0 0 32 0 0 64 0 32
21 12 0 24 48 24 0 24 0 0 24 0
22| 10 80 0 0 0 0 0 40 80 0 0
23 | 22 0 44 88 44 0 44 0 0 44 0
24 8 64 0 0 0 32 0 0 64 0 32

o[o1dS1og] 9193 LT
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Tabelle 5: Die Koeffizienten zum Belyi-Paar (Cg, ﬁCZ)

¢ | #(o) | e (e) 1) ri(e) reh(e) ragle) rir(e) rip(e) rip(e) rip(e) rip(e)
25 | 20 0 40 80 40 0 40 0 0 40 0
26| 12 | 96 0 0 0 0 0 48 96 0 0
27 | 18 0 36 72 36 0 36 0 0 36 0
28 | 12 | 96 0 0 0 48 0 0 96 0 48
29 | 28 0 56 112 56 0 56 0 0 56 0
30| 8 64 0 0 0 0 0 32 64 0 0
31| 30 0 60 120 60 0 60 0 0 60 0
32| 16 | 128 0 0 0 64 0 0 128 0 64
33| 20 0 40 80 40 0 40 0 0 40 0
34| 16 | 128 0 0 0 0 0 64 128 0 0
35| 24 0 48 96 48 0 48 0 0 48 0
36| 12 | 96 0 0 0 48 0 0 96 0 48
37| 36 0 72 144 T2 0 72 0 0 72 0
38| 18 | 144 0 0 0 0 0 2 144 0 0
39 | 24 0 48 96 48 0 48 0 0 48 0
40| 16 | 128 0 0 0 64 0 0 128 0 64
41| 40 0 80 160 80 0 80 0 0 80 0
42| 12 | 96 0 0 0 0 0 48 96 0 0
43 | 42 0 84 168 84 0 84 0 0 84 0
44| 20 | 160 0 0 0 80 0 0 160 0 80
45 | 24 0 48 96 48 0 48 0 0 48 0
46| 22 | 176 0 0 0 0 0 88 176 0 0
AT | 46 0 92 184 92 0 92 0 0 92 0
48| 16 | 128 0 0 0 64 0 0 128 0 64

UOZLIJRWNAILG PUN UIYIOIUIOISUASIH F



4.7 Weitere Beispiele

Das letzte Beispiel hat eine etwas andere Form. Das Belyi-Paar, zu dem
die Gruppe assoziiert ist, ist nicht bekannt. Als Ausgangspunkt ist eine Per-
mutationsgruppe gewihlt. Auf diese Art und Weise lassen sich einige Eigen-
schaften der Gruppe leichter manipulieren.

Beispiel 4.21. Betrachte die Gruppe G := ((1234567), (1234586)) C Ss und
den Morphismus

vg : I'(2) — G
o — (1234567)
o (1234586).

Damit sind

oo = (1234567)
o1 = (1234586)
Os = 07 oyt = (17853)(264).

und

Als Stabilisator wird jener zum Element 8 gewdihlt, d.h. T = o~ (Stabg(8)).
FEin Reprdasentantensystem der Spitzen mit Spitzenbreiten ist:

Spitze‘O‘ 1 ‘ 2‘5"
Breite | 2] 14 ] 14 | 2|

Mit diesen Informationen kann der Algorithmus[3 von Seite [5] benutzt wer-
den. Hier muss das Programm aus[A. 9 etwas stirker verdndert werden, da es
eine Spitze gibt, in deren Aquivalenzklasse keine ganze Zahl und auch nicht
oo liegt. Die Ergebnisse, welche das Programm fiir diese Gruppe liefert, sind
in Tabelle [A auf Seite zu sehen, wobei aus Platzgrinden a = % gesetzt
wurde.

Bemerkung 4.22. Die gewdihite Gruppe entspricht einem Belyi-Paar mit
einem Morphismus vom Grad 8, bei dem tiber jeder Verzweigungsstelle zwes
Punkte liegen, d.h. diber jeder Spitze von I'(2) liegen zwei Spitzen. Aufgrund
der Anzahl der Spitzen und der Verzweigungsordnungen ldsst sich ablesen,
dass die algebraische Kurve des Belyi-Paares Geschlecht 2 hat.
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4 Eisensteinreihen

Tabelle 6: Die Koeffizienten zur Permutationsgruppe G
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5 Eigenschaften der berechneten Streumatrizen

Nun steht eine ganze Reihe von Beispielen zu Verfiigung. An dieser Stelle
sollen auffillige Ahnlichkeiten der Ergebnisse zusammengetragen werden und
teilweise auch erklart werden.

Die Streumatrix zu einer Gruppe I' C I'(1) ist durch die konstanten Ko-
effizienten ), der Eisensteinreihen gegeben, vergleiche dazu Definition .7
Die ¢j; nun wieder werden allein durch die Funktionen rjrk definiert (siehe
Satz ). Im Folgenden wird deshalb fast ausschlieflich r;(c) betrachtet.

5.1 Jeder zweite Koeffizient ist null

Bei allen Ergebnissen fillt auf, dass jeder zweite Koeffizient null ist. In Satz
wird diese Eigenschaft fiir Gruppen I' C I'(2) bewiesen.

Hierzu miissen erst einmal die Aquivalenzklassen von Q U oo unter der
Wirkung von I'(2) genauer betrachtet werden.

Lemma 5.1. Die Aquivalenzklassen von QU oo unter der Wirkung von I'(2)
sind:

Seo = {;e@\(s,t)zl,tz() mod2}Uoo
So = {;e@\(s,t)zl,szo mod2}
S1 = {;e@\(s,t)zl,szl mod 2 und t =1 mod2}

Beweis: Aus Lemma ist bekannt, dass I'(2) drei Spitzen hat und die
Menge {00, 0, 1} ein Reprisentantensystem bildet.
Betrachte nun eine Matrix (2Y%) € I'(2) und ihre Wirkung auf einen

ausgekiirzten Bruch 2:
wby (S as + bt
) (5) =

t)  es+dt
Im weiteren wird erldutert, welche Gestalt ein Bruch 7 haben muss, um
dquivalent zu 0,1 oder oo zu sein.

Zu oo: Damit § ~ ., 00, muss Zjigi = oo gelten:
as + bt
=00 = cs+dt=0
cs +dt

= c¢s=—dt
= s=1 mod2 und t=0 mod?2
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5 Eigenschaften der berechneten Streumatrizen

Die letzte Folgerung gilt, da (¢ %) € I'(2).
Analog folgt:

] as+b .
Zu 0: Damit § ~_, 0, muss 257 = 0 gelten:
bt
as+ =0 = as+bt=0
cs+dt

= as= —bt
= s=0 mod2 und ¢t=1 mod?2

Zu 1: Damit § ~_, 1, muss gjigi = 1 gelten:
as + bt
e s(a—c) =t(d—b)

= s=d—-b und t=a-c
= s=1 mod2 und t=1 mod 2
Aus diesen Betrachtungen folgt auch schon die Behauptung, denn jeder Bruch

erfiillt nur genau eine der drei Bedingungen und jeder Bruch muss zu einer
der drei Spitzen dquivalent sein. O

Satz 5.2. Sei I' C T'(2) eine Untergruppe von endlichem Index und S =
{S1,...,5,.} ein Reprisentantensystem fiir die Spitzen von U'. Dann gilt zu
je zwet Spitzen S;, S, € S:

Wenn Sj ~., Sy = 1(c) =0, firc€ Nmitc=1 mod 2.

Wenn Sj #,) Se = 1i(c) =0, firc€ N mitc=0 mod 2. (5.1)

Beweis: Um diesen Satz zu beweisen, muss die Struktur der Menge fyj’lnyk,
welche die r’s bestimmt, genauer verstanden werden. Das c in rj;(c) steht fiir
den Eintrag unten links in den Matrizen aus vflf‘%. Betrachte die Projektion

m: (1) — I'(1)/T(2)
und das Bild von 'yj_ll"% unter 7:
m (v Tw) = 7l n(Da(w) = 7wy HIdw(y) = 7(v; ). (5:2)

Ob die Eintrige unten links in den Matrizen aus yjlf‘vk gerade oder ungerade
sind, héngt also nur von den Spitzen S; und Sj ab.

Fiir eine Spitze S; hat 7; die Eigenschaft: v;(c0) = S;. Sei S; = 7 ein
Bruch, so gilt v; = (7 %). Mit Sg = T ist also

’Yj_l’Yk: (—*tz)(zz) — (svirt:)-
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5.2 Gleiche Koeffizienten

Mit Lemma 1] und der Formel (B2) folgt, dass es in der Menge fy]-’lnyk,
wenn die Spitzen dquivalent sind, nur Eintridge zu geradem c¢ gibt und, wenn
die Spitzen nicht dquivalent sind, nur Eintrége zu ungeradem c gibt. O

5.2 Gleiche Koeffizienten

In allen vier Beispielen kommen Koeffizienten mehrfach vor:

Sei I' C I'(1) eine Gruppe mit Spitzen S; und Sj. Dann ist r]rk eine
Abbildung, die einer natiirlichen Zahl ¢ den entsprechenden Koeffizienten
des Elements zu (S;, Si) in der Streumatrix zuordnet:

r?k N — N
¢ — i)
Das Paar (£, 3)

Zu diesem Paar, sieche Formeln (B3) fiir das Paar und [B3) fiir die Gruppe,
legt Tabelle B von Seite b6l eine Reihe von Symmetrien nah:

Frage 5.3. Gelten fir das Paar (E,3) die Identititen:

Tod = Todh
R = T
rod = g
rof = 7
rog = T
ne o= red

L . . ry T
Die einzigen r''2’s, die nicht doppelt vorkommen, sind 7L2_ o2, rF.

Bemerkung 5.4. Mit Hilfe des Algorithmus[d von Seite[54 wurde berechnet,
dass die Funktionswerte der Funktionen aus Fragell3 bis ¢ = 500 gleich sind.
Bis zu dieser Hohe wurden die Koeffizienten berechnet.

Die Gruppe I'(2)

In Kapitel wurde bewiesen:
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5 Eigenschaften der berechneten Streumatrizen

Satz 5.5. Fir die Gruppe I'(2) gelten die Identititen:

(2 (2 (2
e
T'500 = Tl = To

Damit tauchen nur zwei verschiedene Koeffizientenfunktionen auf, diese aber
mehrfach.

Beweis: Der Satz folgt aus Satz 12| auf Seite B35l O

Das Paar (C4,3¢,)

Zu diesem Paar, siehe Formel ([Z22), legt die Tabelle Hl von Seite BJ eine
Reihe von Symmetrien nah:

Frage 5.6. Gelten fiir das Paar (C1, B¢,) folgende Identititen:

C1 _ Cl _ Cl
roooo - TOO = 711

Cc; i _ ,Ch
Tooo = Tool = To1

Damit tauchen nur zwei verschiedene Koeffizientenfunktionen auf, diese aber
mehrfach.

Bemerkung 5.7. Mit Hilfe des Algorithmus[3 von Seite[54 wurde berechnet,
dass die Funktionswerte der Funktionen aus Fragell @ bis ¢ = 100 gleich sind.
Bis zu dieser Hohe wurden die Koeffizienten berechnet.

Das Paar (C5,3¢,)

Zu diesem Paar, siehe Formel ([Z23), legt die Tabelle B von Seite BTl eine
Reihe von Symmetrien nah:

Frage 5.8. Gelten fiir das Paar (Ca, B¢,) die Identititen:

Co _ Co
Toooo - rll
Ca Cy _ . Co _ _Co
oo = Toc2 = Tor = T12
Cy __ Co
Too = T2

Die einzigen 7''7’s, die nicht doppelt vorkommen, sind 7’5021 und r(%.

Bemerkung 5.9. Mit Hilfe des Algorithmus[3 von Seite[54] wurde berechnet,
dass die Funktionswerte der Funktionen aus Frage[2 8 bis ¢ = 100 gleich sind.
Bis zu dieser Hohe wurden die Koeffizienten berechnet.
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5.2 Gleiche Koeffizienten

Die Permutationsgruppe G

Zu dieser Gruppe, siehe Beispiel L2l legt die Tabelle @ von Seite eine
Reihe von Symmetrien nah:

Frage 5.10. Gelten fiir die Permutationsgruppe G folgende Identitditen:

Tc?oo = Tc?os
Tgol = T§o2
CR—Ci
T = Ta
Nl
% o=
TlGa = TQG’G
Die einzigen r'2’s, die nicht doppelt vorkommen, sind r¢_ 7S . rS,

G G G G G
T11, T2, T1a> Top und 7g,.

Bemerkung 5.11. Mit Hilfe des Algorithmus[3 von Seite [57] wurde berech-
net, dass die Funktionswerte der Funktionen aus Fragel2 1l bis ¢ = 100 gleich
sind. Bis zu dieser Héhe wurden die Koeffizienten berechnet.

Es sind nur Koeffizienten zu einem Paar von Spitzen (5}, Sy) gleich jenen
zu (Sj, Sir), wenn die Mengen {b;,b;} und {b;;, by} gleich sind. Natiirlich
muss die Bedingung, die der Satz an die Spitzen stellt, damit die Ko-
effizienten gleich sein konnen, erfiillt sein. Es fillt auf, dass unter diesen
Voraussetzungen die Koeffizienten gleich sind.

Dieses Phénomen lésst sich zu einer allgemeineren Vermutung zusammen-
fassen:

Vermutung 5.12. Sei I’ C I'(2) eine Untergruppe von endlichem Index und
S ={S1,...,5,} ein Reprisentantensystem der Spitzen zu I', wobei n € N,
dann gilt: Seien (S}, Sy) und (Sj, Sp) zwei Paare von Spitzen aus S mit
Spitzenbreiten b; und by, respektive by und by, so dass gilt b; = by und
by = by, dann:

Wenn  Sj ~, Sk und Sy~ Sy = 1j(c) w(c) VeeN.

r'(2) =Ty
Wenn  Sj o Sk und Sy b, Sy = 1(c) = rpp(c) Vee N

Bemerkung 5.13. Aufgrund der Symmetrie r;;(c) = ry;(c) fir alle c € N
gelten die Folgerungen aus Vermutung [212 auch fir b; = by und by, = b;r.
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5 Eigenschaften der berechneten Streumatrizen

Antworten auf die Fragen

Wenn die Vermutung gilt, sind die Fragen 5.3, B0 und positiv
zu beantworten.

Die Vermutung wurde an allen hier berechneten Beispielen getestet.
Fiir I'(2) gilt sie allgemein. Fiir das Paar (F, 3) ist sie bis ¢ = 500 verifiziert;
bei den anderen Beispielen bis ¢ = 100.

Einige der Identitdten der Koeffizientenfunktionen folgen aus den Sétzen
in Unterkapitel iiber total verzweigte Spitzen. Beziiglich Frage folgen
die ersten beiden Identititen aus Satz B.32 Die Frage ist vollsténdig
positiv zu beantworten, wie Satz .34 zeigt. Auch die Frage B.8list weitgehend
positiv zu beantworten, denn alle Identitéten bis auf die letzte folgen aus Satz
B35 Da die Gruppe G keine total verzweigten Spitzen hat, lassen sich keine
der Identitdten aus Frage .10 mit Hilfe von Kapitel beantworten.

5.3 Lineare Abhangigkeiten

In allen Beispielen sind einige Spalten gleich, wie schon in Kapitel B2 darge-
stellt worden ist. Es lassen sich noch weitere lineare Abhingigkeiten finden.

Das Paar (F, 3)

Neben den in Frage angesprochenen Gleichheiten, legen die Listen noch
weitere Abhéngigkeiten nah. Insgesamt ergibt sich:

Vermutung 5.14. Folgende lineare Relationen bestehen:

I'g I'g
Toooo T06
I'e I'e _ I'e I'g I'e
T 500 T1T = Tooso — To0 — 2706
1
I'e __ I'e 'e _ I'e
Tool = 7000 T3 = Tos
'e _ ,I'e e __ l e _ Tk
Too3 = Too0 T — 4T000 To1
r I r r r
Toch = 17’00% 33 = Too
I'e 'e _ _I'e
T00 Tsg = To1
I'e I'e _ I'e I'e I'e
To1 Te6 = Toomo — 700 — 2706
'e _ . I'e I'e
To3 = Tooo — To1

FEs gibt insgesamt 5 linear unabhdngige Funktionen: v 2, .2, Tof, Toi und

I'e
T06 .
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5.3 Lineare Abhéngigkeiten

Die Gruppe I'(2)

Wie schon im Satz .12 bewiesen gibt es nur zwei verschiedene Ergebnisse.
Die beiden sind linear unabhéngig von einander.

Das Paar (C1,3¢,)

Da die Frage positiv zu beantworten ist, gibt es nur zwei verschiedene
Ergebnisse. Die beiden sind linear unabhéngig von einander.

Das Paar (Cy, 3¢,)

Neben den in Frage angesprochenen Gleichheiten, legen die Listen noch
weitere Abhéingigkeiten nah. Insgesamt ergibt sich:

Vermutung 5.15. Folgende lineare Relationen bestehen:

Cs Cy _ . .Co
Toooo TOl - TooO
Co Co Co Ca
7500 To2 = §Toooo — Too
Co __ Co Co _ .Co
Tool = 2,r‘ooO 1 = Tooco
Cy _ . Co Cy _ Co
Too2 = To0 T2 = Two
Cg 02 02
To0 T'99 To0

Cy Co Ca
2y Tocp Und 1o -

Es gibt insgesamt 3 linear unabhdingige Funktionen: r
Die Permutationsgruppe G

Neben den in Frage angesprochenen Gleichheiten, legen die Listen noch
weitere Abhéngigkeiten nah. Insgesamt ergibt sich:
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5 Eigenschaften der berechneten Streumatrizen

Vermutung 5.16. Folgende lineare Relationen bestehen, wobei a = % 18t:

G ¢ 6,4 G G
T 000 T = g (roooo + Tooa) + T00
G G _ e G G
70 Ty = 5 (roo0+rool) — To1
G G _ .G
Too1 i3 = To2
G _ .G a 7 G 2 G
TooZ - Tool Tla - 5 oo 5Tool
G _ .G G _ G G G
Tz = Too0 Toy = g (roooo + Tooa) —Too
G G _ .G
T'soa Ta3 = To1
G G _ .G
LA Toa = T1a
G G _ .G
To1 T3z = Too
1
G _ G G _ .G
To2 = g(T 5000 )_7“00 T3a = Toa
1 3 2
G _ G G _ G G
5 5 5
4 o 1
G G
r& = ——pG 4 =
Oa 5 o0 5
Es gibt insgesamt 6 linear unabhdangige Funktionen
G G G G G G
Toboor Too0r Tools Towsjzr Top 4nd 7).

Feststellung: Die Dimension des Raumes, der von den rfk zu einer Gruppe
I' aufgespannt wird, ist in den behandelten Beispielen immer kleiner gleich
der Anzahl der Spitzen.

Naheliegend ist es zu folgende Frage zu formulieren:

Frage 5.17. Gilt allgemein, dass die Dimension des Raumes, der von den
r]rk zu einer Gruppe I' aufgespannt wird kleiner gleich der Anzahl der Spitzen
ist?

Bemerkung 5.18. FEin beachtlicher Teil der linearen Abhdngigkeiten aus
diesem Kapitel folgt aus Satz[5.24 von Seite [Z8.

Matrizen

Nun werden die ersten Koeffizienten fiir das Belyi-Paar (F, 3) aus Formel B7]
in Matrizen dargestellt, um Regelméfigkeiten und lineare Abhéngigkeiten zu
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5.3 Lineare Abhéngigkeiten

Da jeder zweite Koeffizient null ist, zeigen die Matrizen starke Regelmé-

finden. Zu jeder natiirlichen Zahl ¢ lésst sich eine Matrix wie folgt definieren:
kigkeiten und es tauchen nur die beiden Typen auf.

* O x X O

* %X O O ¥

* o O O ¥

* O ¥ x O

O *x ¥ ¥ ¥

|

Fiir ungerades c :

|

S X O O *

S O ¥ % O

S O *x ¥x O

S ¥ O O ¥

* O O O O

Die ersten 12 Matrizen, die sich ergeben, sind:

Fiir gerades ¢ :

=2:

C

=1:

C

NoOo o™ o
0 YW OO
NN oo
0O N WO
O 00 N 00 N
oo oo
oo ™o
oo oco
oW o oM™
Socococo
N~
— O O —H O
<t N O O -
—_— o oo
<+ O - MmO
=JRS R

12 0 0 4
0 0 4 0
0 4 12 0
4 0 0 O

20 0 0 0 O
0
0
0
0

—
Y o< <o
CL oo«
<+ o oo
Coo¥o
oL v L
~_
oo oo
co<w Yo
coo <o
oY oo«
Soococo

|

=T7:

©oocwvo
JBooo
© oo oo
JoowXo
oJ oo
~_
S wvwooo
cowv o
comw©vo
o oow
Sococoo
N~
©oocwvo
J ¥ oo w©
© oo oo
JowowXo
oJ oo
~

c=12:

c=11:

10 :

cwo oo
cow o
oo ©o
oK oo
S ocoo
~—
—
Soxwo
Sdocow©
S oo o
Socowod o
EEEE
~
oSN oo w©
comNgo
oo oo o
ocRoox
S ocoo
~
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5 Eigenschaften der berechneten Streumatrizen

Alle diese Matrizen haben vollen Rang 5 (mit Maple getestet).

In der Beispielen zu I'(2),Cy bzw. G haben die Matrizen vollen Rang 3
respektive 6. Zu Cs haben die Matrizen zu geradem c vollen Rang 4 und die zu
ungeradem ¢ haben Rang 3 (Tabelle [ auf Seite [E1] zeigt, dass fiir ungerades
¢ in der zweiten und in der vierten Spalte genau die gleichen Werte stehen).

5.4 Die Summe der Koeffizientenfunktionen zu einer
Spitze

Betrachtet man in den Tabellen die Summe der Koeffizientenfunktionen zu
einer fixierten Spitze Sy so gilt in allen Beispielen:

1 ..
b Z rie(c) = o(c) fiir alle c. (5.3)
SjES
Da die Euler’sche ¢-Funktion nach Beispiel EEAl die Koeffizienten fiir die Grup-
pe T'(1) beschreibt, lasst sich die Formel (£3) umformulieren zu

1
— Z r]rk(c) ='W (¢) fiir alle c. (5.4)

Dieses Ergebnis folgt aus einer allgemeinen Gleichung iiber die Beziehung
zwischen der Eisensteinreihe fiir eine Gruppe I' und Eisensteinreihen zu einer
Untergruppe IV C I'. Die Gleichung wird in Satz bewiesen, doch dafiir
wird ein Lemma bendtigt, welches vorangestellt wird.

Lemma 5.19. Sei I' C I'(1) eine Untergruppe von endlichem Index und S;
eine Spitze von I' mit Spitzenbreite b;. Dann gilt fiir die Eisensteinreihe:

B, (z,8) =b;" Y % (5.5)

d
—EESJ'

Beweis: Die Eisensteinreihe zur Gruppe I' mit Spitze S; ist definiert als

Es, (z,5) = Z Im (aj_lfy(z))s.

YEL;\I

N VO
O']—f)/](o 1/\/5

74



5.4 Die Summe der Koeffizientenfunktionen zu einer Spitze

gilt

ZIm(a’y stlm% v(2))°.

~el;\I ver, \r

Sei fyj_lfy = (2b), soist Im (fyj_lfy(z)) = ‘cz d‘Q Auferdem gilt, dass das Paar

¢,d) genau dann untere Zeile einer Matrix mit v € I'; \ ' ist, wenn
g V5 '7 7y j

—%l € Sj ist:

Sei $ € S; ein Représentant fiir S;, so kann %—1 = (%) gewdhlt werden.

Einerseits: Fiir (2%) € T ist dann 7;1Fj<23) = (sciat sapr) und mit
d —b\s _ bi—sd C(d —bY _ -1 c ot bt—sd

(70 a )% - si—izt’ wobel (fc a ) - ((ég) = 1—" 15t stc—izt € Sj'

Andererseits: Sei —% € S;, so existiert v € I' mit 7(%‘1) = 2 und somit gilt

77 (5 = oo, also vy = (57)-
Mit diesem Ergebnis folgt:

B ()= b 3 In(9) =0 Y

e\l —des;

Satz 5.20. Seien die Gruppen I' und I'" Untergruppen von I'(1) von endli-
chem Index mit I C I' C I'(1). Sei S; eine Spitze von I' mit Spitzenbreite
bj. So ldsst sich diese Spitze unter der Wirkung von I zerlegen und es gilt

S = O Sji
=1

wobei die {S},},_, . Spitzen von I' sind mit Spitzenbreiten b;,.
Fiir die Fisensteinreihen gilt:

Y BLE (2,8) = BES (,5) (5.6)

i=1

Beweis: Mit Lemma .19 lasst sich schreiben

Im(z)®
s 0 _ ~ 7
bjESj (Z’ S) - Z |cz _ d|25

- Z Z ‘Cz_ ‘25

=1 7*6 Jz

_ s I’

= E b, Es, (z,5),
i=1
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5 Eigenschaften der berechneten Streumatrizen

wobei die erste und die letzte Gleichheit aus Lemma folgt. O

Aus der Beziehung zwischen den Eisensteinreihen ldsst sich eine Relation
fiir die Koeffizientenfunktionen der Streumatrizen folgern.

Satz 5.21. Gelten die Benennungen aus Satz[ZZ0. Seien auferdem Sj, eine
weitere Spitze von I' und S eine Spitze von IV mit Sy C Sy. Die dazu
gehorenden Spitzenbreiten seien by, und by .

Dann gilt fir die Koeffizienten:

T

1 / 1
b_klz fk/( )—arjrk(c) VeeN (5.7)

Beweis: An dieser Stelle werden Fourierentwicklungen von FKEisensteinrei-
hen zu unterschiedlichen Spitzen verglichen. Dabei muss beachtet werden,
dass bei der Fourierentwicklung mit der Spitzenbreite der Spitze, in der ent-
wickelt wird, skaliert wird. Fiir die Fourierentwicklungen der Eisensteinreihe
zur Spitze S; in der Spitze S gilt

ESJ' (Zv 8) |Sk = ESJ' (0k<z)7 S) = ESj <7k<bkz>7 S) .

Beim Vergleich der konstanten Koeffizienten von Eisensteinreihen zu ver-
schiedenen Spitzen muss diese Skalierung beriicksichtigt werden.
In Satz B2 wurde der konstante Koeffizient von Eg, (z,s) s, eingefiihrt

als ( 1)
I'(s— =
1/2 2/ . Lo l=s
m F(S) 90]]6(8) y
mit

1 1
Pik(s) = W Z"’jk@@-

c>0

Aus der Gleichheit der Eisensteinreihen aus Satz .20 folgt die Gleichheit
der konstanten Koeffizienten:

1IN s 1/2F(3_%) r 1-s
bt Db e () Tm(bw2)
=1

1y F S — 1 —S
= by, 1bjﬁ1/2% ' %P'k(s) -Tm(bgz)' ™%,

wobei die Faktoren b{,' und b}~ die unterschiedlichen Skalierungen aufhe-
ben. Also ist

bz,lz s b w(s) = bk (s), (5.8)
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woraus uber

! bs b1 s 1 bbb ]
1 1(€) 55
folgt, dass
k’ T
bkbk’ Z Tﬂz k’ bkbk/)s ]k< )
gilt. Aus der letzten Formel folgt durch Umstellen die Behauptung. O

Die Formel vom Anfang des Kapitels ist ein Spezialfall von Satz B2
und es kann folgender Satz formuliert werden:

Satz 5.22. Sei I' € I'(1) eine Untergruppe von endlichem Index mit Reprdi-
sentantensystem S = {S1,...S,} fiir die Spitzen. Benenne b; die Spitzenbrei-
te von S;, i € {1,...r}. So gilt fir die Koeffizientenfunktionen

1 Z rie(e) = "W (e) = ¢(c) fir alle c. (5.9)

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz B.2Tl und den Ergebnissen zur Streu-
matrix der Gruppe I'(1) aus Beispiel O

Bemerkung 5.23. Die Motivation zu einer solchen Gleichung kommt auch
aus der Arakelov-Theorie. Dort kann man zeigen, dass die Summe

1 I
E Z Tjk(c)

SjES

unabhdngig von der gewdhlten Spitze ist.
Hier stellt sich sogar heraus, dass die Summe unabhdngig von der Gruppe
'cI(1) st

Uber die in dieser Arbeit behandelten Gruppen ist noch mehr bekannt,
was die Struktur der Koeffizientenfunktionen noch genauer zu beschreiben
hilft.

Mit Satz B2 in dem gezeigt wurde, dass jeder zweite Koeffizient null ist,
liasst sich die Formel (59) in zwei Teile zerlegen. Aus Formel (B29) folgt, dass
fiir gerade c gilt:

1
o > rile) = é(c) (5.10)
SjES
Si~p(2) Sk
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5 Eigenschaften der berechneten Streumatrizen

Fiir ungerade c gilt:

1

™ > rikle) = (c) (5.11)
ko sies

Sy () S

Diese Zerlegung ist Resultat der Tatsache, dass alle hier behandelten
Gruppen Untergruppen von I'(2) sind. Ausgehend von dieser Tatsache kann
mit Satz B.2T] noch mehr Information gewonnen werden:

Satz 5.24. Sei I' C I'(2) eine Untergruppe von endlichem Index und S =
{S1,...5,} ein Reprisentantensystem der Spitzen von I'. Fiir jede Spitze
Sk € S mit Spitzenbreite by gilt fiir gerades c:

205 e = 100 = 20(0

SjES
Sjohpay Sk

Fiir ungerades ¢ wird zur Vereinfachung der Schreibweise angenommen, dass
Sk oo gilt, dann ergeben sich folgende Formeln:

Yo k(o) = () = 0

~re)

205 e = AP0 = 60

b
ko gies

SJNF(Q) 1

Diese Formeln bedeuten, dass die Spitzen, die dquivalent zu 0 sind, und jene,
die dquivalent zu 1 sind, jeweils die Hilfte des Gesamtergebnis bilden. Fir die
anderen beiden Fille S}, ey 0 und Sy i L vertauschen sich die Spitzen
entsprechend, so dass in der ersten Formel immer jene Spitze steht, zu der Sy,
unter der Wirkung von I'(2) dquivalent ist und in den unteren beiden Zeilen
die Spitzen stehen, zu denen Sy unter der Wirkung von I'(2) nicht aquivalent
18t.
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Beweis: Der Satz folgt aus Satz B.2Z2I] und den Ergebnissen zur Streumatrix
von I'(2) aus Satz von Seite Die Breite aller Spitzen von I'(2) ist 2.
Die Koeffizienten fiir I'(2) haben genau die in der Behauptung aufgefiihrte
Form. O

Bemerkung 5.25. An Satz ist zu erkennen, dass Satz 22 in dem
gezeigt wurde, dass jeder zweite Koeffizient null ist, aus Satz [2Z1 iber die
Relationen der Koeffizientenfunktionen folgt.

5.5 Abschatzungen und Approximationen

Mit den Ergebnissen aus Kapitel 4] konnen die Koeffizienten abgeschétzt
werden. Im Folgenden wird eine Abschitzung vorgestellt.

Fiir eine Gruppe I' C I'(2) und zwei ihrer Spitzen S; und Sy lassen sich
die Koeffizienten 7;;,(c) mit ¢ € N abschitzen. Es gilt

Satz 5.26. Sei ' C I'(2) eine Untergruppe und S; sowie Sy, zwei ihrer Spitzen
mit Spitzenbreiten b; und by, so gilt fiir rj(c) mit ¢ € N:

Wenn Sj ~r) Sk; ist
0 < 'r’;k(c) < x,(c+ 1)min (bj, by) ¢(c). (5.12)
Wenn Sj ., Sk, ist
I
0 < mul)) < xale)gmin(by,b) ¢(0). (5.13)

Beweis: Dass rfk(c) mit ¢ € N nicht negativ ist, folgt unmittelbar aus der

Definition in Satz als Kardinalitit einer Menge. Der Rest folgt, indem die
Aussagen aus Satz 24 mit fixierter Spitze S; mit denen zu fixierter Spitze
Sk verglichen werden. O

Aus Satz 028 kann eine Aussage zum Wachstum der Koeffizienten abge-
leitet werden:

Korollar 5.27. Die Koeffizienten rjrk(c) wachsen héchstens linear. Die Eu-
ler’sche ¢-Funktion wdchst linear, vergleiche dazu Bemerkung[{.0 Nach Satz
kann 15, (c) nicht schneller wachsen, d.h.

rix(e) < O(c). (5.14)
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5 Eigenschaften der berechneten Streumatrizen

Diese Abschitzung fiir die Koeffizienten ist recht grob. Nach unten wird
mit der offensichtlichen Schranke Null abgeschitzt. Auch nach oben ist die
Abschéatzung sehr grofziigig. Dies fiihrt zum Beispiel dazu, dass die Polord-
nung der L-Reihe der Abschitzung nicht die der urspriinglichen Funktion ist.
Infolge dessen ergibt das Einsetzen der Abschitzung in die Formel der
Streukonstanten kein verniinftiges Ergebnis mehr.

Um sich eine Vorstellung vom Wert der Streukonstante zu machen, wird
nun eine Approximation der Koeffizientenfunktion gegeben, die dies erlaubt:

Definition 5.28. Sei I' C I'(2) eine Untergruppe und S; sowie Sy zwei ihrer
Spitzen mit Spitzenbreiten b; und by, dann sei die Funktion Jrk N —-Q
definiert wie folgt:

Fiir c € N st
b;b
e o X,(c+1)- ST )T ¢(c)  wenn Sj ~, Sk
gk\C) = bib
X2 (C) Q;CI‘] (b( ) wenn S 761“(2)

Die Funktion §Jrk lasst sich mit Benutzung der Ergebnisse fiir die Gruppe
['(2) darstellen. Es gilt:

b;b

r _ Yk I'(2)

éjk(c) = m Tj’k’ (C) Vee N, (515)
wobei die Indizes j' und &’ zu Spitzen S; und Sy aus {0, 1, 00} gehéren mit
den Eigenschaften:

Sj/ ~ Sj und Sk’ ~

r)

Sk

r)

(Vergleiche dazu die Ergebnisse fiir die Gruppe I'(2) aus Satz auf Seite
m)

Fiir die Funktion § . stellen wir fest:

Satz 5.29. Fir eine Funktion fjk nach Definition [2.28 gilt

(i) Die approzimierte Streukonstante C]k, wobei &, anstatt r}; eingeselzt
wird, konvergiert.

(1i) Fir die Summe zu einer Spitze gilt analog zu Satz [L23:

be Z fjk Z T]rk(c) = ¢(c)

S;es S-ES

Auch der Satz[5.24) gilt analog.
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Beweis: Der Punkt (i) folgt aus dem Zusammenhang von EJrk mit den Ko-
effizientenfunktionen von I'(2), sieche Formel (B13)). Fiir den approximierten
konstanten Koeffizienten @7, folgt:

1
s F(2
gpjk (bjbk DZO T, /k;/
(AN bk 1§ re)
- (%) T z 20
4\’ b, 2
::(bb>4 2 [
3k ]
Der konstante Term von (ﬁ) 4[113(3’“ bei Betrachtung der Reihe in s =1
J

ist 7. Das Residuum des konstanten Terms einer Eisensteinreihe zu I'(2)

1

[T(2)T

m, siehe dazu Definition EE8§ Durch Multiplikation ergibt sich das
1/2T(s-1/2) ~

Residuum der Funktion 7 o) Pk als

1 3 3

[(2):1] =[T(1):0@2)] 7). 1

ist

Dies ist genau das bendtigte Residuum.

Der Punkt (éi) folgt durch einfaches Aufsummieren sowie den Sitzen
und 224 a

Experimente zeigen, siehe z.B. Tabelle@ auf Seite @7 dass die Abweichung
ir(c) = 75, (c) nicht grof ist und die Differenz mal positiv, mal negativ ist,
so dass die Fehler sich gegenseitig relativieren.

Mit der Funktion § . aus Definition lassen sich die Streumatrix und
die Streukonstanten approxnnieren.

Frage 5.30. Gilt fiir die Differenz &}, (c ) ri(c)

a) die Differenz wdichst sublinear, also k() = ri(c)| = O(c'9) 2

Wenn die Antwort auf diese Frage posztzv ist, gilt dann

b) die in O(c'¢) auftretende Konstante K (T') ist unabhingig von der Gruppe
re

Falls beide Fragen mit ,ja“ zu beantworten sind, so ldsst sich auch die
Differenz der exakten und approximierten Streukonstanten abschitzen mit:

[Ch— Ciil < K -¢(1+¢) (5.16)

Da die (-Funktion in s = 1 einen Pol hat, sollten, fiir eine bessere Abschét-
zung, die Vorzeichenwechsel mit beachtet werden.
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5.6 Total verzweigte Spitzen

Eng mit den Sitzen aus Kapitel B4 hdngt auch die Tatsache zusammen, dass
an vielen Stellen die Einzelergebnisse Vielfache der Euler’schen ¢-Funktion
sind. Fiir total verzweigte Spitzen sind die Ergebnisse sehr regelmiifig, so dass
fiir diese Falle konkrete Formeln angegeben werden konnen. Es lassen sich
also Aussagen iiber die Gestalt der Streumatrix zu einer Gruppe I' C T'(2)
und ihrer Eintrége ¢, (s) machen.

Der Satz impliziert allgemein:

Satz 5.31. Sei (K, 3) ein Belyi-Paar. Ist der Morphismus 3 an einer Stelle
total verzweigt und sei Sy die zugehdrige Spitze, dann folgt: In der assoziier-
ten Streumatriz @k g)(s) sind die Eintrige in der Zeile und der Spalte k von
der Form

I(s—1/2) 1 bo(c)
o e Sl S

(Kvﬁ)<8).]7k n F(S) as DZO X2 (C + [’) c2s ’

wobei a,b € N und ¢ € {0, 1}. Die Werte von a,b und ¢ ergeben sich direkt
aus den Spitzen.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz BE24t Es folgt sofort, dass in den
Zeilen und Spalten Vielfache der ¢-Funktion auftauchen miissen, wenn der
Belyi-Morphismus iiber einer Stelle total verzweigt ist, weil dann wird fiir
jede Spitze eine Summe aus Satz nur iiber einen Summanden gebildet.

Die Werte fiir a,b und ¢ sind einfach zu bestimmen: Das Produkt der
Spitzenbreiten der beteiligten Spitzen bildet a. Ist S; ~., Sk, soist ¢ =1

und b = b;. Andernfalls ist ¢ = 0 und b= %, O
Konkret auf die Beispiele angewandt, lassen sich die folgenden Berech-

nungsformeln angeben.

Das Paar (F,3)

Bei diesem Paar, sieche Formeln ([B3) fiir das Paar und (B9) fiir die Gruppe,
ist nur Spitze oo total verzweigt:

Satz 5.32. Fir das Paar (E,B) bestehen folgende exakten Formeln:

1 boo
() = o Yot )=
X >0
. 1 brg(c)
@gok@) = W ZXQ(C) ];Cgs

c>0
Das k in der zweiten Formel steht fir Sy, € {0,1,3,6}.
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Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz .31l O

Die Gruppe I'(2)
In Kapitel wurde bewiesen:

Satz 5.33. Fir die Gruppe I'(2) bestehen folgende exakten Formeln.
Fir alle S; und Sy, aus {0,1, 00} gilt:

1 2
@5}2)(8) — ﬁ Z X (C + 1) ¢2<SC)
J

c
c>0
r(2) 1 9(c)
i S) = s X2 \C
ijk ( ) (b]bk) DZO ( ) 25
Beweis: Der Satz folgt aus Satz auf Seite E3l O

Das Paar (C4,3¢,)

Auch bei diesem Paar, siehe Formel ([f.22)), lassen sich alle Entwicklungen als
Vielfache der ¢-Funktion darstellen:

Satz 5.34. Fiir das Paar (Cy,B¢,) bestehen folgende exakten Formeln.
Seien Sj und Sy aus {0, 1,00} und seib = by = by = by, = 6 die Spitzenbreite,
dann gilt:

() = o S wale )P

c>0 ¢
| bo(c)
Cy _
E(s) = 33 D (05 5
c>0
Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz .31l O

Das Paar (Cy,3¢,)

Beim Paar (Cs, B, ), siche Formel (EZ3), sind ebenfalls alle Entwicklungen
als Vielfache der ¢-Funktion darstellbar. Als neues Phédnomen gibt es hier
Spitzenpaare, bei denen nur jeder vierte Koeffizient auftaucht.
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Satz 5.35. Folgende exakte Formeln gelten zu (Cs, Be,):

56 = e el D mit (7, ) € {(00,50), (1,1)}
Cy 1 49(c
Poor (8) = m ;X2(C) (Cb2<s)

C 1 2¢(c
P (s) = (655e)° ; X,(c) c2(s)

mit (j,k) € {(00,0),(00,2),(0,1), (1,2)}

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz .31l O

Aufser den Regelmifigkeiten aus Satz legt die Tabelle Bl auf Seite
noch zwei weitere Formeln nah:

Vermutung 5.36. Folgende Formeln gelten zu (Cs, B¢, ):

O = LGOS mit () € (0.0, (22)
EHOE @ ;X4(C+ 3)4(?530)

Hierbes st

1 4
X.(n) == { wenndln ez,
0 sonst

Bemerkung 5.37. Die Formeln aus Vermutung 22308, folgen nicht aus Satz
270, da es sich bei denen um Entwicklungen handelt, bei denen keine total
verzweigte Spitze beteiligt ist. Vermutung ist fur die ersten 100 Koeffi-
zienten verifiziert.

Die Gruppe G

Bei der Gruppe G, siehe Beispiel LZ1] zeigt sich ein deutlich anderes Verhal-
ten. In keiner Entwicklung taucht ein Vielfaches der ¢-Funktion auf. Dies ist
auch das einzige Beispiel, bei dem iiber jeder Spitze von I'(2) mehr als eine
Spitze liegt.
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5.6 Total verzweigte Spitzen

Veranschaulichung: Koeffizienten r., fiir iiber co total verzweigte
Morphismen

In dem Fall eines iiber co total verzweigten Morphismus’, wie er hier in
den meisten Beispielen vorkommt, ist die Berechnung nach Algorithmus
besonders iibersichtlich. Darum soll hier am Beispiel (F, 3) aus Formel (B3]
mit Gruppe I'g nach Formel (B) genauer ausgefiihrt werden, wie es zu dem
Ergebnis fiir ¢L2_ aus Satz kommt: Es ist

PLE (o) = { boo #(c), wenn ¢ =0 mod 2;

eo%0 0, wenn ¢ =1 mod 2. ’

wobei rLE_(c) definiert ist wie folgt:

rlE (¢)=#{d mod byc|3I(5}) €TE}

[e ele e}

Dass zu ungeradem ¢ der Koeffizient immer null ist, wurde in Satz
bewiesen. Diese Tatsache ist darauf zuriick zu fiihren, dass es keine Matrix
(a%) € T'(2) gibt, mit ¢ ungerade.

Um zu verdeutlichen, wie es zu dem Ergebnis b, ¢(c) fiir gerade ¢ kommt,
wird folgendes Lemma benétigt.

Lemma 5.38. Sei die Gruppe I'p wie in Formel (B3) gegeben. Es findet sich
immer eine Matriz (. }) € 'y, wenn ¢ =0 mod 2 und ggT(c,d) = 1.

Beweis: Fiir teilerfremde ¢ und d mit geradem c existiert nach Lemma ETT]
auf Seite 4] eine Matrix (} ) € I'(2).

Eine beliebige Matrix () € I'(2) kann durch Multiplikation mit (%)
von rechts in die Gruppe I'y verschoben werden, wobei a € {1,...5}: Die
Gruppe I'(2) wird nach Lemma erzeugt von

o=(3'%) wmd  y=(3'3)

Die Matrix (%}) hat in den Erzeugern von I'(2) die Darstellung (%) =
7715 . Eine Matrix ist genau dann in I'y;, wenn sie unter der Abbildung

(Yol F(Q) — 55
Y +— (1235)
m — (1234)

den Fixpunkt 5 hat.
Nun ist ¢ ((§3)) = (77 ' ") = (15243), d.h. fiir eine der fiinf Potenzen
gilt
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5 Eigenschaften der berechneten Streumatrizen

Fiir diese Potenz o’ liegt (77 99 1) (£ ) in Tp. O

Sei nun also ¢ gerade. Die Spitzenbreite in oo ist 10. Mit Lemma (38 und
der Definition von 74, folgt
Toooso(C) = #{d mod 10c|3(;}) €Tg}
= #{d mod 10c]| (¢,d) =1}
= #{0<d<10cund (¢,d) =1}
= 10¢(c),
wobei die letzte Gleichheit nach Lemma auf Seite @] gilt.
An diesem Beispiel ist zu sehen, dass die schone Form der Koeffizienten

auf die Tatsache zuriickzufiihren ist, dass die Permutation, die zu oo gehort,
ein Zykel maximaler Linge ist.

5.7 Berechnung von Streukonstanten

Die Streukonstante wurde im Kapitel @l in Definition eingefiihrt. Mit den
in dieser Arbeit berechneten endlich vielen Koeffizienten der Streumatrizen
lassen sich Streukonstanten im Allgemeinen nicht berechnen. Jedoch lassen
sich fiir einige Fille Aussagen iiber die Streukonstanten machen.

Streukonstanten zu total verzweigten Spitzen

Sei I' C I'(2) eine Untergruppe von endlichem Index, die eine total verzweigte
Spitze habe. Zu total verzweigten Spitzen tauchen nach Satz B31 Eintrige
in der Streumatrix auf, welche die Form
I(s—1/2) b (c)
d o r1/2 . 5.17
F(S)]yk m P(S) (b]bk)s ZX2(C+ L) CQS ( )

c>0

haben, wobei b; und by, die Spitzenbreite der beteiligten Spitzen ist, ¢ € {0, 1}
und b € N ist.

Schon im Kapitel L3l welches die Streukonstanten zur Gruppe I'(2) the-
matisierte, wurde erldutert, wie dhnlich strukturierte Formeln derart umge-
schrieben werden konnen, dass die Streukonstante mit Computeralgebrasy-
stemen zu berechnen ist.

So gilt:
2s
S 0l (22

LA und
s c? (=14 22%)((2s)

S et 1)¢(C) C@2s—1) (=2+2%)¢(2s - 1)

C(2s) (=1 +2%)¢(2s)

c>0
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5.7 Berechnung von Streukonstanten

Mit dieser Manipulation ist die Streukonstante

3/(m (1) : T]))
s—1

Ch0) = tiny (Be(s.0)0 -

zu @r(s,);k, die von der in Formel (2I7) aufgefithrten Form sind, berechen-
bar.

Fiir den Fall ¢« = 1, d.h. fiir den Fall wo die Spitzen S; und Sj, zu denen
die Streukonstante berechnet wird, I'(2)-dquivalent sind, gilt

Cir(1) = I (201og(2) + 6log(m) + 3log(b;by) + 72¢'(—1) — 6).
3m bjbk

Im anderen Fall ist

2 b

Cj (0)2_3_#'@—87,6

(8log(2) + 6log(m) + 3log(b;bx) + 72¢'(—1) — 6) .

Die Summe der Streukonstanten zu einer Spitze

Auch in den Fillen, wo {iber die einzelnen Streukonstanten nichts ausgesagt
werden kann, ist es moglich, die Summe der Streukonstanten zu einer Spitze
zu berechnen:

Satz 5.39. Sei ' C T(1) eine Untergruppe wvon endlichem Index,
S = {S1,...5,.} ein Reprisentantensystem fiir die Spitzen mit Spitzen-
breiten by,...b. und Sy eine fixierte Spitze, dann gilt fir die Summe der
Streukonstanten

o3 et _ 3 oo(h.
> biCi+ —log(by) = CT0) — — NOBS > bjlog(by), (5.18)
SjES SjES

wobei der Wert der Streukonstanten CTW bekannt ist.

Beweis: Die Streukonstante ist folgendermafsen definiert:

Cjr = lim (‘I)F(S)j,k - ) FD)

o 1pl(s —1/2) 3/(w (1) - T)
= ygi(ﬂ/ O A )

S F 121(s — 1/2) 1 1 3/(x[(1):T7)
= lm (W / T(s)  (bibi) ZTjk(C)@ B s—1 )

c>0



5 Eigenschaften der berechneten Streumatrizen

Betrachte nun fiir eine fest gewéhlte Spitze Si die Summe Zsjes b;Cjp.
Es ergibt sich:

, [(s—1/2) b, 1 3
o 1/2 b o3
Db = lm| T(s)  (bjbp) ;Tﬂk(c) 2 w(s—1)

SJES S]'GS

o 120(s —1/2) 3
=l | Z bbk Z Cas—1)

>0

wobei

SR

S;eS8

ist, da die Summe der Breite aller Spitzen genau der Index der Gruppe ist.

Die Terme, die in den einzelnen Summanden auftauchen, konnen jeweils
in s = 1 in eine Reihe entwickelt werden. Es ergeben sich

(bijJk) = %—%(s—lw()((s—nﬂ (5.19)
ﬂl/zw = m—mlog(4)(s—1)+ 0 ((s —1)?) (5.20)
erk(c)% = Sc_jl +K;+0(s—1), (5.21)

c>0

wobei ¢; und K von den Koeffizienten r;;(c) abhéngen.

Die Konstante ¢; lésst sich bestimmen, da die Polordnung der Streukon-
stanten zu S; und Sy bekannt ist. Mit den Reihenentwicklungen der einzelnen
Terme folgt dann, dass

S S 3 N . 3y
! bb,  w[(1):T] T '

(5.22)

Auch iiber die K;’s ldsst sich einiges aussagen. Hier ist der Wert fiir
ein eine einzelne Konstante K nicht bekannt. Doch die Summe Zsjes K;

lasst sich bestimmen, da sie eng mit der Streukonstenten zur Gruppe ['(1)
verbunden ist.
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5.7 Berechnung von Streukonstanten

Es ist

I'(2s —1) 3
o 12 P _
" F(23) 7 (s — 1)

_ 1/2 Zr(l 1)
- = “z m T

S; ES c>0

TCj T T loe(de ) — 3
- Z(bk(s—1)+kaJ bklg(‘l)J) s—1)

SjGS

Damit folgt fiir die Summe der K;:
b 3b
> K =20 4+ Zhlog(4)
SjES ﬂ- T
Mit diesen Informationen kann die Summe berechnet werden. Mittels

bj 1
Z bbk)s erk(c)g

S;es ( c>0

¥ (1 M(s—l)JrO((s—l)z)) (Sc_j1+Kj+O(s—1))

S;eS

1 ; log(b;b K;
D D L ’*)+—J+0<s—1>

;e k S — 1 bk bk
3 3
= _ 1 _ 2
m(s—1) =w2[I'(1): Z b log (b 2 log(b)
S es
cr 3
+ + = log(4) + O(s — 1)

ergibt sich
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Z b;Cj, = lim ( (7T —7log(4)(s—1)+ 0O ((3 - 1)2)) :

s—1
SjeS
3 3 cre
b; 1 ;) — — log(b
<7T2(S -1) ; SZE:S og(b 2 og(be) + s
3

= 1 — log(b; ——1 by) + CTW

P} (7‘((8 -1) 7 ; szesb og(b og(b) + *

= Ccr® _ i(log(bk Zb log (b, )

SGS

Bemerkung 5.40. Wenn der Wert fir C* eingesetzt wird, so gilt

[°(1)

S;es

> biCik =~ (24C (—1) — 24 2log(4m) + log(by) +

+ % log(4) + O(s — 1)) .

3 3
—log(4) — —log(4) —
" log(4) - = log(4)

S]‘ es

U9ZIIJRWNDILG UI)OUYIIII( IOP UIJRYDSUISIH G



6 Eine arithmetische Anwendung der Streu-
konstanten

In seinem Artikel [Kii2] zeigt U. Kiihn eine Anwendung von Streukonstanten
fiir die Arakelov-Theorie. Hier sollen Ergebnisse aus den Kapiteln B und
auf die Berechnung von Hohenpaarungen angewendet werden.

6.1 Néron-Tate-Hohenpaarungen und Streukonstanten

Ist K eine iiber Q definierte Kurve, dann lisst sich fiir Divisoren D vom
Grad 0 auf K eine Néron-Tate-Hohenpaarung ( - ) v~ definieren. Fiir ellipti-
sche Kurven ist wegen des Isomorphismus FE ~ Pic’(F) eine Vertriglichkeit
mit Definition [T gewéhrleistet. Mit Hilfe der Streukonstante zu Eisenstein-
reihen, siehe Definition L8 die zu Belyi-Paaren (K, 3) assoziiert sind, lassen
sich Néron-Tate-Hohenpaarungen von Grad 0 Divisoren auf der Kurve K auf
eine neue Art berechnen.

Satz 6.1 (Kiihn). Sei B : K — P! ein Belyi-Morphismus fiir eine algebrai-
sche Kurve iber Q mit induzierter Belyi-Uniformisierung K(C) = T\ H.
Seien Dy =3, n;S; und Dy = 3, my. Sy zwei Spitzendivisoren vom Grad 0.
Dann gilt fiir die Néron-Tate-Hdoéhenpaarung von Dy und Ds:

(D1, Do) yp = — Z dp log(p) — 272”]'kaka’ (6.1)

p prim jk

wobei die 0, rationale, explizit berechenbare[l Zahlen sind und C’].FkK die Streu-
konstante zu S; und Sy, beziiglich I' ist.

Beweis: Siehe [Kii2|, Seite 402. O

Definition 6.2. Mit Satz[61 lisst sich die Hohenpaarung zweier Grad Null
Divisoren Dy und Do in einen algebraischen und einen analytischen Teil
aufteilen:

(D1, D) o = h9(Dy, Do) + h"*W'(Dy, D), (6.2)
wobei
he'(Dy, Dy) = = > 4, log(p) (6.3)
p prim

!Der Aufwand zur Berechnung dieser Zahlen ist vermutlich #hnlich dem der in dieser
Arbeit vollzogenen Berechnungen zu C;kK.
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6 Eine arithmetische Anwendung der Streukonstanten

und
e (Dy, Do) = =271 Y nympCR< (6.4)
7.k

ist. Die Benennung der Teile ist durch den Beweis zu Satz [61 motiviert.

Gegeben sei eine elliptische Kurve £ und der Divisor O — P, mit Og und
P € E.Da E isomorph zu ihrer Picardgruppe ist, d.h. es gilt: £ ~ Pic°(F),
ist in diesem Fall die Néron-Tate-Paarung auf Pic’(E) aus Formel (G1]) des
Divisors 0 — P mit sich selbst durch die Formel

(Op = P,0p — P) g = (P, P) g (6.5)
gegeben, wobei die rechte Seite der Formel (E3) bereits im Kapitel [Tl in

Satz [LT0l eingefiihrt worden ist.

6.2 Der analytische Anteil der Hohe von P = (1,4) €

Sei fiir die elliptische Kurve E ein Belyi-Morphismus 3 : £ — P! gegeben
und sei E(C) = I'p\H. Weiter gelte, dass O und P Spitzen S; und Sy
entsprechen, also dass {0z, P} C B! (Verzweigungspunkte) gelte. Dann ist

<P>P>NT = <OE—P,OE—P>NT
= — Z 9, log(p) — QWZkaE.
Gk

p prim

Nun soll fiir den Punkt P = (1,4), der auf der Kurve E aus Kapitel
liegt, siehe dazu Satz B8 der analytische Anteil von (Dp, Dp)y, nach
Formel (63) berechnet werden. Die in Kapitel berechneten Koeffizien-
ten der Streumatrix von I'g sollen dafiir verwendet werden. Da nur endlich
viele Koeffizienten bekannt sind, kann der analytische Anteil der Hohe nur
ndherungsweise bestimmt werden.

Sei Dp der Divisor P — 0g. Der Punkt P = (1,4) liegt nach Lemma B0
iiber der Spitze Null, welche die Breite 8 hat; Og liegt {iber oo, einer Spitze
mit Breite 10. Mit der Definition fiir die Streukonstante folgt fiir Dp:

hjzvr;alyt(DP’ DP) — h;anTalyt(OE —_ P, OE — P)
—2r (Cls, — 2C5% + Oy
= 27 lime; (Prp(5)scco — 281, (8)se0 + Pry (5)oo)
(6.6)
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6.2 Der analytische Anteil der Héhe von P = (1,4) € E
Nun werden die Definitionen von ®r,(s), siehe Formel (), und ¢;x(s)
aus Formel () eingesetzt und man erhélt:
h?\;?‘raly%DP? DP) =

] 1/2 T’FE () rke )\ 1
_ 1/2 o000 00 -
2m gy Z( i byt ) & ©7)

A) (Direkte Berechnung): Da nur endlich viele Koeffizienten bekannt
sind, wird nur iiber eine endliche Reihe summiert. In diesem Fall gibt es keine
Konvergenzprobleme, d.h. der Limes kann weggelassen und s = 1 gesetzt
werden. Zu berechnen ist dann folgende Formel:

I'e I'e
ana Too (C) r (C) 1
henelvt(Dp, Dp) = —27r§ < T 800 + 0%4 )? (6.8)

In der Tabelle [ auf Seite @4 sind die Ergebnisse fiir einige N < 500 aufgeli-
stet. Da die Ergebnisse sich nicht monoton verhalten, wird, um eine gute Néa-
herung zu bekommen, iiber die Ergebnisse von N = 497 bis N = 500 gemit-
telt. Der angegebene Fehler ist der Betrag, um den das gemittelten Ergebnis
von den Einzelergebnissen variieren, also max |gemittelter Wert—Einzelwert|.

hfvr;“lyt(Dp, Dp) ~ —27%. i(—(), 05815 — 0,05802 — 0, 05822 — 0, 05805)

= 1,14705 % 0,002.

(6.9)
Aufgrund der Struktur der Koeffizienten, siehe Tabelle B auf Seite hol
tauchen in der Summe in Formel (E§) fiir gerade ¢ nur die beiden positiven
Summanden rLZ_(c) und 757 (c) auf. Bei ungeradem c ist nur der mittlere
Summand 7.2 ( ), welcher abgezogen wird, nicht null. Die unterschiedlichen
Vorzeichen in Formel (E8)) sorgen also nicht fiir kleine Summanden. Die Sum-
me wichst nicht monoton und das Ergebnis verédndert sich mit jedem neuen
Reihenglied recht stark. In der Tabelle [d auf Seite @41 ist zu sehen, dass der

Wert ab der dritten Nachkommastellen noch variiert.

Auf den folgenden Seiten wird der Versuch unternommen, die Konvergenz
zu verbessern, indem die Ergebnisse fiir die Gruppe I'(2) bei der Berechnung
mit benutzt werden. Aufterdem wird ein Versuch unternommen, das Ergebnis
abzuschitzen.

B) (Berechnung mit Hilfe von I'(2)): Fiir die Gruppe I'(2) tauchen nur
zwei verschiedene Streukonstanten auf. Diese wurden in den Formeln (EZT)
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6 Eine arithmetische Anwendung der Streukonstanten

N | Caoo = 2Cs0 + Coo | KW (Dp, Dp)
100 -0,05743 1,13362
200 -0,05810 1,14684
300 -0,05800 1,14487
400 -0,05793 1,14349
491 -0,05820 1,14882
492 -0,05807 1,14625
493 -0,05825 1,14981
494 -0,05807 1,14625
495 -0,05817 1,14822
496 -0,05798 1,14447
497 -0,05815 1,14783
498 -0,05802 1,14526
499 -0,05822 1,14921
500 -0,05805 1,14586

Tabelle 7: Summen zur Hohenberechnung von P = (1,4)

und (EI4)) berechnet. Jetzt wird versucht, die Hohe fiir den Punkt P = (1,4)
mit einigen Abwandlungen der Formel (E8) genauer zu berechnen.
Zunichst wird folgende Umformung betrachtet:

Cade = 20505 + Cod”
— (Che, +Cig —2052) + (2055 - 20%5)

I'(2
+ (2052 - 21

Welchen Vorteil hat diese Summe?
Im ersten Teil
C,:=Cle_+ Cpf —2012

kommen in der Reihenentwicklung nur Koeffizienten zu geradem c vor.
Im zweiten Teil "
r(2 r
Cy =20, —2C.%

treten in der Reihenentwicklung nur Koeffizienten zu ungeradem c auf.
Der letzte Teil
Cp(g) = 20;(22 — QCcl;(g)

ist durch die Formeln (EIT]) und (EEI4) gegeben.
Durch die unterschiedlichen Vorzeichen ist zu hoffen, dass die Summanden
in der Reihe zu Cy und C, klein werden und die Summe gut konvergiert.
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Tabelle 8: modifizierte Summen zur Héhenberechnung von P =

C,+C,

6.2 Der analytische Anteil der Hohe von P =

N | Wert der Summe

hjbvr;alyt (DP 7 DP)

100
200
300
400
491
492
493
494
495
496
497
498
499
200

0,22026
0,22274
0,22241
0,22218
0,22319
0,22266
0,22340
0,22269
0,22308
0,22230
0,22298
0,22245
0,22325
0,22261

1,19741
1,14846
1,15498
1,15952
1,13958
1,15004
1,13543
1,14945
1,14175
1,15715
1,14372
1,15419
1,13839
1,15082

(CEE, + Cip —2052) + (2055 - 20%%)

7r1/2F<S —1/2)

F(S)

+3 x.(0)

c>0

(5

27’

~0(c)

80¢

.
)

% (0)

rog ()

100¢

1
pon

645

(1,

48

4)eE

(1,4)

(95 + o5 — 2082 - 2008 + 2003

1 2)
7T1/2 / (Z Y, (c+1)
c>0

Die grofe Klammer aus der letzten Formel mit Maple berechnet fiihrt
zu den Ergebnissen in Spalte zwei der Tabelle Bl Bedauerlicherweise ist zu

sehen, dass die Konvergenz nicht sichtlich besser geworden ist.

Mit 1(0, 2229840, 2224540, 2232540, 22261) = 0, 22282 st das Frgebnis
Wi (Dp, Dp) = =21 (Cy + Cu+ Cr)

~ —2m <7T -(0,22282) —

= 1,14689 % 0, 008.

In der dritten Spalte von Tabelle Blist A% (Dp, Dp), berechnet iiber I'(2)
, zu sehen.

4log(2)
7r

)
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6 Eine arithmetische Anwendung der Streukonstanten

C) (Berechnung mit Hilfe von Satz (.32]): Eine weitere Moglichkeit,
die Rechengenauigkeit zu verbessern, ist, den Satz aus Kapitel mit zu
beriicksichtigen. In Satz wurde eine Bildungsvorschrift fiir r2_ und 7.2
angegeben. Mit diesem Satz ergibt sich:

g I'e 'y Satz B3
C(oooo - 2C(000 + C’00 -

Lel(s —1/2 106(c)  rolle)\ 1 8¢(c) 1

c>0 c>0

Um jetzt priziser Rechnen zu kénnen, miissen zu 75 noch mehr Koef-
fizienten berechnet werden. Damit wurde der Rechenaufwand von der Be-
rechnung von Koeffizienten zu drei Entwicklungen auf die Berechnung der
Koeffizienten zu einer einzigen Entwicklung reduziert.

Fiir die Entwicklung zur Spitze 0 in der Spitze 0 wurden noch 100 weitere
Koeffizienten berechnet, so dass die Summe iiber die ersten 600 Koeffizienten
betrachtet werden kann. Das Ergebnis &ndert sich dadurch leicht und es
ergibt sich

hemelvt(Dp, Dp) &~ —2m%- 1(=0,05801 — 0,05798 — 0,05798 — 0, 05805)

= 1,14497 + 0, 002.
(6.10)

D) (Abschitzung mit Hilfe von Kapitel ): Als Alternative zum
Ausrechnen weitere Koeffizienten, wird die Funktion §jr,f aus Definition
von Seite benutzt, um das Ergebnis zu ndhern. Der Beginn der Reihe
kann mit den berechneten Koeffizienten bestimmt werden. Fiir die héheren
Koeffizienten, die nicht mehr bekannt sind, wird die Funktion §]rkE als Koef-
fizientenfunktion gewihlt.

Fiir die Gruppe I'g mit Spitzen 0 und 0 ist

gOE:N — Q

64
¢ (e 1) 5000,

Beim Vergleich der Werte von r0f und &F liegt der relative Fehler
r
M’ bei grokerem ¢ bei unter 5%, wie in der Tabelle [ auf Sei-

te zu sehen ist. Auferdem ist der Fehler mal positiv und mal negativ,
so dass sich die Fehler ausgleichen und die Summe iiber alle Fehler bei 500
Summanden nur bei 20 liegt. Die wichtigste Eigenschaft dieser Reihe ist aber,
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dass sie genau das fehlende Residuum hat, welches notwendig ist, damit die

Reihe

7T1/2F(3 —1/2) Z

2 (XQ(c+ 1) (

106(c)

. 6,4¢<c>) e 8¢><c>> 1

T(s) 100° 64° 80° )
konvergiert.
¢ | rof(c) €'F(c) abs. Fehler rel. Fehler
480 | 856 819,2 -36,8 -0,043
481 0 0 0 0
482 | 1516 1536 20 0,013
483 0 0 0 0
484 | 1384 1408 24 0,017
485 0 0 0 0
486 | 1028 1036,8 8,8 0,009
487 0 0 0 0
488 | 1526 1536 10 0,007
489 0 0 0 0
490 | 1128 1075,2 -52,8 -0,047
491 0 0 0 0
492 | 1012 1024 12 0,012
493 0 0 0 0
494 | 1380 13824 2.4 0,002
495 0 0 0 0
496 | 1516 1536 20 0,013
497 0 0 0 0
498 | 1048 1049.6 1,6 0,002
499 0 0 0 0
500 | 1324 1280 -44 -0,033

Tabelle 9: Ndherung an die Koeffizienten von gogOE

Mit dieser Funktion ldsst sich recht einfach eine Summe iiber beliebig
viele Summanden berechnen. Die Genauigkeit des Ergebnisses wird damit
natiirlich nicht wirklich erhéht, da die weiteren Koeffizienten falsch sind. Aber
die Berechnung wird einen Eindruck vermitteln, wie weit sich das Ergebnis,
welches durch die ersten 500 Koeffizienten gegeben ist, noch verdndert.

In diesem Fall kann eine Summe njnkéjr,f nach Formel (G7) berech-
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6 Eine arithmetische Anwendung der Streukonstanten

net werden, indem angenommen wird:

ro(€) = X,(c+1)106(c)
(€)= xa(e)de(c)

Ror(e) = &g(e)
Mit Mathematica folgt:
~ 4log(2
Ol octe 4 Ghe — (;g< ) ~ —0,17650
T

Werden nun die ersten 500 Reihenglieder wieder abgezogen, verbleibt ein
Rest, der einen Eindruck vermittelt, wie weit das Ergebnis aus Formel (69)
sich noch verdndert. Fiir die ersten 500 Reihenglieder ergibt sich

500
7T1/2F(S —1/2) Z (TgoEoo<C) n Tog () 27’&%(0)) 1 ~ —0, 17635.

I(s) 100° 645 7 805 ) ¢

Die Differenz ist dann —0,00015. Mit diesen Ergebnissen ist davon aus-
zugehen, das der Fehler der Berechnung nach Formel (E£8) in der Grofenord-
nung von 10~* liegt.

Uber den geometrischen Anteil der Héhe von P = (1,4): Nun ist
der analytische Anteil der Héhe ndherungweise bekannt. Betrachte nun den
algebraischen Anteil, vergleiche dazu Formel (G.4I):

he'9(Dy, Dy) = — > 6,log(p)

p prim

Die Berechnung des algebraischen Anteils ist in dieser Arbeit nicht zu
leisten, doch eine mogliche Form kann angegeben werden.

In Kapitel B wurde in Formel (BI) die Hohe von P als (P, P) . =~ 0, 12838
angegeben. Nach Formel (63) ist diese gleich der Hohe des Divisors Dp. Zu-
sammen mit dem Ergebnis fiir den analytischen Anteil der Hohe aus Formel
(ET10), ist eine Ndherung fiir den algebraischen Teil wie folgt zu finden:

hi(Dp,Dp) = (Dp, Dp)yp — hi(Dp, Dp)
~ 0,12838 —1,14497
—1,01659
Der Beweis von Satz ldsst erwarten, dass die Primzahlen 2 und 5 im
algebraischen Anteil auftauchen und eine mogliche Darstellung ist
6

1
W8 (Dp, D) = = log(2) — 17 log(5) ~ —1, 01650
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6.2 Der analytische Anteil der Héhe von P = (1,4) € E

mit
—1,01659 — 107* < —1,01650 < —1,01659 + 1074,

wobei 107* die erwartete Genauigkeit des Ergebnisses fiir den analytischen
Anteil der Hohe ist.
Eine andere Darstellung hat die Form

17 9
s (Dp, Dp) = —=-log(2) + 17 log(5) ~ ~1,01665.

Auch hier gilt
—1,01659 — 107* < —1,01665 < —1,01659 4 10~*.

So lange die Hohe der Koeffizienten unbeschrinkt ist, vergleiche Definition
[CLT4 lisst sich eine beliebig gute Naherung finden.
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A Anhang

A Anhang

A.1 InGruppe.java

Hier ist der Programmcode eines Java-Programmes abgedruckt, mit dem fiir
ein Wort getestet wird, ob die zugehorige Matrix in der Gruppe ['p aus
Kapitel liegt. Im Programm InGruppe.java ist der Algorithmus [ imple-
mentiert.

Eine Erklarung der Befehle ist zum Beispiel im Internet bei [.Ja] zu finden.

import java.io.x;
import java.awt.sx;

class InGruppe
{
/+ wverknuepft zwei Permutationen.
x Permutationen sigma werden so gegeben:
x Als Integer—Array von der Laenge 5,
x an i—ter Position steht sigma(i)
*
/

public static int[] verkn (int[] a, int[] b)
{
int [] perm= {1,2,3,4,5};
for (int i=0; i<5; i++)
perm[i]= b[a[i]—1];
return perm;

}

// berechnet das Bild unter der Abbildung phi E in S 5
public static int[] bild (String 1)

{
int[] perm —{1,2,3,4,5};
int[] Pl ={5,1,2,4,3)};
int[] P2 ={4,1,2,3,5});
int[] P3 ={2,3,5,4,1};
int[] P4 ={2,3,4,1,5};

1
String vergl ="1234"

for (int i=0; i< l.length (); i++)
{
char nun = 1.charAt(i);
if ( vergl.charAt(0) = nun )
perm — verkn(perm ,P1);
else
if (vergl.charAt(1) = nun)
perm = verkn (perm ,P2);
else
if (vergl.charAt(2) — nun)
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A.2 Magma-Algorithmus

perm = verkn (perm ,P3);

else

if (vergl.charAt(3) = nun)
perm — verkn (perm ,P4);

}

return perm;

}

/x Testet ob ein Element von Gamma(2) in der Untergruppe ist.
* Dabei muss das FElement als String in 1,2,8,4 gegeben werden,
x wobei 1 und 2 die Erzeuger von Gamma(2)

x repraesentieren und 8 bzw. 4 ihre Inversen.
*/
public static boolean inUG (String a)
{
boolean drin = false;

if (bild(a)[4]==5) drin=true;
return drin;

}

public static void main (String arg[]) throws IOException

{

// Einlesen von der Konsole
String zeile;
BufferedReader stdin =
new BufferedReader (new InputStreamReader ( System.in ) );
System .out.println ("Geben,Sie Ihren, Input ein:");
zeile = stdin.readLine ();
boolean wasis= inUG(zeile );
System .out.println (wasis);

A.2 Magma-Algorithmus

An dieser Stelle ist der vollstindige Programmcode der Magma-Implementie-
rung des Algorithmus B von Seite zu sehen. Der Programmtext ist nur
minimal erldutert. Wie der Algorithmus prinzipiell funktioniert, wurde in
den vorhergehenden Kapiteln B3 und ausfiihrlich erklért.

Beschreibungen der einzelnen verwendeten Befehle finden sich im Magma-
Handbuch, das auf der Homepage von [Ca| zu finden ist.

/* In die naechsten Zeilen muessen die benoetigten
* Daten eingegeben werden.

*/
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cmin:=1; //Koeffizienten
cmax:=100;

j:=1; //Spitzen

k:=6;

bj:=2; //Breiten

bk:=2;

datei:= "Spl16K100";

P:=Sym(5) ;

pl:=P!(1,2,3,5); //Bild des 1. Erzeugers von Gamma2
p2:=P!(1,2,3,4); //Bild des 2. Erzeugers von Gamma2
stab:=5;

/* Nun folgen Definitionen und eine Prozedur,
* die das Bild eines Wortes berechnet.

*/
G2:=CongruenceSubgroup(2) ;
Koeffs:=[0: i in [1..(cmax+2)]];
bild:=function(w)
p:=P!1;

for i:=0 to #w-1 do
if w[#w-i] eq 1 then

p:= p*pl;

elif w[#w-i] eq 2 then
p:=p*p2~(-1);

elif w[#w-i] eq -1 then
p:=p*pl~(-1);

elif w[#w-i] eq -2 then
P:=p*p2;

end if;

end for;

return p;

end function;
F:= Open("/u/posingie/Belyi/JavaMagma/3Versuch/Daten/"\

xdatei, "w");
fprintf F, "Die Koeffizienten \n";
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A.2 Magma-Algorithmus

// Die Matrizen fuer die Konjugation werden erstellt.

if j ne -1 then
Gj:=Matrix(IntegerRing(),
else
Gj:=Matrix(IntegerRing(),

end if;

if k ne -1 then
Gk:=Matrix(IntegerRing(),
else
Gk:=Matrix(IntegerRing(),

end if;

2,2,

2,2,

2,2,

2,2,

// Der Fall d=0 wird behandelt.

for m:=0 to bj-1 do
for n:=0 to bk-1 do

evtl:=Matrix(IntegerRing()
Mm:=Matrix (IntegerRing(),
Mn:=Matrix(IntegerRing(),
weiter:=Gj*Mm*evtl*Mn*Gk;

if weiter[1][1] mod 2 eq
weiter[1][2] mod 2 eq
weiter[2] [1] mod 2 eq
weiter[2][2] mod 2 eq

= O O =

, 2
2,2,
2,2

3 3

and\
and\
and\
then

[j,_lﬁlﬁoj);

[1,0,0,11);

[0,1,-1,k]);

[1,0,0,11);

:2: [O,_lﬁlﬁoj)ﬁ

[1,m,0,1]);
[1,n,0,1]);

g:=G2! [weiter[1] [1], weiter[1][2],\
weiter[2] [1], weiter[2][2]];

wi:=FindWord(G2,g) ;

if Image(bild(wi),stab) eq stab then
Koeffs[1] :=Koeffs[1]+1;

end if;
end if;
end for;
end for;

// Die geforderten Koeffizienten werden berechnet.
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for c:=cmin to cmax do
for d:=1 to c-1 do

if GCD(c,d) eq 1 then
a:= 0;
while a*d mod ¢ ne 1 do a:=a+l; end while;
b:= (a*d-1)/c;
evtl:=Matrix(IntegerRing(), 2,2, [a,b,c,d]);

for m:=0 to bj-1 do
for n:=0 to bk-1 do

Mm:=Matrix(IntegerRing(), 2,2, [1,m,0,1]);
Mn:=Matrix(IntegerRing(), 2,2, [1,n,0,1]);
weiter:=Gj*Mm*xevt1*xMn*Gk;

if weiter[1][1] mod 2 eq 1 and\
weiter[1][2] mod 2 eq 0 and\
weiter[2] [1] mod 2 eq 0 and\
weiter[2][2] mod 2 eq 1 then

g:=G2! [weiter[1]1[1], weiter[1][2],\
weiter[2] [1], weiter[2][2]];
wi:=FindWord(G2,g) ;

if Image(bild(wi),stab) eq stab then
Koeffs([c]:=Koeffs[cl+1;

end if;
end if;
end for;
end for;
end if;

end for;
fprintf F, "Y%o\n", Koeffs[c];
end for;
delete F;

quit;



Software

Java: Java 2

Magma: Magma V2.10-17

Maple: Version 10

Mathematica: Mathematica 5

Pari: Pari/GP, integriert in das online SAGE Notebook:

http://sage.math.washington.edu:8100/ (Stand Dezember 2006)
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Thesen

Belyi-Morphismen geben einen Zusammenhang zwischen iiber Q definierten
algebraischen Kurven und nicht-holomorphen Eisensteinreihen zu Untergrup-
pen I von SLy(7Z). In der vorliegenden Arbeit wurden mehrere Aspekte in
diesem Themenkreis behandelt.

Belyi-Morphismen zu elliptischen Kurven: Fiir elliptischen Kurven E
wurde eine Konstruktion von Belyi-Morphismen, d.h Morphismen 3 : F —
P!, die nur iiber 0,1, 00 verzweigt sind, unter Einbeziehung von rationalen
Punkten der Kurve durchgefiihrt (Satz Z11):

Fiir eine elliptische Kurve E definiert iiber Q affin gegeben durch y? =
23 + Az + B mit A, B € Z und einer endlichen Menge P = {P,,..., P,} von
Punkten aus F(Q) gibt einen einfach zu konstruierenden Belyi-Morphismus
B mit der Eigenschaft, dass P ¢ 87'{0,1,00}.

Fiir den Grad dieses Morphismus’ gilt

)

(r+2)(r+5)
deg(B) < (K - max H (3)4)

wobei

K = max (44°, 3'|B| + |Ag|)

q

mit Ap = 44% + 2752 und H ((p t)) — max(]s], |¢]).

Die elliptische Kurve E : y?> = 2° + 52 + 10: Zur Bestimmung einer
Untergruppe I' C I'(2) zu einem Belyi-Paar gibt es einen theoretischen Algo-
rithmus. Praktisch ist das Vorgehen im allgemeinen aber nicht auszufiihren.
In Einzelfillen ldsst sich die Gruppe aber bestimmen (Satz BI0):

Zu dem Belyi-Paar

y(x —5) + 16

E y2:x3+5x+10, B(z,y) = %

ist die assoziierte Gruppe I'y C I'(2) gegeben durch den Morphismus

vorp:T'(2) — S5
(*21 _01) —  (1235)
(223) = (1234)
als

I'p ={y€l(2) | ¢r(7) € Stab(5)}.
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Ein Algorithmus zur Berechnung der Streumatrix: Ein wesentliches
Ergebnis dieser Arbeit ist ein Algorithmus zur Berechnung der Koeffizienten
von Streumatrizen (Kapitel EE4 und E3H):

Seien I' C I'(1) eine Untergruppe von endlichem Index, S; und Sy, zwei
nicht notwendigerweise verschiedene Spitzen von I' mit Spitzenbreiten b; und
bi. Der Zahl r;;(c) ist der c-te Koeflizient in der L-Reihe, die den Eintrag der
Streumatrix zu den Spitzen S; und Sy definiert.

Um rjk(c) zu erhalten, geniigt es, alle Matrizen aus

M. = {@EMEDGTY) | 0<ad<c; ggTle,d) =1;
1 mode 0<m<bj; 0<n<b}.

dahingehend zu testen, ob sie in vjfllﬂyk liegen, denn es gilt (Satz EET7):

rie(c) = #{y e Mc | v €' Ty}

Damit ist die Berechnung eines Koeffizienten auf einen endlichen Test
reduziert. Der Algorithmus Bl auf Seite B4 fithrt diesen Test fiir Gruppen I’
gegeben durch Permutationen aus. So wird rj;(c) berechnet. Die Zahlen, die
der Algorithmus fiir eine Reihe von Beispielen lieferte, sind in den Tabellen
bis @ in Kapitel @l zu sehen. So lieferte der Algorithmus fiir die Gruppe I'g
beziiglich der Spitzen 0 und 3 folgende Reihe:

FE(s)—L 3, 0,0, 18 18, s, 3, 2, %0
P08 = g \ 125 T 32s T mes U7 T gz 112 13% | 152 17%s

Eigenschaften der Streumatrix: Die Rechenergebnisse erlauben eine
Reihe von Beobachtungen zu Streumatrizen und motivierten einige Unter-
suchungen. Es konnte einiges gezeigt werden.

o Jeder zweite Koeffizient in den Eintréigen der Streumatrix ist null (Satz

£2).

e Fiir die Summe der Koeffizienten zu einer Spitze gilt (Satz BE22):

i S rikle) = 6(0).

SjES
Damit ist die Summe unabhéngig von Spitze und Gruppe.
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e Fiir Untergruppen IV C I' C I'(1) von endlichem Index gelten Relatio-
nen zwischen den Koeffizientenfunktionen (Satz B2TI):

T

1 / 1
Zrzk,(c) = @rfk(c) VeeN,

by i=1
wobei Sj = ngl Sji und Sk/ - Sk

e Eine Abschétzung fiir die Grofe der Koeffizienten (Satz B226). Insbe-
sondere wachsen die Koeffizienten hochstens linear.

e Ist der Belyi-Morphismus an einer Stelle total verzweigt, so hat die
Streumatrix Eintrége der Form (Satz E3T])

ﬂwir(s{(sﬁ/ D LS e ™9,

mit leicht bestimmbaren a,b € N und ¢ € {0, 1}.

e Die Summe der Streukonstanten zu einer fixierten Spitze ist immer

berechenbar und es gilt (Satz E39)

oS _ o 3 o (b
Z b]CJk + ; 10g<bk) =C — m Z b] lOg(b]),
S]'ES S]'ES

wobei CTW = —8 (12¢’(—1) — 1 4 log(4r)) ~ —2,60811.

Dariiber hinaus fielen noch eine Reihe weiterer interessanter Dinge auf,
die zu beweisen aber den Rahmen dieser Arbeit gesprengt hitten. Dazu geho-
ren, dass unter gewissen Bedingungen die Koeffizienten zu zwei Spitzenpaaren
gleich sind und dass immer nur sehr wenige linear unabhéngige Koeffizien-
tenfunktionen auftreten.

Ho6henberechnung iiber Streukonstanten: Die Hohenpaarung von ra-
tionalen Punkten auf elliptischen Kurven kann in einen algebraischen und
einen analytischen Anteil zerlegt werden. Der analytischen Anteil ist durch
Streukonstanten gegeben und diese lassen sich durch die Koeffizienten 74 (c)
approximieren:

Auf der Kurve E : y? = 23 + 5z + 10 gilt fiir den analytischen Anteil des
rationalen Punktes P = (1,4) € E(Q) (Formel (6I0)):

anal ~
henalvt (P, P) ~ 1, 14497,
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