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0 Einleitung

Die Néron-Tate-Hohe ist eine Paarung fiir Divisoren von Grad Null auf einer algebrai-
schen Kurve, die iiber einen Zahlkdrper definiert ist. Sie gibt in gewisser Weise eine
Abschétzung fiir die arithmetische Komplexitit der Kurve und wird z.B. im Beweis des
Satzes von Mordell-Weil benétigt. Néron-Tate-Ilohen treten auch als eine Grofe in der
Formulierung der Birch und Swinnerton-Dyer Vermutung' auf. Die Néron-Tate-Hohe ist
bislang nur fiir elliptische Kurven algorithmisch berechenbar. Diese Arbeit beschreibt
in einem Beispiel, wie man sie mittels verallgemeinerten Arakelov-Schnittzahlen berech-
net. Dieses Verfahren beruht auf auf Belyi-Morphismen und kann zur Berechnung der
Hohenpaarung auf allgemeinen algebraischen Kurven benutzt werden.

Das Beispiels benutzt einen Satz von Ulf Kiihn. Er gibt eine Darstellung der Néron-Tate
Ho6he als eine Linearkombination von rationalen Zahlen multipliziert mit dem Logarith-
mus von Primzahlen und reellen Zahlen, den so genannten Streukonstanten. Diesen Satz
besprechen wir ausfiihrlich in Kapitel 3.4.

Satz (Kiihn) Sei Cx eine geometrisch irreduzible Kurve definiert iber einem Zahlkorper
K. Seien D1 = Zj njSj, Do = . mypSk zwei Divisoren auf Cx vom Grad 0. Man
wéihle einen Belyi Morphismus (3 : Cx — P, so dass Dy und Dy Spitzendivisoren sind
auf Crc. Weiter sei C,(C) = X (T',) die induzierte Belyi-Uniformisierung. Dann existiert
die folgende Formel fiir die Néron-Tate Hohenpaarung < D1, Do >N fiir die Klassen
Dqi,Dy € DiVo(CK)

27
~ <Dy, Dy>yr= Y. b,logN, + wQ > anmkc;’k :
vePgUPc o:K—C jk

wobei die O, explizit berechenbare rationale und die C’jqk, reelle Zahlen sind. Die CJ‘-’k sind
die Streukonstanten der Gruppen I',.

O

Der Satz begriindet sich auf ein Ergebnis von Hriljac und Faltings (siehe Kapitel 3 ins-
besondere Satz 3.23), das eine Beziehung zwischen der Néron-Tate Hohenpaarung und
der Arakelov Schnittzahl besagt. Die rechte Seite im Satz von Kiihn ist eine “explizitere”
Berechnung dieser Schnittzahl, die man in den algebraischen (oder endlichen) Anteil

(Dl 'D2)alg = Z 51/10gN11
VG'PBUPC

und den analytischen Anteil

27
(Dl . D2)oo = m Z anka;-’k

0:K—C jk

'Diese ist ein Millennium Problem des Clay Mathematics Institute;
http://www.claymath.org/millennium/Birch_and_Swinnerton-Dyer_Conjecture



aufteilen kann.

Anna Posingies hat sich in ihrer Diplomarbeit (siehe [Po]) mit der Berechnung des ana-
lytischen Anteils und damit insbesondere mit Streukonstanten beschiftigt, wobei sie in
einem Beispiel konstruktiv die Gruppen I', berechnet.

In dieser Arbeit berechnen wir fiir dieselbe Kurve die rationalen Zahlen 6, und bekommen
so das erste Beispiel fiir die Berechnung der Néron-Tate-Hohen mittels Belyi-Morphismen.

Diese Arbeit erfordert umfangreiche Vorkenntnisse in algebraischer Geometrie. Eine aus-
reichende Einfiihrung in dieses Gebiet geben [Ha| Kapitel II und [Li].Kapitel 1 - 7.

Die Kapitel 1 und 2 beschéftigen sich mit dem theoretischen Unterbau dieser Diplomar-
beit und folgen dabei [Si2] Kapitel IV und [Li] Kapitel 8 - 10. Eine arithmetische Flache ist
ein zweidimensionales Schema mit bestimmten Eigenschaften. Das wichtigste Werkzeug
um arithmetische Flichen zu konstruieren ist die Aufblasung. Eine Aufblasung ist ein
bestimmtes Schema und eine birationale Abbildung mit der Eigenschaft, dass das neue
Schema im Gegensatz zum Ausgangsschema ,regulérer” ist. Auf arithmetischen Flachen
definiert man Schnittzahlen lokal fiir Primdivisoren als Léngen der Quotienten der loka-
len Ringe modulo den Idealen, welche von den lokalen Gleichungen erzeugt werden. Die
globale Schnittzahl ist die Summe der lokalen Schnittzahlen und man setzt diese bilinear
fiir beliebige Divisoren fort.

In Kapitel 2 beschiftigen wir uns damit, fiir eine bestimmte Kurve eine arithmetische
Flache zu finden, deren generische Faser mit der gegebenen Kurve iibereinstimmt. Ei-
ne solche Fldche nennt man (reguléres eigentliches) Modell. Wir werden sehen das fiir
nichtsinguldre algebraische Kurven ein solches Modell immer existiert und fiir Kurven
von Geschlecht grofer als Null sogar ein ausgezeichnetes minimales Modell existiert. Das
Kapitel 2 widmet sich aufserdem dem Thema, wie solche Modelle konstruiert und die
speziellen Fasern klassifiziert werden kénnen.

Das Kapitel 3 behandelt Arakelov-Theorie. Es beginnt mit der Definition der kanoni-
schen Hohe auf einer elliptischen Kurve und der aus ihr resultierenden Bilinearform der
Néron-Tate-Hohenpaarung, welche sich auf der linken Seite des Satzes 3.37 findet. Danach
widmet sich das Kapitel den Arakelov-Divisoren fiir die wir die klassische Schnittzahl er-
weitern werden und mit deren Hilfe man die Beziehung zwischen der Néron-Tate-Hohe
und der Arakelov-Schnittzahl formulieren kann. Zum Abschluss des Kapitel gehen wir
ausfiihrlich auf den Satz von Kiihn ein.

Das Kapitel 4 beschreibt meine Berechnungen der algebraischen Schnittzahlen fiir Spit-
zendivisoren auf der Kurve
E:y? =23 4 5z + 10.

Diese Ergebnisse werden in Kapitel 5 mit der analytischen Schnittzahl und der Néron-
Tate-Hohe zusammengefasst und ausgewertet.

Die Hauptleistung dieser Arbeit liegt in der Berechnung der algebraischen Schnittzahlen
fiir ein konkretes Beispiel. Die Herausforderung der Berechnung lag in der Anwendung
eines in der Literatur weitgehend abstrakt behandelten Themengebietes auf eine durch



Gleichungen gegebene Kurve. Die Konstruktion des minimalen, reguliren, eigentlichen
Modells war umfangreich, da man bei jeder Aufblasung mehrere affine Karten betrach-
tet. Bei diesen Berechnungen war es wichtig, das in jedem Schritt die Reduktion von
vorgegebenen Punkten genau zu verfolgen. Darum konnte ich bereits implementierte Al-
gorithmen nicht verwenden. Nur die Kombination von detaillierter Berechnung mit Tricks
aus der kommutativen Algebra machte diese Ergebnisse moglich.

In unserem Beispiel wird sich das folgende minimale, regulire, eigentliche Modell ergeben.

Die Divisoren D; in der Zeichnung sind die Zariski-Abschliisse von Punkten S; der Kurve
E.

Man sieht, dass die Faser iiber (2) die einzige Faser mit mehreren Komponenten ist.
In dieser Faser gibt es acht Komponenten C; bis Cg, die wir wie auf folgendem Bild
durchnummerieren.

C 1 CQ C7 CS
Cy Cs

C3 CG

Fiir die Schnittmatrix der Faser, die man bei der Berechnung des algebraischen Anteils
benotigt, ergibt sich:



Ci C 2:-C3 2:C4 2:C5 2-C¢ C7 Cg

Ci -2 0 2 0 0 0 0 0
Ca 0 -2 2 0 0 0 0 O
2:C3| 2 2 -8 4 0 0 0 0
2:C4| 0 O 4 -8 4 0 0 O
2:Cs| 0 0 0 4 -8 4 0 0
2:Cs| 0 O 0 0 4 -8 2 2
Cr 0 0 0 0 2 -2 0
Cs 0 0 0 0 0 2 0 -2

Fiir Divisoren, die sich in den Fasern schneiden, habe ich die lokalen Schnittzahlen aus-
gerechnet. Aus der ersten Zeichnung wird ersichtlich, dass sich die Divisoren D; und Dg
in der Faser iiber (2) schneiden. Wir bezeichnen den Punkt mit Pjg. Ebenso schneiden
sich die Divisoren D; und D3, sowie die Divisoren Dy und Dg in der Faser iiber (5). Wir
bezeichnen ihre Schnittpunkte mit P;3 und Pyg.

Fiir die lokalen Schnittzahlen ergibt sich:

(D1 - Dsg)p,g = 5;
(Dl : D3)P13 =1
(DO . DG)P06 =1.

Mit diesen Informationen ist es nur noch ein Problem der linearen Algebra, alle Mog-
lichkeiten fiir die Schnitte zweier Divisoren von Grad Null mit Triger Sp bis Soo zu
berechnen.

Zum Beispiel ergibt sich unter Benutzung der obigen Erkenntnisse fiir den algebraischer
Anteil der Arakelov-Schnittzahl fiir die Divisoren Sp; = Sg — S1 und S35 = S3 — Sg der
Wert

25
(So1 - S36)alg = T log(2) — 2log(5) ~ 1.113294.

In Kapitel 5 arbeiten wir mit diesen Schnittzahlen ein Beispiel fiir Satz 3.37 aus. Dafiir
benétigen wir neben den algebraischen Schnittzahlen noch die analytischen Schnittzahlen
und die Néron-Tate-Héohe.

Wie eingangs erwidhnt, wurden die Berechnungen der analytischen Schnittzahlen von An-
na Posingies in ihrer Diplomarbeit [Po| behandelt. Die Néron-Tate-Hohe auf elliptischen
Kurven kann mit dem Computeralgebra-Programm Pari berechnet werden.

So ergibt sich zum Beispiel fiir den analytischen Anteil der Arakelov-Schnittzahl der
beiden Divisoren Sp; und S3g der ungefihre Wert

(So1 - S36)00 = 0,040391



und fiir die Néron-Tate-Hohe

< 501, S36 >NTR —1,155376.

Fiir die Arakelov-Schnittzahl ergibt sich also der Wert

(So1 - S36) ~ 1.113294 + 0,040391 = 1.153685.

Wie man sieht ist

‘(S()l . S36)+ < 801,836 >NT ‘ ~ 0.001691 < 2-1073.

Obwohl der algebraische Anteil exakt ist und die Néron-Tate-Hohe von Pari beliebig
genau berechnet werden kann, wussten wir nicht, wie gut das Ergebnis werden wiirde, da
iiber die Genauigkeit des analytischen Anteils nichts bekannt ist. Der analytische Anteil
ergibt sich durch unendliche Reihen, fiir die Anna Posingies die ersten 500 Summanden
ausgerechnet hat. Eine Fehlerabschitzung hierzu gibt es bislang nicht. Es ist zu beachten,
dass Pari die Néron-Tate-Hohe mittels der Definition (vgl. Definition 3.3) berechnet,
wahrend wir sie mittels Arakelov-Schnittzahlen berechnen. Fiir elliptische Kurven ist
dieser Weg also nur eine Alternative zur Berechnung der Néron-Tate-Hohe. Fiir Kurven
mit Geschlecht gréfser eins gibt es bis jetzt aber noch keinen Algorithmus zur Berechnung
der Néron-Tate-Hohe. Die Resultate dieser Arbeit in Kombination mit den Ergebnissen
von Anna Posingies zeigen, dass die Berechnung der Néron-Tate-Hohe mittels Arakelov-
Schnittzahlen ein aufwendiger aber doch gangbarer Weg ist.

Mein herzlicher Dank gilt zuallererst Herrn Prof. Dr. Ulf Kiihn fiir seine umfangreiche und
engagierte Betreuung. Weiter bedanke ich mich bei Herrn Priv.-Doz. Dr. Ernst Kleinert
fiir seine zahlreichen Anregungen und Bemerkungen. Unter den vielen anderen, die mich
in der Fertigstellung dieser Arbeit unterstiitzt haben mochte ich noch zwei besonders
hervorheben. Christian Curilla hat mir mit seinem offenen Ohr hiufig den entscheidenden
Hinweis fiir meine Probleme gegeben. Anna Posingies hat die analytischen Schnittzahlen
berechnet, die in dieser Diplomarbeit eine so wichtige Rolle einnehmen. Zuletzt danke
ich allen Korrekturlesern fiir das Aufspiiren von kleinen Fehlern.
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1 Arithmetische Flachen und Schnitttheorie

In diesem Kapitel legen wir die theoretischen Grundlagen fiir den Rest dieser Arbeit. Wir
beginnen mit dem zentralen Objekt, den arithmetischen Flichen.

1.1 Arithmetische Flichen und Weil Divisoren

Sei

K ein Zahlkorper

My die Menge aller Bewertungen auf K

Mp? die Menge aller archimedischen Bewertungen auf K

MY die Menge aller nichtarchimedischen Bewertungen auf K

v(x) = —log|z|, die Exponentialbewertung v € M

R der Ring der ganzen Zahlen von K (R = {z € K|v(z) > 0 fiir alle v € M%})
R*  die Einheitengruppe von R (R* = {z € K|v(x) = 0 fiir alle v € My})
K, die Komplettierung von K in v € Mg

Weiter definieren wir fiir alle v € MY :

R, der Ring der ganzen Zahlen von K, (R, = {z € K, |v(z) > 0})

ord, die normalisierte Bewertung von v (d.h. ord, (K*) = Z)

m, das maximale Ideal von R, (m, = {z € K,|v(z) > 0})

m, ein lokaler Parameter von m, (m, = (m,))

k,  der Restklassenkorper R, /m, (k, = R,/m,)

N, Die Anzahl der Elemente in k, (N, = |k,|)

In diesem Kapitel betrachten wir nur v € M%. Diese v stehen in 1 — 1-Beziehung mit
den Primidealen p = m,, € Spec R.

Definition 1.1 (siehe [La/ 11, §1) Eine arithmetische Fliche C/R ist ein projektives,
requldres, flaches R-Schema der Dimension 2 mit der Figenschaft, dass die generische
Faser C(g) eine nichtsinguldre Kurve ist. Die Abbildung 7 : C — Spec R heifit natiirliche
Abbildung der arithmetischen Fldche.

Die Strukturgarbe der arithmetischen Fldche C bezeichnen wir mit O.

Bemerkung 1.2 Arithmetische Fldchen sind immer projektive Schemata. Aus Griinden
der Ubersichtlichkeit betrachten wir aber meistens nur affine Karten.

Definition 1.3 Se; S = Spec R und X — S ein S-Schema. Wir bezeichnen die Menge
der R-rationalen Punkte von X als die Menge

X(R) = Homs(S, X).

Bemerkung 1.4 Allgemein werden wir in dieser Arbeit nur die abgeschlossenen Punkte
des unterliegenden Schemas als Punkte der arithmetischen Flache bezeichnen. Betrachten
wir auch die nichtabgeschlossenen Punkte des Schemas, so werden wir dies explizit hinzu
schreiben.
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Definition 1.5 Sei C/R eine arithmetische Fliche. Wir bezeichnen mit Cx = C Xpg
Spec K die generische Faser und mit C, = C X g Spec k,, die spezielle Faser von v. Weiter
bezeichnen wir fiir einen Punkt P € Cxx mit P C C den Zariski-Abschluss von P in C.

Die lokalen Ringe der Punkte einer arithmetischen Fléache sind ein wichtiges Instrument
fiir uns.

Definition 1.6 Sei C eine arithmetische Fliche und P ein nicht notwendigerweise ab-
geschlossener Punkt auf C. Wir bezeichnen mit Op den Halm won O in P, dass ist die
Menge aller Keime von Schnitten in P. Der Halm Op ist ein lokaler Ring und wir be-
zeichnen das mazrimale Ideal mit mp. Wir nennen Op den lokalen Ring von C in P. Den
Korper k(P) = Op/mp bezeichnen wir als Restklassenkorper von P.

Satz 1.7 SeiC eine arithmetische Flache und P ein (nicht notwendigerweise abgeschlos-
sener) Punkt auf C. Fiir jede offene, affine Umgebung U von P gilt

f

opz{
g

wobei p C O(U) das Ideal mit P=p € U und T = O(U) \ p ist.

f,g€eOWU),g # Omodp} =0U)<p> = Tfl(’)(U),

O

Bemerkung 1.8 Zur Unterscheidung von Lokalisierungen und lokalen Ringen, schreiben
wir in dieser Arbeit grundsitzlich Lokalisierungen mit spitzen Klammern. Auferdem
schreiben wir, falls (p) = p und Unklarheiten ausgeschlossen sind, auch O, anstelle
von O<(p)>.

Definition 1.9 Sei C eine arithmetische Fliche und € € C ihr generischer Punkt. Wir
definieren den Funktionenkdrper? K(C) von C als

Bemerkung 1.10 Fiir jeden Punkt P € C gilt

Quot Op = K(C)

Arithmetische Flichen erfiillen ein paar wichtige Eigenschaften.
Satz 1.11 Arithmetische Flichen sind eigentliche, normale und nullteilerfreie Schemata.

Beweis Als projektive Schemata sind arithmetische Flachen eigentlich.

Nach dem Kriterium von Serre (|Li] Theorem 8.2.23) sind arithmetische Flachen normal
und damit insbesondere auch nullteilerfrei.

’Da C nullteilerfrei ist, ist der Funktionenkdrper tatsichlich ein Korper

12



Wir erinnern uns an die Bedeutung der Eigenschaften einer arithmetischen Fléche.

Bemerkung 1.12 (projektiv) Sei P}, = P} Xgpecz Spec R. Ein projektives R-Schema
ist ein R-Schema C, sodass die Abbildung 7 : C — Spec R sich faktorisieren 1isst in eine
abgeschlossene Immersion i : C — P, fiir ein n € N, und eine Projektion P}, — Spec R.

(reguldr) Sei P € C. Der Quotient mp/m% = mp ®p, k(P) ist ein k(P) Vektorraum.
Sein Dualraum (mp/m%)" heiRt der Tangentialraum von C in P. Wir bezeichnen ihn mit
Tp.

C heifst regulér, wenn die Dimension von C in jedem Punkt mit der Dimension des Tan-
gentialraumes iibereinstimmt, also wenn fiir jeden Punkt P mit lokalem Ring Op und
maximalem Ideal mp gilt

dim OP = dimk(p) Tp = dimk(p) mp/m2p

Die Dimension des lokalen Ringes dim Op ist dabei die Krulldimension, also das Supre-
mum aller Langen von Ketten von Primidealen.

(flach) Eine arithmetische Fléche C heift flach, falls Oc p ein flacher Ogpec g r(p)-Modul
ist. Das heifst fiir jeden Punkt P € C und jeden Monomorphismus A — B von
Ogpec R,r(p)-Moduln ist der induzierte Morphismus

OC:P ®OSpecR,ﬂ'(P) A OC7P ®OSpecR,7r(P) B
ebenfalls ein Monomorphismus.

(eigentlich) Eine arithmetische Fliche heifst eigentlich, falls die Abbildung 7= : C —
Spec R separiert, von endlichen Typ und universell abgeschlossen ist. Ohne ndher auf

diese Eigenschaften einzugehen?®, ist ,eigentlich“ das algebraische Analogon zu , kompakt*
und ,, Hausdorffsch“?.

(normal) Man nennt ein Schema normal, wenn alle lokalen Ringe ganz abgeschlossen
sind.

(nullteilerfrei) Man nennt ein Schema (X, Ox) nullteilerfrei, wenn fiir jede offene Menge
U C X, der Ring Ox(U) ein Integrititsring ist.

Betrachten wir jetzt arithmetische Flichen, so kann man fordern, dass keine Faser sin-
guldre Punkte besitzt. Man kommt so zu dem Begriff der glatten arithmetischen Flache.

Definition 1.13 Sei C/R eine arithmetische Fliche und 7 : C — Spec R die natiirliche
Abbildung. Dann heifst C/R glatt, falls w in jedem Punkt glatt ist. Eine Abbildung ¢ :
X — S wvon endlichen Typ zweier Schemata X und S, nennt man glatt (von relativer
Dimension r) in x € X, falls es affine offene Umgebungen

s =¢(x) € Spec B C S und x € Spec A C X

3siehe [Ha| II.4
“siehe [Si2] Seite 301 Intuitive “Definitions”
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mat einer Darstellung

A:B[tla"'thrT]/(fl?"' afn) mit fla"' 7fn S B[tla"'tn%ﬁ'}

gibt, sodass die n x n-Minoren der Jacobimatriz (0f;/0t;) das Finsideal in A erzeugen.

Weiter bezeichnen wir mit C° das gréfite Unterschema wvon C, fiir dass die Abbildung
C® — Spec R eine glatte Abbbildung ist.

Eine glatte arithmetische Fliche ist eine eindimensionale Familie von reguléren Sche-
mata. s stellt sich heraus, dass Glattheit eine starke Eigenschaft ist, die die wenigsten
arithmetischen Flichen, mit denen wir arbeiten, erfiillen.

Wir haben also neben den nichtrguléren Punkten auch noch singuldre Punkte auf dem
Schema.

Definition 1.14 Sei C/R ein Schema, P ein Punkt auf C. Wir nennen P singular, falls
P ein nichtglatter Punkt von C ist.

Lemma 1.15 Sei C eine arithmetische Fliche und P € C ein nichtsinguldrer Punkt.
Dann ist P auch ein requldrer Punkt.

Die Umkehrung gilt dagegen nicht, wie das Beispiel 1.18 zeigen wird.

Zuerst bendtigen wir aber noch einen Satz. Er ist unser Standardwerkzeug, um festzu-
stellen, ob ein Punkt reguldr ist oder nicht.

Satz 1.16 (siehe [Li] Corollary 4.2.12) Sei (A,m) ein requldrer, Noetherscher lokaler
Ring und f € m\ {0}. Der Quotient A/fA ist genau dann requlir, wenn f ¢ m?.

O

Ein wichtiger Satz in diesem Zusammenhang besagt, dass man die Lokalisierung und die
Quotientenbildung vertauschen kann.

Satz 1.17 (siche [Ma] Theorem 4.2) Sei A ein Ring, T C A eine multiplikative Menge,
I C A ein Ideal und T das Bild von T in A/I. Dann gilt

Beispiel 1.18 Sei C/Z die arithmetische Fliache gegeben durch die Gleichung

fz,y) =9y? — 23 — 2% + 320 — 60 = 0,

14



also
C = SpecZ[x,y]/(y* — 2 — 2% + 322 — 60).

Wir {iberpriifen C auf singuldre Punkte und erhalten

o] 2 of
- = —2r + 32, — = 2.
. 3x T + 32, ) Y

Sucht man die Nullstellen der partiellen Ableitungen findet man folgende Punkte:

a) Fiir (2) verschwinden die partiellen Ableitungen in dem Punkt P, = V((x,y,2)).

b) Fiir (3) verschwinden die partiellen Ableitungen in dem Punkt P3 =V ((z —1,y,3)).
Mit Hilfe der Diskriminante in Kapitel 2 werden wir spéter sehen, dass die die einzigen
beiden singuldren Punkte des Schemas sind.

Fiir die lokalen Ringe ergibt sich, wenn man Quotientenbildung und Lokalisierung ver-
tauscht und gegebenenfalls noch faktorisiert:

Op, = (Z[z,y]/(y* — 2° — 2* + 322 — 60)) (1 4 2)>

— Ll ) oy /(5 — 2® — £+ 322 — 60).

Also ist Op, nach Satz 1.16 nichtreguldr, da Z[z, y]< (5, 2)> ein regulérer, Noetherscher,
lokaler Ring mit maximalem Ideal mp, = (z,¥,2) und f = (y*>—2®—22+322—60) € mé
ist.

OP3 = (Z[SE, y}/(y2 - :Eg - 35‘2 + 32z — 60))<(z—1,y,3)>
= Z[z,Y)<(o-1,4.3)>/ (V" — (& +3)(x — 1)* +27(z — 1) — 30)

Also ist Op, nach Satz 1.16 regulér, da Z[x, y|<5—1,4,3> ein regulérer, Noetherscher, loka-
ler Ring mit maximalem Ideal mp, = (v — 1,%,3) und f = (y* — (z +3)(x — 1)? +27(x —
1) — 30) € mp, \ m3, ist.

Also ist der Punkt P, nichtreguldr und der Punkt Ps regulir.

Eine arithmetische Fliche C ist normal und Noethersch, also kann man Weil-Divisoren
definieren ([Ha| IT §6).

Ein Primdivisor (oder irreduzibler Divisor) D ist ein eindimensionales, abgeschlossenes,
nullteilerfreies Unterschema, also eine Kurve auf C. Mit Hilfe von Primdivisoren kénnen
wir nun die Definitionen formulieren.

Definition 1.19 a) Ein (Weil) Divisor ist eine formale Summe von Primdivisoren.
b) Die Gruppe aller Divisoren heifit Divisorenguppe Div(C).

¢) Ein Primdivisor D, fir den gilt m(D) = Spec(R), heifit horizontaler Primdivisor.
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d) Ein Primdivisor D, fir den gilt 7(D) = p € Spec(R), heifit vertikaler Primdivisor.

e) Ein Divisor D = > n;D; heifit horizontaler (bzw. vertikaler) Divisor, falls alle D;
horizontal (bzw. vertikal) sind.

f) Die Gruppe der horizontalen Divisoren von C wird bezeichnet mit

Divy(C) = {D € Div(C)|D ist horizontal }.

g) Die Gruppe der vertikalen Divisoren von C wird bezeichnet mit

Div,(C) = {D € Div(C)|D ist vertikal }.

h) Fiir jede Faser C, mit v € MY definieren wir die Gruppe Div,(C), der vertikalen
Divisoren der Faser C,, als

Div, (C) = {D € Div(C)|n(D) = m,}.

i) Die Gruppe der Divisoren vom Grad Null wird bezeichnet mit Divo(C).

Es ist zu beachten, dass ein Primdivisor immer entweder horizontal oder vertikal ist.
Allgemein muss ein Divisor natiirlich weder horizontal noch vertikal sein, falls er sowohl
horizontale als auch vertikale Primdivisoren enthilt. Daher gibt es fiir jeden Divisor D
eine Zerlegung D = Dy + D,, von D in einen horizontalen Anteil Dy, € Divy(C) und einen
vertikalen Anteil D, € Div,(C).

Wichtig fiir unsere Anwendungen sind insbesondere die lokalen Ringe von Primdivisoren.

Definition 1.20 Sei C eine arithmetische Fliche, D € Div(C) ein Primdivisor und P €
C der (nicht abgeschlossene) generische Punkt von D, d.h. P = D. Dann definieren wir

den lokalen Ring Op als
Op = Op.

Bemerkung 1.21 Sei C eine arithmetische Fliche und D ein Primdivisor. Dann ist der
lokale Ring Op von D ein diskreter Bewertungsring. Sei P € C der generische Punkt von
D und U C C eine offene affine Umgebung von P. Sei P =p € U.

Dann gilt
OD = {g’f?g € O(U)7g 7_é OmOdp} = O<p> = Tﬁlo
mit T = O \ p.

Weiter assoziieren wir nun zu jeder nicht iiberall verschwindenden Funktion f € K(C)
einen Divisor.

Definition 1.22 Sei D C C ein Primdivisor. Nach der Bemerkung ist der lokale Ring
Op ein diskreter Bewertungsring. Wir bezeichnen die zugehorige Bewertung mit

ordp : K(C)* — Z.
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Definition 1.23 Sei f € K(C) eine nicht verschwindende Funktion. Der zu f assoziierte
Divisor div(f) ist definiert durch

div(f) = > _ordp(f)D € Div(C).
D

Ein Divisor, der zu einer Funktion assoziiert ist, heifst Hauptdivisor.

Definition 1.24 Zwei Divisoren Dy, Do € Div(C) heiflen linear dquivalent, falls ihre
Differenz ein Hauptdivisor ist. Wir schreiben

D1 = DQ.

1.2 Auf- und Abblasungen

Sei A ein Noetherscher Ring, I ein Ideal von A und betrachten wir die graduierte A-
Algebra
A=D1 wobei I’ := A.
d>0
Sei f1,..., fn ein System von Erzeugern fiir I. Sei t; € I = A, das Element f; betrachtet

als homogenes Element von Grad 1, nicht zu verwechseln mit dem Element f; € A = A
von Grad 0. Es gibt einen surjektiven Homomorphismus von graduierten A-Algebren

¢ AlTy,..., T, — A

definiert durch ¢(7;) = t;. Also ist A eine homogene A-Algebra®. Sei P(T) ein ho-
mogenes Polynom mit Koeffizienten in A. Es gilt P(t1,...,t,) = 0 genau dann, wenn

P(fi,...,fn) =0.

Definition 1.25 (siehe [Li] 8.1.1) Sei X = Spec A ein affines Noethersches Schema und
sei I ein Ideal in A. Sei X = Proj A. Den kanonischen Morphismus X — X nennt man
Aufblasung von X mit Zentrum (oder entlang) V (I) = Spec A/I.

Erste Eigenschaften liefern die folgenden Lemmata.

Lemma 1.26 (siehe [Lif 8.1.2) Sei A ein Noetherscher Ring und sei I ein Ideal von A.

a) Falls I von einem reguldren Element erzeugt wird, gilt A= A[T). Daraus folgt, dass
Proj A — Spec A ein Isomorphismus ist.

b) Es gilt Proj A=0 genau dann, wenn I nilpotent ist.

¢) Der Ring A ist ganz (bzw. reduziert) genau dann, wenn A ganz (bzw. reduziert) ist.

Eine homogene A-Algebra ist der Quotient aus A[Tp, - - - ,T},] und einem homogenen Ideal.
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d) Sei B eine flache A-Algebra und sei B die graduierte B-Algebra die zu dem Ideal 1B
gehort. Dann ¢ibt es einen kanonischen Isomorphismus B = B ®4 A.

e) Sei Sy =T;/T1 € O(D4(T1)).% Dann ist (Ker ¢)(1,) gleich
J1:={P(S5) € A[Sz,...,Sn][3d > 0, f{'P € (f182 = fa,- -, f1Sn — fu) },

und wir kénnen fl(tl) identifizieren mit der A-Unteralgebra Ay, erzeugt von den Elemen-
ten fi/f1, 2<i<n.

f) Sei J = (fiT; — fiTi)1<ij<n. Dann gilt J C Ker ¢. Seien die f; ein minimales System
von Erzeugern und das abgeschlossene Unterschema Z := V(J) von IP’Z_I nullteilerfrei.
Dann ist die abgeschlossene Immersion o : Proj A — Z ein Isomorphismus.

Das folgende Lemma gibt eine konstruktive Methode zum Aufblasen.

Lemma 1.27 (siche [Li] 8.1.4) Sei X — X = Spec A die Aufblasung eines Noether-
schen, integralen, affinen Schemas entlang eines abgeschlossenen Unterschemas V (I).
Sei I = (f1,--- fn) mit fi # 0 fiir jedes i, 1 < i < n. Dann ist X die Vereinigung der
affinen offenen Unterschemata Spec A;, 1 < i < n. Dabei ist A; die A-Unteralgebra von
Quot A, die durch die fjf;l € Quot A fiir 1 < j <n erzeugt wird.

O

Das folgende Lemma besagt, dass die Aufblasungsabbildung aufterhalb des Zentrums ein
Isomorphismus ist.

Lemma 1.28 (vgl. [Li] 8.1.12) Sei X = Spec A ein affines, Noethersches Schema, I
ein Ideal von A und w: X — X die Aufblasung entlang V(I). Dann induziert m einen
Isomorphismus 7~ Y (X \ V(I)) — X \ V(I).

Dies kénnen wir sogar noch etwas verallgemeinern. Bei Aufblasungen hat man auch hiufig
mehrere nichtreguldre Punkte auf einer Komponente.

Satz 1.29 Sei X = Spec A ein affines Noethersches 2-dimensionales Schema und [
ein Ideal von A, sodass A/ regulir ist und dimA/I = 1. Sei 7 : X — X die Auf-
blasung entlang V(I). Sei N(I) die Menge der nicht reguldaren Punkte von X, die in
V(I) liegen, und N(I) sei abgeschlossen in X. Dann induziert © einen Isomorphismus

X\ N)) — X\ N).

Beweis Seim € V(I)\N(I). Sei 7 : X = Proj ©D,.>0 1" — Spec A die Aufblasung von X
entlang V(I) und sei Proj @, > ¢(A<m>1)" — Spec Acy> die Aufblasung von Spec A<m>
entlang V(Acms1).

8Dy (Ty) = {p € Proj A|T\ & p}
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Die Abbildung
A— Acm>

ist flach, also gilt nach [Li|] Lemma 8.1.2 (d)

@In ®a4 Acm> =2 @(IA<m>)n-

n>0 n>0

Zusammen ergibt sich das folgende kommutative Diagramm von Schemata

Proj@I"«—Proj [ | PI" | ®aAcms | = Proj@PTAcms)"

n>0 n>0 n>0
T
Spec A Spec Acms

Da Acps und Acps /TAcpms regulir sind und dim Acys /TAcms = 1 wird das Ideal
TAc > in Acys nach [Li|] Corollary 4.2.15 und [Li] Example 6.3.2 von einem reguldrem
Element erzeugt.

Nach |Li] Lemma 8.1.2 gilt also
Spec Acm> = Proj @(IA<m>)n
n>0
Betrachten wir jetzt also die Faser iiber m der Aufblasung von X entlang V' (I).

Die Faser iiber m ist gegeben durch

Proj@,,~o 1™ x4 Spec A/m
= Proj @;EOI" ®4 A/m)
= Proj (@D,501" ®4 Acm> @A, A/m)
= Proj @nzojn @A A<m>) X A_pms Spec A/m
= Spec Acm> XA_,. Spec A/m
Spec (Acms> @A A/m)
= SpecA/m.

Da A/m ein Korper ist, besteht die Faser iber m nur aus einem Punkt.

Sei jetzt

7 X\ 7 Y(N)) — X\ N(), 2 — n(z).
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Nach den Voraussetzungen sind X \ N(I) und X \ 7~ (N(I)) offene Unterschemata in
X bzw. X. Weiter ist 7’ nach dem eben gezeigten und [Li] 8.1.12 (d) bijektiv. Also ist 7
ein Isomorphismus von Schemata.

O

Jetzt kdnnen wir, anstatt die nichtregularen Punkte einer Komponente einzeln, die ganze
Komponente auf einmal aufzublasen. Satz 1.29 garantiert uns, dass sich an den reguld-
ren Punkten nichts verédndert. Man muss aber beachten, dass es nicht egal ist, ob man
eine Komponente auf einmal oder alle ihre nichtreguliren Punkte nacheinander aufblist.
Allgemein sind das zwei Konstruktionen, die grundsétzlich verschieden sind.

Wir wollen in dieser Arbeit hauptséichlich Schemata aufblasen, die leider nichtaffin aber
noch lokal Noethersch sind. Bei nichtaffinen Schemata muss man von dem Ideal I zu der
von I erzeugten kohiirenten” Idealgarbe Z iibergehen (vgl. |Li|] Definition 8.1.11). Dies ist
zwar eine schone Definition, aber leider nicht anschaulich. Die folgende Bemerkung ist
eine explizite Methode, die Aufblasung eines lokal Noetherschen Schemas zu konstruieren.
Dieses Ergebnis reicht uns fiir diese Arbeit aus.

Bemerkung 1.30 Sei X ein lokal Noethersches Schema und Z eine kohédrente Idealgar-
be. Sei {X;} eine affine Uberdeckung von X mit X; = Spec 4; und Z(X;) = I ein Ideal
von Aj. Sei N(Z) die Menge aller nichtreguldren Punkte von X, die auf V(Z) liegen.
Falls N(Z) C X;, dann wird die Aufblasung ¢ : X — X von X entlang V(Z) durch die
Aufblasung ¢1 : X, — Xy von X3 entlang V' (I) induziert.

Beispiel 1.31 Sei R in diesem Beispiel ein diskreter Bewertungsring mit lokalem Para-
meter m und Restklassenkorper k. Sei X C P% ein Schema definiert durch die Gleichung

f(z,y,z) = 0 fiir ein homogenes Polynom f(z,y,z2) € R[z,y, z].

Mit anderen Worten, X = Proj R[z,y, z]/(f). Um sicher zu stellen, dass X ein zweidi-
mensionales Schema ist, dessen spezielle Faser Dimension 1 hat, werden wir annehmen,
dass f ein nichtkonstantes Polynom und dass mindestens ein Koeffizient von f eine Ein-
heit ist.

Man beachte, dass X eine ,,Flache*, d.h. ein zweidimensionales Schema ist, das in dem
dreidimensionalen Schema ]P’%2 lebt.

Intuitiv sind die Koordinatenfunktionen in IP’% gerade 7, z,y und z. Um die spezielle
Faser zu berechnen, setzen wir m = 0.

Jetzt nehmen wir an, dass der Punkt P = V((m,x,y,z — 1) auf der speziellen Faser
nichtregulér ist. Mit anderen Worten nehmen wir an, dass
of of

£(0,0,1) = %(0,07 1) = a—y(0,0, 1)=0 (modm).

"siehe [Ha] 1.5
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Jetzt konnen wir nach Bemerkung 1.30 die affine Karte

Xo = Spec B[z, yl/f(x,y)
mit f(x,y) = f(z,y,1) betrachten.

Sei I das Ideal (z,y,7) und P =V (I) = V((7,z,y)) € Xo ein nichtregulérer Punkt auf
der speziellen Faser von Xj.

Nach Lemma 1.27 konstruiert man die Aufblasung von X entlang V(I), indem man die
folgenden drei affinen Karten auf die unten beschriebenen Art und Weise zusammenklebt.

Karte 1: Man definiert die neuen Variablen
x =mx; und y = 7wy,
und sei v die grofste ganze Zahl fiir die gilt
f(ray, myr) = ¥ fi(z1, y1), mit fi(z1,y1) € Rlzy, y1l-

Mit anderen Worten, man faktorisiert eine Potenz von 7 heraus, sodass die Koeffizienten
von f1 in R sind und mindestens ein Koeffizient eine Einheit ist. Dann ist die erste Ko-
ordinatenkarte fiir die Aufblasung von X in V(1) das Schema X; C A% = Spec R[z1, y1]
definiert durch

X1 := Spec R[z1,y1]/(f1(21,91)).

An der ersten Karte verdeutlichen wir noch einmal den Zusammenhang mit Lemma 1.27.
Nach der Notation von Lemma 1.27ist A = R[z,y]/(f(z,y,1), fi =7, fo =z und f3 = y.

1

Die erste Karte ist die A-Unteralgebra von Quot(A) erzeugt von w7z~ !, 7y~!. Dies sind

genau die neuen Variablen z; = 7z~ und x9 = 7y~ L.

Karte 2: Die zweite Karte konstruiert man mittels der neuen Variablen 7/, 2’ und 3/. Sie
sind definiert durch
mr=7y, xz=2y, undy=1vy.

Diese setzten wir in das Polynom f(x,y) ein. Danach nehmen wir jeden Koeffizienten a
von f(z,y) und ersetzen die grokte Potenz von 7 durch die Potenz von 7y’ Zum Beispiel,
falls 72|a und 72 { a, dann wiirden wir a durch (7'y’)?72a ersetzen. Wir faktorisieren
die groRtmogliche Potenz von ' aus und bekommen

Fay' ) =) f(@y)  mit f@y) € Rl 2y,
und die zweite Koordinatenkarte der Aufblasung ist das Schema
X' = Spec R[r, 2", y/]/(x — 'y, f'(2',)).

Man beachte, dass 7’ eine neue Variable ist, so wie die Variablen 2’ und 3'. Das Schema
X' ist das abgeschlossene Unterschema von A% = Spec R[n’,2’,y'] definiert durch die
zwei Gleichungen m = 7'y’ und f’'(2/,y’) = 0.
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Karte 3: Die dritte Karte konstruiert man &hnlich wie die zweite Karte, indem man die
Variablen 7", 2", 4" benutzt, definiert durch

" n_n
r=mx, rz=zr undy=y x .
Setzten wir sie in f(z,y) ein, wie in der zweiten Karte erkldrt, und ziehen wir die grofte
Potenz von z” heraus, so bekommen wir

f(x”, y// //) _ (x”)yﬂfﬁ(x”,y”) mit f//(x//’y//) e R[m”,y"}.
Die dritte Koordinatenkarte der Aufblasung ist das Schema

X" :=Spec R[x", 2" 4"/ (x — x"2", f" (2", 4")).

Verkleben der Karten: Die drei Karten muss man dann verkleben. Zum Beispiel um eine
Abbildung von X; nach X’ zu erhalten, miissen wir nur (7', 2/, y’) als Term in (7, z1,y1)
darstellen. Also ergibt sich

/

T T

Y1

Diese Gleichungen definieren eine birationale Abbildung X; — X', welche iiberall defi-
niert ist aufler in den Punkten von Cy mit y; = 0. Genauso erhalten wir eine birationale
Abbildung X; — X" indem wir die folgenden Gleichungen benutzen:

y _y_n

T=—=—-=— 2 =zr=mnundy =, == .
x O 21

_ _ Y Sy n_ J_
= r=xr=xy undy—x”—

Y )

T
Diese Abbildungen benutzt man um die drei Karten zusammenzukleben. Das somit er-
haltene Schema X ist die Aufblasung von X in V(I). Man beachte, dass die Aufblasung
formal iiber die graduierte A-Algebra A definiert ist, da es eine schone Definition er-
mdglicht. In unserer Konstruktion kommt A aber nicht mehr vor, da das Verkleben von
affinen Schemata viel anschaulicher ist. Mit Hilfe von Lemma 1.27 kann man zeigen, dass
beide Ansitze kompatibel sind. Fiir X gilt also X = Proj A.

Um die spezielle Faser der Aufblasung zu erhalten, nehmen wir die spezielle Faser jeder
Karte und kleben sie zusammen. Die spezielle Faser der Koordinatenkarte berechnet man,
indem man 7 = 0 setzt und sich die resultierende iiber £ definierte Kurve anschaut. Die
erste Karte ist

X1 = Speck[z1,y1]/(fi(z1,y1))-

In anderen Worte ist X die Kurve definiert durch die Gleichung f; = 0.
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Ahnlich berechnet man die speziellen Fasern von X’ indem man 7 = 0 setzt, was bedeutet,
dass

X" = Spec kin' 2" '/ (=", f’(az', v)).
Hier behandelt man wieder 7’ als eine Variable, also besteht X’ aus zwei Komponenten.
Die erste Komponente bekommt man, indem man 7’ = 0 setzt und die zweite, indem

man 3’ = 0 setzt. Selbstverstindlich kann jede Komponente aus mehreren irreduziblen
Komponenten bestehen oder auch leer sein.

Zum Schluss ist noch X" gegeben durch
X// — SpeC k[W”’ I//’ y//]/(ﬂ_//x//? f//($ll7 y//)),

also besteht X" aus zwei Komponenten, eine mit 7/ = 0 und die andere mit z” = 0.

In einer Zeichnung kénnte die Aufblasung aussehen wie in Abbildung 1 angedeutet wird.

Xp Xp

Abbildung 1: Eine Beispielaufblasung

Beispiel 1.32 Sei K = Q und E/Q die Kurve aus Beispiel 1.18 definiert durch die
Gleichung
E:y? =23+ 2% — 322 + 60,

und W/Z das Schema

W = SpecZ[z,y]/(y* — > — 2% + 322 — 60).
Der Punkt P, = V((z,y,2)) ist nach Beispiel 1.18 nichtreguldr, daher werden wir den
Punkt P, in diesem Beispiel aufblasen.

Um die Aufblasung einfacher zu machen, verschieben wir die Koordinaten so, dass alle
Zentren durch den ,Nullpunkt® der affinen Karte gehen. Mittels

r—xundy—y+x+2
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erhalten wir die Kurve Ey/Q
Eo : % + 2zy + 4y = 2> — 28z + 56
und das Schema W /Z
Wo = Spec Z[z, y] /(v + 2zy + 4y — 2° + 28z — 56).
Der Punkt P, = V((x,y,2)) auf W ist auf Wy der Punkt P, = V((z,x +y + 2,2)) =

V((x,y,2)). Wir blasen deshalb in dem Punkt V((z,y,2)) auf. Aufblasen funktioniert
nun, wie wir im Beispiel 1.31 gesehen haben.

Man muss dreil Karten beachten.

Karte 1: In der ersten Karte dividieren wir durch 2, also
z = 2z; und y = 2y,

und erhalten
4y? + 8x1y1 + 8y1 = 8x% — 56z + 56.

Jetzt kiirzen wir 4 und kommen zu unser Karte W;
Wi y% + 2zy1 + 291 = 23:‘;’ — 14z, + 14.

Um die Komponenten der speziellen Faser herauszufinden, muss man 2 = 0 setzen und
erhalt

i =0.
Es gibt also die Komponente
C3 - {yl - 0})

die mit der Vielfachheit 2 auftritt.
Karte 2: In der zweiten Karte dividieren wir durch zx, also

2=a'7', v =2" und y = 2'y/,
und erhalten

x/ZyIQ + 7T/x/?)y/ + 7r'2x’3y' _ :B/S _ 77T/2.’E/3 + 7W/3x/3_
Jetzt kiirzen wir 22 und kommen zu unser Karte W]
Wll . y/2 +7r’:r’y’ +7r’2x’y' — 2 — 77T,2$/ + 77_‘_/333/‘

Um die Komponenten der speziellen Faser herauszufinden, muss man jetzt 2 = 0 setzen,
also 7’ = 0 oder 2/ = 0 und erhalt

y?=2', 7 =0und y%> =0, 2/ =0.
Es gibt also die Komponenten
Ci = {y/2 — $/,7T/ — 0}7 und Cé — {y/ _ O’wl _ 0},

wobei hier die Komponente C; mit der Vielfachheit 2 auftritt.
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Karte 3: In der dritten Karte dividieren wir durch y, also
2=17" x=2a"y" und y =,
und erhalten
Y2 4wy 4wy = By — Ty 4 T3y,
Jetzt kiirzen wir 32 und kommen zu unser Karte W/’
W 1+ a"2"y" + 7y = 2By’ — 1"y 4 T3y

Um die Komponenten der speziellen Faser herauszufinden, muss man jetzt 2 = 0 setzen,
also ™ = 0 oder ¢y = 0, und erhélt

1=y"2", 7" =0und 1 =0, y’ = 0.
Das zweite geht natiirlich nicht, und so gibt es nur die Komponente

Cil _ {1 _ y”l’”g,ﬂ'// _ 0}.

Wie in Beispiel 1.31 gibt es zwischen diesen Karten Verklebeabbildungen, die die Kom-
ponenten ineinander umwandeln. Wir betrachten die Abbildungen ¢9; von Karte 2 nach
Karte 1 und ¢o3 von Karte 2 nach Karte 3.

@921 : Karte 2 — Karte 1: ¢9; ist bestimmt durch

P21(2") = & = 2,

2
<1521(y’) = % = ﬁ = ﬁ7
P (') =T =2 = L.

Durch ¢91 wird eine Abbildung ®5; aus der Menge der Komponenten von Karte 2 in die
Potenzmenge der Menge der Komponenten von Karte 1 induziert. Es ergibt sich

P (C)) = u({y? =a',7' =0}) ={% =22, L =0}
Ty
= {y=n23,1=0} =0 und
D21(C3) = Par({y' =0,2" = 0}) = {£ = 0,22, = 0}
= {y1 =0} ={Cs}.

Beim Verkleben der Karten 1 und 2 verklebt man also die Komponente C der zweiten
Karte mit der Komponente Cs der ersten Karte. Dagegen ist die Komponente C] der
zweiten Karte nicht in der ersten Karte enthalten.
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¢a3 : Karte 2 — Karte 3: ¢o3 ist bestimmt durch

¢31(x/) =7 = ':L,// //7
1"
d23(y) = L = = o,
"o "
¢23(7T/) = % = ;//g// = %

Durch ¢31 wird wieder eine Abbildung ®3; aus der Menge der Komponenten von Karte
2 in die Potenzmenge der Menge der Komponenten von Karte 3 induziert. Es ergibt sich

1"

Do3(Cf) = @a({y? =o', = 0}) = {3 = 2"y, T = 0}
= {1=a"y", 7" =0} = {¢} und

©(Ch) = ®a({y =0,2"=0}) = {57 = 0,2"y" = 0}
— {1 — O’x//y// — 0} _ @

Beim Verkleben der Karten 2 und 3 verklebt man also die Komponente C] der zweiten
Karte mit der Komponente C{ der dritten Karte. Dagegen ist die Komponente C; der
zweiten Karte nicht in der dritten Karte enthalten.

Man sieht also, dass Karte 2 alle vorkommenden Komponenten enthélt.

Zur Vereinfachung nennen wir die Komponenten der Aufblasung C; und Cs, wobei der
Teil von C; in der dritten Karte gerade C{ ist und der Teil von C; in der zweiten Karte
gerade C}. Analog fiir die Komponente Cs.

Sucht man jetzt nach nichtreguldren Punkten, so sieht man, dass als einziger Punkt auf
der Komponente C; der Schnittpunkt mit Cs nichtregulir sein kann, da die Aufblasungs-
abbildung aufserhalb des Zentrums ein Isomorphismus ist.

Wir miissen uns also nur die Punkte der Komponente C3 anschauen. Dafiir miissen wir
wieder in die Karten gehen. In der ersten Karte betrachten man die lokalen Ringe fiir
den Punkt P, = V((pa(z1),y1,2)), wobei py(z1) ein modulo 2 irreduzibles Polynom ist.

Owo,p, = (Zlz1, 1]/ (Y3 + 2x1y1 + 291 — 228 + 1421 — 14)) () 2 p (1)) >
= Zz1, 1)<y 2p0@))>/ WT + 22101 + 21 — 2(2 — Ty +7)).

Z[T1,Y1] < (41 2,pa(21))> 18t ein lokaler, regulirer, Noetherscher Ring mit maximalem Ideal
m = (y1,2, pa(z1)) und f = (y3 + 2x1y1 + 2y1 — 2(23 — 721 + 7)) € m. Nach Satz 1.16 ist
Ow,.p, genau dann reguldr, wenn f ¢ m?. Wie man sieht, ist das genau der Fall wenn
pa(m1) # 23 — 21 + 1.

Also ist der einzige nichtregulire Punkt in Karte 1 der Punkt

Q = V((l‘i’ — X1 + 1)y172))'
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In der zweiten Karte betrachten wir die Punkte P, = V((2/, ¢/, pa(7'))), wobei py(7') ein
modulo 2 irreduzibles Polynom ist. Es gilt

Ow;, P,
!0, 12,0,/

= (Z",y, 7)) (2= 7'y, y? + 2y + 72ty — 2+ T = T7) oy )
= (22", y", 72 = TY) <y pa(wy)>/ G+ 7Y 722y — 2 (1= T 4 7).

(Z]2',y' 7'/ (2 = 7'Y')) < (2 4 pa(xr))> ISt ein lokaler, reguldrer, Noetherscher Ring mit
maximalem Ideal m = (', 3/, po(7')) und f = (y?+n'2'y + 722"y —2' (1 - 772 +77'3)) €
m. Nach Satz 1.16 ist Oy p, genau dann reguldr, wenn f ¢ m2. Wie man sieht, ist das
genau der Fall wenn py(n') # 73 — 72 4+ 1.

Also ist der einzige nichtregulire Punkt in Karte 2 der Punkt
Q/ — V((m',y', 7r/3 _ 71_/2 + 1))

Mit Hilfe von ®9; sehen wir
®91(Q) = Pn(V((&,y, 7% — 7 +1)))
= V((2z, 2, L7 - L2 0)) = V(@ + a1 +1,41,2) = Q.

x1? Tl

Der Punkt @ zerfillt iiber dem algebraischen Abschluss in drei Punkte 1, Q2 und Qs.

Die erste Aufblasung der Faser iiber 2 sieht man in Abbildung 2.

Q1 Q2 Q3
C1

Abbildung 2: Die Faser iiber (2) der Kurve E aus Beispiel 1.32 nach dem ersten Aufbla-
sen.

Die Aufblasung enthélt wie wir gesehen haben noch drei nichtregulére Punkte. Satz 1.29
erlaubt uns nun, dass wir anstatt diese drei Punkte einzeln, die ganze Faser in Karte 1
aufzublasen.

Beispiel 1.33 In diesem Beispiel blasen wir also die Karte Wy
Wy y% + 2x1y1 + 2y1 = Qxi’ — 14z, + 14
entlang des Unterschemas C3 = V((y1,2)) auf.

Diesmal bendtigen wir nur zwei Karten.
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Karte 1: In der ersten Karte dividieren wir durch 2, also

Y1 = 2y

und erhalten
4y% + 4dx1ys + 4y = 256‘;’ — 14z + 14.

Jetzt kiirzen wir 2 und kommen zu unser Karte Wy
Wy : 2y§ + 221ys + 2ys = mz{’ — Ty + 7.

Um die Komponenten der speziellen Faser herauszufinden, muss man jetzt 2 = 0 setzen
und erhalt
xi’ +z1+1=0.

Es gibt also die Komponenten

Co ={x1 =01}, C4 = {1 = 02} und C5 = {1 = 03},

wobei 01, 09 und o3 die drei verschiedenen Nullstellen des Polynoms x‘f +21+1inQ
sind.

Karte 2: In der dritten Karte dividieren wir durch y, also
2=1y'7, x1=2" und y; =9/

und erhalten
y/2 + W,:E/y,2 + ﬂ_/y/Q _ 71_/1,/33// _ 77Tll‘/y, + 77r’y'.
Jetzt kiirzen wir ' und kommen zu unser Karte W)
Wéy’ ey 4y = SN, N SO S

Um die Komponenten der speziellen Faser herauszufinden, muss man jetzt 2 = 0 setzen,
also 7 = 0 oder ¢/ = 0, und erhilt

y =0, 7 =0 und
0=7'(z"4+2"4+1), v =0.
Es gibt also die Komponenten
Cy={a' =01,y =0}, Ch={a" =03, ¥ =0},

Cé:{ﬂjlzgg, y,zo} und Cé:{y/ZO’ 71_/:0}’

wobei hier die Komponente C; mit der Vielfachheit 2 auftritt und wieder o1, o2 und o3
die drei verschiedenen Nullstellen des Polynoms z$ + 21 + 1 in Q sind.
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2Cs

Co C4 Cs

Abbildung 3: Die Aufblasung der Karte 1 aus Beispiel 1.32

2Cs
Ci| Cof C4 Cs

Abbildung 4: Die Faser iiber (2) der Kurve E aus Beispiel 1.32 nach der Aufblasung

Jetzt kann man wieder zeigen, dass beim Verkleben sowohl Co und C}, C4 und Cj, als
auch Cs und Cf zusammengeklebt werden.

Weiter findet man wie in Beispiel 1.32 heraus, dass alle Punkte auf Karte 1 und Karte 2
reguldr sind.

Die Aufblasung der Karte Wj sieht man in Abbildung 3.

Jetzt haben wir sogar eine regulire Faser iiber (2) und als fertige Aufblasung ergibt sich
Abbildung 4.

Eine wichtige Eigenschaft der Aufblasungsabbildung war ja, dass sie aufterhalb des Zen-
trums ein Isomorphismus ist. Man kann also anders herum auch Kurven abblasen, also
die Aufblasung umkehren. Um eine Kurve abblasen zu kénnen, muss sie bestimmte Ei-
genschaft besitzen, fiir die wir aber die Schnittpaarung bendétigen (siehe Definition 2.25).

Definition 1.34 Seien X1/R und Xs/R zwei Schemata und ¢ : X1 — Xo ein biratio-
naler Morphismus. Die Abbildung ¢ nennt man Abblasung einer Kurve zu einem Punkt,
falls er auferhalb einer Kurve I' ein Isomorphismus auf Xo bis auf einen Punkt xq ist
und die Kurve I' auf den Punkt xo abbildet.

Wie man sieht, ist ¢ genau dann eine Abblasung, wenn ¢! eine Aufblasung ist. Wir be-
notigen Abblasung nur im Zusammenhang des Beweises der Existenz minimaler Modelle.
Wir werden aber nie konkret mit ihnen rechnen.
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1.3 Lokale Definition der Schnittzahl
Sei C/R eine arithmetische Flache. Zur Definition der lokalen Schnittzahl bendtigen wir
zuerst den Begriff der lokalen Gleichung.

Definition 1.35 Sei D € DivC ein Primdivisor und sei x € D ein Punkt auf einer

speziellen Faser C, von C. Eine lokale Gleichung fiir D in x ist eine Funktion f € O,
mit ordp(f) = 1 und ordg(f) = 0 fiir alle Primdivisoren E # D mit x € E.

Bemerkung 1.36 Fiir jeden Divisor D und jeden Punkt x € D existieren lokale Glei-
chungen.

Beweis Sei D ein Primdivisor und z € D. Dann induziert D einen Divisor D, auf
das lokale Schema Spec O,. Da O, faktoriell ist ([Ha|] IT Remark 6.11.1A.), ist D, ein
Hauptdivisor. Sei D, = (fz) mit f, € K. Da Op = (Oz)<f,> gilt ordp(fz) = 1.

Sei E ein anderer Primdivisor und g, € K, sodass E, = (g,). Da D # E folgt D, # E,
und fp # g,. Also ist f, € OF = ((Og)<g,>)". Damit folgt ordg(f;) = 0.
O

Definition 1.37 (siehe [Si2] IV § 7) Seien D1, Dy € Div(C) verschiedene Primdivisoren
und set x € C ein abgeschlossener Punkt auf der speziellen Faser C, von C. Man wdhle
lokale Gleichungen f1, fo € O, jeweils fiir D1, Dy. Die (lokale) Schnittzahl von D1 und
Dy in x ist die Lange von O, /(f1, f2) als Oy Modul, also

iz (D1, D2) = Lo, 0./ (f1, f2).

Beispiel 1.38 Sei C das Schema der Kurve aus Beispiel 1.32 mit der aufgeblasenen Faser
tiber (2). Die Kurve C ist also auferhalb der Faser iiber (2) gegeben durch die Gleichung

y? =23+ 2% — 322+ 60
und in der Faser {iber (2) lokal durch die Karten aus dem Beispiel.

Die Kurve C hat, wie wir bemerkt haben und im n#chsten Kapitel sehen werden, nur
reguldre Punkte und ist daher eine arithmetische Flache. Die Faser iiber (2) von C besteht
aus flinf Komponenten

C(g) =C1+Cy+2C3+Cyq+Cs.

Wir wollen in diesem Beispiel die Schnittzahl (C; - C3)p ausrechnen. Die Komponenten
C1 und Cs schneiden sich in der zweiten Karte der ersten Aufblasung, also in der Karte

Wll _ Z[Jj/, y', 7_r/]/(y/2 + W’l’/y/ + 7r’2x'y' — 2 2 — 77T/3x/)

in dem Punkt P =V ((«/, v, 7).
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Dafiir miissen wir als erstes lokale Gleichungen fiir C; und Cs finden. Die Komponenten
sind gegeben durch

Cl = {y/Q — .’13/777/ — O}, und C3 — {y/ _ 07:17/ — 0}
Aus der Gleichung
y/2 + W/CC,y/ + W/Zx/y/ — 2 T2y + 73!

ergibt sich
y?— o = FI(—Z',y/ _ le’y/ — il + 77_‘,/21,/)

und
2 /!

y :w/(_ﬂy —7r'2y’+1—77r’2+77r’3)

also ist
ordl(y'2 —2') =1, ordy(7') =1, ordy(y') =0 ordi(2’) =0

01“d3(y’2 —2') =1, ordg(r’) =0, ordz(y') =1 und ords(z’) = 2.

Also kann man f; = 7’ und f3 = 3/ als lokale Gleichungen fiir C; und C3 benutzen.
Berechnen wir jetzt die lokalen Schnittzahlen.

Fiir den Modul ergibt sich:

Oc,p/(f1, f3)
_ (Z[z’,y’,w’]/(ya + 71_/:C/y/ + 71"295'3/ — + 77‘('/2.56/ _ 771_/3‘%7 2 _ 77/$/)<7r’,z’,y’>)/(77,a y/)

jetzt diirfen wir nach Satz 1.17 Lokalisierung und Quotientenbildung vertauschen
10,0 12,1

= (Z[2',y, 7)) (W + 7’2y + 7%y — 2+ TrPa = T, 2 — 7 1Y) < s

jetzt kénnen wir die Einsetzungshomomorphismen 7/ +— 0,7’ +— 0 und 2’ — 0
benutzen

= (Z/(2)<2>) = Z/(2)

Und so ergibt sich fiir die Schnittzahl

(Cr-Cs3)p =Loe pOc,p/(f1, f3) = Lo, pZ/(2) = 1,

da man sieht, dass die Kette von O¢ p-Moduln
0CZ/(2)

maximal ist und die Lange 1 hat.
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1.4 Globale Definition der Schnittzahl

Sei C/R eine arithmetische Flache. Als globale Definition einer Schnittzahl auf einer
arithmetische Fliche erwarten wir eine Bilinearform, genannt Schnittpaarung, die fol-
gende Eigenschaften erfiillt.

1) Bilinearitdt: Die lokale Definition soll bilinear fortgesetzt werden. Das heift sind Dy
und Dy zwei verschiedene irreduzible Divisoren, so ist

Dl,DQ Z Z ’Lx(Dl,DQ)[]{(.’I?) : ky],

VGMO zeD1NDsNC,

wobei [k(x) : k,] der Korpergrad des Restklassenkorpers des Punktes x iiber dem Rest-
klassenkorper der Faser ist.

Man benotigt den Koérpergrad um richtig zu zéhlen, da manche Punkte in mehrere ver-
schiedene Punkte zerfallen und bei anderen nur der Kérpergrad [k(z) : k,| grofer wird.

2) Invarianz unter linearer Aquivalenz: Die Schnittpaarung soll unter linearer Aquiva-
lenz invariant sein. Das heifst sind D1, D2 und D Divisoren und Dy = Do, so gilt

i(Dy - D) =i(Dy - D).

3) Symmetrie: Die Schnittpaarung soll symmetrisch sein.

Betrachten wir einmal das folgende Beispiel:

Beispiel 1.39 (siche [Si2] IV Example 7.1) Sei in diesem Beispiel R ein diskreter Be-
wertungsring, C = PL, = Proj R[X, Y], und man betrachte die beiden Divisoren

Dy ={X =0} und Dy = {X +7"Y =0}.

Hier ist m € R ein lokaler Parameter fiir das maximale Ideal p von R, und n > 1 eine
ganze Zahl. Die beiden Divisoren schneiden sich nur in dem Punkt

r={X=71=0}€C, =P

auf der speziellen Faser. Um die lokale Schnittzahl auszurechnen, dehomogenisieren wir
indem wir Y = 1 setzen und berechnen

iz(D1,D2) ={lo,R[X }( )/(X X +7")
=lo, R[X V(X X +7")(x)
=lo,R/(7") =

Der Divisor Dy ist linear dquivalent zu dem Divisor D3 definiert durch

Y
Xy - =0

Es fillt auf, dass D; und Ds keinen Schnittpunkt haben. Die lineare Aquivalenz hat
also bewirkt, dass der Schnittpunkt von D und Ds verschwunden ist. Der Schnittpunkt
wurde also von der arithmetischen Fliche heruntergeschoben.

D3 = D2 + le(
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Dieses Beispiel zeigt uns, dass es nicht ohne weiteres moglich ist, eine Schnittpaarung
zu definieren, die unsere geforderten Figenschaften erfiillt. Das Problem besteht in der
Tatsache, dass obwohl die Fasern vollstindig sind, das Schema es selber nicht ist. So
kann man durch lineare Aquivalenz den Schnittpunkt immer weiter hinausschieben bis
er schliefllich verschwindet. Wir haben drei Moglichkeiten dieses Problem zu umgehen:

a) Wir kénnen die Invarianz unter linearer Aquivalenz aufgeben. Dies werden wir nicht
tun, da wir viel mit dieser Eigenschaft rechnen werden.

b) Wir konnen die Menge der méglichen Divisoren einschranken. Diesen Ansatz werden
wir, wie auch [Si2], in diesem Teil dieser Arbeit verfolgen. Wir miissen uns nur in einem
Argument auf vertikale Divisoren beschrinken und erreichen so, dass der Schnittpunkt
sich immer auf einer bestimmten Faser befindet und nicht von der arithmetischen Fléche
heruntergeschoben werden kann, da jede Faser vollstandig ist.

c) Die letzte interessante Moglichkeit ist, das Schema selbst zu vervollstandigen. Diese
Idee verfolgte Arakelov [Ar|. Dabei fiigte er unendlich entfernte Faser ein, namlich fiir
jeden archimedischen Betrag eine. Wir werden diesen Ansatz hier nicht vertiefen, aber
in Kapitel 3 noch einmal darauf zuriickkommen.

Kommen wir jetzt zu der Schnittpaarung.

Satz 1.40 (siehe [Si2] IV Theorem 7.2) Sei C/R eine arithmetische Flache. Dann exis-
tiert eine eindeutige Bilinearform

i : Div(C) x Div,(C) = Z, (D,F)—i(D,F)=D -F,

mit den folgenden Eigenschaften:

a) Falls D € Div(C) und F € Div,(C) verschiedene irreduzible Divisoren sind, dann gilt

D-F=Y > (D F)kx): k)]

veMY. z€DNFNC,

b) Seien D1, Dy € Div(C) und F € Div,(C) Divisoren sind mit D1 = Ds. Dann gilt
Di-F=D;,-F.
Insbesondere gilt:

div(f) - F =0 fir alle f € K(C)* und alle F € Div,(C)

¢) Falls Fy, F5 € Div,(C) vertikale Divisoren sind, dann gilt

Py - Fy=Fy- Fy.

Die Bilinearform aus dem Satz bezeichnen wir als Schnittpaarung.
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Wir erhalten also die Schnittzahl zweier allgemeiner Divisoren (einer davon vertikal),
indem wir die Divisoren ausmultiplizieren, falls ntig linear verschieben und anschliefend
von je zwei verschiedenen irreduziblen Divisoren die lokalen Schnittzahlen berechnen.

Uber die Schnittzahlen auf den speziellen Fasern einer arithmetische Fliiche gibt es einige
Ergebnisse.

Satz 1.41 (siehe [Si2] Proposition 7.3) Sei C/R eine reguldre arithmetische Fldche. Sei
C, eine spezielle Faser von C mit den entsprechenden Vielfachheiten. Dann gilt:

a) Die spezielle Faser C,, ist zusammenhdngend.

b) Sei F € Div,(C) ein vertikaler Divisor. Dann gilt F? < 0 und die folgenden drei
Bedingungen sind dquivalent:

a) F? =0;
b) F-F =0 fir jedes F' € Div,(C);
¢) F=aC, mit a € Q.

¢) Sei F € Div,(C), so gilt F'-C, = 0.

Fiir die Komponenten der speziellen Faser definiert man die Schnittmatrix.

Definition 1.42 Sei C, = > n;F; die spezielle Faser als Summe von irreduziblen Kom-
ponenten F; und ihren Vielfachheiten n; > 0. Wir bezeichnen die Matriz (a;j) mit

aij = TLZ'FZ‘ . nij
als Schnittmatriz der Faser.

Satz 1.43 (siehe [La] Proposition 3.3) Die Schnittmatriz (a;;) einer speziellen Faser hat
die folgenden FEigenschaften:

a) Die Schnittmatriz ist symmetrisch.
b) a;j >0, falls i # j.
c) Jede Reihen- und Spaltensumme ist Null, also 3 ; aij =, a;; = 0.

d) Fir i # j bezeichnet man i verbunden mit j, falls a;; > 0. Dann gibt es fir je zwei
verschiedene Indizes © und j eine Folge

1T =10,%1,y-.-5%m

mit der Eigenschaft, dass iy, mit ix11 verbunden ist fir alle 0 < k < m und ip, = J.
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Beispiel 1.44 In Beispiel 1.38 haben wir die lokalen Schnittzahlen der Komponenten
C1 und Cs der speziellen Faser der arithmetischen Fliche C ausgerechnet. Alle anderen
Berechnungen gehen analog und fiir die Schnittzahl von zwei verschiedenen Komponenten
C; und C;, die sich schneiden, gilt immer C; - C; = 1.

Es folgt fiir die Schnittmatrix.

c? C1-Co C1-2C3 C1-C4 C1-Cs -2 0 2 0
Ca-Cy C2  Cy-2C3 C2-Cy C2-Cs 0 -2 2 0
2C3-C1 2C3-Co  4C3  C3-Cy 203-C5 | = 2 2 -8 2
Ci-Ci Cy-Cy C4-2C5 C?  Cy4-Cs 0 0 2 -2 0
C5-C1 C5:Co C5-2C3 C5-Cy  C2 0 2 0 -2

2 Modelle von elliptischen Kurven

In diesem Kapitel wollen wir Modelle von elliptischen Kurven betrachten. Dafiir miissen
wir zunéchst definieren, was eine elliptische Kurve ist.

Definition 2.1 Fine elliptische Kurve ist eine projektive glatte Kurve von Geschlecht 1
tiber einem Kdrper K mit einem ausgezeichneten Punkt o.

Zuerst wollen wir den Begriff des Modells von elliptischen Kurven definieren. Das Modell
einer elliptischen Kurve ist ein Schema mit bestimmten Eigenschaften.

Als erstes Beispiel eines Modells betrachten wir das Weierstraftmodell. Das Weierstrafs-
modell kommt direkt von der Weierstrafgleichung, die wir kurz wiederholen werden, und
ist daher in vieler Hinsicht einfacher als andere Modelle.

Als néchstes betrachten wir das minimale, regulére, eigentliche Modell einer elliptischen
Kurve. Dieses Modell werden wir in Kapitel 4 in einem Beispiel fiir eine Kurve konstru-
ieren und die algebraischen Schnittzahlen fiir einige Divisoren berechnen.

Zum Abschluss des Kapitels beschéftigen wir uns noch mit Hinsicht auf Kapitel 4 mit
der Konstruktion von Modellen und werden uns ein paar Beispiele hierzu anschauen.

Sei E/K eine elliptische Kurve. Zum Verstédndnis von E iiber K ist es hdufig inter-
essant zu wissen, wie sich E {iber den Restklassenkorpern von R verhilt, da dort viele
Informationen versteckt ist.

Um diese Information in eine Struktur zu packen, definiert man den Begriffs des Modells.

Definition 2.2 (siehe [Co| Definition 3.1) Sei E/K eine elliptische Kurve. Ein R-
Modell von E ist ein Paar (£,i) bestehend aus &, einem flachen und separierten R-
Schema, und i : Eg = F, einem K-Isomorphismus. Falls £ ein reguldres Schema ist, so
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heifit £ ein regulires R-Modell von E (analog mit anderen Eigenschaften, z.B. normal,
eigentlich, endlicher Typ, usw.). Ein Morphismus von R-Modellen (€,i) — (E',4') ist
eine Abbildung f : € — £, sodass gilt i’ o frr = 1.5

In Zukunft schreiben wir £ statt (£,14), solange es zu keinen Unklarheiten kommen kann.

2.1 Das Weierstralmodell

Betrachtet man die Weierstrafigleichung mit ganzen Koeffizienten, so induziert die Glei-
chung in kanonischer Weise ein Schema, das Weierstrakmodell. Zuerst wiederholen wir
den Begriff der Weierstrafsgleichung und einige ihrer Eigenschaften.

Definition 2.3 Sei E/K eine elliptische Kurve gegeben durch die Gleichung
Y2Z + a1 XYZ +a3YZ* = X? + a2 X? + ay X + ag, a; € K. (1)

Dann heifst die Gleichung (1) Weierstrafigleichung von E. Man sagt auch E sei gegeben
durch die Weierstrafigleichung (1). Sind die a; sogar in R, so redet man von einer ganzen
Weierstrafigleichunyg.

Wie wichtig die Weierstrafigleichung zur Klassifizierung elliptischer Kurven ist, erldutert
der folgende Satz.

Satz 2.4 (siehe [Sil] III Lemma 3.1) Sei E/K eine elliptische Kurve mit ausgezeichne-
tem Punkt o.

a) Es existieren Funktionen x,y € K(F), sodass die Abbildung
¢ : E — P?

¢ = [z,y,1]

ein Isomorphismus von E /K auf die Kurve C ist, die gegeben wird durch die Weierstraf-
gleichung
C:Y?+ a1 XY +azy = X? +aoX? + as X + ag

mit Koeffizienten a; € K. Weiter gilt, dass ¢(0) = [0,1,0].
(Wir nennen x,y die Weierstraf-Koordinatenfunktionen von E.)

b) Je zwei Weierstrafigleichungen fiir E wie in a) sind ineinander tberfihrbar durch eine
lineare Umformung der Variablen der Form

X =u’X"+r
Y =u3Y + su’X' +t
mit u,r,s,t € K,u # 0.

8 fr : Ex — Ek ist die Einschrinkung von f auf £x
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c) Andererseits ist jede nichtsinguldre kubische Kurve C gegeben durch eine Weierstrafs-
gleichung, wie in a) eine elliptische Kurve iber K mit ausgezeichnetem Punkt o = [0,1,0].

O

Der Weierstralgleichung kann man einige Zahlen zuordnen. Fiir uns am wichtigsten ist
die Diskriminante A, welche ein Polynom in den Koeffizienten der Weierstrafgleichung
ist.

Definition 2.5 Sei E/K eine elliptische Kurve gegeben durch die Weierstrafigleichung
W Y2+ a XY +a3Y = X3+ aaX? 4+ as X + ag,
so definiert man Zahlen
by = a1 +4as, by =2a4+ajas, bg= ag + 4dag, bs = (babg — bi)/él.
Die Diskriminante A ist gegen durch

A = Ay = —b3bg — 8b3 — 27b% + 9bababs.

Sei im Folgenden v eine diskrete Bewertung, also v € M.

Sei E/K eine elliptische Kurve gegeben durch die Weierstrakgleichung
y2 + a1y + azy = 3+ aga:Q + a4 + ag

mit a; € K. Indem wir (x,y) durch (u=2z,u"3y) ersetzen erreichen wir, dass jedes a;
zu u'a; wird. Durch geschickte Wahl kénnen wir so aus einer beliebigen Weierstrafglei-
chung von E immer eine ganze Weierstrafsgleichung von F gewinnen. Damit gilt fiir die
Diskriminante A, dass v(A) > 0. Also kénnen wir, da v diskret ist, eine ganze Weier-
strafsgleichung finden, deren Diskriminante die minimale Bewertung hat.

Definition 2.6 Sei E/K eine elliptische Kurve. Eine ganze Weierstrafigleichung heifit
minimale Weierstrafgleichung fir E in v, falls v(A) minimal ist. Der Wert von v(A)
heifit die Bewertung der minimalen Diskriminante von E in v.

Der folgende Satz ist ein Kriterium um herauszufinden, ob eine Weierstrafsgleichung
minimal ist.

Satz 2.7 (siehe [Sil] VII Remark 1.1) Die Diskriminante einer ganzen Weierstrafiglei-
chung ist genau dann minimal in v, wenn v(A) < 12.

O

Wie man sieht, existiert lokal, d.h fiir ein v, immer eine minimale Weierstrafigleichung.
Betrachten man aber alle v € MY gleichzeitig, so muss es global keine minimale Weier-
strakgleichung geben (vgl. [Sil] Kapitel VIII).
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Die Diskriminante beschreibt das Verhalten einer elliptischen Kurve bei der Reduktion
modulo v.

Grundlegend hierfiir ist die natiirliche Projektion auf den Restklassenkorper
R, — k,, t—t.
Definition 2.8 Sei E gegeben durch die minimale Weierstrafigleichung

E:y? + a2y + asy = ° + asx® + asx + ag.

Reduzieren wir die Koeffizienten modulo m, (oder kurz v), so erhalten wir die méglicher-
weise singuldre Kurve

E, :y* + a1y + azy = 2° + Gx® + auxr + G-

Die Kurve E, [k, nennt man Reduktion von E modulo v.

Bemerkung 2.9 Da wir mit einer minimalen Weierstrakgleichung beginnen, ist die Kur-
ve B, /k, bis auf Koordinatentransformation eindeutig.

Sei P € E(K). Wir kénnen homogene Koordinaten [z : y : 2] fiir P wihlen, sodass
xz,y, 2 € R, und mindestens eines davon eine Einheit ist.

Der reduzierte Punkt P, = [Z,7,Z] ist somit ein Punkt in E,(k,). Dies definiert eine
Abbildung.

Definition 2.10 Sei E/K eine elliptische Kurve. Dann induziert die Projektion eine
Abbildung
E(K)— E,(k,)

P— P,
Diese Abbildung heifit Reduktionsabbildung modulo v der Punkte von E(K).

Definition 2.11 Sei E/K eine elliptische Kurve. Man sagt E besitzt gute Reduktion mo-
dulo v, falls E, keine singuldren Punkte enthdlt. Ansonsten besitzt E schlechte Reduktion
modulo v.

Die Diskriminante sagt aus, ob FE, einen singuldren Punkt besitzt. Wir kénnen den
singuldren Punkt sogar noch weiter klassifizieren.

Definition 2.12 Sei C/K eine kubische Kurve mit einem singuldrem Punkt.

a) Man nennt x eine Spitze, falls in x nur eine Tangentialrichtung existiert.

b) Man nennt x ein Knoten, falls in x zwei Tangentialrichtungen existieren.
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C: Spitze C5: Knoten
Abbildung 5: Beispiel einer Spitze (C; : y? = 23) und eines Knotens (Cs : y? = 22(z+1))

In Abbildung 5 siecht man eine Kurve mit einer Spitze und eine Kurve mit einem Knoten.

Satz 2.13 (siehe [Sil] III Proposition 1.4) Sei E eine elliptische Kurve, W eine mini-
male Weierstrafigleichung von E in v und sei ¢4 = b3 — 24by (vgl. Definition 2.5). Die
Reduktion E, besitzt héchstens einen singuldren Punkt und es gilt

a) E, ist eine nichtsingulire Kurve genau dann, wenn Ay # 0.
b) E, besitzt genau dann einen Knoten, wenn Ay = 0 und ¢4 # 0.

¢) B, besitzt genau dann eine Spitze, wenn Ay = ¢4 = 0.

Kommen wir jetzt zu dem Weierstrafimodell.

Definition 2.14 (siehe [Co| Definition 2.2) Sei E/K eine elliptische Kurve mit ausge-
zeichneten Punkt o. Ein planares ganzes Weierstrafimodell von E diber R ist ein Paar
(W,1), mit W einem abgeschlossenem Unterschema in IP’%2 definiert durch eine Weier-
strafgleichung

y2z + a1xyz + agyz3 =23+ a2x2z + a4x22 + a623

und einem Isomorphismus i : Wi = E, der den Punkt [0,1,0] auf o abbildet. Ein Mor-
phismus (W,i) — (W',i") zwischen zwei planaren Weierstraffimodellen von E ist eine

R-Abbildung f : W — W', sodass i’ o fix =i gilt.

Wie auch schon bei den Modellen unterdriicken wir ¢ und schreiben, solange Klarheit
herrscht, nur W fir (W, 4).

Bemerkung 2.15 Das planare ganze Weierstrakmodell von E ist also gegeben durch

2

W = Proj R[x,y, 2]/ (y*2 + a1xyz + azyz® — 2° — asx?z — agxz® — ag2®).

Satz 2.16 (siehe [Si2] IV Corollary 4.4) Sei E/K eine elliptische Kurve und W/R ein
Weierstrafgmodell von E. Dann gilt
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O

Definition 2.17 Sei E/K eine elliptische Kurve und W ein Weierstrafimodell. W ist
ein minimales Weierstrafimodell, wenn die zu ihr assoziterte ganze Weierstrafigleichung
eine minimale Weierstrafigleichung ist.

Wie bei den Weierstrafgleichungen existiert immer ein lokal minimales Weierstraftmodell,
aber ein global (das heikt fiir alle diskreten v gleichzeitig) minimales Weierstrafsmodell
existiert allgemein nicht.

Das folgende Beispiel zeigt, dass ein Weierstrafsmodell im allgemeinen nicht reguldr sein
INUSS.

Beispiel 2.18 Sei E/Q gegeben durch die Weierstrafkgleichung
Wit y? = 2% + 64

Man errechnet Ay, = —32 - 216 also ist die Gleichung nicht minimal. Ersetzt man aber
x — 22z und y — 23y und teilt durch 2° so ergibt sich die minimale Weierstrafigleichung

Wy:y?=a2®+1
mit Ay, = —33 - 2% W besitzt also iiberall auferhalb (2) und (3) gute Reduktion.
Sei W/Z das von W3 erzeugte Schema, also

W = SpecZ[z,y]/(y* — 2 —1).

In der Faser iiber (2) ist der Punkt P, = V((x,y — 1,2)) singuléir. Um zu Uberpriifen,
ob P, regular ist, betrachten wir

Op, = (Z[z,y)/(y" = 2° = 1)) c@y-12)> = Z[2, Yl <(@y-12)>/((y — 1)* +2(y — 1) — 2°).

Der Ring Op, ist nach Satz 1.16 nichtregulir, da Z[z, ] < (4,y—1,2)> ein regulérer, Noether-
scher, lokaler Ring mit maximalem Ideal mp, = (2,5 —1,2) ist und ((y — 1) +2(y —1) —
23) € m%b. Also ist W in Py nichtregular.

In der Faser iiber (3) ist der Punkt P3 = V((x + 1,y,3)) singulir. Zum Uberpriifen, ob
Ps regulér ist, betrachten wir

Op, = (Z[z,9)/(y* = 2* = 1) <(wr14,3)> = LI, Yl<@i19,3)>/ (4 = (2 +1)° + 32(2 +1)).

Der Ring Op,; ist nach Satz 1.16 nichtreguldr, da Z[z, y|<(y11,4,3)> €in regulérer, Noether-
scher, lokaler Ring mit maximalem Ideal mp, = (x+1,y,3) ist und (y?>— (x+1)3+3z(z+
1)) € m,. Also ist W in P3 nichtregulér.

Dieses Weierstrafsmodell ist also nichtregulir, also insbesondere keine arithmetische Fl13i-
che.
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Sei E/K eine elliptische Kurve und W/R ein minimales Weierstrakmodell von E/K. Sei
P € E(K). Der Divisor P schneidet die Faser W, in genau einem Punkt, den wir mit
Py, bezeichnen.

Satz 2.19 Sei W/R das Weierstrafmodell einer elliptischen Kurve E/K und P € E(K).
Fir den Schnittpunkt Py, des Zariski-Abschlusses P von P in W mit der Faser W, gilt

PWV = PI/)
hierbei ist P, die Reduktion von P modulo v.

Beweis Sei P € E(K). Wieder kénnen wir homogene Koordinaten [zg : yo : 2o] fiir P
wéhlen, sodass x,y,z € R, und mindestens eines davon eine Einheit ist. Dann ist der
Zariski-Abschluss P von P gegeben durch P = V((yox — @0y, 20T — T0z, 20y — Yo2)).
Betrachten wir jetzt den Schnittpunkt mit der Faser W, = V((m,)), so gilt

Py, =PnW, =V((yox — zoy, 20T — 20z, 20y — Y0z)) NV ((m,))
= V((yox — zoy, 200 — 02, 20Y — Y02, Ty))

= V(@ol’ — ZoY, 20T — ToZ, 20Y — yOZ7 WU))
=P,

2.2 Das minimale, reguldre, eigentliche Modell

Wie wir in Beispiel 2.18 gesehen haben, kann das Weierstralimodell regulér sein, muss es
aber nicht. Wir wollen uns in dieses Abschnitt mit der Frage beschéftigen, ob es immer
ein reguldres Modell gibt. Die Motivation dafiir gibt der folgende Satz:

Satz 2.20 (siehe [Sil] IV Corollary 4.4) Sei C/R eine arithmetische Fliche und sei C/K

die generische Faser von C. Dann gilt

C(K) =C(R) = C°(R)

O

Auf einer arithmetischen Fléche lésst sich in eindeutiger Weise jeder K-Punkt von der
generischen Faser zu einem glatten R-Punkt auf C erweitern. Dies wirft natiirlich die Frage
auf, ob eine solche Fliche immer existiert und ob es unter den reguléren, eigentlichen
Modellen ein in gewisser Weise minimales gibt. Beide Fragen werden in folgendem Satz
beantwortet.

Satz 2.21 (siehe [Si2] IV Theorem 4.5) Sei E/K eine elliptische Kurve.

(a) Es existiert eine arithmetische Fliche &, deren generische Faser isomorph zu E /K
ist. Wir nennen £/R ein requlares, eigentliches Modell fir E/K.
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(b) Es existiert ein regulires, eigentliches Modell £™™ /R fiir E/K das im folgenden
Sinne minimal ist:

Sei £/ R eine anderes regulares, eigentliches Modell fir E /K. Fiziere einen Isomorphis-
mus von der generisches Faser von £ zu der generischen Faser von E™™. Dann ist die

induzierte R-birationale Abbildung _
g — gmzn

ein R-Isomorphismus. Wir nennen E™" /R das minimale,regulire, eigentliche Modell von
E/K. Es ist bis auf R-Isomorphismen eindeutig.

O

Bemerkung 2.22 Ist ein minimales Weierstrafimodell regulér, so ist es ein minimales,
reguldres, eigentliches Modell.

2.3 Konstruktion des minimalen, reguldren, eigentlichen Modells

Bis jetzt kénnen wir nur das Weierstrafsmodell konstruieren. Bei der Konstruktion des
minimalen, reguldren, eigentlichen Modells hilft die regulire Auflésung des Weierstrals-
modells.

Satz 2.23 Sei R ein Dedekindring und W/ R ein Weierstrafimodell der elliptischen Kurve
E/K. Nach endlich vielen Aufblasungen der singuliren Punkte von W bekommt man ein
requldres eigentliches Modell W9 die minimale, requldare Auflésung von W.

O

Diesen Satz muss man mit Vorsicht geniefsen, da es nicht reicht, jeden nichtreguléren
Punkt einmal aufzublasen. Durch eine Aufblasung kénnen neue nichtreguldre Punkte
entstehen. So sind zum Beispiel in Beispiel 1.32 drei Punkte der Komponente C3 nicht-
reguldr.

Mit Hilfe des Satzes kann man ein reguléres eigentliches Modell von E/K konstruieren,
welches aber nicht minimal sein muss.

Satz 2.24 (siehe [Co] Corollary 4.7) Sei W/R das Weierstraffimodell einer elliptischen
Kurve E/K. Die minimale, regulire Auflosung W9 von W ist genau dann ein minima-
les, requldres, eigentliches Modell, wenn W ein minimales Weierstrafimodell ist.

O

Was macht man aber, falls W kein minimales Weierstraltmodell ist? In dem Falle gibt es
exzeptionelle Kurven. Im Falle von algebraisch abgeschlossenen Kérpern hat das bereits
Castelnuovo gezeigt ([Ha| V §2).
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Definition 2.25 Eine Kurve C ist eine exzeptionelle Kurve, falls sie isomorph zu P
und thr Selbstschnitt —1 ist. Also

C=Pund C-C = —1.

Weiter zeigte er, dass eine endliche Anzahl von Abblasungen alle exzeptionellen Kurve
verschwinden ldsst und das resultierende Modell ein minimales, reguldres, eigentliches
Modell ist.

Kommen wir jetzt zu einem Beispiel.

Beispiel 2.26 Sei F die elliptische Kurve aus Beispiel 1.18 definiert durch die Gleichung
E % =2 4 2% — 322 + 60.

Die Diskriminante von F ist Ap = 1536 = 29 - 3, also gibt es nur in den Faser iiber
(2) und (3) je einen nichtsinguldren Punkt. In Beispiel 1.18 hatten wir gezeigt, dass der
singulédre Punkt in der Faser iiber (3) reguldr und der in der Faser iiber (2) nichtregulir
ist. Danach haben wir in Beispiel 1.32 und 1.33 die Faser W, aufgeblasen bis es keinen
nichtreguldren Punkt mehr gab.

C/Z ist also nach Satz 2.24 ein minimales, reguléres, eigentliches Modell fiir £/Q, da wir
mit einem minimalen Weierstrafmodell angefangen haben.

2C;
Ci| Co C4 Cs

Abbildung 6: Die Faser iiber (2) des minimalen, reguléren, eigentlichen Modells der Kur-
ve F aus Beispiel 2.26

Was wir in Beispiel 1.32 ausgefiihrt haben, hat Tate in einer schénen Weise in einen
Algorithmus verpackt (siehe [Si2] IV §9). Tate hat es geschafft den Algorithmus so zu
formulieren, dass man sich nur die Teilbarkeit der Koeffizienten, als auch der b}s und
der Digkriminante anschauen muss, um herauszufinden welche Gestalt die spezielle Faser
hat(mehr dazu in Abschnitt 2.4). Die ganze Theorie, wie eben in Beispiel 1.32, ist dabei
elegant im Beweis versteckt.

Wir konnen jetzt zu einer elliptischen Kurve das minimale, regulire, eigentliche Modell
konstruieren, indem wir das Weierstrakmodell Faser fiir Faser bearbeiten, also alle nicht-
reguldren Punkte aufblasen und gegebenenfalls noch exzeptionelle Kurven abblasen.
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2.4 Die spezielle Faser des minimalen, reguldren, eigentlichen Modells

Betrachten man die spezielle Faser des minimalen, reguliren, eigentlichem Modells einer
elliptischen Kurve, so zeigt der folgende Satz, dass die Schnittzahlen nicht so zufillig
sind, wie man denken kdnnte. Wichtig ist insbesondere die letzte Formel in 4., da sie
eine genau Klassifikation der speziellen Fasern eines minimalen, reguliren, eigentlichem
Modell erlaubt.

Satz 2.27 (siehe [Si2] IV Proposition 8.1) Sei R ein diskreter Bewertungsring mil maxi-
malem Ideal p, Quotientenkdérper K und algebraisch abgeschlossenem Restklassenkdrper
k. Sei E/K eine elliptische Kurve und sei /R ein minimales, reguldires, eigentliches
Modell fir E/K. Nehmen wir jetzt an die spezielle Faser von &£ enthalte 1 irreduzible
Komponenten. Seien diese irreduzible Komponenten Cq,...,C, mit der speziellen Faser

geschrieben als
.
gp = Z TLZCZ
i=1
Dann gilt

a) Mindestens ein n; ist gleich 1.
b) Sei K¢ ein kanonischer Divisor auf € (d.h. der Divisor eines Differentials). Dann gilt

K¢ - F =0 fir alle vertikalen Divisoren F' € Divy(E)

¢) Falls v =1 gilt C} = 0 und p,(C1) = 1.

d) Falls r > 2. Dann gilt fir jedes 1 < i <r

Cl=-2, CG=Pj, und Y  nC;-Ci=2n
1<j<r i
0

Mit Hilfe von kombinatorischen Mitteln kann man jetzt alle méglichen speziellen Fasern
eines minimalen, reguliren, eigentlichen Modell klassifizieren. Wir geben hier wie in [Si2]
die Kodaira-Néron-Klassifizierung an.

Satz 2.28 (siehe [Si2] IV Theorem 8.2) Sei R ein diskreter Bewertungsring mit maxi-
malen Ideal p, Quotientenkérper K und algebraisch abgeschlossenem Restklassenkdrper
k. Sei E/K eine elliptische Kurve und sei E/R ein minimales, requlires, eigentliches
Modell fir E/K. Dann besitzt die spezielle Faser &, eine der folgenden Formen.

Typ 1y &, ist eine nichtsinguldre Kurve von Geschlecht 1.

Typ I &, ist eine rationale Kurve mit einem Knoten.
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Typ I,, &, besteht aus n nichtsinguldren Kurven die, wenn n > 2, in einem n-Eck ange-
ordnet sind.

Typ 11 &, ist eine rationale Kurve mit einer Spitze.

Typ 111 &, besteht aus zwei nichtsinguldren rationalen Kurven, die sich tangential in
einem Punkt treffen.

Typ IV &, besteht aus drei nichtsinguldren rationalen Kurven, die sich in einem einzigen
Punkt treffen.

Typ I &, besteht aus einer nichtsinguldren rationalen Kurve der Vielfachheit 2 mit vier
nichtsinguldren rationalen Kurven der Vielfachheit 2 angehdngt.

Typ I, &, besteht aus einer Kette von n+ 1 nichtsinguldren rationalen Kurven der Viel-
fachheit 2 mit 2 nichtsinguldren rationalen Kurven der Vielfachheit 1 angebracht an jedem
Ende.

Typ IV* &, besteht aus sieben nichtsinguldren rationalen Kurven.
Typ 111" &, besteht aus acht nichtsinguldren rationalen Kurven.

Typ 11" &, besteht aus neun nichtsinguldren rationalen Kurven.

Die Anordnungen und die Vielfachheiten der Komponenten sind in Abbildung 7 auf Seite
46 angedeutet.

O

Wie bereits gesagt liefert der Algorithmus von Tate eine Moéglichkeit herauszufinden, von
welchem Typ eine spezielle Faser eines minimalen, reguliren, eigentlichen Modells ist.
Wir wollen hier aber nicht ndher auf den Algorithmus eingehen.

2.5 Der Schnittpunkt horizontaler Primdivisoren mit der speziellen Faser

Wir hatten in Satz 2.19 gesehen wie man im Falle des Weierstraltmodells den Schnitt-
punkt eines horizontalen Primdivisors mit der speziellen Faser findet. Im Falle des mi-
nimalen Modells ist die Angelegenheit etwas komplizierter. Allgemein definieren wir fiir
ein Modell M/R und ein Bewertung v € MY

™M . E(K)— M, P— PnM,.

M

Wie auch in Lemma 2.19 wollen wir 7% explizit konstruieren.

Sei E/K eine elliptische Kurve und W/R ein minimales Weierstrafsmodell von E/K Wir
konstruieren in dieser Arbeit das minimale, regulire, eigentliche Modell £ durch eine
endliche Anzahl von Aufblasungen

E=Wpy = Whpoo1 — - =Wy =Wy =W
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Reduktions Typ

Anzahl der Komponenten

Anordnung(mit Vielfachheiten)

Iy 1
I 1
I, n
11 1
111 2
v 3
I 5
1
r n+95
211 211 211
v 7 3
4
1| 3| 2 3 |1
Iir: 8 2 9
4 12
11 3] 5] 3| 1
I 9 9 6

Abbildung 7: Die Kodaira Klassifikation fiir die speziellen Fasern
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aus dem minimalen Weierstrafmodell. Die Abbildungen der Aufblasung sind also der
Schliissel zu einer explizit berechenbaren Abbildung.

Sei N(Z) C W die Menge der nichtreguldren Punkte des Zentrums V(Z) und U = Spec A
eine offene, affine Umgebung mit N(Z) C U. Wir bezeichnen die Inklusion von U in W
miti: U — W.

Sei Z(U) = I = (f), mit f; € {@,y,m}.

Nach Lemma 1.27 ist die Aufblasung X die Vereinigung der affinen, offenen Untersche-
mata Spec A;, wobei 4;, i € {1,...,n} die A-Unteralgebra von Quot(A) erzeugt von den
fi fi_1 € Quot(A) ist. Dies gibt fiir jedes i eine Abbildung

¢i : Spec A; — U, p — ¢i(p).

Die Abbildung ¢; ist injektiv und induziert so einen Isomorphismus

¢i = Spec A; — ¢i(Spec A;).

Sei B(f;) die Menge
B(fi) :={P € E(K)|P, € i(¢i(A;))} C E(K).
Der Isomorphismus ¢; induziert nun eine Abbildung

Vi« B(fi) — Wh.

Weiter definieren wir die Menge

Bw = {P € B(K)|a(P,) ¢ U} C E(K),

und eine Abbildung ¥ : Bso — W1 mittels
77Z)C>O(P) = ¢71(P,/),
die nach Lemma 1.29 wohldefiniert ist, da P, & N(Z).

Weiter gilt
BoU |J B(f)=E(XK).

1e{l,...,n}

Mittels der Verklebeabbildungen kann man jetzt zeigen, dass die Abbildung auf den
Schnittmengen {ibereinstimmt. Wir werden dies aus Platzgriinden hier aber nicht zeigen.

Diese Beobachtungen erlauben uns die Definition der Abbildung ¢! : E(K) — Wi mittels

boo(P) | falls P € B,

Aus der Konstruktion folgt nun der Satz
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Satz 2.29 Sei E/K eine elliptische Kurve und W/R das minimale Weierstraffimodell
von E. Weiter sei V(I) C W C W ein irreduzibles Unterschema und ¢ : Wi — W die
Aufblasung von W entlang V((I)). Dann gilt fir alle P € E(K)

7, (P) = ¢! (P).

O

Sei jetzt Wy,4+1 die n+1-te Aufblasung des minimalen Weierstrafsmodells. Wir kénnen
induktiv eine Abbildung "' : E(K) — W, 1 analog zur obigen Konstruktion definieren
und bekommen so

Satz 2.30 Sei E/K eine elliptische Kurve, W/R das minimale Weierstrafimodell von E
und ¢ : W,, — W die n-te Aufblasung von W. Dann gilt fir alle P € E(K)

7_Wn+l (P) — wn+1 (P)

v

O

Da man nach endlich vielen Aufblasungen W,,, mit £, dem minimalen, reguléren, eigent-
lichen Modell von FE, iibereinstimmt, ergibt sich der folgende Satz.

Satz 2.31 Sei E/K eine elliptische Kurve und £/R das minimale, reguldre, eigentliche
Modell von E. Dann gilt fir alle P € E(K)

7, (P) = 4™ (P).
Wir schreiben auch T, fir T¢.

(]

Satz 2.32 Sei E/K eine elliptische Kurve, W/R das minimale Weierstraffmodell von
E, W, die n-te Aufblasung von W und P € E(K). Die spezielle Faser Wy, ,, besitze die
Darstellung Wy, = > n;C; in irreduzible Komponenten C; und entsprechenden Viel-
fachheiten n;. Es sei weiter N; die Menge der nichtreguldren Punkte von W, die auf C;

liegen. Dann gilt, falls n; > 1 und Y"(P) € C;, dass Y"(P) € N;

Beweis Angenommen ¢"(P) = @Q € C; \ N;. Dann wire @ ein singuldrer Punkt von W),
und nach Lemma 1.29 auch ein singuldrer Punkt auf £. Das ist ein Widerspruch zu Satz
2.20 nach dem gilt C(K) = C°(R), also der Schnittpunkt des Zariski-Abschlusses eines
Punktes P mit der speziellen Faser ein nichtsinguldrer Punkt ist.
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3 Kihns Formel fiir die Néron-Tate-Hohe

In Abschnitt 1.4 haben wir gesehen, dass man Schnittpunkte beliebiger Divisoren mittels
lineare Aquivalenz von einer arithmetischen Fliche herunterschieben konnte. Arakelov
hat gezeigt, dass man die arithmetische Fliche vervollstdndigen kann, indem man eine
Faser fiir jede archimedische Bewertung hinzufiigt. s ergibt sich, wenn man die Schnitt-
paarung noch geeignet veréandert und um diese neuen Fasern erweitert, dass man eine
Bilinearform auf der gesamten Divisorengruppe bekommt. Faltings und Hriljac (siehe
[Hr|) haben diese erweiterte Schnittpaarung ndher untersucht und herausgefunden, dass
es einen engen Zusammenhang zwischen dieser Schnittpaarung und der Néron-Tate-Hohe

gibt. Dieser Zusammenhang wurde vorher bereits von Manin auf elliptischen Flachen be-
obachtet (siehe [Si2] ITII Theorem 9.3).

Wir wollen in diesem Kapitel zuerst die Hohe auf elliptischen Kurven untersuchen und sie
als Néron-Tate-Hohe auf Divisoren erweitern. Danach besprechen wir den Artikel [Hr| von
Hriljac indem wir zuerst unsere arithmetische Flache entsprechend erweitern und dann
den Zusammenhang zwischen der Schnittpaarung und der Néron-Tate-Hohe formulieren.
Als letztes behandeln wir [Kii2|, in dem Ulf Kiihn eine konstruktive Methode gibt, um
die Néron-Tate-Hohe mittels der Arakelov-Schnittzahl zu berechnen.

3.1 Die Néron-Tate-Paarung

Sei E/K eine elliptische Kurve.
Wir betrachten Héhenfunktionen E (siehe [Sil] VIII §6).

Sei f € K(E) eine Funktion. Dann induziert f eine Funktion

f:E—P!
[1,0], falls P ein Pol von f ist und
H
[f(P),1] sonst.

Definition 3.1 Die von f induzierte Hohe auf E ist definiert durch
hf: E(K) —> R

h¢(P) = log(Hy (f(P)Q (positive Wurzel),

Hye(f(P)) = [ maa{lf(P)ol,, 1},

veEMg

wobei K, und Q, die Komplettierungen beziiglich der Bewertung v sind.

Betrachten man Hohenfunktionen néher, so fillt auf, dass sie fast quadratische Formen
sind. Néron fragte darauthin, ob es auch eine Hohenfunktion gibt, die eine quadratische
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Form ist. Diese Frage konnte Néron selbst positiv beantworten, aber auch Tate fand
unabhéngig von ihm gleichzeitig eine Losung. Da Tates Definition einfacher ist, halten
wir uns hier an Tate.

Wir benétigen zuerst die Notation, die die Gruppe der rationalen Punkte einer ellipti-
schen Kurve zu einem Z-Modul werden ldsst. Wir schreiben also

[mP=P+P+---+ P (mmal).

Tate hat folgendes Lemma gezeigt.

Lemma 3.2 (Tate, siche [Sil] VIII Proposition 9.1) Sei E/K eine elliptische Kurve,
f € K(E) eine nichtkonstante gerade’ Funktion und P € E(K). Dann ezistiert der
Grenzwert

1 . _
dee(f) Aim 4 Nhy([2V1P)

und ist unabhdngig von der Funktion f.

Dieses Ergebnis motiviert die folgende Definition.

Definition 3.3 (siehe [Si1] VIII §9) Die kanonische (oder Néron-Tate-) Hohe auf E/K
h oder genauer hg ist die Funktion

h:E(K)—R

definiert durch

h(P) = 3557 Jim_ 4~ Nhe(2V]P).

Hierbei ist f € K(E) eine nichtkonstante gerade Funktion.

Der folgende Satz zeigt, welche Eigenschaften die kanonische Hohe besitzt.

Satz 3.4 (Néron-Tate, sieche [Sil] VIII Theorem 9.3) Sei E/K eine elliptische Kurve
und h die kanonische Hohe auf E.

a) Fir alle P,Q € E gilt
P+ Q)+ h(P — Q) =2h(P) + 210(Q).

b) Fir alle P € E und m € Z gilt

%eine Funktion f € K(F) heikt gerade, falls fiir alle P € F gilt, dass f(P) = f(—P)
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¢) Die kanonische Hohe h ist eine quadratische Form auf E. Also h ist gerade und die
Paarung - -
<>y E(K)x E(K)—R

< P.Q>nr= 3 (h(P +Q) ~ h(P) - (@)
1st bilinear.

d) Sei P € E. Dann ist h(P) > 0 und

h(P) =0 genau dann, wenn P ein Torsionspunkt ist.

e) Sei f € K eine gerade Funktion. Dann gilt

(deg f)h = hy 4+ O(1).

O

Damit haben wir also eine Hohe, die gleichzeitig eine quadratische Form ist. Weiter
bekommt die Bilinearform aus 3. einen Namen.

Definition 3.5 Man nennt die Bilinearform
< >y ExFE—R

definiert durch
(A(P + Q) = h(P) = h(Q))

N |

<P7Q >NT=

die Néron-Tate-Hohenpaarunyg.

Wir erweitern die Paarung auf Divisoren von E.

Sei S die Abbildung
S:Div(E) — E, an‘Pi — Z[W]Pi,

wobei die linke Summe die formale Summe in Divg(E) und die rechte Summe die Grup-
penoperation in E(K) ist.

Definition 3.6 Dann definieren wir die Néron-Tate-Héhe

< -,->n7: Div(E) x Div(E) — R
durch

< D,E >n1:=< S(D),S(E) >NT -

Aus Satz 3.4 folgt
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Satz 3.7 Fiir die Néron-Tate-Hohe gilt

a) Die Paarung ist bilinear.
b) Ist D = (f) ein Hauptdivisor, so ist

< D,E >n7=0 fiir alle E € Div(E)

¢) Die Paarung ist symmetrisch.

3.2 ,Klassische” Arakelov-Theorie

In diesem Abschnitt folgen wir den Ideen von Arakelov, um eine Schnittpaarung auf
alle Divisoren zu definieren. Die ,klassische” Arakelov-Theorie Arakelov-Theorie ist ein
Spezialfall der Gillet-Soulé-Theorie und ihrer Verallgemeinerungen [Kiil]

Sei C/R eine arithmetische Fliche und C' = Ck. Fiir jedes v € Mp® haben wir eine
Einbettung

o,: K —C
(sogar ein Paar von Einbettungen, falls v nicht reell ist), die die Bewertung v induziert.

Definition 3.8 FEin Arakelov-Divisor ist ein Element aus Div 4,.(C), wobei Div 4,-(C) ge-
geben ist durch die direkte Summe

Diva(€) = Div(C) & ) (€, @ ),

veMz

wobei C, = Ck,, die Kurve diber C gegeben durch 0,Ck. Die moglichen Koeffizienten an
archimedischen Bewertungen sind beliebige reelle Zahlen.

Um Divisoren Arakelov-Divisoren zuordnen zu kénnen, benétigen wir Néron-Funktionen.
Sei v € M eine archimedische Bewertung.

Definition 3.9 Fine Néron-Funktion ist eine Zuordnung, die jedem Divisor D auf C,
eine Funktion zuordnet

Apw : Cy(C) — Supp(D) — R
die die folgenden Figenschaften besitzt

a) Ap, hingt additiv von D ab (nicht nur bis auf Konstanten).
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b) Falls D = (f) der Divisor einer rationalen Funktion ist, so gilt

Ap, = —log|fl, + Konstante.

¢) Fir je zwei Punkte P,Q € C,(C) ist sie symmetrisch
Apu(Q) = Aqu(P).

d) Falls D auf einer offenen Menge U durch eine rationale Funktion f reprasentiert wird,
dann existiert eine stetige Funktion o auf U, sodass —log|f|, — Ap, = « auf U.

Néron-Funktionen existieren. Man beachte aber, dass es keine eindeutige Familie von
ihnen gibt.

Wir betrachten ab jetzt eine feste Familie von Néron-Funktionen. Sei f € C(C,) eine
rationale Funktion auf C,. Sei D = (f). Die Differenz

Y (f) = —log|fl, — )\(f),u

ist konstant und hingt nur von f (und natiirlich v) ab.

Jetzt konnen wir den Arakelov-Divisor einer Funktion definieren.

Definition 3.10 Fir f € K(C) definieren wir den Arakelov-Divisor von f als

(f)Ar = (f)fzn + Z ’Yu(f)cya

veMpe

wobei (f)fin der normale Divisor von f auf dem Schema C ist. Wir nennen (f) i den
endlichen Anteil von (f)ar. Den zusdtzlichen Teil (f)oo = (f)ar — (f) fin nennen wir den
unendlichen Anteil.

Man beachte, dass der Arakelov-Divisor von f abhéngig ist von der Wahl der Familie
von Néron-Funktionen.

Fiir den Rest dieses Abschnittes beschiftigen wir uns mit Arakelov-Divisoren. Deshalb
kiirzen wir ab und schreiben

(f) = (f)Ar‘
Benétigen wir noch mal den Divisor auf C so schreiben wir (f)aq oder (f)c.
Definition 3.11 Sei D € Div(C) ein horizontaler Primdivisor auf C. Wir definieren den

K-Grad von D als
degy (D) = [K(D) : K],

wobel

K(D) = N L.

L|DeDiv(C(L))

Fiir einen vertikalen Divisor F definieren wir
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Definition 3.12 Sei D = ) n;D; ein Divisor. Der Trager von D ist definiert als

Supp D = U D; cC.

Sei D € Div(C) ein horizontaler Primdivisor auf C. Der Divisor Dx = D NCx € Div(C)
zerfallt in C), in m = degy (D) verschiedene geometrische Punkte
D, =Dk, =) P

Definition 3.13 Fir einen Primdivisor D € Div(C) definieren wir den
Arakelov-Divisor D 4, als

Da, =D+ Z D,.

veMgp

Wir nennen D4 den endlichen Anteil von D a,.. Den zusditzlichen Teil Do, = D gr — Dy
nennen wir den unendlichen Anteil.

Fiir allgemeine Divisoren D = Y n;D; € Div(C) definieren wir den Arakelov-Divisor
Dy, als

Dar =Y _ni(Di)ar
mit
Dy = ZniDi und Do = an(DZ)OO
Wieder kiirzen wir ab und schreiben
D = Dy,.
Benotigen wir noch mal den Divisor auf C so schreiben wir Dy, oder De.

Wir erweitern die Néron-Funktion A, bilinear auf beliebigen Divisoren mit disjunkten
Trager {iber C und definieren die Schnittzahl

Definition 3.14 Seien D, E € Div(C) zwei Divisoren mit Zerlegungen
D,=> Piund B, =) Qi
Wir definieren die Schnittzahl in C, als
(D-E)y = (D, E,) =Y M(Pi, Q).
0,

Damit definieren wir die unendliche Schnittzahl als

(D-E)s= Y (D-E),.

vEMoo
Weiter definieren wir

(Cy - D) = degy (D), fiir jeden Divisor D € Div(C)
(C,-Cy) =0, fir alle v,V € M.
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Wir haben Arakelov-Divisoren und die unendliche Schnittzahl definiert. Jetzt miissen wir
noch die endliche Schnittzahl definieren. Dafiir sei v € M?( und

v(z) = (ordyz)log N,.

Definition 3.15 Seien D, E € Div(C) zwei Divisoren ohne gemeinsame Komponenten.
Wir definieren fiir x € DN ENC,

(D-E)y =i.(D,E)logN,.
Weiter definieren wir

(D-E),= >  i.(D,E)logN,
zeDNENC,

und

(D-E)ag= »_ (D,E),.

I/EM?(

Damit konnen wir ein Arakelov-Schnittzahl definieren.

Definition 3.16 Wir definieren die Arakelov-Schnittpaarung
(-):Diva,(C) x Divg,(C) = R

durch
(D : E) = (Dalg : Efin)alg + (D : E)oo-

Satz 3.17 Sei C/R eine arithmetische Fliche. Die Arakelov-Schnittpaarung
(-):Divg,(C) x Divg,(C) = R
erfillt die folgenden Figenschaften.
a) Falls D1, Do, E € Div 4, (C) Arakelov-Divisoren sind mit D1 = Dy. Dann gilt
(D1 - E) = (D; - E).
Insbesondere gilt:
(div(f) - E) =0 fiir alle f € K(C)* und alle E € Div 4,(C).

b) Falls D, E € Div 4,.(C) Divisoren sind, dann gilt

D-E=FE-D.
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Die Arakelov-Schnittpaarung ist also symmetrisch und invariant unter linearer Aquiva-
lenz.

Als néchstes wollen wir die Schnittzahl von Div 4, (C) auf Divisoren der generische Faser
zuriickziehen. Damit wir das kénnen, bendtigen wir die Funktion @, die die Schnittzahl
unabhingig von der betrachteten arithmetischen Fliche macht. Dafiir miissen wir uns
leider auf Divisoren von Grad 0 beschrénken.

Fiir den nédchsten Satz bendtigen wir den Q-Vektorraum erzeugt von den vertikalen Di-
visoren einer speziellen Faser C,, also

Div,(C) ® Q

aulerdem sei

G eQ

der Q-Vektorraum, der von der gesamten Faser C, erzeugt wird.

Satz 3.18 (siehe [Hr] Theorem 1.8) Fiir jedes v € My existiert eine eindeutige lineare
Abbildung
®, : Divo(C) — (Div,(C) ® Q)/(C, © Q),

sodass fiir alle D € Divo(C) der Divisor D + ®,(D) orthogonal zu Div,(C) ist.

Definition 3.19 Wir definieren die Abbildung

® : Divy(C) — @ (Div,(C) ® Q)/(C, ® Q)

I/EA{%

durch

I/EM?(

Jetzt konnen wir eine Schnittpaarung auf Divy(C') definieren.
Definition 3.20 Wir definieren die Arakelov-Schnittpaarung
(- ) :Divy(C) x Divg(C) — R

durch

(D-E)=((D+2(D)ar (E+2(D))ar) = ((D+ (D)) ar - (E) ar)-

Bemerkung 3.21 Die Schnittpaarung ist unabhéngig von dem Modell, auf denen man
die Schnittzahlen berechnet.
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3.3 Der Zusammenhang zwischen Arakelov-Schnittzahl und der
kanonischen HGhe

Sei E/K eine elliptische Kurve und £/R das minimale, regulére, eigentliche Modell von
E. Auf der Gruppe Divo(FE) sind zwei verschiedene Paarungen definiert. Zum einen die
Néron-Tate-Paarung und zum anderen die Arakelov-Schnittpaarung.

Diese beiden Paarungen haben ganz unterschiedlichen Ursprung und daher ist das fol-
gende Ergebnis von Faltings und Hriljac nicht offensichtlich.

Satz 3.22 Sei E/K eine elliptische Kurve und Dy, Dy € Div(C) zwei Divisoren vom
Grad Null. Dann gilt
(D1 D2)=— < D1,Ds >N -

O

Wir wollen dieses Ergebnis in dieser Arbeit dazu benutzen, die Néron-Tate-Hohe fiir
bestimmte Divisoren auf einer gegebenen Kurve mittels der Arakelov-Schnittzahl zu be-
rechnen.

Es sei darauf hingewiesen, dass das Orginalergebnis von Faltings und Hriljac viel all-
gemeiner ist und sich nicht nur auf elliptische Kurven beschrénkt. Aus Griinden der
Vollstandigkeit wollen wir das Originalergebnis hier kurz formulieren, kénnen aber aus
Platzgriinden nicht auf die gebrauchten Notationen eingehen.

Satz 3.23 (siehe [Hr] Theorem 3.1) Sei C eine arithmetische Fliche. Sei ¢ : Cx —
J die kanonische Abbildung der generischen Faser Cy in ihre Jacobische. Sei © die
Thetadivisorenklasse und ¢ = © + ©~. Sei D € Divo(Cx) und sei h. die kanonische
Héhe. Dann gilt

< D, D >= hy(S(D), S(D)) = —h(S(D)),

wobei 6 die Poincaré Divisorenklasse auf J ist und S = Sy, die gewohnliche Summations-
abbildung Divy(Cx) — J ist.

3.4 Kiihns Formel zur Berechnung der Néron-Tate-HGhe

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben gibt es eine enge Beziehung zwischen der Néron-
Tate-Hohe und der Arakelov-Schnittpaarung. Diese Beziehung ist bis jetzt aber noch nicht
konstruktiv, da die Gestalt des unendlichen Anteils von den noch nicht konkretisierten
Néron-Funktionen abhéngt.

Ulf Kiihn [Kii2] hat sich damit beschéftigt, wie man die Arakelov-Schnittzahlen kon-
struktiv bestimmen kann. Er verbindet die Arakelov-Theorie mit einem Theorem von

57



Belyi und findet heraus, dass der unendliche Anteil der Arakelov-Schnittzahl fiir Divi-
soren von Grad Null auf algebraischen Kurven iiber Zahlkérpern gegeben ist durch eine
lineare Kombinationen von Streukonstanten.

Da wir Arakelov-Theorie bereits im letzen Kapitel behandelt haben, kommen wir also zu
Belyis Satz, der eine iiberraschende Aussage iiber die Anzahl von kritischen Werten in
bestimmten Morphismen trifft. Wir ben&tigen vorher noch einige Definitionen.

Sei C eine algebraische Kurve iiber C und v : C' — P! eine endliche Uberlagerung, das
heifit, jeder Punkt des P! hat nur endlich viele Urbilder. Die Anzahl der Urbilder ist
fast iiberall gleich, aber es kann endlich viele Punkte in P! geben, an denen ¢ weniger
Urbilder hat.

Definition 3.24 Sei 1 : C — P! eine endliche Uberlagerung. Die Punkte, die nicht die
mazimale Anzahl an Urbildern haben, werden als kritische Werte bezeichnet.

Definition 3.25 Sei H = {7 = = + iyly > 0} C C die kompleze obere Halbebene. Sei
I'(1) = SLo(Z)/{£1} die Modulgruppe und I' C T'(1) eine Untergruppe vom endlichen
Indezx. Die Gruppe U wirkt auf H per Mébius- Transformation. Die offene Riemannsche
Flache Y(T') = T' \ H kann man kompaktifizieren, indem man eine endliche Menge von
Spitzen hinzufiigt. Die resultierende kompakte Riemannsche Fliche bezeichnen wir mit
X (T') und nennen sie eine allgemeine Modulkurve.

Satz 3.26 (Satz von Belyi, siche [Sef) Sei C eine algebraische Kurve. Dann sind folgende
Eigenschaften dquivalent:
a) Die Kurve C ist iber einem Zahlkérper K definiert.

b) Es gibt einen dber K definierten Morphismus  : C — ]P’}(, der héchstens die drei
kritische Werte 0,1 und oo hat.

c) Es gibt eine Untergruppe I' von I'(1) von endlichen Index, sodass C = X (I).

O

Beispiel 3.27 Sei E eine elliptische Kurve. Man kann die Projektion auf die x-Achse
zu einem Morphismus nach P! erweitern. Dieser Morphismus besitzt immer 4 kritische
Werte. Ist aber die Kurve iiber Q definiert, so sagt der Satz von Belyi, dass es auch einen
Morphismus mit hochstens drei kritischen Werten gibt.

Definition 3.28 Ein Morphismus mit den FEigenschaften aus Satz 3.26b heiffit Belyi-
Morphismus. Das Paar (C, 3) bestehend aus der Kurve C und dem Morphismus (3, heifst
Belyi-Paar. Der Isomorphismus aus Satz 3.26¢ heifit Belyi-Uniformisierung.

Definition 3.29 Sei (C,3) ein Belyi-Paar.
Ein Punkt P € C heifit Spitze, falls P Urbild eines kritischen Wertes ist.
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Definition 3.30 Ein Divisor D auf C/K heifit Spitzendivisor, falls er vom Grad Null ist
und der Triger in der Menge der Spitzen enthalten ist. Die Gruppe der Spitzendivisoren
nennen wir Cusp(C/K, [3).

Bemerkung 3.31 Sei E ein beliebiger Divisor von Grad Null. So gibt es immer einen
nicht eindeutig bestimmten Belyi-Morphismus, sodass E ein Spitzendivisor ist.

Jedem Paar (C,[3) konnen wir jetzt nach Belyi eine Untergruppe von endlichen Index
der Modulgruppe I'(1) zuordnen.

Bemerkung 3.32 Die Tatsache, dass man jedem Belyi-Paar eine Untergruppe von I'(1)
zuordnen kann, basiert darauf, dass I'(2) C I'(1) eigentlich und frei auf H wirkt, sowie

'(2) \ H =P\ { 3 Punkte }.

Belyi gibt fiir den Morphismus eine explizite Konstruktion an, doch ist diese Konstruk-
tion schwer durchzufithren. Sie erfordert die Berechnung von Minimalpolynomen und
Nullstellen von Polynomen hohen Grades.

Wie man konstruktiv jedem Paar eine Untergruppe zuordnen kann wird zum Beispiel bei
B. Birch [Bi] beschrieben. Fiir elliptische Kurven gibt es fiir Belyi-Morphismen konkrete
Konstruktionen von L. Khadjavi und V. Scharaschkin in [KS].

Wir betrachten jetzt zu einer Untergruppe I' C T'(2) nichtholomorphe Eisensteinreihen.
Zu jeder Spitze, eine Aquivalernzklasse von I% unter der Wirkung von I, gibt es eine
Eisensteinreihe. Die Streumatrix zu I' ist durch die konstanten Koeffizienten der Eisen-
steinreihe zu verschiedenen Spitzen definiert. Die Arakelov-Theorie liefert die Zusammen-
hénge zwischen den Streumatrizen und der Arithmetik von algebraischen Kurven.

Sei § = {S1 = o0, ..., Sh} ein Reprisentantensystem fiir die Spitzen in X (I'). Fiir jedes
S; € S sei T'; der Stabilisator in I'. Wir fixieren ein Element o; € PSLy(R)'% sodass

oj(0c0) = S; und
oo = Lom ‘mEZ .
i 777 0 1

Die skalierende Matrix o; hat die Form

N

0 1
bj

0j =%

’mﬁwefﬂﬁmd@eN

Definition 3.33 Zu jeder Spitze S; ist die nichtholomorphe Eisensteinreihe E;(T;s),
mit s € C, Re(s) > 1, definiert ist durch die konvergente Reihe

Ej(t;s) = Z Im(aj_1 (1))°.

O‘EF]'\F

OPSLy(R) = SLa(R)/{£1}

99



Ohne genauer auf die Definition einzugehen (vgl. [Ki2]) gibt es jetzt eine Streumatrix
®r(s). Der Eintrag (®r);r(s) kommt von der Fourierentwicklung der Eisensteinreihe
zu S; in Sy und sind in einem allgemeinem Sinne Dirichletreihen. Wir wollen hier aus
Platzgriinden nicht ndher auf die Definition eingehen, sondern kommen direkt zu der
Definition der Streukonstanten.

Definition 3.34 Die Streukonstanten Cjy fiir I' sind die konstanten Terme der Dirich-
letreihen (Pr);i(s) in 1. Sie sind durch die folgenden reellen Zahlen gegeben

a2 1) LN 36 )Y
Cik = l1—>ml ((bjbk>s I'(s) ; <Tjk(c)025) B s—1 ) ’ )

* %
wobei 1j1(c) = # {d(mod bre)|3 ( p ) € ’yj_lffyk},
c
Es ist zu beachten, dass das I' in der Formel zwei unterschiedliche Bedeutungen besitzt.

InT(s —1/2) und I'(s) bezeichnet es die Gamma-Funktion und ansonsten die Gruppen
I' und T'(1).

Die Vereinigung der Menge der Streukonstanten fiir I', wenn I' alle Untergruppen von
endlichen Index von I'(1) durchlduft, ist eine abzéhlbare Untermenge von R.

Definition 3.35 Wir bezeichnen mit Pg die Menge aller v € M?( in denen C schlechte
Reduktion besitzt.

Definition 3.36 Wir bezeichnen mit Pe die Menge aller v € M?( fiir die es zwei ver-
schiedene Spitzen S; und S gibt, sodass

?j ﬂC,,z?kﬂCl,.

Zusammen mit dem Satz von Faltings-Hriljac 3.23 mit der Erweiterung der Arakelov-
Theorie gegeben in [Kiil] ergibt sich in [Kii2] folgender Satz.

Satz 3.37 (siehe [Ki2[) Sei C/K eine geometrisch irreduzible Kurve.

Seien Dy = >, n;Sj, Dy = > mySy zwei Divisoren auf C vom Grad 0. Man wdih-
le einen Belyi-Morphismus ¢ : C — IP’}(, sodass D1 und Do Spitzendivisoren auf C
sind. Weiter sei C,(C) = X(T',) die induzierte Belyi-Uniformisierung. Dann existiert
die folgende Formel fiir die Néron-Tate-Hohenpaarung < Dy, Do >N fiir Divisoren
Dqi,Dy € DiVo(C)

2T o
— <Dy, Dy>yr= Y b,logN, + ®:Q > anmkzcjk ;
IJGPBUPC o K—C j.k

wobei die 6, rationale und die C’;’k reelle Zahlen sind. Die C’;’k sind die Streukonstanten
der Gruppen I'y.
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Ist ein reguldres Modell von C' explizit bekannt, so konnen die rationalen Zahlen ¢,
konkret berechnet werden. Dies ist der Kern dieser Diplomarbeit und die Theorie dafiir
findet sich in den Kapiteln 1 und 2.

Bemerkung 3.38 Sei F/K eine elliptische Kurve und 3 eine Belyi-Uniformisierung.
Seien D1, Do € Divy(C) Spitzendivisoren. Dann ist gerade

(DlvDQ)alg = Z 5p10gN1/
vePgUPc

und

2T
(D1,D2)oo = = n<mk0‘7
K\ g 2

In dem néchsten Kapitel werden wir anhand einer konkreten Kurve diese Theorie anwen-
den und die rationalen Zahlen J,, berechnen.

4 Schnittzahlenberechnung zur Kurve 400H1

Wir betrachten in diesem Abschnitt das minimale Modell £ der elliptischen Kurve
E:y?=2%45z+10 (3)

und berechnen darauf die lokalen Schnittzahlen der horizontaler Divisoren
Dg, D1, D3, Dg, D, die durch die Zariski-Abschliisse der Punkte

So = (1,4), S1=1(6,16), S3 = (1,—4), S¢ = (6,—16) und Sec =0 =1[0:1:0]

gegeben sind. Dabei ist o der ausgezeichnete unendlich ferne Punkt.

4.1 Bestimmung des minimalen Modells fiir 400H1

Die durch (3) bestimmte elliptische Kurve hat in Cremona’s Liste |Cr| die Bezeichnung
400H1. Man berechnte (siehe 2.1)

Ap = —51200 = —2'! . 5?
Die Fasern schlechter Reduktion liegen also iiber (2) und (5). Aus der Tabelle von Cre-

mona sehen wir, dass die Faser iiber (2) vom Typ I3, wéhrend die Faser iiber (5) vom
Typ I1 ist (vgl Abbildung 7 auf Seite 46).

Schauen wir uns einmal die Fasern des Weierstrakmodelles W von E

W = SpecZz,y]/(y* — 2° — 5z — 10)
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an. Abbildung 8 auf Seite 62 zeigt die Fasern von W und man sieht, dass die Faser iiber
(5) bereits vom Typ IT ist. Das minimale regulére, eigentliche Modell unterscheidet sich

also ausschlieklich in der Faser iiber (2) vom Weierstrafmodell.
* ° ° * o —

(2) (3) () (p) (0)
Abbildung 8: Die Fasern des Weierstrakmodelles der Kurve 400H1

Zur Berechnung der lokalen Schnittzahlen (D;, D;), benétigen wir die Kenntnis welche
Komponente von D; bzw. D; getroffen wird.

11

Dazu reicht die Information {iber den Typ der Faser {iber (2) nicht aus** und darum

berechnen wir nun das minimale Modell £ von E.

Zuerst, verschieben wir FE linear, sodass alle Aufblasungen, die wir fiir p = 2 machen
miissen, durch den ,Nullpunkt® gehen. Dafiir fiihren wir eine zuldssige Variablentrans-
formation durch.

r—x+lund y—y+x+4, (4)

und erhalten so

Wo : y2 + 22y + 8y = 23 + 222,

Diese Verdnderung dient nur dazu, damit unsere Aufblasungen einfacher werden. Kon-
struktiv bekommt man sie, indem man die entsprechenden Aufblasungen vornimmt und
die Kurve immer so verschiebt, dass das aufzublasende Unterschema in der entsprechen-
den Karte durch den ,Nullpunkt“ geht. Jetzt sind wir bereit die Aufblasungen vorzuneh-
men.

Man sieht, dass der Punkt P; = V((z,y,2)) nach Satz 1.16 nichtreguliir ist, da y? +
2zy + 8y — 2% — 222 € (z,y,2)%. Die Karte Wy sieht man in Abbildung 9.

Deshalb blasen wir Wy entlang dem Punkt Py = V((x,y,2)) auf.
Aufblasen funktioniert nun wie wir in den Beispielen 1.31 und 1.32 gesehen haben.

Man muss drei Karten beachten.

1 Alle anderen Fasern enthalten nur eine Komponente, sodass diese notwendiger Weise von den D;
getroffen wird
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P3

Wo

Abbildung 9: Die Karte W)y

Karte 1: In der ersten Karte dividieren wir durch 2, also
r =221 und y = 2y,

und erhalten
4y? + 8x1y1 + 16y; = 83 + 83

Jetzt kiirzen wir 4 und kommen zu unser Karte W
C 02 _ 3 2

Um die Komponenten der speziellen Faser herauszufinden, muss man jetzt 2 = 0 setzen
und erhalt

i =0.

Es gibt die Komponente
Cs = {y1 = 0},
die mit der Vielfachheit 2 auftritt.

Karte 2: In der zweiten Karte dividieren wir durch zx, also
2=2a'7', 2 =2" und y = 2/,

und erhalten
1212 103 1 4/

22y + 7’23y + 7Bty = 2+ 7l
Jetzt kiirzen wir 2/? und kommen zu unser Karte W]
Wll . y/2 + 7T_/:1:/,!// + 7T/3$/2y, _ :1:/ + 7_‘_/1;/.

Um die Komponenten der speziellen Faser herauszufinden, muss man jetzt 2 = 0 setzen,
also 7' = 0 oder 2/ = 0, und erhélt

y?=2', 7 =0und y?> =0, 2’ =0.
Es gibt die Komponenten
Ci = {y/2 — J;/,Tf, _ O}, und Cé — {y/ — 07:1:/ — 0}7

wobei hier die Komponente C; mit der Vielfachheit 2 auftritt.
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Karte 3: In der dritten Karte dividieren wir durch y, also

n__I n. 1"

2=1y"'7", x=2"y" und y =9,

und erhalten
"2 "noMnon3 n3, 14 n3, 13 "2, 13

y"e 4 w2y wP Yyt = 2Py 4 7"y
Jetzt kiirzen wir 32 und kommen zu unser Karte W/’

Wll/ 14 ﬂ”x”y” + 7r”3y”2 — x//dy// + ﬂ”x/’Qy”.

Um die Komponenten der speziellen Faser herauszufinden, muss man jetzt 2 = 0 setzen,
also 7 = 0 oder y” = 0, und erhélt

1=y"2", 7" =0und 1 =0, v/ =0.
Das zweite geht natiirlich nicht und so gibt es nur die Komponente

Ci/ — {1 — y//x//i’)’ﬂ_// — 0}.

Zwischen diesen Karten gibt es Abbildungen, die die Komponenten ineinander umwan-
deln. Wir betrachten die Abbildungen ¢15 von Karte 1 nach Karte 2 und ¢35 von Karte
3 nach Karte 2.

¢12 : Karte 1 — Karte 2. Die Abbildung ¢12 ist bestimmt durch

r 1 Y

P12(r1) = 5= b12(y1) = % ol

$12(2) =2 =27

Durch ¢12 wird eine Abbildung ®15 aus der Menge der Komponenten von Karte 1 in die
Potenzmenge der Menge der Komponenten von Karte 2 induziert. Es ergibt sich

D15(C3) = P12({y1 = 0}) = {j{, = 0}

={y/ =0, 2" =0} ={G3}.

Beim Verkleben der Karten 1 und 2 verklebt man die Komponente C3 der ersten Karte
mit der Komponente Cj der zweiten Karte. Dagegen ist die Komponente C] der zweiten
Karte nicht in der ersten Karte enthalten.

¢392 : Karte 3 — Karte 2. Die Abbildung ¢392 ist bestimmt durch

T 1
P32(z”) = v = 7 P32(y") =y =a'y,

2 a7

m — _—= = —.
¢32 (ﬂ— ) - y x/y/ y/
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Durch ¢30 wird wieder eine Abbildung ®3o aus der Menge der Komponenten von Karte
3 in die Potenzmenge der Menge der Komponenten von Karte 2 induziert. Es ergibt sich

/
v

1
B2 () = Ba((1 ="y 1" = 0) = {1 = oy, T =0}

— {y/2 — .’17/,7'('/ — 0} — {Cil}

Beim Verkleben der Karte 2 und 3 verklebt man die Komponente Cj der zweiten Karte
mit der Komponente C} der dritten Karte. Dagegen ist die Komponente C; der zweiten
Karte nicht in der dritten Karte enthalten.

Zur Vereinfachung nennen wir die Komponenten der Aufblasung C; und Cs, wobei der
Teil von C; in der dritten Karte gerade C; ist und der Teil von C; in der zweiten Karte
gerade C}. Analog fiir die Komponente Cs.

Sucht man jetzt nach nichtreguldren Punkten, so sieht man, dass als einziger Punkt auf
der Komponente C; der Schnittpunkt mit C3 nichtregulér sein muss, da eine Aufblasung
aukerhalb des Zentrums ein Isomorphismus ist.

Wir miissen uns nur die Punkte der Komponente C3 anschauen. Dafiir miissen wir wieder
in die Karten gehen. In der ersten Karte betrachtet man die lokalen Ringe fiir den Punkt
P, =V ((pa(x1),y1,2)), wobei pg(z1) ein modulo 2 irreduzibles Polynom ist.

Ow,.p, = (Zlz1, 1]/ (7 + 22191 + 41 — 223 — 227)) < (41 2p0 (21))>

= Z[x1, Y1l < 2pa(e1))>/ YT + 22191 + 4y — 227 (21 + 1)).

Der Ring Z[1, Y1]<(y,,2,pa(21))> it ein lokaler, reguldrer, Noetherscher Ring mit maxi-
malem Ideal m = (y1,2,p.(71)) und f = (y? + 2z191 + 41 — 223 (21 — 1)) € m. Nach
Satz 1.16 ist Oy, p, genau dann regulér, wenn f ¢ m%. Wie man sieht, ist das genau der
Fall, wenn p,(x1) # 21 und pe(x1) # 21 + 1.

Also gibt es zwei nichtreguldre Punkte in Karte 1

P, =V((x1+1,y1,2)) und Py = V((z1,y1,2)).

In der zweiten Karte betrachten wir die Punkte P, = V((2, ¢/, pa(7'))), wobei p, (') ein
modulo 2 irreduzibles Polynom ist. Es gilt

Owg.p, = (2l o/ 7)) + 7'y + 7522y — & = 7'8)) oy >

= (2o )2 = 7)) <ttt ey /P T T — (14 7)),
Der Ring (Z[2',y',7']/(2 = 7'Y'))<(a/ 1y pa(x'))> I8t ein lokaler, reguldrer, Noetherscher
Ring mit maximalem Ideal m = (2/,9/, po(7')) und f = (y? + 7’2’y + 732"y’ — 2'(1 +

7')) € m. Nach Satz 1.16 ist Oy p, genau dann regulér, wenn f ¢ m?. Wie man sieht,
ist das genau der Fall, wenn p,(7') # 7' + 1.
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Also ist der einzige nichtreguldre Punkt in Karte 2 der Punkt
Py =V((z,y, 7 +1)).

Mit Hilfe von ¢12 sehen wir

$12(P2) = ¢r2(V((21 4+ 1,91,2))) = V((l +1, v a'n’)) =V((@'y 1+ ) =P,

)
7! 7’

Nach der ersten Aufblasung hat die Faser iiber 2 eine Gestalt, entsprechend der Abbildung
10 auf Seite 66.

Ci

2C3 1:2 124

Abbildung 10: Die Aufblasung der Karte Wy

Die Aufblasung enthilt wie wir gesehen haben noch zwei nichtreguldre Punkte. Satz
1.29 erlaubt uns nun anstatt diese zwei Punkte einzeln die ganze Faser Cs in Karte 1
aufzublasen.

In diesem Schritt blasen wir die Karte W;
Wi y% + 2z1y1 + 4y = 2&:?1’ + 21:%,
entlang des Unterschemas C3 = V((y1,2)) auf.

Diesmal bendtigen wir nur zwei Karten.

Karte 1: In der ersten Karte dividieren wir durch 2, also

Y1 = 2y2,

und erhalten
4y3 + da1ys + Syo = 2x5 + 223

Jetzt kiirzen wir 2 und kommen zu unser Karte Wy
Wy 1 205 + 221y + dyp = af + a7
Um die Komponenten der speziellen Faser herauszufinden, muss man jetzt 2 = 0 setzen
und erhalt
m? + a:% =0.
Es gibt die Komponenten
ng{x1—|—120} undC4:{:U1:0},

wobei die Komponente C4 die Vielfachheit 2 besitzt.
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Karte 2: In der zweiten Karte dividieren wir durch yp, also
2=y, xy=2" and y1 =/,

und erhalten

y/z + Tr’x/y/3 + 7_‘_/2y/3 — 7T/a:,3y, + 71"1:/23/.

Jetzt kiirzen wir ¢’ und kommen zu unser Karte W

WQI . y/ + 7r’:1:'y'2 + 7_‘_/2y/2 _ 7T/x/3 4 7T/x/2.

Um die Komponenten der speziellen Faser herauszufinden, muss man jetzt 2 = 0 setzen,
also 7' = 0 oder 3/ = 0, und erhélt

y' =0, 7 =0 und
0=n'z?("+1), y =0.
Es gibt die Komponenten
Ch={2'+1=0,y =0}, C5={x"=0, ¥y =0} und C} = {2’ =0, ¢/ =0},
wobel hier die Komponenten C; und Cj mit der Vielfachheit 2 auftreten.
Jetzt kann man wieder zeigen, dass beim Verkleben sowohl Cy und C, als auch C4 und
C) zusammengeklebt werden.

Weiter findet man wie oben heraus, dass der einzige nichtreguldre Punkt, der Punkt Ps,
mit Ps = V((z,y,2)) in Karte 1 ist.

Die Aufblasung der Karte Wy sieht man in Abbildung 11.

Co 5
2C

2C3

Abbildung 11: Die Aufblasung der Karte W)

Die folgenden Aufblasungen laufen ganz analog, deswegen verkiirzen wir noch ein wenig.

In diesem Schritt blasen wir die Karte Wy
Wa = 2u3 + 2x1y0 + 4yo = 2 + 27
entlang des Unterschemas C4 = V((z1,2)) auf.

Wieder benétigen wir nur zwei Karten.
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Karte 1: In der ersten Karte dividieren wir durch 2, also
T = 2IE2,

und erhalten
25 + dxays + dyp = 823 + 4.

Jetzt kiirzen wir 2 und kommen zu unser Karte W3
W3 @ y3 + 2wy + 2yo = 4y + 23,

Um die Komponenten der speziellen Faser herauszufinden, muss man jetzt 2 = 0 setzen
und erhalt

vs =0.
Es gibt die Komponente
Cs = {y2 = 0},
wobei C5 die Vielfachheit 2 besitzt.

Karte 2: In der zweiten Karte dividieren wir durch x1, also
2 =27, 1 =2 und yo = v/,

und erhalten

7T/$/y/2 + 7T/m/Zy/ + 7_‘_/23;/2y/ _ x/d + $/2.

Jetzt kiirzen wir 2/ und kommen zu unser Karte W3
o 12 11

Wé:ﬂ’y'Q—i—ﬂxy + a2y =2+ o

Um die Komponenten der speziellen Faser herauszufinden, muss man jetzt 2 = 0 setzen,
also ™ = 0 oder 2’ = 0, und erhilt

#?+2' =0, 7’ =0 und
my? =0, 2’ =0.
Es gibt die Komponenten
Ch={'+1=0 7 =0}, C,={2'=0, 7/ =0} und C} = {y/* =0, 2/ =0},

wobel hier die Komponente Cf mit der Vielfachheit 2 auftritt.

Jetzt kann man wieder zeigen, dass beim Verkleben C5 und Cf zusammengeklebt werden.

Weiter findet man wie oben heraus, dass der einzige nichtreguldre Punkt, der Punkt Fg,
mit Ps = V((z,y,2)) in Karte 1 ist.

Die Aufblasung der Karte Ws sieht man in Abbildung 12.
In diesem Schritt blasen wir die Karte W3
Wi . y% + 229y2 + 2y = 496% + 2:5%

entlang des Unterschemas C5 = V((y2,2)) auf.
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20 2C5

Abbildung 12: Die Aufblasung der Karte W

Karte 1: In der ersten Karte dividieren wir durch 2, also

Y2 = 2937

und erhalten
4y§ + 4xoys + 4ys = 4:E§ + 2:5%.

Jetzt kiirzen wir 2 und kommen zu unser Karte Wy
Wiy : 2y3 + 2x9y3 + 2y3 = 223 + o3

Um die Komponenten der speziellen Faser herauszufinden, muss man jetzt 2 = 0 setzen
und erhalt

Es gibt die Komponente

die die Vielfachheit 2 besitzt.
Karte 2: In der zweiten Karte dividieren wir durch ys, also
2=1y'7’, 2o =2 und yo =9/,

und erhalten

12 I 12 12 12, 13,12 1121
Yy +maxy +rny =7 x3y +Tx7y.

Jetzt kiirzen wir ¢’ und kommen zu unser Karte W}
/. /o r_ 12, 13,1 /12
Wy y +nzy +ny =727y +n'x’”.

Um die Komponenten der speziellen Faser herauszufinden, muss man jetzt 2 = 0 setzen,
also 7 = 0 oder 3/ = 0, und erhélt

y' =0, 7 =0 und
7T/x/2 — 07 y/ —0.
Es gibt die Komponenten
Ci={y =0, 7' =0} und G = {z' =0, y =0},

wobei hier die Komponenten C; und Cj; mit der Vielfachheit 2 auftreten.
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Jetzt kann man wieder zeigen, dass beim Verkleben Cg und Cf; zusammengeklebt werden.

Weiter findet man wie oben heraus, dass es zwei nichtreguldre Punkte gibt. Die Punkte
P; =V ((x2,y3,2)) und Ps = V((x2,y3 + 1,2)) auf der ersten Karte.

Die Aufblasung der Karte W3 sieht man in Abbildung 13 auf Seite 70.

2Cs

P B 2Cs

Abbildung 13: Die Aufblasung der Karte W3

In diesem Schritt blasen wir die Karte Wy
Wy : 2y§ + 229y3 + 2y3 = 2.%% + JI%
entlang des Unterschemas Cg = V' ((22,2)) auf.

Wieder benétigen wir nur zwei Karten.

Karte 1: In der ersten Karte dividieren wir durch 2, also
T2 = 2x37

und erhalten
2y§ + 4z3ys + 2y = 16x§ + 4:1:%.

Jetzt kiirzen wir 2 und kommen zu unser Karte W3
Wi - y% + 223y3 +ys = ng + 2x§.

Um die Komponenten der speziellen Faser herauszufinden, muss man jetzt 2 = 0 setzen
und erhalt
Y5 +ys = 0.

Es gibt die Komponente
C7 ={y3 =0} und Cs = {y3 + 1 = 0}.

Karte 2: In der zweiten Karte dividieren wir durch xo, also
2=2'1", xo =2 und y3 =9/,

und erhalten

7_‘_/x/y/2 + 7r’a;’2y’ + Tr'x’y’ _ ﬂ,/x/:s + x/2_
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Jetzt kiirzen wir 2’ und kommen zu unser Karte W/

/12

1.0 i /
+ 7y =ma°+ .

Wé:w’y’2+7rxy

Um die Komponenten der speziellen Faser herauszufinden, muss man jetzt 2 = 0 setzen,
also 7' = 0 oder 2’ = 0, und erhélt

2 =0, 7’ =0und
7r’y/2 +7'y =0, 2’ =0.
Es gibt die Komponenten
Co={2'=0,7"=0}, C;={y=0,2"=0und Cg={y' +1=0, 2’ =0},
wobel hier die Komponente C4 mit der Vielfachheit 2 auftritt.
Jetzt kann man wieder zeigen, dass beim Verkleben sowohl C; und C7, als auch Cg und
C§ zusammengeklebt werden.

Weiter findet man wie oben heraus, dass jetzt alle Punkte auf den Karten regulér sind.

Die Aufblasung der Karte Wy sieht man in Abbildung 14.

CA Cs

2C¢

Abbildung 14: Die Aufblasung der Karte Wy

Die fertige Aufblasung der Faser iiber (2) sicht man in Abbildung 15.

C C C C
1 2 o0 e 7 8

203 20

Abbildung 15: Die Faser C(3) des minimalen, reguliren, eigentlichen Modells der Kurve
400H1

Wir erhalten die irreduziblen Komponenten:

Coy=C1+C+2-C3+2-C4+2-C5+2-Cs+C7r+Cs

71



4.2 Die Schnittmatrix der Komponenten der Faser iiber 2

Im letzten Abschnitt haben wir die Komponenten der Faser iiber 2 von 400H1 ausgerech-
net. In diesem Kapitel interessieren uns die Schnittzahlen zwischen ihnen. Wir miissen
nicht viel rechnen, denn Satz 2.27 gibt uns an, dass jeder Selbstschnitt —2 ist. Weiter
gibt uns Satz 2.27 Bedingungen, wie jede Zeile und Spalte aussehen muss. Vereinfachend
kommt dazu, dass, wie man in Abbildung 15 sieht, sich viele Fasern gar nicht schneiden
und die zugehorige Schnittzahl damit natiirlich 0 ist.

Es ergibt sich als Schnittmatrix:

() ]a e 20¢5 22¢4 2.6 2:¢6 C Cs
e |2 0 2 0 0 0 0 0
C, | 0 2 2 0 0 0 0 0
2.C5| 2 2 -8 4 0 0 0 0
2:C4| 0 0 4 8 4 0 0 0
2:Cs| 0 0 0 4 -8 4 0 0
2:C6| 0 0 0 0 4 8 2 2
¢ |0 0 0 0 2 2 0
Cs | 0 0 0 0 0 2 0 -2

4.3 Reduktion der Punkte auf 400H1 modulo 2

Wir stehen jetzt vor der Aufgabe zu bestimmen, welche Komponente der Faser iiber
(2) der Zariski-Abschluss eines Punktes aus E(Q) schneidet. Wir beginnen mit einer
Definition.

Definition 4.1 Sei E/Q eine elliptische Kurve und C/Z das minimale, requldre, eigent-
lich Modell von E/Q. Sei C, = > n;C; eine spezielle Faser. Dann bezeichnen wir mit
A(C;) die Menge aller Punkte P aus E(Q), deren Zariski-Abschluss P die Komponente
C; schneidet, also

A(C;) = {P € B@)|PNC #0}.

Mit dieser Bezeichnung folgen einige Aussagen.

Lemma 4.2 Sei E/Q eine elliptische Kurve und C/Z das minimale, reguldre, eigentlich
Modell von E/Q. Sei Cy =Y n,C; eine spezielle Faser. Dann gilt

a) n; >1= A(C;) = 0.
b) A(Cl) N A(CJ) = (Z), falls i #£ j.
c) UA(C) = E(Q).

72



Beweis Alle drei Aussagen folgen direkt aus Satz 2.20, da der Zariski-Abschluss eines
Punktes aus E(Q) glatt auf der arithmetischen Fliche ist und damit auch jede Faser in
einem nichtsinguldrem Punkt schneidet.

Da Punkte auf Fasern mit einer Multiplizitdt gréfser als 1 nichtsingulédr sind, folgt die
erste Aussage.

Schnittpunkte zweier Komponenten sind nichtsinguldr. Daraus folgt die zweite Aussage.

Da der Zariski-Abschluss jede Faser schneidet, folgt auch die dritte Aussage.

Jetzt betrachten wir wieder unsere Kurve
E:y? =23 + 52 + 10.

Leider ist es aufwendig, Gleichungen fiir die Mengen A(C;) zu finden. Wir werden zuerst
Gleichungen fiir Punkte auf der Kurve

Wo : y? + 2zy + 8y = 2 + 2z
finden und diese dann fiir die Kurve E {ibertragen.

In Satz 2.19 hatten wir gesehen, dass der Schnittpunkt des Zariski-Abschlusses eines
Punktes gerade die Reduktion dieses Punktes ist. Jetzt miissen wir die abstrakte Kon-
struktion von 7o aus Abschnitt 2.5 explizit ausfiihren.

Wir miissen dazu die homogene Gleichung
Wo:Y?Z+2XYZ+2YZ* = X* 42X 27

betrachten. Sei P = [z : y : 2] € Wy(Q). Wir bestimmen worauf die Reduktion P, von P
bei den Aufblasungen abgebildet wird.

Man beachte Satz 2.32, der die Situation etwas vereinfacht.

Sei im Folgenden P = [z : y : 2] € Wy(Q) immer so gewdhlt, dass x,y, 2z € Z<p> und z,y
oder z eine Einheit ist.

Betrachten wir die erste Aufblasung, so liegen alle Punkte P, die modulo (2) nicht in
den nichtreguldren Punkt P3 = (0,0,1)(= V((x,y,2)) € W) fallen, auf der Komponente
C1. Es ergibt sich, dass alle modulo (2) reguldren Punkte in Ag(C1) sind, das sind gerade
die, bei denen die 2-adische Bewertung v der x- oder y-Koordinate Null ist. Also ist

Ap(Cy) ={[z : y : 2] € Wp(Q)|va(z) - v2(y) = 0}.

Betrachten wir weiter die Abbildung der Kurve zu der Karte Wy, so kénnen Punkte P fiir
die va(z) > 0 und »(y) > 0 gilt, entweder auf den Punkt P» = V((z1 — 1,91,2)) € W3
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oder auf den Punkt Py = V((x1,91,2)) € Wj abgebildet werden. Die Abbildungen auf
die erste Karte entspricht dem dividieren der Koordinaten durch 2. Im ersten Fall landen
sie bei der nichsten Aufblasung auf der Komponente Co. Das bedeutet, die Komponente
Ca schneiden alle Punkte P fiir die vo(z) = 1 gilt:

Ao(Co) = {[z 1y : 2] € Wp(Q)|ra(z) = 1}

Wird der Punkt dagegen auf den Punkt P, abgebildet, so wird er bei der néchsten
Aufblasung auf den Punkt Ps = V((z1,y2,2)) € Ws abgebildet, denn es gibt ja nur
einen nichtreguldren Punkt. In der néichsten Aufblasung wird er auf den Punkt Ps =
V((z2,y2,2)) in Karte W3 abgebildet und in der néchsten Aufblasung gibt es dann zwei
Méglichkeiten. Entweder wird er auf den Punkt P; = V((x2,ys3,2)) € W4 oder den Punkt
Py = V((xz2 — 1,y3,2)) abgebildet. Bei der nichsten Aufblasung liegen die Punkte von
P; auf C; und die von Pg auf Cg. Also gilt

Ao(Cr) ={[z :y: 2] € Wp(Q)|v2(y) > 3} und

Ao(Cs) = {[z : y : 2] € Wp(Q)[ra(y) = 3}.

Ubertragen wir diese Resultate jetzt zuriick auf die Kurve E mittels der Umformung (4),
so ergibt sich

AC1) =A{[z:y:z2] € E(Q)|ra(x—1) -1a(y—1) =0}
={lz:y: 2] € E(Q)|va(x) - 12a(y) > 0};

AlC2) =A{lz:y:z] € B(Q)ra(x—1) =1}

AlCr) ={[z:y: 2] € E(Q)lva(y — 2z —3) > 3};

AlCs) ={lz:y:z2] € B(QQ)r(y —z—3) =3}

Betrachtet man jetzt unsere Punkte
So=[1:4:1], S1=[6:16:1], S3=[1:—4:1]
Se=[6:—16:1 und Soc =0=[0:1:0],
so sieht man

So € A(C7), Sy € A(Cl), S3 € A(Cg), Sg € A(Cl), und Ss € A(Cl)

Bezeichne jetzt QQ; den Schnittpunkt des Zariski-Abschlusses von Sp mit der Faser Cy).
Abbildung 16 zeigt die Faser C() mit Komponenten und Schnittpunkten.

In einer Tabelle (siehe Tabelle 1 auf Seite 75) sieht man welcher Divisor welche Kompo-
nente schneidet, wobei 1 bedeutet, dass der Divisor und die Komponente sich schneiden
und 0, dass sie es nicht tun.
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Qoo"
C C C C
1 2 ; . 7 8
Q1=Qs¢ +Qo Q3
Cs CG

Abbildung 16: Die Schnittpunkte der Zariski-Abschliisse mit den Komponenten der Faser

iiber 2
Ci C C3 C Cs5 C¢ Cr Cg
Do O 0 0O 0 0O 0 1 0
D1 0 0O 0 0O 0 0 0
Ds |0 0 O O 0O 0 0 1
D¢ |1 0 0O 0O 0O 0 0 0
D| 1 0 0 0 0 0 0 0

Tabelle 1: Die Schnittpunkte der Divisoren mit den Komponenten der Faser {iber 2

Insbesondere gilt

Q1= Q¢ und
Qi # Qj
fiir alle anderen ¢ und j.

Wir bezeichnen den Schnittpunkt von D; und Dg mit

Pig = Q1= Qs.

4.4 Reduktion der Punkte auf 400H1 auBerhalb 2

Wir haben eben gesehen, dass sich in der Faser C(y) die Divisoren D; und Dg schneiden.
Um spéter die Schnittzahlen auszurechnen, benétigen wir alle Punkte, in denen sich zwei
der Divisoren schneiden, also wo fiir zwei Punkte S1 = (z1,y1), S2 = (z2,y2) € E(Z) und
ein Primideal p C Z gilt, dass 1 = x5 und y; = yo mod p. Der folgende Satz gibt uns
eine notwendige Bedingung fiir Schnittpunkte.

Satz 4.3 Seien S1 = (x1,11), 52 = (22,y2) € E(Z) zwei Punkte auf einer elliptischen
Kurve iber Q, p ein Primideal in Z und dio = 11y — y12T2.

Falls dis & p, dann schneiden sich die Zariski-Abschliisse von S1 und So nicht in der
Faser tiber p.
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Beweis Seien S1 = (z1,y1) und So = (z2,y2) zwei Punkte auf einer elliptischen Kurve
iiber Q, p ein Primideal in Z. Wir nehmen an, die Zariski-Abschliisse von S; und S
schneiden sich in der Faser iiber p. Das bedeutet, dass S1 = Sy mod p, also 1 = x2 und
y1 = yo mod p. Daraus folgt, dass dio = z1y2 — y122 = 0mod p, also gilt dio € p.

Berechnen wir die d;; fiir Sp, S1, 53 und Se.

dyg =1-16—4-6=16—24=—-8=-23

d3 =1-(—4)—4-1=-4-4=-8=-23

deg =1-(—16)—4-6=—16—-24=—40= —23.5
dis =6-(—4)—16-1=-24—16=—40= —23.5
dig (—16) —16-6 = —96 — 96 = —182 = —26.3
dsg =1-(—16) —(—4)-6=—16—-24=—40=—-23.5

Nun findet man durch Ausprobieren heraus, dass die einzige Faser wo sich zwei unserer
Divisoren schneiden, die Faser tiber (5) ist und dort gilt:

DoN Dg = Pyg und Dy N D3 = Pi3
In Abbildung 17 sieht man das minimale, reguldre, eigentliche Modell der Kurve 400H1

mit den betrachteten Divisoren. Die Schnittpunkte der Divisoren mit den Fasern sind
durch Punkte verdeutlicht.

Abbildung 17: Die assoziierten Divisoren auf dem minimalen, reguléren, eigentlichen Mo-
dells der Kurve 400H1
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4.5 Die lokalen Schnittzahlen

In den Abschnitten 4.3 und 4.4 wurde gezeigt, dass sich einige der Divisoren schneiden.
Fiir diese Punkte wollen wir in diesem Abschnitt die lokalen Schnittzahlen ausrechnen.

Die Schnittzahl der Divisoren D; und Dg in der Faser iiber (2). Als erstes
betrachten wir die Faser iiber (2). Dort treffen sich die Divisoren D; und Dg in dem
Punkt Pig = V((x,y,2)). Wir berechnen ihre Schnittzahl mg 2.

Da eine Aufblasung auferhalb des Zentrums ein Isomorphismus ist und sich die Divisoren
D; und Dg in einem reguléren Punkt schneiden, kdnnen wir die lokalen Schnittzahlen
auch auf dem Weierstrafmodell W von E ausrechnen.

Fiir die lokalen Gleichungen fi, fg muss gelten
ord;(f1) =1, ordg(f1) = 0 und
ord;(fs) =0, ords(fs) = 1.
Schaut man sich die Gleichung von E an, so ergibt sich der Zusammenhang

y? =23+ 52+ 10
& y? — 256 = 2% + 5x — 246
& (y—16)(y + 16) = (x — 6)(2® + 6 + 41).

Da (y + 16) und (22 + 6x + 41) in Op, Einheiten sind, gilt
ord;(z —6) =1, ordi(y — 16) = 1 und ord;(y + 16) =0
und da (y — 16) und (22 + 6z + 41) in Op, Einheiten sind, gilt

ordg(z —6) = 1, ordg(y — 16) = 0 und ordg(y + 16) = 1.

Es ergeben sich die lokalen Gleichungen f; =y — 16 fiir D1 und fg = y + 16 fiir Ds.
Mit ihnen ergibt sich fiir den Modul:

Ow.pis/ (f1, fo) = (Z[z,y]/(y* — 2° = 5z = 10)) <(2,0.4)>)/ (y — 16,y + 16)
jetzt diirfen wir nach Satz 1.17 Lokalisierung und Quotientenbildung vertauschen
= Zlx,yl/(y* — 2® — 52— 10,y — 16,y + 16) < (2,4.4)>
weiter benutzen wir die Einsetzungshomomorphismen y +— 16 und  — 6
= Zlz]/(—a® — bz + 246,32) L (2.2)>

= Z/(32)<2)> = Z/(32)
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Und so ergibt sich fiir die Schnittzahl
iP16 (Dlv D6) = EOW,PH)- OW,Ple/(fla f6) = EOW,PMS Z/(32) =5.

Die Schnittzahl der Divisoren Dy und Dg in der Faser iiber (5). Als néchstes
betrachten wir die Faser tiber (5). Dort treffen sich die Divisoren Dy und Dg in dem
Punkt Pyg = V((5,2 — 1,y + 1)). Wir berechnen ihre Schnittzahl mgg 5.

Schaut man sich die wieder Gleichung von E an, so ergeben sich die Zusammenhinge

y? =23+ 52+ 10

y? — 256 = 23 + 5x — 246

(y —16)(y + 16) = (x — 6)(z? + 62 + 41)
y? —16 =22 +52 -6
(y—4)(y+4) = (x—1)(2%+z+6).

(O

Also folgt fiir fo =y —4 und fs =y + 16
ordo(fo) =1, ordg(fo) = 0 und

ordo(fs) =0, ordg(fs) = 1.

Also kénnen wir fy und fg als lokale Gleichungen nehmen.

Wir verzichten in diesem Fall auf Erliuterungen, da es die Ubersichtlichkeit stark ver-
bessert. Sie sind aber absolut analog wie im ersten Fall, sodass man bei Bedarf dort
nachschauen sollte.

Zuerst berechnen wir wieder den Modul:

Ow,pys/ (fo, f6)
= (Z[z,y]/(y* = 2° =52 = 10)) < (5.0-1,y+1)>)/(y — 4,y + 16)
= Zz,y)/(y* —2® =52 — 10,y — 4,y + 16) (50— 1,y4+1)>
Zlz] /(=2 — bz + 246,20) (5 2 —1)>
Zlz]/((x = 6) (=2 — 62 — 41),20) (50— 1)>
= Z/(20)<(5)> = Z/(5).

Und so ergibt sich fiir die Schnittzahl
@ Pyg (Do, Dg) = gOW,POG OW7P06/<f07 fe) = eOW,POGZ/(m =1

Die Schnittzahl der Divisoren D; und D3 in der Faser iiber (5). In der Faser tiber (5)
treffen sich auch noch die Divisoren D; und D3 in dem Punkt Pj3 = V((5,xz — 1,y —1)).
Wir berechnen ihre Schnittzahl mq3 5.

Seien f1 =y —16 =0 und f3 =y + 3 = 0 so ergibt sich wie eben
ord;(f1) =1, ords(f1) =0 und
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ordi(f3) =0, ords(fs) = 1.

Also kénnen wir fy und fg als lokale Gleichungen nehmen.
Wir verzichten wegen der besseren Ubersicht in diesem Fall wieder auf die Erlduterungen.

Zuerst berechnen wir wieder den Modul:

Ow,pis/(f1, f3)
= (Zlz,y)/(y* —2° = 52— 10)) c(5.2-145-11)>)/(y + 4,y — 16)
= Zlx,yl/(y* —a® = bz =10,y + 4,y — 16)<(50-1,y-1)>
Zlz]/(—x* — b2 + 246,20) (5 5—1)>
Zlz]/((x — 6)(—2* — 62 — 41),20) (5.2 1)>
- Z/(20)<(5)> - Z/(5)-

Und so ergibt sich fiir die Schnittzahl

ipy (D1, D3) = gOW,PB Ow,pis/(f1, f3) = EOW,PMZ/@) =1

4.6 Der algebraische Anteil der Schnittzahlen

Jetzt wollen wir den endlichen Anteil der Arakelov-Schnittzahlen ausrechnen. Dazu be-
trachten wir die Punkte Sy, ... Sy als Divisoren auf E und definieren

Sij =5, — Sj, 1,] € {0,1,3,6,00}.

Weiter definieren wir
D;; =8S;j=D; —Dj, i,j €{0,1,3,6,00}.
Zu jedem Divisor §;; gibt es nun nach Satz 3.18 einen Divisor ®;;, sodass fiir jeden
vertikalen Divisor D des minimalen Modells gilt
Damit definieren wir den Divisor auf dieser Fliche als
Dij = Dij + ®ij = D; — Dj + ®q;.

Die Abbildung ®;; ist, wie wir in Kapitel 3 gesehen hatten, eine Korrektur, damit die
Schnittzahl unabhingig von dem betrachteten Modell ist.

Konstruktiv findet man diese Divisoren ®;;, indem man das folgende Gleichungssystem
16st.
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In unserem Fall ist ®;; € Q ® Div(y)(€), da unsere Divisoren bereits senkrecht auf allen
anderen vertikalen Divisoren stehen. Also besitzt ®;; eine Darstellung ®;; = n1Cy +
n2Ca + n3Cs + n4Cy + n5Cs + n6Cs + n7Cr + ngCs mit n; € Q.

Das Gleichungsystem bekommen wir jetzt, indem wir D;; = D;; + ®;; mit jeder irredu-
ziblen Komponente der Faser iiber (2) schneiden.

Dij-Cl+n1C12+n3C1-C3 =0
Djj-Cy+n2Cs5+n3Cy-Cs
ij-C’g+n1C3-C1+n2C3-C2+n3C§+n4C3'C4 =0
-C4+n3€4-C3+n4CZ+n5C4-C5
'-C5+n4C5'C4+n5C§+n6C5-C6 =0
+Ce+n5Cs-C5+n6C2 +n7Cs-Cr +ngCs-Cs =0
i Cr+neCr-Co +ny7C32

Dij'08+n603'C8+n8C% =0

<
<.

=
<.

SIS

Da die Komponenten sich alle transversal schneiden und der Selbstschnitt immer —2 ist,
ergibt sich

D;; - C1 —2n1 +n3 =0
D;; - Cy —2no + ng

Dij-C3+ny+ny—2n3+ng =0
D;; - Cy +n3 — 2n4 + ns =0
D;; - Cs5 +ng — 2n5 + ng =0
D;;-Cs+n5 —2ng +n7+ng =0
D;; - C7 +ng — 2ny

D;j - Cg +ng — 2ng =0

Da gilt, dass
(Dij - Dri) = (Dij - Dyy)

benotigen wir fiir unsere Rechnungen nur die Divisoren ®g1, @03, Pog, Pocos Poo1s Poos und
®6. Da Pi, P und P, auf der gleichen Faser liegen, d.h. die Divisoren D1, Dg und Dy
schneiden die gleiche irreduzible Komponente (siehe Abbildung 17 auf Seite 76), gilt

D1 = Pog = Ppoo = —Poo3 und Poo1 = P = 0.

Die folgenden Divisoren erfiillen das obige Gleichungssystem:
5 3 3 1 1
q) —_ — — _ — _ — — _ — —
01 4C1 4C2 203 Cy 2(35 + 2677

1 1
@ = — — =
06 2C7 208,
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5 3 3 1 1
(I)oo = = - S = — =(g.
3 461 + 462 + 2(:'3 +C4 + 265 2C8

Jetzt konnen wir den algebraischen Anteil der Schnittzahl ausrechnen.

Wir machen es nur exemplarisch fiir unser erstes Paar von Divisoren.

(So1 - S36) = (Dot - D3s)
= (Do1 + ®o1) - D36
= (Do — D1 + ®¢1) - (D3 — Dg)
=Dy D3 —Dg-Dg— D1 - D3+ Dy Dg+ o1 - D3 — Po1 - Dg
=0 — mop51log(5) + mi35log(5) + mie2log(2)
+ 0+ (5C1 - D) log(2)
=0 —log(5) — log(5) + 51og(2) + 0 + 2 log(2)
= 22 ]og(2) — 2log(5)

Fiir die andere Paare ergibt sich analog

(So03 - S16) = (Do3 - D1s) = (Do — D3+ ®o3) - (D1 — Dg) = —2log(5)
(Sos - 931) = (Dog - Ds1) = (Do — Dg + ®og) - (D3 — D1) = 2 log(2)

(So1 - S300) = (Dot - D3oc) = (Do — D1+ ®01) - (D3 — Dog) = 2log(2) —log(5)
(S03 * S100) = (Do3 - D1oo) = (Do — D3 + ®p3) - (D1 — Do) —log(h)
(Soo  S31) = (Doso - P31) = (Do — Dog + ®ooo) - (D3 — D1) = 21og(2)

(S01 - Soc6) = (Do1 - Do) = (Do — D1 4+ Pp1) - (Do — Dg) = 5Hlog(2) —1log(h)
(Soco - 516) = (Doco - D16) = (Do — Do + Pooo) - (D1 — Dg) = —log(5)
(S06 - Soc1) = (Dog - Doo1) = (Do — Dg + Pog) - (Do — D1) = 5log(2)

(Sos * S36) = (Doso - D3g) = (Do — Do + Ppes) - (D3 — Dg) = 21log(2) —log(5)
(S03 * Soc6) = (Do3 - Doos) = (Do — D3 + @p3) - (Doo — Dg) = —log(5)
(506 * S300) = (Dog - D3oo) = (Do — Dg + Pog) - (D3 — Dog) = 21log(2)

(Soo1 - 536) = (Doo1 - D36) = (Doo — D1+ Poo1) - (D3 — Dg) = 5Hlog(2) —log(h)
(Soo3 *S16) = (Doo3 - D16) = (Do — D3 + Poos) - (D1 — Dg) = —log(5)
(Soo6 - 531) = (Doos - D31) = (Doo — Dg + Poos) - (D3 — D1) =  5log(2)

Die Ergebnisse sieht man zusammengefasst in der Tabelle 2 auf Seite 82. Dort wo in
der Tabelle leere Stellen sind, kénnen wir die Werte leider nicht berechnen, da wir dafiir
Selbstschnitte von horizontalen Divisoren ausrechnen miissten, was wir mit der in dieser
Diplomarbeit behandelten Theorie leider nicht kénnen.
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5 Néron-Tate-Hohenberechnung zur Kurve 400H1

In diesem Kapitel wollen wir nun die Rechnungen des letzten Kapitels benutzen um
ein Beispiel fiir den Satz 3.37 auszuarbeiten. Das heifkt wir berechnen die Néron-Tate-
Hoéhe mit Hilfe von Arakelov-Schnittzahlen. Zu dem algebraischen Anteil kommt noch
der analytischen Anteil, iiber den Anna Posingies [Po| ihre Diplomarbeit geschrieben hat.
Diesen Wert werden wir mit einem direkt mit Pari ausgerechneten Wert der Néron-Tate-
Hohenpaarung vergleichen.

5.1 Der analytische Anteil der Arakelov-Schnittzahl

Fiir die Kurve 400H1 hat N. Elkies einen Belyi-Morphismus angegeben.
Satz 5.1 (siehe [El]) Sei E die elliptische Kurve 400H1. Dann definiert die Abbildung

y(x —5)+ 16

B:E — P (2,y) — Blz,y) = =

einen Belyi-Morphismus, der nur diber 0,1 und oo verzweigt ist. Es gilt

B7H0) =4-(1,4) +1-(6,16) =4-S)+1-5;
1) =4-(1,-4)+1-(6,-16) =4-S3+1-Sg
Bl (c) =50 =5 5.

(]
Die Divisoren S;; aus Abschnitt 4.6 sind fiir das Belyi-Paar (400H1, §) Spitzendivisoren.

In ihrer Diplomarbeit hat Anna Posingies gezeigt, wie man fiir S;; den analytischen Anteil
der Arakelov-Schnittzahl anndhern kann.

Sie hat auch insbesondere die Streukonstanten Cjj (definiert in (3.34) auf Seite 60) aus
Satz 3.37 numerisch ausgerechnet, sodass man den analytischen Anteil, durch Einsetzen
dieser speziellen Werte nicht absolut konvergenter Reihen in die Formel, berechnen kann.

Es sei hierbei bemerkt, dass der analytische Anteil, da er von einer unendlichen nicht
absolut konvergenten Reihe herriihrt, nicht exakt ist (im Gegensatz zu dem algebraischen
Anteil). A. Posingies hat fiir ihre Diplomarbeit die ersten 500 Reihenglieder ausgerechnet.
Wir werden spéter sehen, in welchen Mafse durch diese Ungenauigkeit Fehler auftreten.

Welche Werte sich fiir die analytischen Schnittzahlen ergeben, entnimmt man der Tabelle
3 auf Seite 84.
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5.2 Die Néron-Tate-H6henpaarung der Divisoren mittels Pari

Mit Pari kann man die Néron-Tate-HShenpaarung ausrechnen. Pari benutzt zur Berech-
nung die Definition 3.3.

Zuerst initialisiert man die Kurve 400H1
E:y?=2% 452+ 10
durch den Aufruf

? E=ellinit([0,0,0,5,10])

%t = [0, 0, O, 5, 10, 0, 10, 40, -25, -240, -8640, -51200, 270,
[-1.423318344753072083963754925, 0.7116591723765360419818774623

- 2.553306940593505831943371823%I, 0.7116591723765360419818774623
+ 2.553306940593505831943371823*I]1~, 2.529210762058026757259160942,
-1.264605381029013378629580471 + 0.9040537658513444581738463815%1I,
-1.839128198367664539595128066 + 1.673327457 E-29%I,
0.9195640991838322697975640329 - 1.899510906437166410022263655%1,
2.286542514070307804202637423]

wobei Pari sofort einige wichtige Informationen iiber die Kurve zuriickgibt, wie z.B. die
Diskriminante A = —51200 = 2! - 52,

Als néchstes definieren wir unsere Punkte

? S0=[1,4]
h2 = [1, 4]
? S1=[6,16]
%3 = [6, 16]
? 83=[1,-4]
o= [1, -4]
? 86=[6,-16]
w5 = [6, -16]
7 8i=[0]

%6 = [0]

Die Divisoren kénnen wir jetzt nicht einfach so eingeben, aber durch den Morphismus
von der Divisorengruppe auf die Kurve kénnen wir dem Divisor D;; den Punkt S; — S;
zuordnen Mit Pari kdnnen wir Punkt auf der Kurve auch subtrahieren.

7 DO1 = ellsub(E,S0,S1)
w7 = [9, 28]

Wir wollen jetzt das aber nicht fiir jeden Divisor ausrechnen, sondern berechnen jetzt
direkt die Néron-Tate-Hohenpaarung, z.B.
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? ellbil(E,ellsub(E,S0,S1),ellsub(E,S3,S6))
%8 = -1.155375566514457821559583314

Jetzt kann man natiirlich die Divisoren durchtauschen und erhilt so die Werte fiir die
Néron-Tate-Hohenpaarung. Zusammengefasst stehen diese Werte in Tabelle 4 auf Seite
87.
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5.3 Relationen der Néron-Tate-Hohe

Nach Elkies [El] gilt, dass die elliptische Kurve 400H1 Rank 1 hat und dass die Gruppe
der rationalen Punkte von Sy erzeugt wird. Diese Tatsache impliziert, dass die Néron-
Tate-Hohe eines Spitzendivisors ein Vielfaches der kanonischen Héhe von Sy ist.

Satz 5.2 Es gibt ein m;j; € Z, sodass
< Sij, Skt >N1= —myjrhtnT(So)
Beweis Durch Nachrechnen bekommt man

Sl = [4]50, Sg = [—1]50, SG = [—4]50 und Soo = [O]S().

Sei jetzt S : Div(F) — E die gewdhnliche Summationsabbildung
S(D) =5 (Z niPi) = Z[ni]Pi fir D € Div(E).

Also gibt es Zahlen m;;, sodass

S5(Sij) = [miz]So.

Damit gilt
< 8ij, Sp >NT
=5 (< (Sij + Sw), (Sij + Sw) >~ — < Sij, Sij >N1 — < Skty Skt >NT)
= 5(he(S(Sij + Skt)) — he(S(Sij)) — he(S(Sk)))
= 5 (he([mij +mu]So) — he([mij]So) — he([mr)So))
= 5 (=m; —mi; + (mij +my)* - he(So)
= mij - Mg - he(So)

Mit myji = myj - myy folgt der Satz.

Fiir die Néron-Tate-Hohe von Sy ergibt sich mit Pari ungefédhr 0, 128375.

Der Beweis von Satz 5.2 liefert einen Formel zur Berechnung der m;;z;. So ergibt sich fiir
den Divisor Dy

S(Do1) = S(Sp — S1) = S(So — 4Sp) = So + [—4]So = [—3] S0,
also ist mo; = —3. Analog ergibt sich fiir den Divisor Dsg
S(Dsg) = S(S3 — S) = S(—So + 4S0) = [—1]So + [4]So = [3]S0,
also ist mgg = 3. Damit folgt
mo136 = mo1 - M3g = —3 -3 = —9

Die restlichen m;;z; findet man in Tabelle 6 auf Seite 91. Diese Zahlen benutzen wir im
néchsten Abschnitt um die Ergebnisse zu normalisieren.
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5.4 Ein Beispiel zu Satz 3.37

Wir haben jetzt alle Rechnungen zu unserem Beispiel vollendet und fassen die gesam-
melten Ergebnisse in einer Tabelle zusammen:

a) Nr., eine fortlaufende Nummer zu Identifizierung.

)
b) &i, der erste Spitzendivisor.

c) Sa, der zweite Spitzendivisor.
d) (S1-82)alg, der algebraische Anteil der Schnittzahl. Wie berechnet in Kapitel 4

e) (S1-82)c0, der analytische Anteil auf 6 Stellen gerundet. Die Zahlen wurden berechnet
von A. Posingies (siche Abschnitt 5.1).

f) —(S1-S2), die negative Arakelov-Schnittzahl, also das negative der Summe vom alge-
braischen und analytischen Anteil, d.h. —((S1 - S2)atg + (S1 - S2)0)-

g) Differenz, Die Abweichung der Arakelov-Schnittzahl von der mit Pari berechneten
Néron-Tate-Hohe.

Die zusammengestellten Ergebnisse kann man Tabelle 5 auf Seite 90 entnehmen.

Mit dem Ergebnis aus Abschnitt 5.3 konnen wir die Zahlen noch normalisieren. Wir
betrachten anstatt der negativen Arakelov-Schnittzahl die negative Arakelov-Schnittzahl
geteilt durch myjx;, den wir in der Tabelle 6 auf Seite 91 als Quotient bezeichnen.

5.5 Schlusswort

Man kann sagen, dass die Ergebnisse sehr zufriedenstellend sind. Der Vergleich mit den
Werten von Pari zeigt, dass die analytischen Werte, deren Genauigkeit wir nicht abschit-
zen konnen, akzeptabel genau sind.

Zum Abschluss mdéchte ich darauf hinweisen, das man fiir elliptische Kurven einfachere
Methoden, als die hier benutzte Berechnung durch Arakelov-Schnittzahlen, hat um die
Néron-Tate-Hohenpaarung zu bestimmen. So kann man wie oben benutzt die Héhe mit
Pari gut anndhren. Fiir Kurven vom Geschlecht grofser als eins ist das aber nicht mehr
moglich. Im Gegensatz dazu ldsst sich die in Kapitel 3 vorgestellte Methode auf Kurven
héheren Geschlechts verallgemeinern.
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Nr. | Sij Sk | mujr | Quotient
1 So1 | Sse —9 | 0.128187
2 | Sos | Sie 16 | 0.128438
3 | Sos | Ss1 —25 | 0.128348
4 | So1 | S300 3| 0.128588
5 | So3 | Sieo 8 | 0.128438
6 | Soco | S31 —5 | 0.128348
7 | So1 | Seo6 | —12 | 0.128288
8 | Soco | Sis 8 | 0.128438
9 | Sos | Seo1 | —20 | 0.128348
10 | Soco | S36 3 | 0.128588
11 | Sos | Soo 8 | 0.128438
12 | Sos | S300 —5 | 0.128348
13 | Soo1 | S3s —12 | 0.128288
14 | Seoz | Sis 8 | 0.128438
15 | Soc6 | S31 —20 | 0.128348

Tabelle 6: Die zusammengestellten Ergebnisse 11
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