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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Modulformen, oder genauer die Fourierkoeffizienten von Modulformen, haben
unter anderem in der Zahlentheorie eine grofle Bedeutung. Diese Arbeit be-
handelt im Wesentlichen die Verbindung zwischen dem Vektorraum der Spit-

zenformen und dem der Periodenpolynome.

Es wird keinerlei Grundlagenwissen tiber die Theorie der Modulformen vor-
ausgesetzt. Deshalb wird zunédchst im ersten Kapitel eine grobe Einfiihrung
in Modulformen gegeben, wie sie zum weiteren Verstandnis dieser Arbeit ge-

braucht wird.

Im zweiten Kapitel werden Perioden und Periodenpolynome definiert und der
sie enthaltende Vektorraum genauer untersucht. Die Hauptaufgabe dieser Ar-
beit besteht in der vollstdndigen Ausfiihrung eines analytischen Beweises [8]
des Satzes von Haberland [2]. Es wird mit dessen Hilfe die Injektivitat der
naturlichen Abbildung von den Spitzenformen auf die Periodenpolynome ge-
zeigt und damit die Verbindung der beiden Vektordume in Form eines konkre-

ten Isomorphismus hergestellt.

Insbesondere bedeutet diese Verbindung, dass alle Informationen, die in den
(unendlich vielen) Fourierkoeffizienten der Spitzenformen enthalten sind, auf
die (endlich vielen) Koeffizienten der zugehorigen Periodenpolynome abgebildet

werden.



2 KURZEINFUHRUNG MODULFORMEN

2 Kurzeinfihrung Modulformen

Mit der Gruppe SLy(Z) := {A € My(Z) | det(A) = 1} lasst sich eine Operation auf

der oberen Halbebene H := {z € C | Im(z) > 0} wie folgt definieren:

SLe(Z) x H—- H
a b az+b
2| -

c d cz+d

Proposition 2.1: Diese Operation ist wohldefiniert.

Beweis: Sei z := z + iy € H mit z,y € R. Wegen ad — bc = 1 gilt dann

I az+b _i aerb_aEer
cz+d)  2i\ecz+d cz+d

1 (alx+iy) +b  a(z—iy)+b
( )

T2 cz+d cz+d

1 fax+aiy+b ax—aiy+Dd
T2 < cz+d  z+d >
1 ar’c + axd + acy® + aiyd + bex — beiy + bd
T2 < ez + d|?

ax’c + axd + ay’c — aiyd + bex + beiy + bd

- ez + d|? )
1 (2iayd — 2ibcy
S 2 < ez + d|? >
~ (ad —bec)y
ez +df?
_ Y
B ez + d|?
- mle) oy

lcz + d|

Damit ist die Abbildung wohldefiniert.



2 KURZEINFUHRUNG MODULFORMEN

Offensichtlich gilt auch

10 _1l-z+0

Bleibt noch zu zeigen, dass fur alle v, € SLy(Z) gilt:

Y(Y'(2)) = (17)(2)

a b a
Sei vy = und + = . Durch Ausrechnen erhalten wir:
d

’ b/
a-(955) +

- L[ a2l
¢ (c’z—i—d’) +d
aa’z+ab’+bc’ z+bd’

o c/ z+d'

T calz+cb +dc z+dd’
cz+d

_ (ad'z +ab' + bz + bd') (' z 4 d)
"~ (ed'z+cb +ddz +dd)(dz+d)
X )
( )

aa’ +bcd)z + (ab' + bd
ca' +dc')z + (cb + dd’

aa’ +bc  ab + bd
ca' +dcd b +dd

a b a b

Proposition 2.2: Die Gruppe SL2(Z) wird von den beiden Matrizen

0 1 1 1
S = und 7 :=
-1 0 01

erzeugt.

Beweis: Siehe etwa [4], Kap. II §2].



2 KURZEINFUHRUNG MODULFORMEN

Die Definition der Gruppenoperation lasst sich auf Funktionen erweitern.

Definition 2.3: Gegeben f: C — C und k € INy. Dann nennen wir
| : Abb(C, C) x SLa(Z) — Abb(C, C)

b b
s " et ) ) = e (25

den Slashoperator von Gewicht k.

Bemerkung: Es gilt

Fle(Y) = (Fley)ley'-

Der Beweis erfolgt durch Ausrechnen wie in Proposition [2.1]
Definition 2.4: Eine Funktion f: H — C mit den Eigenschaften
(i) f ist meromorph,
(i)) f = f|x far alle v € SLy(Z),

(iii) f hat eine Fourierentwicklung
o ) 0
f(Z) _ Zane%rmz _ Zanqn
n=0 n=0

heisst Modulform vom Gewicht k.
Notation: Im Folgenden schreiben wir abkiirzend fiir ¢2™"* immer ¢".

Offensichtlich bilden die Modulformen vom Gewicht k einen C-Vektorraum. Wir

bezeichnen ihn mit M.

Als wichtiges Beispiel fur Modulformen seien hier die Eisensteinreihen Gy

erwihnt.



2 KURZEINFUHRUNG MODULFORMEN

k—1)! 1
Grl2) = (z(zm))k 2 (mz+n)F

m,neZ
(m,n)#(0,0)

Bemerkung:
() Gk(z) ist Modulform vom Gewicht k.
(i) Die Eisensteinreihen Gy (z) konvergieren fur &k > 4.

(ii) Der graduierte Ring ;. M, wird von den Eisensteinreihen G4 und Gg

erzeugt. Es gilt also

P M. = C[G4, Ge).
k>0

Beispiel: Es ist Gg = 120 - G3.

Definition 2.5: Eine Modulform f von Gewicht £ mit lim, ., f(iy) = 0 heisst
Spitzenform vom Gewicht k. Den Vektorraum der Spitzenformen bezeichnen

wir mit Sj,.
Beispiel: Die Delta-Funktion, gegeben durch
oo
Alz):=q- ] -q¢H™,
n=1
ist eine Spitzenform vom Gewicht 12.

Bemerkung: Die Multiplikation mit der Deltafunktion ist ein Isomorphismus

von My nach Si,19.

Bemerkung: Fiir den konstanten Koeffizienten oy der Fourierreihe einer Mo-
dulform f gilt ap = lim, ., f(iy). Insbesondere gilt also fiir jede Spitzenform

CLQZO.

Definition 2.6: Eine Menge von genau einem Reprasentanten aus jedem
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Im
F 1
P /— 7 < pl =—p
} } } } Re
-1 _1 1 1
2 2

Abbildung 1: Fundamentalbereich von SLy(Z)

Orbit unter der Gruppenoperation von SLy(Z) auf H nennen wir Fundamen-

talbereich.

Bemerkung: In der Regel verlangt man in dieser Definition zuséatzlich noch

Zusammenhang und MefSbarkeit der Menge.

Bemerkung: Wenn wir von dem Fundamentalbereich der Gruppe SLy(Z) spre-

chen, meinen wir in dieser Arbeit die zusammenhéngende und mef3bare Menge

F:—{ze@‘ ]z]El,—iSRe(z)SO}U{zEC‘ |z]>1,0<Re(z)<;}.

Satz 2.7 (k/12 - Formel): Sei f € My, f # 0, dann gilt

. 1 . 1 k
ord(f3ic0) + 5 ord(f;4) + 5 ord(f3 p) + ; ord(f;2) = 7.
2F#14,p

10



2 KURZEINFUHRUNG MODULFORMEN

Beweis: Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Residuensatzes. Siehe etwa [1, Kap.

VI 2.3.]. O

Korollar 2.8: Mit der Bezeichnung [z] :==n mitn € Z,n <z und n+ 1 > x gilt

[£] falls k =2 mod 12
dim M}, =
[£]+1 sonst
und
dim Sk = dim Mkflg.
Beweis: Siehe etwa [4, Kap. III §4]. O

Definition 2.9: Sei f € M} und f(z) = )_ a,¢" die Fourierentwicklung von f.

Dann heisst
[e.e]
L(f,s) = Z apn”®
n=1
die L-Reihe zur Modulform f.

Bemerkung: Die L-Reihe entsteht durch eine sogenannte Mellin Transforma-

tion aus der Modulform f.

Lemma 2.10: Sei f € S, dann hat L(f,s) eine analytische Fortsetzung auf

ganz C und die Funktion

L*(f,8) = 2m) " T(s)L(f, 5)

erftillt die Funktionalgleichung

L*(f.s) = (~1)2 L*(f,k — 5).

Beweis: Siehe etwa [9, Thm. 4 (ii)]. O

11



2 KURZEINFUHRUNG MODULFORMEN

Bemerkung: Falls f eine sogenannte Heckeeigenform ist, so hat L*(f,s) ein

Eulerprodukt und ist eine sogenannte motivische L-Reihe.

Definition 2.11: Sind f,g € Si, so wird durch

dx dy
32

(fg) = / ()9
F

ein hermitesches Skalarprodukt auf S;, gegeben. Dies wird auch Petersson-

Skalarprodukt genannt.
Satz 2.12: Das Petersson-Skalarprodukt ist nicht ausgeartet.

Beweis: Siehe etwa [4], Kap. IV §3]. O

12



3 PERIODEN VON MODULFORMEN

3 Perioden von Modulformen

Definition 3.1: Sei f € S}, dann heisst

()= [ £)" s
0
die n-te Periode von f.

Proposition 3.2: Sei f € Sj;, dann gilt

o (f) == in+1L*(f,n +1).

Beweis:

70f(z)z” dz = 7f(zt)(7,t)" idt
0 0

="t (/f(it)tscit>
0

n+1 7%
=1 + L (f, S ) (Mellin-Transformation MF < L-Reihe)

s=n+1

O]

Bemerkung: Diese Gleichung zeigt, dass wir spezielle Werte der L-Reihe an

den ganzzahligen Punkten erhalten.

Definition 3.3: Sei f € S, dann heisst

() = [ 1) -0k e
0
das Periodenpolynom von f.

Bemerkung: Durch Ausrechnen folgt

13



3 PERIODEN VON MODULFORMEN

Dabei ist zu bemerken, dass die Koeffizienten durch die speziellen Werte der

L-Reihe L*(f,s) gegeben sind.

Im Folgenden wollen wir den Raum der Periodenpolynome untersuchen. Of-

fensichtlich ist 7(f) ein Polynom héchstens vom Grad k — 2. Also gilt

r(f) € Vi :={p € C[X] | deg(p) <k —2}.

Lemma 3.4: SL(Z) operiert vermoge |2 auf Vj.

Bemerkung: Wir folgen hier der Notation in [9]. In [8] wird eine andere Opera-

tion verwendet.

Beweis: Sei f € S, dann ist r(f) als Polynom insbesondere in Abb(C, C) ent-
halten. Wir kénnen also den Slashoperator in gewohnter Weise anwenden. Es

gilt fiir X €V}, 0<(<k—2

aX+b>Z

a b
Xf B = (X dk—?

c d

= (X +d)* 2 (aX +b)".

Also ist
’ a b
deg X ‘Q_k; < k— 2.
d
Offensichtlich ist |;_; auch eine lineare Abbildung, denn mit r,ry € Vj, gilt

(r1 +72) 2=y = T1]2—kY + T2]2-K7-
O

Notation: Bei Polynomen p € V}, schreiben wir im Folgenden abkuirzend fur

14



3 PERIODEN VON MODULFORMEN

pla—ky nur noch p|y.
Proposition 3.5: Sei f € S;; und v € SLy(Z), dann gilt

v(o0)

(r(f)]) (X) = / F()(2 = X)2 de.
v(0)
Beweis: Sei v = , dann gilt
c d
_ i k—o (az+D b2
(D X0 = [ FE) e +a) <CZ+ b ) a:

0

o r k az+b k=2 dz

- [ree ot (B x)
0

_OO az+b az+b k=2 az+b

_/f<cz+d> (cz—l—d_ ) (cz—i—d)
0
7(o0)

- / Fw)(u—X)2du  mitu= 3512
7(0)

d

Bemerkung: Die Wirkung von SLs(Z) vermoge | auf V;, setzt sich zu einer Wir-

kung von Z[SLy(Z)] auf Vj, fort. Ist > a,,[M] € Z[SL2(Z)], p(X) € Vi, so ist

(P Y amlM])) (X) = 3 am - (] (X).
Proposition 3.6: Es gilt fur alle f € S,

0 -1 1 -1
r(HIA+8) =r(NHIL+U+U?) =0 mitS(l )U( )

15



3 PERIODEN VON MODULFORMEN

Beweis: Mit Proposition |3.5|erhalten wir:

(r(HI+9)) (X) = r(H)X) + (r()IS) (X)

0 -1
und mit U? = ( ) gilt
1 -1

(r(HIA+U +U?) (X) = r(H)X) + (r(HIV) (X) + (r(H)]U?) (X)

00 U(o0)

~ [1@- 02 [ - xR
0 U(0)
U?(o0)

+ [ ree- X2
U2(0)
o0 1

:/f(z)(z X)dez—l—/f(z)(z X)kfzdz
0 00

Bemerkung: Betrachten wir das Beispiel

(1 0) (0 1)
I+8= + € Z[SLy(Z)).
0 1 1 0

Sei nun r(f) Periodenpolynom einer Spitzenform f € Sy, dann gilt

16



3 PERIODEN VON MODULFORMEN

r(NHIT+5) (X) = r(f)(X) + (r(f)]S)(X)

= /f(z)(X — ) 2dz + / f2)(X —t)*2dz
0 5(0)
=0.
Aber es gilt auch
10 0 —1 1
X| + _ x4 xt20
0 1 1 0 1X -0
=X - X1

Also ist das Polynom X € Vj niemals Periodenpolynom einer Spitzenform. Nach
der Dimensionsformel war schon klar, dass der Raum der Periodenpolyno-
me ein echter Unterraum von V} ist. Wir wollen nun diesen Unterraum genauer

untersuchen und insbesondere seine Dimension bestimmen.

Definition 3.7: Es bezeichne
Wi = {p(X) € Vi | pl(1+ S) =p|(1+ U +U?) =0} .

Wir wissen nun aus Proposition [3.6] dass (S;) C Wj. Wir wollen die Abbildung

r: Sy — Wi nun genauer studieren.

Wir haben eine Involution auf V;, gegeben:
p(X) = p(=X)
und somit eine Zerlegung in gerade und ungerade Polynome

Vi= Vfooe Vo
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Entsprechend zerlegen wir auch W, = W,j ® W, . Diese Zerlegung ist immer
moglich. S hat eine Basis mit reelen Koeffizienten. Hat nun f auch nur reele
Koeffizienten, so kann man an der Definition der Perioden ablesen, dass
die geraden Perioden r,(f) rein imagindr und die ungeraden Perioden r(y, 1)

reel sind. Die Bedingung aus Definition fiir Wy, ist also auch far WkjE erfullt.

Fuar f € Sy schreiben wir entsprechend dieser Zerlegung r(f) = r+(f) +r~(f).

100

Proposition 3.8 (Periodenrelationen): Sei f € S und r,(f) = [, f(2)z"dz

die n-te Periode von f, dann gelten die folgenden Periodenrelationen:
(¥

ra(f) + (=1)"rnk—2(f) =

(@)

CURICD S (Y ESSURC D N (R UEL

0<i<k—2—n
i=0 mod 2 i=k mod 2

(iii)

2 (e X () 00

0<i<k—2—n
i=1 mod 2 iZk mod 2

Beweis: Sei f € Sk,p € Vi, und 7 € SLy(Z), dann gilt:

y(ic0) ico
| teprdz= [ 102p02d0
~(0) 0
100 B "
= [l s+ ol o

- / () pl)(z) dz
0

18



3 PERIODEN VON MODULFORMEN

0 -1 1 -1
Fur die Matrizen S = ( ) U = ( ) € SLy(Z) gilt $* = U3 = I und
1 1

0 0
S? = —I operiert auch schon trivial. Damit haben wir
100 S (ic0)
/ F@p(z) dz + / £
0 5(0)
und
ico U (ic0) U?(ico)
/f(z) ) dz + / F()p(=) d= + / fz
0 U2(0)

Setzen wir p(z) := 2" in den beiden Gleichungen und benutzen die Identitat

n‘S ( )nk2n

erhalten wir

Um [(ii)] und zu erhalten, benutzen wir die Identititen

Zn’U _ Zk—2—n(z _ 1)n

zn’UQ _ (—1)”(,2 . 1)k:—2—n

und betrachten

2" 4 MU + 2 U

=" 4 zk—2—n(z _ 1)n + (_1)71(2 _ 1)k—2—n

=" +Z< ) [yt k2 n+z+k2n (k: 2_n>(_1)izi

Die Gleichung unterscheidet sich von [(ii)| bzw. nur darin, dass wir tiber alle

Summanden, anstatt nur tber die geraden bzw. ungeraden, summieren.

S, hat eine reelle Basis (mit reellen Koeffizienten). Aber wenn f auch reelle

Koeffizienten hat, dann haben die ungeraden Perioden ry,.1(f) alle reelle und

19



3 PERIODEN VON MODULFORMEN

die geraden Perioden r3,(f) rein imaginire Koeffizienten. Damit zerfallt obige

Gleichung in [(@)] und O

Beispiel: Sei f:= A =¢-[[02,(1 —¢")* € S12. Wir erhalten aus den Periodenre-

lationen [3.8

L(A, 1) = L(A,11)

L(A,2) = L(A,10)

L(A,3) = L(A,9)
48 L(A,4) = 48 - L(A,8) = 25 - L(A, 10)
14-L(A,5) =14- L(A,7) = 9- L(A, 9)
12- L(A,6) = 5- L(A, 10)

Damit folgern wir mit der Bermerkung auf Seite 13

P (A)(X) = gL(A, 10) (4(X° + X) — 25(X7 + X%) + 42X7) .

Definition 3.9: Wir definieren eine Bilinearform auf V,.:

(17 (*2)7" fallsn+m=Fk—2
<Xm7Xn> =
0 sonst

Durch lineare Fortsetzung erhalten wir

k—2 k—2 k—2 o\ L
<ZanX”, anxn> = Z(—1)“< . ) anbl—n—2.
n=0 n=0

n=0
Proposition 3.10: Seien ¢, € Vj. Dann gilt:

(el ¥y = (e, ) far alle v € SLy(Z)

20



3 PERIODEN VON MODULFORMEN

Zum Beweis benutzen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.11: Die Bilinearform (-, -) erfullt fur alle ¢ € V}, die Gleichung
(P(X), (X)) = p(t)  mit (X)) = (X — )" (1)

Umgekehrt ist (-, -) durch (1) eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei (-,-) eine Bilinearform, die (I) erfllt. Mit p(X) = %2 4, X" gilt:

(p(X), (X)) = ZanX”,wt(X)>

1

= Zan (X", (X))

Wir folgern somit

(X7 (X)) = 1"
und mit der so gewonnenen Gleichung bekommen wir

(X" (X)), = (X7 (X = 0)}72),

k—2 _
<X”, mZ:O(—l)’” (km 2) thk—Q—m>
k
)

1
2

> (—pymikrm (k B 2) (X" X™),

m
=0

=",
Ferner erhalten wir durch Koeffizientenvergleich, dass

-1

(™) fallsn=k—-2-m
<Xm>Xn>1 =

0 sonst

gelten muss und somit (-,-); = (-, ") O

21



3 PERIODEN VON MODULFORMEN

Beweis (Proposition [3.10): Nach dem Lemma genugt es die Gleichung fiir
den Spezialfall 1)(X) = ¢4(X) = (X — t)*2 mit ¢t € C zu zeigen. Sei im Folgenden

a b d —b
v = und v~ ! =
c d —c a

Wir berechnen zunachst:

X+b N\

—(eX +d k-2 [ @ ¢

= (X + a2 (S0 )
= (aX +b—t(cX +d)*2
= (aX +b—teX —td)*2

= ((a —te)X + b — td)*2

b—td\*?
= te)h =2 [ x
(a — tc) < +o —tc>
k—2
= (a — te)*2 (X - tdb)
t(—c)+a

= (a — te)" 2,14y (X)

Eingesetzt in die Gleichung ergibt dies:

oy, taly) = ((eX +d)F2p(3(X)), (@ — te)* 246,15 (X) )
= (a = )2 (X + d) 2p(3(X)), sy (X))

= (a— 1) 2(ey M () + ) Pp(yy (1))

[ td—b k=2

= (CL — tC)k 2 (ctCHL + d> gD(t)
o [ ted — be k=2

= (a —tc)k 2<—tc—|—a+d) o(t)

= (ted — be — ted + ad)* 2 (t)
= (ad — be)* 2 (1)

= ¢(t) = (%)

22



3 PERIODEN VON MODULFORMEN

O]

Proposition 3.12: Es gilt fiir alle £ > 4

dim Wy = dim M}, 4+ dim S.

Beweis: Wir setzen
VS = {peVi|pliS=p}

und

VYU ={peVi|ploU =p}.

Die Matrix S operiert als eine Involution auf V;, ist somit diagonalisierbar und
10

0 1

es ist Vy = V¥ @ ker(I + S) mit I :=

Das Minimalpolynom von U € End(V}) ist (X —1)(X —w)(X —w?) wobei w primitive
3-te Einheitswurzel ist. (U ist Nullstelle von (X?—1)). Somit ist V}, = VU @ker(U —
wl) @ ker(U — w?I).
Weiter gilt fur jeden Unterraum F C Vi, dass V, = F @ F*, wobei
Ft={veV| (v,f)=0fuaralle f € F}.
Sei P € VY und Q € ker(I + 5), so gilt
(P,Q) = (P|S,Q|S) = (P, Q) = = (P,Q) .
Wir haben also V;° L ker(I + S). Analog gilt mit P € VY, Q € ker(U — wI)
(P,Q) = (PIU,QIU) = (P,wQ) = w (P,Q)
und somit folgt

ViV Lker(U — w)

V¥ Lker(U — w?I).

23



3 PERIODEN VON MODULFORMEN

Ferner folgern wir
ker(I + U + U?) = ker(U — wI) @ ker(U — w21) = (V)
und

1 1L 1
Wk: = (Vks) N (VkU) = (VkS + VkU) .

1 1
Es ist T = = U2S. Ein Polynom p € V¥ N VU ist somit 1-periodisch,
0 —1

also konstant. Aber falls £ > 2 sind die Konstanten nicht unter S invariant, weil

dann p(X) = X" ?p(—+) = p|x—2S nicht erfuillt ist. Also ist die Summe direkt.

VE+v9) = (vEavP) .
Insgesamt gilt somit
dim W, = dim(V,® @ VV)*

= dim V}, — dim V¥ — dim VY

Wir berechnen nun dim V;°.

Die Polynome s, (X) = (X —i)"(X +i)* 27", n=0...k — 2 bilden eine Basis von
Eigenvektoren fir S von Vj, und durch Ausrechnen erhalt man die Eigenwerte

(—1)"i*=2. Daraus folgt:

dim V} :#{n:0,...,k—2 ‘ (—1)k2 = 1}

=#{n=0,....k—2|2n=k—2 mod 4}

Durch Abzédhlen erhalten wir daraus dim V¥ = 1 + 2 [%] )

Wir berechnen nun dim VkU.

24



3 PERIODEN VON MODULFORMEN

Die Polynome u,(X) = (X + w)"(X + w?)¥~27", n =0,...,k — 2 bilden eine Basis

von Eigenvektoren fiir U auf V;, mit Eigenwerten w*~2+", Wir folgern somit:

dikaUz#{n:o,...,k—z‘wk*2+":1}

Durch Abzédhlen erhalten wir hier dim VU =1+ 2 [%] )

Letztendlich erhalten wir fur k£ > 4 die Formel

w1 (s[5 (o 7

2[&£]+1 fallsk#2 mod 12

2[£] -1 fallsk=2 mod 12

Wir folgern dim Wy, = dim My, + dim Sy. O

Satz 3.13 (Haberland): Seik >4 und f,g € S;. Dann gilt fir das Petersson-
Skalarprodukt von f und g die Formel

- ?)(Qj)k_l So(=pm (k ; 2) <:;) n—2-m(f)rm(9)-

0<m<n<k—2
m#Zn mod 2

Bemerkung: Auf der linken Seite der Gleichung haben wir das Petersson-
Skalarprodukt und auf der rechten Seite die Bilinearform auf Wj.

Beweis: Wir modifizieren den Beweis in [8] fiir die von uns gewahlte Operation

von SLy(Z) auf Vi. (Vgl. die Bemerkung zu Lemma

Nach Definition des Petersson-Skalarprodukts gilt
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3 PERIODEN VON MODULFORMEN

J dmdy

f(z

Z
/ f(z (—2i)dzdz 2)
k2

_F

Wir definieren

Nebenrechnung:
— 0 — 0 —
d(F(z)g9(2)dz) = &F(z)g(z) dzdz + £F(z)g(z) dzdz
= ({)gf)g(z)dz dz

= —g(2)(z —2)*2f(2)dz dz

Wir rechnen weiter bei (2) und erhalten mit dem Satz von Stokes

Wir integrieren nun also tiber den Rand des Fundamentalbereichs und teilen

die Integrationswege wie in der folgenden Abbildung auf:
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3 PERIODEN VON MODULFORMEN

Im

—-TA

D[

D= —+
—_
=

D

Da F und g periodisch sind, heben sich die Integrale tiber A und —7T'A gegen-

seitig auf. Es gilt also

Offensichtlich ist B = —SB. Wir integrieren nun zweimal und multiplizieren

1.
mit 5+
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3 PERIODEN VON MODULFORMEN

und mit g(Sz) = 2* - g(z), Sz = -1 und d(5z) = g

- 2(2i1)k1 (/F(Z)Q(Z)dz F(i)z’“?g(z)dz)
B

Nebenrechnung:
F(:) -3 2F(3) = [ =221 ar =32 [0+ D2 ar

ico ;(zoo) )

= /(T — 2 2f(r)dr — 7" 2 / (ST + %)k_Qf(ST) d(ST)
z S(-1)
100 0 1 1

= /(7’ = E)k_zf(T) dr —zF2 /(—T + %)k_Qka(T) T 2dr

= /(7’ — 2 2f (1) dr + /(T — 225 (1) dr
z 0

=7(f)(z)

Insgesamt also
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3 PERIODEN VON MODULFORMEN

Sei nun

n=0

:/g(z)(z—X)]€2 dz.
B

Da g(z)(z — X)*~2 holomorph ist, hingt das Integral nicht von der Wahl des

Integrationsweges ab. Seien nun p := e und pi=—-p=e

Also ist

Wir definieren allgemein
H, (X):= /g(z)(z — X)*2 dz mit z € H.

20

Dann gilt H = H, — H,.

Wir haben
v~ (io0)
Hzly = / g(2)(z — X)*2 dz fur alle v € SLy(Z).
7~ (20)
Damit folgt
100 0
(1= 0) = [ 92 - 02t~ [ gl - X2z
pl p’

29



3 PERIODEN VON MODULFORMEN

und H,|T = H,,.
Wir haben nun

r(HIA =17 =r(HIA+ ST =r(H)I1+U?)

und damit

Zusammen erhalten wir

e (DI~ 7)) ).

O]

Eine wichtige Konsequenz des Satzes von Haberland ist der folgende elemen-

tare Beweis des Satzes von Eichler-Shimura. (Vgl. z.B. [6])
Satz 3.14 (Eichler-Shimura):

(i) Die Abbildung
rT Sy — W,

ist ein Isomorphismus von C-Vektorrdumen.
(i) Man hat p; := (X*2 — 1) € W, und die Abbildung

. w,r
S = Wk /(Dp:
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3 PERIODEN VON MODULFORMEN

ist ein Isomorphismus von C-VektorraAumen.

Beweis: Wir zeigen die Injektivitat der Morphismen r—, r*. Sei f € Sy mit f €
ker(r~) bzw. f € ker(r™). Da nach Annahme alle geraden oder ungeraden r,(f) =

0 sind, folgt mit dem Satz von Haberland nun (f, f) =0,

Weil das Petersson-Skalarprodukt nicht ausgeartet ist, folgt f = 0. Also ist r~

injektiv und r* ist injektiv, weil p; € r™(Sy), das heisst

dim Sy, = dimr~ (S) = dim ™ (Sy).

Wegen der Dimensionsformel aus 3.12 gilt

dim(Sy) = dim(W;") = dim (W/f /sz) .

Aus der Injektivitat von r* bzw. r~ folgt nun die Isomorphie. O]
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