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1

Einleitung

Diese Arbeit beschäftigt sich mit Modulformen, Periodenpolynomen und insbesondere mit
der Beziehung zwischen Hecke Operatoren auf dem Raum der Modulformen und einem
analogen Begri� für Periodenpolynome.
Modulformen sind dabei holomorphe Funktionen auf der komplexen oberen Halbebene,
die bestimmte Symmetrieeigenschaften erfüllen und bei einem fest gewählten Gewicht end-
lich dimensionale Vektorräume bilden. Sie �nden zahlreiche Anwendung in verschiedensten
Bereichen der Mathematik wie zum Beispiel in der Zahlentheorie und da z.B. im Beweis
des groÿen Fermatschen Satzes von Andrew Wiles

1 (Siehe [AW]). 1935 führte Erich
Hecke

2, ein deutscher Mathematiker der auch ab 1919 an der Universität Hamburg lehr-
te, die sogenannten Hecke Operatoren ein, welche Vektorraumendomorphismen auf dem
Raum der Modulformen sind. Interessant hierbei ist, das diese Operatoren stets simultane
Eigenfunktionen besitzen, deren Fourierkoe�zienten bestimme Eigenschaften erfüllen.
Ist eine Modulform vom Gewicht k gegeben, so kann man zu dieser das zugehörige Peri-
odenpolynom bilden, welches ein Polynom in einem gewissen Unterraum aller Polynome
vom Grad k − 2 ist.
Ziel dieser Arbeit ist es, in diesem Unterraum einen Endomorphismus vorzustellen, der dort
eine analoge Rolle spielt zu den Hecke Operatoren im Raum der Modulformen. Genauer
gesagt wird in Theorem I eine Abbildung T n präsentiert, die das Diagramm

Sk rf
//

Tn
��

rf
// Wk

Tn
��

Sk rf
// Wk

kommutieren lässt, wobei Sk ein Unterraum der Modulformen (die sogenannten Spitzen-
formen), Wk den Unterraum der Polynome und Tn den n-ten Hecke Operator bezeichnet.
Im ersten Teil werden zunächst die Grundbegri�e wie Modulform, Spitzenform, Gitterfunk-
tion, Hecke Operator und Periodenpolynom mit einigen Beispielen erläutert. Anschlieÿend
werden im zweiten Teil ihre Zusammenhänge und die oben beschriebene Abbildung vorge-
stellt.
Diese Arbeit richtet sich für den Beweis von Theorem I nach [DZ2]. Hauptziel dieser Arbeit
ist es, eine Ausführung des dort sehr knapp gehaltenen Beweises anzugeben.

1Andrew John Wiles, *11. April 1953 Cambridge.
2Erich Hecke, *20. September 1887 Buk - †13. Februar 1947 Kopenhagen.
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1. Modulformen

Dieser Abschnitt soll die grundlegenden Begri�e der Theorie von Modulformen zur vollen
Modulgruppe SL2(Z) vorstellen. Im Anschluÿ an die De�nition der Modulformen werden
die Hecke Operatoren auf Modulformen erklärt. Hierbei handelt es sich um Vektorraumen-
domorphismen, die für eine natürliche Zahl und eine Modulform eine neue Modulform des
gleichen Gewichtes liefern. Dabei entpuppen sich die Eigenfunktionen dieser Operatoren
als äuÿerst interessante Objekte, die viele zahlentheoretische Eigenschaften besitzen.
Um auf die spätere Verknüpfung von Hecke Operatoren auf Funktionen und Hecke Ope-
ratoren auf Polynomen eingehen zu können, werden am Ende des Abschnitts noch die
Periodenpolynome de�niert.

1.1. Elliptische Modulgruppe
Die Menge

Γ := SL2(Z) =

{(
a b
c d

)
∈M(2,Z) | ad− cb = 1

}

heiÿt elliptische Modulgruppe. Sie wird von den beiden Matrizen T =

(
1 1
0 1

)
und S =(

0 −1
1 0

)
erzeugt (Siehe [KK], S. 125).

Im Folgendem ist stets γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ und H = {z ∈ C | Im(z) > 0}.

Durch die Abbildung

H× Γ→ H

(z, γ) 7→ γ.z :=
az + b

cz + d

wird eine Operation von Γ auf der oberen Halbebene de�niert.

1.2. Fundamentalbereich F
Die Menge

F :=

{
z ∈ H | |z| ≥ 1, −1

2
≤ Re(z) ≤ 0

}
∪
{
z ∈ H | |z| > 1, 0 < Re(z) ≤ 1

2

}

heiÿt Fundamentalbereich.
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Im

Re−0.5 0.5

F enthält ein vollständiges Repräsentantensystem von H/Γ, d.h für jedes z ∈ H gibt es
ein γ ∈ Γ mit γ.z ∈ F . Der Beweis hierzu �ndet sich z.B. in [KK], S. 127.

1.3. Slashoperator
Für ein k ∈ N heiÿt die Abbildung

Abb(C,C)×M(2,Z) −→ Abb(C,C)(
f,

(
a b
c d

))
7−→ f |k

(
a b
c d

)
:= (cz + d)−kf

(
az + b

cz + d

)
k-ter Slashoperator.

1.4. Schwach modulare Funktion
Eine meromorphe Funktion f ∈ M(H) heiÿt eine schwach modulare Funktion, wenn für
ein k ∈ N gilt

f(z) = f(z) |k γ ∀γ ∈ Γ.

hierbei bezeichnet k das Gewicht von f. Aufgrund der Tatsache, dass F ein vollständiges
Repräsentantensystem von H/Γ enthält, ist eine schwach modulare Funktion aufgrund ih-
res Transformationsverhalten schon durch ihre Werte auf F festgelegt.

1.5. Fourier-Entwicklung

Da insbesondere −
(

1 0
0 1

)
= −E ∈ Γ und f |k −E = (−1)−kf

(−z+0
0−1

)
= (−1)−kf(z) =

f(z) kann das Gewicht k einer schwach modularen Funktion nur gerade sein. Im Folgendem
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wird k daher meist stillschweigend als gerade angenommen.

Die Matrix T =

(
1 1
0 1

)
beschreibt eine Translation um 1 und es gilt f(T.z) = f(z + 1) =

f(z) für eine schwach modulare Funktion. Betrachtet man nun die 1-periodische Funktion
q : H→ E mit q : z → e2πiz die einen Streifen der Breite 1 auf der oberen Halbebene bijektiv
auf den Einheitskreis ohne die Null abbildet, dann gibt es für eine schwach modulare
Funktion f eine meromorphe Funktion g ∈M(E) mit f(z) = g(q(z)). Betrachtet man nun
die Laurent Entwicklung von g um 0, dann lässt sich f schreiben als

f(z) = g(q(z)) =
∑
n≥m

anq(z)n =
∑
n≥m

anq
n.

mit an ∈ C und einem m ∈ Z. Dies ist die Fourier-Entwicklung von f (Siehe [FB], S. 149).
Man interessiert sich nun für die meromorphen Funktionen g, die sich holomorph in den
Nullpunkt fortsetzen lassen. Dies ist gleichbedeutend mitm ≥ 0 in der Fourier-Entwicklung
von f . Der Wert in 0 ist dann a0. Anschaulich ist dies der �Wert in Unendlich� von f . Hierzu
folgende De�nition:

1.6. Modulform / Spitzenform / Modulfunktion
i) Eine holomorphe schwach modulare Funktion f ∈ O(H) heiÿt Modulform, wenn ihre
Fourier-Entwicklung folgende Form hat:

f(z) =
∑
n≥0

anq
n.

ii) Eine Modulform mit a0 = 0 heiÿt Spitzenform und die Menge aller Spitzenformen wird
mit Sk bezeichnet.
iii) Eine schwach modulare Funktion vom Gewicht 0 heiÿt Modulfunktion.

Bemerkungen:

• Da Mk abgeschlossen bezüglich Addition und Skalarmultiplikation ist, bilden die
Mk ∀k ∈ N einen C-Vektorraum. Wie gleich erwähnt wird, ist dieser für jedes k
endlich dimensional und es lässt sich leicht die Dimension explizit angeben.
• Betrachtet man

⊕∞
k=0Mk dann erhält man einen graduierten Ring bei dem gilt

f · g ∈Mm+n wenn f ∈Mm und g ∈Mn.
• In einigen Literaturquellen wird schon eine schwach modulare Funktion Modul-
form genannt und die hier de�nierten Modulformen werden als ganze Modulformen
bezeichnet.

Es stellt sich zunächst die Frage ob solche Funktionen neben der Nullfunktion, die trivialer-
weise für jedes k eine Modulform ist, überhaupt existieren, welche Dimension die zugehö-
rigen Vektorräume haben und wie die Fourier-Entwicklungen dieser Funktionen aussehen.
Diese Fragen sollen nun beantwortet werden:
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1.7. Eisensteinreihen
Sei k ∈ N gerade und grösser 2. Dann ist die (normierte) Eisensteinreihe vom Gewicht k
de�niert als:

Gk(z) =
(k − 1)!

2 · (2πi)k
∑

(m,n)∈Z2\(0,0)

(mz + n)−k.

Diese ist eine Modulform zum Gewicht k. Für die Fourier-Entwicklung von Gk gilt

Gk(z) =
(−1)

k
2 (k − 1)!

(2π)k
ζ(k) +

∞∑
n=1

σk−1(n)qn.

Dabei ist σk−1(n) =
∑

d|n d
k−1 die Teilersummenfunktion.

Dies de�niert analytische Funktionen auf der oberen Halbebene, für die gilt Gk(z) |k γ =

Gk(z) , ∀γ ∈ Γ (Siehe [KK], S. 22). Der Faktor (k−1)!
2·(2πi)k sorgt dafür, dass der erste Fourier-

koe�zient bei q für alle geraden k identisch 1 ist.

1.8. Bernoulli Zahlen / Polynome
Die n-te Bernoulli Zahl Bn ist de�niert als Koe�zient folgender Taylorreihe:

x

ex − 1
=
∑
k≥0

(−1)kBk
xk

k!
.

Das k-te Bernoulli Polynom wird de�niert durch

Bk(X) =
k∑
r=0

(
k

r

)
BrX

k−r.

Zusätzlich de�nieren wir das modi�zierte Bernoulli Polynom

B0
k−1(X) := Bk−1(X)− (k − 1)B1X

k−2 =
∑
r 6=1

(
k − 1

r

)
BrX

k−1−r.

Beispiel:

B3(X) = X3 − 3

2
X2 +

1

2
X, B0

3(X) = X3 +
1

2
X.

Da Br für ungerade r die nicht 1 sind verschwindet, ist B0
k−1(X) eine ungerade Funktion

wenn k gerade ist. D.h B0
k−1(−X) = −B0

k−1(X). Dies wird für den späteren Beweis von
Theorem I benötigt.



6

1.9. Satz (L. Euler, 1737)
Für die Werte der Riemannschen ζ-Funktion von geraden natürlichen Zahlen gilt:

ζ(2k) :=
∞∑
n=1

1

n2k
=

(−1)k−1(2π)2k

2(2k)!
B2k.

Beweis: Siehe [FB], S. 187. �

Damit erhält man für die Darstellung der Eisensteinreihen die äquivalente Form:

Gk(z) = −Bk

2k
+
∞∑
n=1

σk−1(n)qn.

1.10. Diskriminante ∆
Die Diskriminante ∆ ist de�niert durch

∆(z) := q
∞∏
n=1

(1− qn)24.

Dies liefert eine Spitzenform ohne Nullstellen auf der oberen Halbebene (Siehe [DZ3], S. 10).
Die Koe�zienten der Fourierreihe

∑
n≥1 τ(n)qn de�nieren die τ -Funktion von Ramanujan3.

Nach diesen zahlreichen De�nitionen von verschiedenen Zahlenreihen zusammenfassend ei-
ne kleine Übersicht:

n τ(n) Bn σ3(n) σ5(n) σ7(n) σ9(n) σ11(n)

0 - 1 - - - - -
1 1 −1

2
1 1 1 1 1

2 -24 1
6

9 33 129 513 2049
3 252 0 28 244 2188 19684 177148
4 -1472 − 1

30
73 1057 16513 262657 4196353

5 4830 0 126 3126 78126 1953126 48828126
6 -6048 1

42
252 8052 282252 10097892 362976252

7 -16744 0 344 16808 823544 40353608 1977326744
8 84480 − 1

30
585 33825 2113665 134480385 8594130945

9 -113643 0 757 59293 4785157 387440173 31381236757
10 -115920 5

66
1134 103158 10078254 1001953638 100048830174

11 534612 0 1332 161052 19487172 2357947692 285311670612
12 -370944 − 691

2730
2044 257908 36130444 5170140388 743375541244

3Srinivasa Ramanujan, *22. Dezember 1887 Erode - †26. April 1920 Kumbakonam.
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Man kann hier den Anfang der Fourierreihe von G4 bis G12 und von ∆ ablesen. Für G4

betrachtet man dazu die vierte Spalte und erhält:

G4(z) = − B4

2 · 4
+ σ3(1)q + σ3(2)q2 + σ3(3)q3 + σ3(4)q4 + σ3(5)q5 + σ3(6)q6 + ...

=
1

240
+ q + 9q2 + 28q3 + 73q4 + 126q5 + 252q6 + ....

und für die Diskriminante die zweite Spalte:

∆(z) = q− 24q2 + 252q3− 1472q4 + 4830q5− 6048q6− 16744q7 + 84480q8− 113643q9 + ....

Betrachtet man für diese beiden Beispiele die Fourierkoe�zienten, dann bemerkt man, dass
sowohl σk−1(n) als auch τ(n) multiplikativ sind. Dass letztere Aussage gilt, ist keinesfalls
trivial und wurde von Ramanujan selbst auch nur vermutet. Bewiesen wurde dies 1920
von L.J Mordell. Wir werden im nächsten Abschnitt sehen, dass bestimmte Modulfor-
men (unter anderem Gk und ∆), die sogenannten Hecke Eigenformen, stets multiplikative
Fourierkoe�zienten besitzen.
Zunächst aber noch ein Beispiel für eine Modulfunktion:

1.11. j-Funktion
Durch

j(z) : =
(240G4)3

∆(z)
=

(1 + 240q + 2160q2 + 6720q3...)3

q − 24q2 + 252q3 − 1472q4 + 4830q5

=
1

q
+ 744 + 196884q + 21493760q2 + ....

wird eine Funktion auf der oberen Halbebene de�niert, die j-Funktion, Absolute Invariante
oder auch Kleins4 Invariante genannt wird.
Da G4 und ∆ analytische Funktionen sind und ∆ in H keine Nullstellen besitzt, ist j auch
eine analytische Funktion auf H. Da G4

(
az+b
cz+d

)
= (cz+ d)4G4(z) und ∆

(
az+b
cz+d

)
= (cz+ d)12

für

(
a b
c d

)
∈ Γ folgt:

j

(
az + b

cz + d

)
= j(z).

Somit ist j eine schwach modulare Funktion vom Gewicht 0 und somit eine Modulfunktion.
Sie ist aber keine Modulform aufgrund ihres Pols in ∞.

Bemerkungen:

• Zusätzlich kann man noch zeigen, dass sich jede andere Modulfunktion als ratio-
nale Funktion in j ausdrücken lässt und auch jeder rationale Ausdruck in j eine
Modulfunktion ist. Die Menge aller Modulfunktionen wird also durch C(j) gegeben.

4Felix Klein, *25. April 1849 Düsseldorf - †22. Juni 1925 Göttingen.
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• Die j-Funktion ist eine bijektive Abbildung H/Γ −→ C. Siehe z.B. [FB], S. 317�.
• Die Fourierkoe�zienten von j sind Linearkombinationen der Dimensionen der irre-
duziblen Darstellungen der sogenannten Monstergruppe, welches die grösste spora-
dische mit Gruppe ca. 8·1053 Elementen ist. Dieser Zusammenhang war ein Resultat
aus der �moonshine theory�, welche 1998 von R. E. Borcherds bewiesen wurde
und dessen Beweis Borcherds die Fields Medaille einbrachte.

1.12. Satz ( k
12
-Formel)

Für alle von Null verschiedenen schwachen Modularen Funktionen vom Gewicht k ohne
wesentliche Singularität in i∞ gilt:∑

a

1

e(a)
ord(f ; a) + ord(f, i∞) =

k

12
.

wobei a ein Repräsentantensystem modulo Γ aller Pole und Nullstellen von f durchläuft
und

e(a) =
1

2
#Γa =


3, falls a ≡ ρ mod Γ

2, falls a ≡ i mod Γ

1, sonst

.

Beweis: Siehe [FB], S. 336. �

1.13. Satz (Dimensionsformel für Mk)
Für die Dimension des C-Vektorraumes Mk gilt:

dimC(Mk) =

{[
k
12

]
, falls k ≡ 2 mod 12[

k
12

]
+ 1, sonst

.

Beweis: Dies ist eine Folgerung aus der k
12
-Formel. Siehe [FB], S. 345 �

1.14. Korollar (Hurwitz Identität)
Für alle m ∈ N gilt

σ7(m) = σ3(m) + 120
∑

r+s=m

σ3(r)σ3(s).

Beweis: Eine Folgerung aus dem Koe�zientenvergleich der Fourierreihen von 7G8 = 3G2
4

(Siehe [KK], S. 51). �
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2. Hecke Operatoren

Hecke Operatoren sind Vektorraumendomorphismen Mk → Mk, die 1935 von E. Hecke
eingeführt wurden und einen interessanten Teil in der Theorie der Modulformen einnehmen.
Sie werden zunächst auf Gitterfunktionen de�niert und dann nach der Identi�zierung von
Gitterfunktionen mit Modulformen auf den Raum der Modulformen übertragen.

2.1. Gitter
Für zwei R-linear unabhängige ω1, ω2 ∈ C∗ ist ein Gitter L ⊂ C eine diskrete Untergruppe
von (C,+) der Form

L(ω1, ω2) = {mω1 + nω2 ∈ C|m,n ∈ Z} .

Zwei Gitter L1, L2 heiÿen äquivalent, wenn es ein λ ∈ C∗ gibt mit L1 = λ · L2. Es ist
o�ensichtlich, dass sich stets ein λ ∈ C∗ �nden lässt, so dass ein Gitter äquivalent zu einem
Gitter der Form Z + τZ mit τ ∈ H ist.

Im

Re

τ

1

Die Menge aller Gitter wird im Folgendem mit Λ bezeichnet.

2.2. Korrespondenz
Sei E eine Menge. Dann ist XE die freie abelsche Gruppe, die von E erzeugt ist.

XE =

{∑
ei∈E

λiei | λi ∈ Z, fast alle λi = 0

}

Eine Korrespondenz auf E ist dann ein Homomorphismus End(XE) 3 Ψ : XE → XE.
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2.3. Hecke Korrespondenzen
Auf der Menge Λ werden für ein n ∈ N und λ ∈ C∗ die Hecke Korrespondenzen Tn ,
Rλ ∈ End(XΛ) de�niert durch

Tn : XΛ −→ XΛ

L 7−→
∑

[L:L′]=n

L′

und

Rλ : XΛ −→ XΛ

L 7−→ λL =
{
z ∈ C | λ−1z ∈ L

}
.

Tn ordnet einem Gitter somit eine formale Summe seiner Untergitter mit Index n zu. Rλ

ordnet nach De�nition einem Gitter ein äquivalentes Gitter zu.
Die durch Tn und Rλ erzeugte C-Algebra H ⊂ End(XΛ) wird Hecke Algebra genannt. Sie
ist kommutativ und es gelten folgende Relationen:

2.4. Satz (Eigenschaften von Tn)
Für λ, µ ∈ C∗ , 1 < n,m ∈ N mit ggT (m,n) = 1 und p prim gilt:

i) RλRµ = RµRλ.

ii) RλTn = TnRλ.

iii) TnTm = TmTn.

iv) TpnTp = Tpn+1 + pTpn−1Rp.

Beweis: Siehe [SE], S. 98 Prop. 10 �

2.5. Homogene Gitterfunktion
Für ein k ∈ N nennt man eine Funktion F : Λ → C eine homogene Gitterfunktion, wenn
für alle λ ∈ C∗ gilt:

RλF (L) := F (Rλ(L) = λ−kF (L).

Die Menge dieser Funktionen sei im Folgendem Λk.

Beispiele:
Ein Beispiel für eine homogene Gitterfunktion ist

ξk(L) =
∑

λ∈L\{0}

1

λk
.

Die Identi�kation τ → Z + τZ induziert einen Isomorphismus φ : Mk → Λk, der gegeben
ist durch:

φ : f 7−→ F (ω1Z + ω2Z) = ωk1F

(
Z +

ω2

ω1

Z
)

:= ωk1f

(
ω2

ω1

)
.
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φ−1 : F 7−→ f(z) := F (Z + zZ) .

Dabei wird F die zu f entsprechende Gitterfunktion genannt. Für das Beispiel gilt:

φ−1(ξk)(z) = ξk(Z + zZ)

=
∑

λ∈(Z+zZ)\{0}

1

λk

=
∑

(m,n)∈Z2\(0,0)

1

(mz + n)k

=
2 · (2πi)k

(k − 1)!
Gk.

Somit ist ξk die zugehörige Gitterfunktion zu einem Vielfachen der Eisensteinreihe Gk.

2.6. Hecke Operator
Sei f ∈Mk. Dann ist für ein n ∈ N der Hecke Operator Tn : Mk →Mk de�niert durch

Tnf := nk−1TnF,

wobei F die zu f entsprechende Gitterfunktion ist. De�niert man Mn durch

Mn =

{(
a b
0 d

)
∈M(2,Z) | a ≥ 1, ad = n, 0 ≤ b ≤ d

}
dann gilt:

Tnf(z) = nk−1
∑
A∈Mn

f|A.

2.7. Satz (Eigenschaften von Tn auf Mk)
Sei f =

∑
n≥0 anq

n ∈ Mk und 1 < n,m ∈ N mit ggT (m,n) = 1 und p prim. Dann gilt
analog zum vorigen Satz für die Hecke Operatoren auf Mk:

i) TmTnf = Tm·nf.

ii) TpnTpf = Tpn+1f + pk−1Tpn−1f.

Beweis: Siehe [SE], S. 101 Prop. 11 �
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2.8. Satz (Fourierkoe�zienten von Tnf)
Für f =

∑
n≥0 anq

n ∈ Mk und n ∈ N gelten für die Fourierkoe�zienten von Tnf =∑
m≥0 γmq

m:

i) γm =
∑

d|ggT (m,n)

dk−1am·n
d2
,

ii) γ0 = σk−1(n) · a0,

iii) γ1 = an.

Beweis: Siehe [SE], S. 101 Prop. 12 �

2.9. Eigenform
Eine Modulform 0 6= f ∈Mk die zu Tn Eigenfunktion für alle n ∈ N ist, heiÿt Eigenform.
Gilt zusätzlich a1(f) = 1, so heiÿt f eine normierte Eigenform.

2.10. Satz (Multiplikativität)
Ist f =

∑
n≥0 anq

n ∈ Mk eine normierte Eigenform, dann gilt für alle m,n ∈ N mit
ggT (m,n) = 1:

am·n = am · an.
Beweis: Siehe [SE], S. 102 Cor. 12 �

2.11. Petersson Skalarprodukt
Sind f, g ∈ Sk so wird durch

< f, g >:=

∫
F
f(z)g(z)yk

dxdy

y2
.

ein hermitesches Skalarprodukt auf Sk de�niert.

2.12. Satz (Selbstadjungiertheit der Tn)
Die Hecke Operatoren sind selbstadjungiert bezüglich des Petersson Skalarproduktes, d.h
∀f, g ∈ Sk und ∀Tn ∈ H gilt:

< Tnf, g >=< f, Tng > .

Beweis: Siehe [KK], S. 233 �
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Wir erinnern an dieser Stelle an zwei Resultate aus der linearen Algebra:

2.13. Satz (Existenz von simultanen Eigenvektoren)
Ist V 6= 0 ein endlich dimensionaler C-Vektorraum undA eine kommutative C-Unteralgebra
von End(V ) dann gibt es einen simultanen Eigenvektor 0 6= v ∈ V für alle T ∈ A.

Beweis: Siehe [FI]. �

Da hier A = H ⊂ End(Mk) und die Mk endlich dimensional sind, gibt es für jedes gerade
k Eigenvektoren in Mk.

2.14. Satz (Satz über selbst. adj. Endomorphismen)
Ist (V,<>) ein hermitescher Vektorraum und T ∈ End(V ) selbstadjungiert bezüglich <>,
dann besitzt V eine Basis aus Eigenvektoren von T .

Beweis: Siehe [FI], S. 312 �

Da die Hecke Operatoren selbstadjungiert bezüglich des Petersson Skalaproduktes sind,
gibt es für jedes Mk eine Basis aus Eigenformen.

2.15. Satz (Multiplikativität der τ-Funktion)
Es gilt für ggT (n,m) = 1:

τ(m)τ(n) = τ(m · n).

Beweis: Da S12 eindimensional ist und es eine Basis aus Eigenformen gibt, muss ∆ eine
Eigenform sein. Da die Fourierkoe�zienten von Eigenformen multiplikativ sind, ist τ mul-
tiplikativ.

�

2.16. Satz (L-Reihe)
Ist f ∈Mk eine Modulform, dann ist die Dirichletreihe

L(f, s) :=
∞∑
n=1

an
ns
.

oder auch L−Reihe von f genannt, für Re(s) > k konvergent. L(f, s) besitzt zudem eine
meromorphe Fortsetzung auf die gesamte komplexe Ebene und die zugeordnete Funktion

L∗(f, s) := (2π)−sΓ(s)L(f, s).

erfüllt die Funktionalgleichung

L∗(f, s) = (−1)kL∗(f, k − s).
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Beweis: Dieser Beweis geht auf E. Hecke zurück und �ndet sich z.B bei [SE], S. 103. �

2.17. Eulerprodukt
Die L−Reihe L(f, s) zu einer Hecke Eigenform besitzt ein Eulerprodukt

L(f, s) :=
∞∑
n=1

an
ns

=
∏
p∈P

1

1− app−s + pk−1−2s
.

Beweis: Siehe [SE], S. 103 Cor. 3 �
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3. Periodenpolynome

3.1. Satz (n-te Periode, Periodenpolynom)
Für ein n ∈ N ist die n-te Periode einer Spitzenform f ∈ Sk de�niert durch

rn(f) :=

∫ i∞

0

f(z)zndz = in+1L∗(f, n+ 1).

Algebraische Vielfache der Perioden bilden die Koe�zienten des Periodenpolynoms

rf (X) :=
k−2∑
n=0

(−1)n
(
k − 2

n

)
rn(f)Xk−2−n =

k−2∑
n=0

i1−n(−1)n
(
k − 2

n

)
L∗(f, n+ 1)Xk−2−n.

Dies ist ein Polynom vom Grad ≤ k − 2.

Wir bezeichnen die Menge dieser Polynome mit Vk := {p ∈ C[X] | grad(p) ≤ k − 2}.
Das Bilden des Periodenpolynoms ist somit eine Abbildung r : Sk → Vk. Wir können die
Polynome in Vk nach geraden und ungeraden Potenzen sortieren und erhalten somit die
Aufspaltung Vk = V −k ⊕ V

+
k und die Abbildungen r− : Sk → V −k und r+ : Sk → V +

k .

Beispiele:
Für das Periodenpolynom der Spitzenform ∆ ∈ S12 gilt

r+
∆(X) = c+ · −

36

691

(
X10 − 1

)
+X2(X2 − 1)3.

r−∆(X) = c− ·X(X2 − 1)2(4X2 − 1)(X2 − 4).

mit c+, c− ∈ C die für unsere Zwecke ersteinmal irrelevant sind. Auf die Form von r−∆ ge-
langt man, indem man zeigt, dass r−∆(Sk) (Im Folgendem als W−

12 bezeichnet) aufgespannt
wird von dem Polynom X(X2 − 1)2(4X2 − 1)(X2 − 4). Genaueres hierzu �ndet sich bei
[DZ3] in Kapitel 5.
Wie man bei der De�nition des Periodenpolynom sieht, ist dieses nur für Spitzenformen
de�niert. Man kann das Periodenpolynom aber auch für nicht Spitzenformen de�nieren,
indem man ein wenig anders vorgeht. Das Problem bei obiger De�nition für nicht Spit-
zenformen ist die Existenz des Integrals, da nicht Spitzenformen für z → i · ∞ nicht
verschwinden also af (0) 6= 0 in der Fourier-Entwicklung. Man betrachtet daher

L∗(f, s) =

∫ ∞
0

(f(iz)− af (0))zs−1dz.

und erhält damit eine allgemeine De�nition für rf :

rf (X) =
af (0)

k − 1
(Xk−1 +X−1) +

k−2∑
n=0

i1−n(−1)n
(
k − 2

n

)
L∗(f, n+ 1)Xk−2−n.
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Die mit der obigen übereinstimmt, wenn f ∈ Sk. Diese Polynome liegen nicht mehr in
Vk sondern in Ṽk :=

⊕
−1≤n≤k−1 CXn ⊃ Vk. Durch diese Erweiterung des Begri�es des

Periodenpolynoms lassen sich auch die Polynome für die Eisensteinreihen Gk angeben:

3.2. Satz (Periodenpolynome für Gk)
Für k > 2 und den beiden Polynomen

p+
k (X) = Xk−2 − 1,

p−k (X) =
∑

−1≤n≤k−1
n≡1 mod 2

Bn+1

(n+ 1)!

Bk−n−1

(k − n− 1)!
Xn

ist das Periodenpolynom von Gk gegeben durch

rGk(X) = −(k − 2)!

2
p−k (X) +

ζ(k − 1)

(2πi)k−1
p+
k (X).

Beweis: Die genaue Beschreibung der De�nition von Periodenpolynomen für nicht Spit-
zenformen und dieser Beweis �ndet sich bei [DZ1], S. 452f. �

3.3. Slashoperator auf Polynomen
Für ein h ∈ N wird analog wie bei den Modulformen für Perioden der Slashoperator
de�niert durch

Ṽk ×M(2× 2,Z)→ Ṽk

(p, γ)→ (p|hγ) (X) := (cX + d)−h p

(
az + b

cz + d

)

3.4. Die Räume W̃k und Wk

Es seien S =

(
0 −1
1 0

)
und U =

(
1 −1
1 0

)
. Dann de�nieren wir

W̃k := ker(|2−k (1 + S)) ∩ ker(|2−k (1 + U + U2)) ⊂ Ṽk.

Wk := W̃k ∩ Vk.

und W+
k ,W

−
k ,W̃

+

k ,W̃
−
k , analog wie oben.

Der Sinn dieser De�nition liegt in dem folgendem Satz
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3.5. Satz (Eichler-Shimura Isomorphismus)
i) Die Abbildung r− : Sk → W−

k ist ein Isomorphismus von C-Vektorräumen.
ii) Die Abbildung

r+ : Sk → W+
k /Cp

+
k .

ist ein Isomorphismus von C-Vektorräumen.
iii) Es gilt für alle k ≥ 4:

dimWk = dimMk + dimSk.

Beweis: Siehe [MB] �

Bemerkung:

Betrachtet man wieder W̃k und die Periodenpolynome von allen Modulformen aus Mk so

erhält man mit r± : Mk → W̃
±
k zwei Isomorphismen. Der Beweis hierzu �ndet sich in [DZ1],

S. 453f.

3.6. Periodenpaarung
Auf Vk wird durch lineare Fortsetzung von

< Xn, Xm >Vk :=

{
(−1)n

(
k−2
n

)−1
, falls n+m = k − 2

0, sonst
.

eine nicht ausgeartete Bilinearform de�niert

3.7. Satz (Haberland)
Sei k ≥ 4 und f, g ∈ Sk. Dann gilt für das Petersson Skalarprodukt

< f, g > =
1

6(2i)k−1
< rf |2−k(T − T−1), rg >Vk

=
1

3(2i)k−1

∑
0<m<n<k−2
m 6≡n mod 2

(−1)m
(
k − 2

n

)(
n

m

)
rn−m−2(f)rmg.

Beweis: Siehe [MB], S. 25. �

Bemerkung: Satz 3.5 ist eine Folgerung aus diesem Satz.
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4. Maninmatrizen & Matrizen Relationen

Fasst man nun die Informationen aus �1 zusammen, erhält man das Diagramm

W−
k � r

#HHHHHHHHH

Mk ⊃ Sk

r−f

77nnnnnnnnnnnnnnn

r+f ''PPPPPPPPPPPPP

Tn

�

rf
// Wk

?

⊂ Vk

W+
k \Cp

, �

;vvvvvvvvv

Sk rf
// Wk

Auf beiden Seiten Sk und Wk wurden zudem Bilinearformen de�niert. Ihr Zusammenhang
wird durch den Satz von Haberland beschrieben. Was nun noch o�en bleibt, ist die Frage
nach einem analogen Begri� des Hecke Operators auf Wk (Im Diagramm durch ? gekenn-
zeichnet).
Dieses Kapitel soll genau diese Frage beantworten und eine Abbildung Wk → Wk präsen-
tieren, die obiges Diagramm kommutieren lässt.

Im Folgendem wird mitM der Ring der formalen linear Kombinationen
∑
λiMi mit λi ∈ Z

und Mi ∈M(2× 2,Z) bezeichnet. Durch lineare Fortsetzung des Slash-Operators |k erhält
man eine Operation |k : Vk ×M −→ Vk.

4.1. Maninmatrix

Eine Matrix

(
a b
c d

)
∈M(2,Z) ist eine Maninmatrix, wenn für ein n ∈ N folgendes gilt:

i) ad− bc = n,

ii) bc ≤ 0,

iii) a > |c|, d > |b|,

iv) b = 0⇒ −a
2
< c ≤ a

2
,

v) c = 0⇒ −d
2
< b ≤ d

2
.

Für ein n ist die Menge Mann die Menge der Matrizen aus M(2,Z), die i) - v) erfüllen.
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Beispiele:
Mann, n = 1, .., 7

Man1 =

{(
1 0
0 1

)}
,

Man2 =

{(
1 0
0 2

)
,

(
1 1
0 2

)
,

(
2 0
0 1

)
,

(
2 0
1 1

)}

Man3 =

{(
1 −1
0 3

)
,

(
1 0
0 3

)
,

(
1 1
0 3

)
,

(
3 0
−1 1

)
,

(
3 0
0 1

)
,

(
3 0
1 1

)}
,

Man4 =

{(
1 −1
0 4

)
,

(
1 0
0 4

)
,

(
1 1
0 4

)
,

(
1 2
0 4

)
,

(
2 0
0 2

)
,

(
2 0
1 2

)
,

(
2 1
0 2

)
,

(
4 0
−1 1

)
,

(
4 0
0 1

)
,

(
4 0
1 1

)
,

(
4 0
2 1

)}
,

Man5 =

{(
1 −2
0 5

)
,

(
1 −1
0 5

)
,

(
1 0
0 5

)
,

(
1 1
0 5

)
,

(
1 2
0 5

)
,

(
2 −1
1 2

)
,

(
2 1
−1 2

)
,

(
5 0
−2 1

)
,

(
5 0
−1 1

)
,

(
5 0
0 1

)
,

(
5 0
1 1

)
,

(
5 0
2 1

)}
,

Man6 =

{(
1 −2
0 6

)
,

(
1 −1
0 6

)
,

(
1 0
0 6

)
,

(
1 1
0 6

)
,

(
1 2
0 6

)
,

(
1 3
0 6

)
,

(
2 −1
0 3

)
,

(
2 0
0 3

)
,(

2 0
1 3

)
,

(
2 1
0 3

)
,

(
3 0
−1 2

)
,

(
3 0
0 2

)
,

(
3 0
1 2

)
,

(
3 1
0 2

)
,

(
6 0
−2 1

)
,

(
6 0
−1 1

)
,(

6 0
0 1

)
,

(
6 0
1 1

)
,

(
6 0
2 1

)
,

(
6 0
3 1

)}
,

Man7 =

{(
1 −3
0 7

)
,

(
1 −2
0 7

)
,

(
1 −1
0 7

)
,

(
1 0
0 7

)
,

(
1 1
0 7

)
,

(
1 2
0 7

)
,

(
1 3
0 7

)
,

(
2 −1
1 3

)
,(

2 1
−1 3

)
,

(
3 −1
1 2

)
,

(
3 1
−1 2

)
,

(
7 0
−3 1

)
,

(
7 0
−2 1

)
,

(
7 0
−1 1

)
,

(
7 0
0 1

)
,

(
7 0
1 1

)
,(

7 0
2 1

)
,

(
7 0
3 1

)}
.

Wir de�nieren hierzu zusätzlich T̃n :=
∑

M∈Mann
M ∈ M. Für diese formale Summe

von Matrizen werden wir im Folgendem zwei Relationen zu anderen Elementen aus M
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angeben, die für den späteren Beweis des Hauptsatzes dieser Arbeit benötigt werden. Ihre
Gültigkeiten können durch direktes mühsames Nachrechnen überprüft werden. Wir geben
daher nur Beispiele für n = 2 an und verweisen auf entsprechende Literatur.

4.2. Satz

Für S =

(
0 −1
1 0

)
, T =

(
1 1
0 1

)
, T∞n =

∑
ad=n

0≤b<d

(
a b
0 d

)
∈M, und Un = U1

n + U2
n wobei

U1
n :=

∑
ad−bc=n

a>−c>0,b>0,d>0
oder a=−c>0,b>d>0
oder a>−2c>0,d>b=0
oder a>c=0,d>−2b>0

(
a b
c d

)
(S−1), U2

n :=
∑
x,y>0
2xy=n

((
0 −2y
x y

)
+

(
x −y
x y

)
+

(
−x −y
2x 0

))

gilt

Matrizen Relation I

(S − 1)T̃n = T∞n (S − 1) + (1− T )Un.(4.2.1)

Beweis: Siehe [DZ4], S. 100. �

Wir rechnen diese Identität im Fall n = 2 nach. Für die linke Seite von 4.2.1 erhält man:

(S − 1)T̃2 =(S − 1)

((
1 0
0 2

)
+

(
2 0
0 1

)
+

(
1 1
0 2

)
+

(
2 0
1 1

))
=

(
0 −2
1 0

)
+

(
0 −2
1 1

)
+

(
0 −1
2 0

)
+

(
−1 −1
2 0

)
−
(

1 0
0 2

)
−
(

2 0
0 1

)
−
(

1 1
0 2

)
−
(

2 0
1 1

)
.

Für die rechte Seite ergeben sich zunächst

T∞2 =
∑
ad=2

0≤b<d

(
a b
0 d

)
=

(
1 0
0 2

)
+

(
1 1
0 2

)
+

(
2 0
0 1

)
.

U2
2 =

∑
x,y>0
2xy=n

((
0 −2y
x y

)
+

(
x −y
x y

)
+

(
−x −y
2x 0

))
=

(
0 −2
1 1

)
+

(
1 −1
1 1

)
+

(
−1 −1
2 0

)
.
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(U2
2 enthält keine Matrizen) und damit ist die rechte Seite dann die Summe folgender

Matrizen

(1− T )U2 =(1− T )

((
0 −2
1 1

)
+

(
1 −1
1 1

)
+

(
−1 −1
2 0

))
=

(
0 −2
1 1

)
+

(
1 −1
1 1

)
+

(
−1 −1
2 0

)
−
(

1 −1
1 1

)
−
(

2 0
1 1

)
−
(

1 −1
2 0

)
.

T∞2 (S − 1) =

((
1 0
0 2

)
+

(
1 1
0 2

)
+

(
2 0
0 1

))
(S − 1)

=

(
0 −1
2 0

)
+

(
1 −1
2 0

)
+

(
0 −2
1 0

)
−
(

1 0
0 2

)
−
(

1 1
0 2

)
−
(

2 0
0 1

)
.

Man erkennt, dass sich die Matrizen

(
1 −1
1 1

)
,

(
1 −1
2 0

)
auf der rechten Seite wegheben

und die restlichen 8 Matrizen mit denen auf der linken Seite übereinstimmen.

4.3. Satz

Mit Hn :=
∑

ad=n
0<b<d

(
a b
0 d

)
und E− =

(
−1 0
0 −1

)
gilt inM/E−:

Matrizen Relation II

(1− S) (Hn(S − 1)− (1 + T )Un) =
∑

ad−bc=n
ad>0>bc

sgn(bd)

(
a b
c d

)
.(4.3.1)

WobeiM/E− hier die Menge der formalen Summen von Matrizen darstellt, deren Elemente
gleich sind, wenn ihre Summanden sich nur durch die Multiplikation von E− unterscheiden.
Mit anderen Worten heiÿt dies, dass in 4.3 beide Seiten bezüglich des Slash Operatores
gleich operieren. (Zu beachten ist hier auch, dass −E inM nicht das gleiche wie E− ist.)

Beweis: Diesen Beweis erhält man wieder durch direktes mühevolles Nachrechnen. Wir
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geben daher wieder nur ein Beispiel im Fall n = 2 an. Zunächst ist

(1− S)Hn(S − 1) = (1− S)
∑
ad=n

0<b<d

(
a b
0 d

)
(S − 1)

= (1− S)
∑
ad=n

0<b<d

((
b −a
d 0

)
−
(
a b
0 d

))

=
∑
ad=n

0<b<d

((
b −a
d 0

)
−
(
a b
0 d

)
−
(
−d 0
b −a

)
+

(
0 −d
a b

))
.(4.3.2)

Wie im ersten Beispiel ist hier Y 1
2 = 0. Mit (∗) = (1− S)(1 + T )U2

n hat man:

(∗) =(1− S)(1 + T )
∑
x,y>0
2xy=n

((
0 −2y
x y

)
+

(
x −y
x y

)
+

(
−x −y
2x 0

))

=(1− S)
∑
x,y>0
2xy=n

((
0 −2y
x y

)
+

(
x −y
x y

)
+

(
−x −y
2x 0

))

+(1− S)
∑
x,y>0
2xy=n

((
x −y
x y

)
+

(
2x 0
x y

)
+

(
x −y
2x 0

))

=
∑
x,y>0
2xy=n

((
0 −2y
x y

)
+

(
x −y
x y

)
+

(
−x −y
2x 0

)
+

(
x −y
x y

)
+

(
2x 0
x y

)
+

(
x −y
2x 0

))

−
∑
x,y>0
2xy=n

((
−x −y
0 −2y

)
+

(
−x −y
x −y

)
+

(
−2x 0
−x −y

)
+

(
−x −y
x −y

)
+

(
−x −y
2x 0

)
+

(
−2x 0
x −y

))
.

(4.3.3)

Wir betrachten nun wieder den Fall l = 2 und erhalten für die rechte Seite nur die Matrizen
mit ad = −bc = 1, also

∑
ad−bc=2
ad>0>bc

sgn(bd)

(
a b
c d

)
=

(
1 1
−1 1

)
+

(
−1 −1
1 −1

)
−
(

1 −1
1 1

)
−
(
−1 1
−1 −1

)

für 4.3.3 erhält man x = y = 1 und somit
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(∗) =

(
0 −2
1 1

)
+

(
1 −1
1 1

)
+

(
−1 −1
2 0

)
+

(
1 −1
1 1

)
+

(
2 0
1 1

)
+

(
1 −1
2 0

)
−
(
−1 −1
0 −2

)
−
(
−1 −1
1 −1

)
−
(
−2 0
−1 −1

)
−
(
−1 −1
1 −1

)
−
(
−1 −1
2 0

)
−
(
−2 0
1 −1

)
.

und a = b = 1,d = 2 für 4.3.2

(1− S)H2(S − 1) =
∑
ad=2

0<b<d

((
b −a
d 0

)
−
(
a b
0 d

)
−
(
−d 0
b −a

)
+

(
0 −d
a b

))

=

(
1 −1
2 0

)
−
(

1 1
0 2

)
−
(
−2 0
1 −1

)
+

(
0 −2
1 1

)
.

Auf der linken Seiten fallen aufgrund von

(
1 1
0 2

)
=

(
−1 −1
0 −2

)
inM/E− alle Matrizen

mit einer ±2 als Eintrag weg. Die restlichen Matrizen entsprechen der rechten Seite, da(
1 −1
1 1

)
=

(
−1 1
−1 −1

)
und

(
1 1
−1 1

)
=

(
−1 −1
1 −1

)
. �



24

5. Hecke Operatoren auf Periodenpolynomen

Folgendes Theorem stellt den Hauptsatz dieser Arbeit dar. Es werden zunächst Folgerungen
und Beispiele präsentiert, bevor der Beweis in Abschnitt 6 erbracht wird.

Theorem I
Die Abbildung T n : Wk → Wk mit

T n(P ) =
∑

A∈Mann

P|2−kA = P |2−kT̃n

lässt das Diagramm
Sk rf

//

Tn
��

rf
// Wk

Tn
��

Sk rf
// Wk

kommutieren, d.h es gilt r(Tnf) = T n(r(f)).

Beispiel:
Wie wir bereits wissen, ist

r+
∆(X) = c1·

(
− 36

691

(
X10 − 1

)
+X2(X2 − 1)3

)
= c1·

(
− 36

691
X10 +X8 − 3X6 + 3X4 −X2 +

36

691

)
.

und da ∆ eine Eigenform ist, gilt mit obigen Theorem T n(r+
∆) = τ(n) · r+

∆. Für den Fall
n = 2 Rechnen wir dies vor (Wir lassen dabei den Faktor c1 beiseite).

Mit T̃2 =

(
1 0
0 2

)
+

(
2 0
0 1

)
+

(
1 1
0 2

)
+

(
2 0
1 1

)
berechnen wir zunächst jeden Summanden

einzeln:

r+
∆(X)|−10

(
1 0
0 2

)
=

36

691
X10 + 4X8 − 48X6 + 192X4 − 256X2 +

36864

691
,

r+
∆(X)|−10

(
2 0
0 1

)
=

36864

691
X10 + 256X8 − 192X6 + 48X4 − 4X2 +

36

691
,
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r+
∆(X)|−10

(
1 1
0 2

)
=

36

691
X10 − 360

691
X9 +

1144

691
X8 +

17792

691
X7 +

36664

691
X6

− 53296

691
X5 − 178928

691
X7 +

17792

691
X3 +

197388

691
X2 − 360

691
X − 37800

691
,

r+
∆(X)|−10

(
2 0
1 1

)
=

37800

691
X10 +

360

691
X9 − 197388

691
X8 − 17792

691
X7 +

178928

691
X6

+
53296

691
X5 − 36664

691
X4 − 17792

691
X3 − 1144

691
X2 +

360

691
X +

36

691
.

In Summe ergibt dies:

T 2(r+
∆) =

(
− 36

691

(
X10 − 1

)
+X2(X2 − 1)3

)
|−10T̃2

=

(
− 36

691

(
X10 − 1

)
+X2(X2 − 1)3

)
|−10

((
1 0
0 2

)
+

(
2 0
0 1

)
+

(
1 1
0 2

)
+

(
2 0
1 1

))
=

864

691
X10 − 24X8 + 72X6 − 72X4 + 24X2 − 864

691
=− 24 · r+

∆ = τ(2) · r+
∆.

5.1. Satz (Manin Koe�zientensatz)
Für eine Eigenform f ∈Mk gilt

an(f)rk−2(f) =
∑
Mann

∑
0≤n≤ 1

2
k−1

(
k − 2

n

)
rn(f)(bk−2−ndn − bndk−2−n).

Beweis: Nach Theorem I gilt r(Tnf) = T n(r(f)). Wir wollen auf beiden Seiten X = 0
setzen und erhalten somit den Satz.

i) Linke Seite
Da f Eigenform ist, gilt Tnf = anf . Daraus folgt

rTnf (X) = ranf (X) = anrf (X) = an

k−2∑
n=0

(−1)n
(
k − 2

n

)
rn(f)Xk−2−n.

Setzt man X = 0 bleibt nur der Term mit k − n− n = 0 übrig und somit

rTnf (0) = anrk−2(f).

ii) Rechte Seite
Es ist

T nrf (X) = rf (X)|T̃n =
∑

M∈Mann

rf (X)|2−kM =
∑

M∈Mann

(cX + d)k−2rf

(
aX + b

cX + d

)
.
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Auch hier setzen wir X = 0 und erhalten

T nrf (0) =
∑

M∈Mann

dk−2rf

(
b

d

)
=
∑
Mann

∑
0≤n≤ 1

2
k−1

(
k − 2

n

)
rn(f)(bk−2−ndn − bndk−2−n).

�

In Anbetracht des Isomorphismus r± : Mk → W̃
±
k aus Satz 3.5 kann man obigen Satz

als Konstruktion der zugehörigen Umkehrabbildung verstehen. Da in Mk stets eine Basis

aus Eigenformen existiert, kann man zu einem gegebenen Polynom p ∈ W̃
±
k eine linear

Kombination aus rfi(X) ∈ W̃
±
k �nden, so dass die fi eine Basis aus Eigenformen in Mk

bilden und sich mit obigen Satz, sofern rk−2(fi) 6= 0, durch die Berechnung ihrer Fourier-
koe�zienten bestimmen lassen.
Für den Fall f = ∆ erhält man als Formel für die Fourierkoe�zienten τ(n):

5.2. Korollar (Berechnungsformel für τ(n))
Mit den Polynomen τ1(X, Y ) = Y 10 −X10 , τ2(X, Y ) = 691

36
Y 2X2(Y 2 −X2)3 gilt:

τ(n) =
∑
Mann

(τ1(b, d)− τ2(b, d)) und σ11(n) =
∑
Mann

τ1(b, d).

Also insbesondere τ(n) ≡ σ11(n) mod 691, wobei
∑

Mann
hier bedeuten soll, dass über alle(

a b
c d

)
∈ Mann summiert wird.

Beweis: Dies folgt direkt aus dem Satz 5.1 indem man an den Periodenpolynomen von
∆ in Gleichung 3.1 und G12 in Gleichung 3.2 die Perioden abliest und in obige Formel
einsetzt.

�

5.3. Satz (Eichler-Shimura-Manin)
Ist f =

∑
n≥0 anq

n ∈Mk eine Eigenform, dann gibt es ω+
f ∈ iR und ω−f ∈ R, so dass

r±f (X)

ω±f
∈ Qf [X],

ω+
f ω
−
f

i < f, f >
∈ Qf .

wobei Qf = Q(a1, a2, ...) der Erweiterungskörper von Q ist, der durch Adjunktion der Fou-
rierkoe�zienten von f entsteht.

Beweis: Dies wird mit Hilfe von Satz 3.7 bewiesen. Siehe [DZ3], S. 45.
�
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Beispiel:
Im Falle f = ∆ erhält man (Siehe [DZ3]):

ω+
∆ = 0.114379...i.

ω−∆ = 0.00926927.

ω+
f ω
−
f

i(∆,∆)
= 210 ∈ Q = Q∆.

5.4. Die Polynome c0
kn(X, Y ), cEkn(X, Y ) und ckn(X, Y )

Wir de�nieren die Polynome

c0
kn(X, Y ) =

∑
f∈Sk

f Eigenform

af (n)

(2i)k−3 < f, f >
(rf (X)rf (Y ))− ∈ Q[X, Y ].

wobei (rf (X)rf (Y ))− den ungeraden Anteil von rf (X)rf (Y ) bezeichnet, also:

(rf (X)rf (Y ))− =
1

2
(rf (X)rf (Y )− rf (−X)rf (−Y )) = r+

f (X)r−f (Y ) + r−f (X)r+
f (Y ).

Aus 5.3 folgt, dass
r±f (X)r∓f (Y )

i<f,f>
∈ Qf [X, Y ] für eine Eigenform f und somit

r±fσ (X)r∓fσ (Y )

i<fσ ,fσ>
=

σ

(
r±f (X)r∓f (Y )

i<f,f>

)
für fσ =

∑
n≥0 σ(an)qn und σ ∈ Gal(Qf/Q). Damit sind die Koe�zienten

von c0
kn(X, Y ) in Q.

Zusätzlich de�niert man den sogenannten Eisenstein Anteil

cEkn(X, Y ) =
2k(k − 2)!

Bk

σk−1(n)
k∑
t=0

Bt

t!

Bk−t

(k − t)!
(
X t−1(Y k−2 − 1) + (Xk−2 − 1)Y t−1

)
∈ Q[X, Y ].

Die Summe dieser beiden wird mit ckn(X, Y ) := c0
kn(X, Y ) + cEkn(X, Y ) bezeichnet.

Betrachtet man hier wieder die Erweiterung der Periodenpolynome und die des Skalar-
produktes auf ganz Mk, so können wir bei c0

kn(X, Y ) neben den Spitzenformen über alle
Eigenformen, also über den Spitzenformen und Eisensteinreihen summieren. Nach der De-
�nition des Periodenpolynoms für die Gk aus Satz 3.2 erkennt man, dass der Teil der der
Summe so hinzugefügt wird genau cEkn(X, Y ) entspricht. Wir erhalten also

ckn(X, Y ) =
∑
f∈Mk

f Eigenform

af (n)

(2i)k−3 < f, f >
(rf (X)rf (Y ))−.

Für den Beweis von Theorem I wird folgendes Theorem benutzt
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Theorem II
Für k, l ∈ N gilt:

ckn(X, Y ) =
∑

ad−bc=n
ad>0>bc

sgn(bd)(cXY + dY + aX + b)k−2

− 2

k − 1

∑
ad=n
a,d>0

(
B0
k−1(aX + dY ) +Xk−2B0

k−1

( a
X
− dY

))

− 2

k − 1

∑
ad=n
a,d>0

(
Y k−2B0

k−1

(
−aX +

d

Y

)
− (XY )k−2B0

k−1

(
a

X
+
d

Y

))
.

Beweis: Siehe [DZ1], S. 460. �



29

6. Beweis von Theorem I

Im Folgendem operiert der Slash Operator auf Polynomen in zwei Unbestimmten. Da stets
mit dem Gewicht 2− k geslasht wird, soll durch |Y bzw |X deutlich gemacht werden, dass
der Slash Operator auf der Unbestimmten Y bzw. X mit dem Gewicht 2− k operiert. Es
ist klar, dass stets für ein Polynom p ∈ C[X, Y ] und Matrizen A,B ∈ M(2 × 2,Z) gilt
p|XA|YB = p|YB|XA und somit beide Operatoren kommutieren.
Wir wollen nun mit Hilfe von Theorem II zeigen, dass sogar r(Tnf)± = T n(r(f)±) gilt und
damit insbesondere Theorem I.

Wir wissen, dass die r±f (X) für Eigenformen f linear unabhängig sind. In Anbetracht
der Formel

ckn(X, Y ) =
∑
f∈Mk

f Eigenform

af (n)

(2i)k−3 < f, f >
(rf (X)rf (Y ))−,

wobei über eine Basis von normierten (d.h. af (1) = 1) Eigenformen summiert wird (Exis-
tenz dieser Basis siehe 2.14), kann man Theorem I beweisen, indem man folgende Identität
zeigt:

(6.0.1) ckn(X, Y ) = ck1(X, Y )|X T̃n.

Denn damit haben wir∑
f∈Mk

f Eigenform

1

(2i)k−3 < f, f >
(rTnf (X)rf (Y ))− =

∑
f∈Mk

f Eigenform

af (n)

(2i)k−3 < f, f >
(rf (X)rf (Y ))−

6.0.1
=

∑
f∈Mk

f Eigenform

1

(2i)k−3 < f, f >
(rf (X)rf (Y ))−|X T̃n

=
∑
f∈Mk

f Eigenform

1

(2i)k−3 < f, f >
(rf (X)|X T̃nrf (Y ))−.

Hieraus würde aufgrund der linearen Unabhängigkeit der r±f (Y ) folgen, dass r±Tnf (X) =

r±f (X)|X T̃n für alle f aus einer Basis von Eigenformen. Durch lineare Fortsetzung erhält
man somit dann Theorem I.
Wir werden die rechte Seite ck1(X, Y )|X T̃n im Folgendem mit Hilfe von Theorem II in die
linke Seite überführen. Im Fall l = 1 erhält man für die rechte Seite von Theorem II, dass
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a=d=1 und somit:

ck1(X, Y ) = − 2

k − 1

(
B0
k−1(X + 1) +Xk−2B0

k−1

(
1

X
− Y

))
− 2

k − 1

(
Y k−2B0

k−1

(
−X +

1

Y

)
− (XY )k−1B0

k−1

(
1

X
+

1

Y

))
= − 2

k − 1

(
B0
k−1(X + 1)−Xk−2B0

k−1

(
− 1

X
+ Y

))
+

2

k − 1

(
Y k−2B0

k−1

(
X − 1

Y

)
− (XY )k−1B0

k−1

(
− 1

X
− 1

Y

))
= − 2

k − 1

(
B0
k−1(X + Y )−Xk−2B0

k−1

(
− 1

X
+ Y

))
|Y (1− S)

= − 2

k − 1

(
B0
k−1(X + Y )

)
|X(1− S)|Y (1− S)

=
2

k − 1

(
B0
k−1(X + Y )

)
|X(S − 1)|Y (1− S).

Wobei bei der ersten Umformung benutzt wird, dass B0
k−1(X) = −B0

k−1(−X) (Siehe Def.
1.8). Nun benutzen wir die Identität (S − 1)T̃n = T∞n (S − 1) + (1 − T )Un aus Satz 4.2.1
und erhalten nach der Anwendung von |X T̃n auf beiden Seiten:

ck1(X, Y )|X T̃n =
2

k − 1

(
B0
k−1(X + Y )

)
|X(S − 1)T̃n|Y (1− S)

=
2

k − 1

(
B0
k−1(X + Y )

)
|X (T∞n (S − 1) + (1− T )Un) |Y (1− S)

= ck1(X, Y )|X T̃n =
2

k − 1
(TI|X(S − 1) + TII|XUn) |Y (1− S).

Wobei TI := B0
k−1(X + Y )|XT∞n und TII := B0

k−1(X + Y )|X(1− T ).
Als erstes werden wir nun TI vereinfachen mit Hilfe des folgenden Lemma

6.1. Lemma (J. L. Raabe, 1851)
Für das k − 1-te Bernoullipolynom und einem d ∈ N gilt:

Bk−1(dt) = dk−2

d−1∑
b=0

Bk−1

(
t+

b

d

)
.

Beweis: Siehe [RA], S. 348�. �
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Wir betrachten nun TI = B0
k−1(X+Y )|XT∞n . Nach der De�nition von T∞n und dem Lemma

6.1 erhält man:

B0
k−1(X + Y )|XT∞n =

∑
ad=n

0≤b<d

B0
k−1(X + Y )|X

(
a b
0 d

)

=
∑
ad=n
a>0

d−1∑
b=0

B0
k−1(X + Y )|X

(
a b
0 d

)

=
∑
ad=n
a>0

dk−2

d−1∑
b=0

B0
k−1

(
aX + b

d
+ Y

)

=
∑
ad=n
a>0

dk−2

d−1∑
b=0

B0
k−1

(
1

d
(aX + dY ) +

1

d

)
.

Mit t = 1
d
(aX + dY ) gilt nach der De�nition von B0

k−1 (Siehe 1.8), dass B0
k−1

(
t+ b

d

)
=

Bk−1

(
t+ b

d

)
+ (k−1)

2

(
t+ b

d

)k−2
und B0

k−1(dt) = Bk−1(dt)− (k − 1)B1(dt)k−2 = Bk−1(dt) +
(k−1)

2
(dt)k−2 . Aus dem Lemma 6.1 folgt somit:

dk−2

d−1∑
b=0

B0
k−1

(
t+

b

d

)
= Bk−1(dt) + dk−2

d−1∑
b=0

(k − 1)

2

(
t+

b

d

)k−2

= Bk−1(dt) + dk−2 (k − 1)

2
tk−2 + dk−2

d−1∑
b=1

(k − 1)

2

(
t+

b

d

)k−2

= Bk−1(dt) +
(k − 1)

2
(dt)k−2 + dk−2

d−1∑
b=1

(k − 1)

2

(
t+

b

d

)k−2

= B0
k−1(dt) +

d−1∑
b=1

(k − 1)

2
(dt+ b)k−2 .

Zur Verkürzung setzen wir Hn :=
∑

ad=n
0<b<d

(
a b
0 d

)
∈M und erhalten:

TI =
∑
ad=n
a>0

(
B0
k−1(aX + dY ) +

d−1∑
b=1

(k − 1)

2
(aX + dY + b)k−2

)

=
∑
ad=n
a>0

B0
k−1(aX + dY ) +

(k − 1)

2
(X + Y )k−2|XHn.

Für die Vereinfachung TII benötigen wir folgende zwei Lemma
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6.2. Lemma
Für alle n ∈ N gilt für die Bernoulli Polynome Bn die Identität:

Bn(X + 1)−Bn(X) = nXn−1.

Beweis: Siehe [WW], S. 127. �

6.3. Lemma
Für k ∈ N gilt die Identität

B0
k−1(X + Y )|X(1− T ) = −k − 1

2
(X + Y )k−2|X(1 + T ).

Beweis:Wir setzen Z = X+Y und betrachten obige Aussage in einer Unbestimmten. Dies
dürfen wir tun, da B0

k−1(Z)|ZT = B0
k−1(Z+1) = B0

k−1(X+Y +1)|XT = B0
k−1(X+Y )|XT .

Mit Hilfe des Lemma 6.2 ergibt sich:

B0
k−1(Z)|Z(1− T ) = B0

k−1(Z)−B0
k−1(Z + 1)

= Bk−1(Z) +
k − 1

2
Zk−2 −

(
Bk−1(Z + 1) +

k − 1

2
(Z + 1)k−2

)
= Bk−1(Z)−Bk−1(Z + 1) +

k − 1

2
Zk−2 − k − 1

2
(Z + 1)k−2

= −(k − 1)Zk−2 +
k − 1

2
Zk−2 − k − 1

2
(Z + 1)k−2

= −k − 1

2

(
Zk−2 + (Z + 1)k−2

)
= −k − 1

2
Zk−2|Z(1 + T ).

Und somit gilt B0
k−1(X + Y )|X(1− T ) = −k−1

2
(X + Y )k−2|X(1 + T ).

�

Damit haben wir

TII = −k − 1

2
(X + Y )k−2|X(1 + T ).
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Bisher haben wir also

ck1(X, Y )|X T̃n =
2

k − 1
(TI|X(S − 1) + TII|XUn) |Y (1− S)

=
2

k − 1

∑
ad=n
a>0

B0
k−1(aX + dY ) +

(k − 1)

2
(X + Y )k−2|XHn

 |X(1− S)|Y (1− S)

− (X + Y )k−2|X(1 + T )Un|Y (1− S)

=
2

k − 1

∑
ad=n
a>0

B0
k−1(aX + dY )|X(S − 1)|Y (1− S)

+ (X + Y )k−2|X (Hn(S − 1)− (1 + T )Un) |Y (1− S).

Wir wollen nun noch den hinteren Teil umformen mit folgenden Lemma

6.4. Lemma
Für M ∈M(2× 2,Z) gilt

(X + Y )k−2|XM |Y S = (X + Y )k−2|XSM.

Beweis: Es sei M =

(
a b
c d

)
∈ M(2 × 2,Z) dann ist SM =

(
0 −1
1 0

)(
a b
c d

)
=(

−c −d
a b

)
und man erhält:

(X + Y )k−2|XM |Y S = (X + Y )k−2|XM |Y S

= Y k−2

(
X − 1

Y

)k−2

|XM

= (cX + d)k−2Y k−2

(
aX + b

cX + d
− 1

Y

)k−2

= ((aX + b)Y − (cX + d))k−2

= (aX + b)k−2

(
Y +

−cX − d
aX + b

)k−2

= (X + Y )k−2|XSM.

�

Indem wir nun zu erst Lemma 6.4 und dann Matrizen Relation I aus 4.3 auf den hinteren
Term von ck1(X, Y )|X T̃n anwenden und zum Schluss den vorderen Teil Ausschreiben (wobei
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wieder B0
k−1(X) = −B0

k−1(−X) zu beachten ist), erhalten wir:

ck1(X, Y )|X T̃n =
2

k − 1

∑
ad=n
a>0

B0
k−1(aX + dY )|X(S − 1)|Y (1− S)

+ (X + Y )k−2|X (Hn(S − 1)− (1 + T )Un) |Y (1− S)

=
2

k − 1

∑
ad=n
a>0

B0
k−1(aX + dY )|X(S − 1)|Y (1− S)

+ (X + Y )k−2|X

 ∑
ad−bc=n
ad>0>bc

sgn(bd)

(
a b
c d

)
=

2

k − 1

∑
ad=n
a>0

B0
k−1(aX + dY )|X(S − 1)|Y (1− S)

+
∑

ad−bc=n
ad>0>bc

sgn(bd)(cX + d)k−2

(
aX + b

cX + d
+ Y

)k−2

=
2

k − 1

∑
ad=n
a>0

B0
k−1(aX + dY )|X(S − 1)|Y (1− S)

+
∑

ad−bc=n
ad>0>bc

sgn(bd) (cXY + dY + aX + b)k−2

=
2

k − 1

∑
ad=n
a>0

(
Xk−2B0

k−1

(
− a

X
+ dY

)
−B0

k−1(aX + dY )
)
|Y (1− S)

+
∑

ad−bc=n
ad>0>bc

sgn(bd) (cXY + dY + aX + b)k−2

=
2

k − 1

∑
ad=n
a>0

(
Xk−2B0

k−1

(
− a

X
+ dY

)
−B0

k−1(aX + dY )
)

− 2

k − 1

∑
ad=n
a>0

(
(XY )k−2B0

k−1

(
− a

X
− d

Y

)
+ Y k−2B0

k−1

(
aX − d

Y

))

+
∑

ad−bc=n
ad>0>bc

sgn(bd) (cXY + dY + aX + b)k−2

=
∑

ad−bc=n
ad>0>bc

sgn(bd)(cXY + dY + aX + b)k−2

− 2

k − 1

∑
ad=n
a,d>0

(
B0
k−1(aX + dY ) +Xk−2B0

k−1

( a
X
− dY

))

− 2

k − 1

∑
ad=n
a,d>0

(
Y k−2B0

k−1

(
−aX +

d

Y

)
− (XY )k−2B0

k−1

(
a

X
+
d

Y

))
.
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Dies entspricht aber genau der rechten Seite von Theorem II und somit haben wir die
Identität ck1(X, Y )|X T̃n = ckn(X, Y ), die wir zeigen wollten, um Theorem I zu beweisen.

�
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