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Algebra 2 Ubungsaufgaben zur Abgabe am 29.10.2015

Aufgabe 1.1 (6 Punkte):

a) Zeigen Sie: Ist A — B ein Ringhomomorphismus so ist B ein A-Modul.
b) Zeigen Sie: Jeder Modul ist ein Z-Modul.

Aufgabe 1.2 (2 Punkte):

Beweisen oder widerlegen Sie die Aussagen

a) Das direkte Produkt von Ringen []
b) Die direkte Summe von Ringen €

Aufgabe 1.3 (8 Punkte):
Beweisen Sie die Noetherschen Isomorphiesétze.

;e R ist wieder ein Ring.

ser B 1st wieder ein Ring.

a) Sei f: M — N ein R-Modulhomomorphismus, dann gibt es einen kanonischen Isomor-
phismus M/ ker f = im f

b) Seien N, N’ C M Untermoduln, dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus (N +
N)/N=N'/(NNN).

¢) Sind N’ ¢ N ¢ M Untermoduln, so ist (M/N’)/(N/N') = M/N.

d) Rechnen sie obige Aussagen a)-c) fiir N’ = 6Z, N = 3Z und M = Z nach.

Aufgabe 1.4 (3 Punkte):

Bestimmen Sie:

a) Z/nZ Qz L/mZ.

b) Z/TLZ ®z Q.

c) Qez R.

Aufgabe 1.5 (3 Punkte):

Es sei R = Z[/—5] = {a + byv/—5 € C|a,b € Z }. Weiter sei A; das von 1+ +/—5 und 2
erzeugte Ideal in R und A, das von 2 erzeugte Ideal.

Berechnen Sie die R-Moduln A; + Ay, A1 A; und A; As. Welcher dieser Moduln ist frei?

Universitat Hamburg - Tor zur Welt der Wissenschaft

Prof. Dr. U. Kiihn - Geom. 331 -Tel. (040) 42838-5185 - kuehn@math.uni-hamburg.de - www.math.uni-hamburg.de/home/kuehn



Algebra 2 Ubungsaufgaben zur Abgabe am 05.11.2015

Aufgabe 2.1 (8 Punkte):
Sei (¥): 0—— ML
a) Man sagt () spaltet, falls eine der folgenden &quivalenten Bedingungen i)-iii) gilt:
i) Es gibt ein ¢ € Hom4(M", M) mit g o ¢ = id (“g hat einen Schnitt”).

ii) Es gibt ein ¢ € Hom (M, M') mit ¢ o f =id (“f hat eine Retraktion”).

iii) Es gibt einen Isomorphismus h : M — M’ @ M", sodaf das folgende Diagramm
kommutiert

M —2= M" 0 eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln.

0—— M ! M g M"——0,
lid lh lid
0 M/ L1 M’ D M// Pry M// 0

hierbei sei ¢; die natiirliche Injektion und pr, die Projektion auf die zweite Komponente.
Zeigen Sie, dak i) -iii) dquivalent sind.

b) Zeige falls (%) spaltet, dann gibt es Isomorphismen M 2 im f @ kerty und M =
ker g @ im ¢.

Aufgabe 2.2 (4+2+2* Punkte):

Sei (%) : 0—= M'—L
Zeigen Sie:

a) Fir jeden A-Modul F ist auch die Sequenz (*“ Tensorieren mit F® 4 -”)

M—2 M7 0 eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln.

Fo,M —tsFo,M—~Fa, M —0

exakt.
b) Falls (x) spaltet, dann ist fiir jeden A-Modul F' ist auch die Sequenz

00— Fo M s Fo, M-~ F o, M —0

exakt.
c*). Was éndert sich falls wir (x) mit — ® 4 F tensorieren.
Aufgabe 2.3 (8 Punkte):

Sei A ein Ring und P ein A-Modul. Man nennt P einen projektiver Modul, falls eine der
folgenden dquivalenten Bedingungen gilt:

i) Sind f € Homyu (P, M") und g € Hom (M, M") gegeben, wobei g surjektiv sei, dann
existiert ein h € Hom (P, M), sodaf das folgende Diagramm kommutiert.




ii) Jede exakte Sequenz 0 — M’ — M" — P — 0 spaltet.

iii) Es gibt einen A-Modul M, sodaf P @ M ein freier Modul ist.
iv) Der Funktor M — Homy (P, M) ist exakt.

Zeigen Sie, dak i) -iv) dquivalent sind.

Aufgabe 2.4 (6 Punkte):

Ein Modul M heifit flach, falls das Tensorieren mit — ® 4 M kurze exakte Sequenzen
erhélt. Zeigen oder widerlegen sie die Aussagen:

a) Projektive Moduln sind flach.
b) Flache Moduln sind projektiv.
c¢) Freie Moduln sind projektiv.
d) Flache Moduln sind frei.
Aufgabe 2.5 (6 Punkte):

Es sei R = Z[/—5] = {a + byv/—5 € C|a,b € Z }. Weiter sei A; das von 1+ /—5 und 2
erzeugte Ideal in R und A, das von 2 erzeugte Ideal.

Welcher der R-Moduln A;, As, A;A; und A; A, ist frei, projektiv, bzw. flach?



