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1 Inzidenzraume

Definition. Seien P, & Mengen und I C P x & eine Relation, genannt Inzidenzrela-
tion. Das Tripel (P, &, ) heikt dann auch Inzidenzstruktur.

(P, &, 1) heikt Inzidenzraum (oder linearer Raum), wenn gilt:

(I1) Vo,y € P, x #y, 51G € & mit x,y[G  (Bezeichnung: z,y := G)

(I2) VG € & :x,y € P, v # y, mit x,yIG.

Bemerkung. 1. Elemente aus P heilen Punkte, Elemente aus & heilen Geraden.

2. Im Falle 2IG sagen wir ,,x liegt auf G“, ,,G geht durch x“, ,z inzidiert mit G* und
dhnliche geometrische Sprechweisen.

3. Gelegentlich wird ein Inzidenzraum (P, &, I) auch einfach mit P bezeichnet.

4. Bei der Darstellung endlicher Inzidenzrdume werden die Punkte in die euklidische
Ebene gezeichnet und mit Kurven verbunden, um die Geraden anzudeuten. Die Ge-
raden bestehen dann ausschlieflich aus den vorher markierten Punkten, die durch
jeweilige die Kurve verbunden sind. Die anderen Punkte auf den Kurven sind keine
Punkte der Geometrie (vgl. die folgenden Beispiele).

5. Insbesondere, miissen Geraden nicht ,,anschaulich gerade* sein, d. h. sie miissen nicht
in der euklidischen Ebene als Geraden darstellbar sein.

(1.1) Beispiele. (1) P ={a,b,c,d}, & ={AC P; |A| =2} (also |&|=6), [ = €.
(2) Allgemeiner: sei P eine beliebige Menge, & = {A C P; |A| =
2} (also |&| = (}) falls |P| =n € N), I = €. Dann heift (P, &,1) @ @

auch wvollstindiger Graph.

(3) durch die linke Figur definiert. -—«—~
(4) durch rechte Figur definiert. PR
(5) Zu gegebenem n € N und paarweise verschiedenen z,...,x,

seien P und & wie folgt definiert: P = {z¢...x,}, Q5 =

Hzy. . 2} U {{xo, 2} | 1 <i < n}. Dann ist (P, &, €) ein Inzi-

denzraum, genannt near-pencil.

(6) Mit P =R?, & = {a+bR; a € R? b € R*\{0}} ist (P, &, €) ein Inzidenzraum,

genannt affine Ebene iiber R, oder Anschauungsebene. Wir schreiben dafiir AG(R? R)
oder AG(2,R) (AG = ,affine Geometrie“).



Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir beliebige Kérper K statt R. (K muss nicht einmal
kommutativ sein.)
(I1) Seien z,y € P = K?,x #y. Dann gilt v,y € 2 + (y — 1)K € &.

Eindeutigkeit: seien z,y € a+bK , dann existieren A\, u € K mit x = a+0b\, y = a+bu,
A # . Es gilt

y—x=bp—N) = (y—2)K =bK und z+bK =a+b\+bK =a+ bK.

Daher existiert genau eine Verbindungsgerade.

(I2) ist klar. Somit ist P ein Inzidenzraum. n

(7) Das geht sehr viel allgemeiner: Sei (V, K) ein Vektorraum. Wir setzen & = {a +
bK ; a,b € V,b# 0}. Dann ist AG(V, K) = (V, &, €) ein Inzidenzraum.
AG(V, K) wird auch affine Ableitung des Vektorraums (V, K') genannt, bzw. als affiner

Koordinatenraum bezeichnet. Bsp. (6) ist der Spezialfall V' = R2 Der Beweis kann
wortlich von oben iibernommen werden.

(8) Zu P = {aR; a € R*\ {0}}, & = {aR + bR; a,b € R® linear unabhingig} ist
PG(2,R) := (P, 6, Q) ein Inzidenzraum. Ubung.

a

(9) P:{(J,l,ag,a:g}:@, aifaj <~ Z#] ¥

& ag

(10) Zu P = {aR; a € R®\ {0}}, setze
aRI 2R < aTa = ayz1 + aszs + azzs = 0.

Dann ist (P, P, ) ein Inzidenzraum. Ubung.

(11) In (P, ®) = AG(2,R) betrachte das Innere H des Einheitskreises (oder eine andere
nicht leere Teilmenge). Setze &y = {G € &; |[GNH| > 2} und zIG <— =z € G,
dann ist (H, &y, ) ein Inzidenzraum.

(1.2) Bemerkung. Man kann immer erreichen, dass PN® = o:
Ist (P,®,I) ein Inzidenzraum, so kann man jede Gerade G' € & mit der Menge der
Punkte identifizieren, die mit G inzident sind, d.h.

G :={xeP; zIG} und & ={G; G e &6}.

Dann ist (P, &', €) ein Inzidenzraum isomorph zum urspriinglichen (Beweis siehe un-
ten!).

Im Folgenden darf also, wenn (P, ®, ) ein Inzidenzraum ist, oE & C P(P) und [ = €
vorausgesetzt werden. Auf die explizite Nennung der Inzidenzrelation € kann dann ver-
zichtet werden und wir schreiben (P, &) statt (P, ®,€).



Definition. Sei ein Inzidenzraum (P, &, ) gegeben. Eine Punktmenge A C P heifit
kollinear, wenn es eine Gerade G € & gibt mit Va € A : alG. Eine Geradenmenge
B C & heift kopunktal, wenn es einen Punkt x € P gibt mit VG € B : zIG.

Seien (P,&,I) und (P’,®’,I') Inzidenzraume. Eine Bijektion o : P — P’ heifit Kolli-
neation oder Isomorphismus wenn Vz,y, z € P gilt:
{z,y, z} ist kollinear (bzgl. P) < {o(x),0(y),o(z)} ist kollinear (bzgl. P’)
Im Falle (P,®,1) = (P, &' I') heit o Automorphismus.
Vorsicht! Es geniigt nicht, dass P = P’ ist.

Existiert zwischen zwei Inzidenzraumen (P, ®, ) und (P’,&’,I’) eine Kollineation, so
heifen die Inzidenzrdume isomorph. Man schreibt auch (P, &,[) = (P, &’ I'), oder
kiirzer P = P’.

Beweis (von Bem. (LA)). Die Abbildung id : P — P ist ein Isomorphismus von
(P,&,1) auf (P,®’) (Bez. aus ([L2)). Zu zeigen ist

x,y, z sind kollinear bzgl. & <= =x,y, z sind kollinear bzgl. &’.

Das folgt aber offenbar direkt aus der Definition von &’. n

Bemerkung. Wie auch fiir andere mathematische Strukturen bildet die Menge aller
Automorphismen eines Inzidenzraumes (P, ®) eine Gruppe. Bezeichnung: Aut(P, ®).

(1.3) Satz. Seien (P,®,€) und (P',®', €) Inzidenzrgume und o : P — P’ eine Bijek-
tion. Dann sind dquivalent:

(I) o ist eine Kollineation
(I) VGC P ygilt: Ge® < o(G) ={o(r); r€G}ed
(D) Yy € P,z #y gt o(7.5) = o(2),000).

Beweis. (I) = (II) Esgilt: G € & <= Vz,y,z € G : {z,y, 2} kollinear <=
Ve,y,z € G: {o(x),0(y),o(z)} kollinear «<— o(G) € &'.

(I) = (III) 2,y und o(x,y) sind Geraden und o(z) und o(y) liegen auf letzterer,
also o(x,y) = o(x),0(y).

(IlI) = (I) Seien z,y,z € P und oE z # y.

z,y,z € P sind kollinear <= z € x,y <= o0(z) € o(z,y) =0(x),0(y) <=
o(x),0(y),o(z) € P’ sind kollinear. D. h. ¢ ist eine Kollineation. n

(1.4) Beispiele. 1. (vgl. Bsp. (C111)) P = {a,b,c,d} und (P,{AC P; |A| =2}) und
P :={1,2,3,4} und (P',{A C P'; |A| = 2}) sind offenbar isomorph (Isomorphis-
mus?) Was ist Aut(P)?



2. Bsp. ([I12) mit |P| = n ergibt Aut P = S,,.

3. Wir zeigen, dass die Inzidenzraume aus Bsp. ([CI18) und Bsp. (CI110) isomorph
sind. Wieder ist id : P — P ein Isomorphismus. Um die Begriindung transparent
zu machen, zeigen wir ,wie“ die Geraden abgebildet werden: Seien a,b € R? linear
unabhingig. Dann gilt G = aR, bR = aR + bR in (P, &, C). Bekanntlich existiert ein
z € R mit G =zt :={uecR? vz =0}, zB. 2 =axb (Koordinatendarstellung
des 2-dim. Untervektorraumes G in R?). Es gilt fiir alle A € R\ {0} : 2+ = (2\)*.
Man hat also

RCG < c'v=0 < RIzR

D.h. die Gerade G € & wird auf die Gerade xR € P abgebildet.

In einem gegebenen Inzidenzraum (P, &, I) schreiben wir fiir G, H € & kiirzer
GNH:={xeP;2zIGNzIH}.

Ist GN H einelementig, so schreiben wir statt {z} = GN H auch x := GN H. Fiir eine
Punktmenge A C P setze A C G, falls Va € A : alG. Das entspricht der Aussage in

Bem. (L2).

(1.5) Sei (P,&,1) ein Inzidenzraum und G, H € &, dann gilt G = H oder |GNH| =1
oder GNH = .

Beweis. Seien xz,y € GN H mit = # y, dann gilt G =7,y = H wegen (I1). n



2 Affine Ebenen

Definition. Ein Inzidenzraum (A, &) heikt affine Ebene, wenn gilt:
(P) (Parallelenaziom) VG € &, x € A\ G, J33H € S mit r € H und GNH = &.
(E3) Es gibt drei nicht kollineare Punkte.

Sei (A, ®) eine affine Ebene. Geraden G, H heien parallel, geschrieben G|/ H, wenn
G =H oder GNH = &. Fir x € A und G € & bezeichne {z||G} die (wegen (P)
eindeutig bestimmte) Parallele zu G durch .

(2.1) In jeder affinen Ebene ist || eine Aquivalenzrelation auf &.

Beweis. Reflexivitit und Symmetrie sind durch die Definition bereits gegeben. Zu priifen
ist noch die Transitivitdt. Fiir G, H, K € & gelte G||H und H|K.Im Fall GNK = &
ist nichts zu zeigen. Sei also GNK # g, etwarc e GNK —= G={z|H} =K. n

Definition. Sei (A, ®) eine affine Ebene. Fiir G € & bezeichne [G] := {K € &; K| G}
die Aquivalenzklasse von G in & bzgl. ||. Mit &/|| := {[G]; G € &} werde wie iiblich
die Menge aller Aquivalenzklassen bezeichnet.

(2.2) Beispiele. (1) Der Inzidenzraum (P, ®) aus ([LI11) ist die kleinstmdgliche affine
Ebene (genannt Minimalmodell), d.h. es gibt keine affine Ebene (A, ®’) mit |A| < |P]|.

(2) Der Inzidenzraum aus (CI13) ist ebenfalls eine affine Ebene. Es gibt vier Klassen
paralleler Geraden (also |&/||| = 4).

(3) Fiir einen Koérper K sei & = {a+bK;ac K*be K?\{0}}. Dann ist
AG(2,K) := (K?,®) eine affine Ebene, genannt affine Ableitung von K?, manchmal
auch affine (Koordinaten-)FEbene iiber K .

Beweis. (11), (I12) aus (I116).
(E3) ist klar (z.B. (0,0), (0, 1), (1,0) sind nicht kollinear).

(P) Sei x € K? und G = a+bK € & mit x ¢ G. Dann folgt  + bK Na + bK = &.
Um die Eindeutigkeit zu zeigen ist © + ¢cK Na + bK # o fir ¢cK # bK (also b,c
linear unabhéngig) nachzuweisen. Gesucht sind also Losungen (A, ) fir £ +c\ = a+bu
(bzw. dquivalent: cA — by = a — x). Da (b, c) eine Basis des K? ist, existieren die \, s
eindeutig. Somit gilt |z +cK Na+ bK|=1#0. n

(4) Sei D := {x € R?; ||z|]| < 1} die offene Einheitskreisschei-
be im R? und S':= {z € R?; ||z|| = 1} ihr Rand. Sei weiter
K die Menge aller Kreise und Geraden in R?, die S! sym-
metrisch zum Ursprung schneiden, d.h. es gibt zwei Schnitt-
punkte p,q und es gilt ¢ = —p. Sei & :={KND; K € K},
dann ist (D, ®) eine affine Ebene.




(2.3) Seien G,H € & mit GNH =x € A, dann gilt
VG' € |Gl,H' € [H]: |G'NH'|=1.

Beweis. Angenommen |G' N H'| # 1, also G’ = H' oder G' N H' = &, d.h. G'|H".
Wegen G||G’, H||H' folgt mit (Z1) G|/H, im Widerspruch zu GN H = x. n

(2.4) Sei (A, ®) eine affine Ebene und G,H, K € & mit
G,H }t K. Dann gelten:

(1) ¢:G— H; z— {z|K}NH ist eine Bijektion, genannt
Parallelperspektivitéit (mit Richtung K ).

(2) |G| = [H| = [G]]
Beweis. (1) ¢ ist wohldefiniert wegen 23) ( = [{z| K} N H| =1).
Injektivitdt: Zu x,y € G sei

p(z) =ely) = {zlK} ={o@)|K} ={eWlIK} = {yll K}
= rz={z||K}NG={y||[K}NG=y (denn G }t K).

Surjektivitat: Sei z € H und
y={z|K}NG = oy)={yl|K}nH={2|K}NH =z

(2) |G| = |H]| folgt aus (1). Natiirlich kann man ebenso |K| = |G| zeigen.
Betrachte die Abbildung ¢ : [G] — K; G' — G' N K.

1 ist wohldefiniert, denn |GNK|=1 = VG € [G] : |G'N K| =1 (wegen (2.3)).
¥ ist injektiv: sei ¥(G;) = ¥(Gy) fir Gy, Gy € [G]. Dann gilt

G1 = {Y(G)|G} = {¥(G)|G} = G2 = G1 =Go.

¢ ist surjektiv: sei p € K. Dann ist G’ = {p||G} € [G] und es gilt Y(G) = p.

Also ist ¢ eine Bijektion [G] — K, und es gilt |[G]| = |K| = |G| = |H]. n
Definition. Sei (A, ®) eine affine Ebene, dann heift |G| fir G € & die Ordnung von
A, bezeichnet mit ord A = |G|. Wohldefiniertheit ist durch (4 sichergestellt.

(2.5) Beispiele. (1) Beispiel (Z21) bzw. (LI11) hat ord = 2.

(2) Beispiel (Z22) bzw. (LI13) hat ord = 3.

(3) ord(AG(2,R)) = |R|, also (iiberabzdhlbar) unendlich.

(4) Im Inzidenzraum von Beispiel ([I15) ist fiir n > 3 keine Ordnung definiert.
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(2.6) Satz. Sei (A, ®) eine affine Ebene der Ordnung q € N. Fir alle x € A und alle
G € & qilt dann

(0) 1G] =4
(1) 1G]l =q
(2) {He®; zeH}=q+1
(3) 14 =¢

(4) [(&/I)l=q+1
(5) 18] =¢*+¢q

Beweis. (0) nach Definition von ord. (1) nach (Z412).

(2) Wihle K € & mit « ¢ K. Fiir alle y € K ist 7,y eine Gerade durch z, dazu kommt
{z||K}, so dass es mindestens ¢ + 1 Geraden durch x gibt. Da jede Gerade durch x
entweder parallel zu K ist oder K trifft, sind es genau ¢ + 1.

(3) [G] ist eine Partition von A, d.h. A = Jgcq K und fiir K, K’ € [G] gilt K = K’
oder K N K’ = & . Daraus folgt

A=) IKl=q-a=¢"

KelG]
(4) Sei x € A fest. Zu H H' e {K € ; z € K} sind
[H],[H') € &/|| und H#H = [H]#[H].

Somit gibt es mindestens g+1 Parallelklassen. In jeder Parallelklasse gibt es ein Element,
das durch z lauft, also sind es genau ¢ + 1.

(5) 18] =18/[I|- 1[Gl = (¢+1) - g=¢°+q. m

Seien (A, ®) eine affine Ebene und G, K € & mit G ) K.
Die (offensichtlich wohldefinierte und surjektive) Abbildung

T A—G; = {z|K}NnG

heifst Parallelprojektion (mit Richtung K).

Seien (A, ®) eine affine Ebene, G,H € & und z € A\ (GU H).
Fir G }f H sei ¢ :== {z]|G} N H und p := {z||H} N G. Die bijektive
Abbildung

§:G\{p} = H\{q}; v—TZNH
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heifst zentrale Perspektivitit. Fir G| H ist
§&:G—-H;, x—7,zNH
wohldefiniert und bijektiv (und heift ebenfalls zentrale Perspektivitit).

Bemerkung. Die Herausnahme der Punkte p,q stellt sicher, dass £ im Fall G }f H
wohldefiniert, d.h. jeder Punkt aus G\ {p} hat ein Bild, und surjektiv ist, d.h. jeder
Punkt aus H \ {¢} hat ein Urbild.

Durch die Hinzunahme von neuen Punkten und einer neuen Geraden zur affinen Ebene
(A, ®) kann bei der zentralen Perspektivitiat auf die ldstigen Ausnahmepunkte und die
Fallunterscheidung verzichtet werden.

Definition. Der projektive Abschluss (P, ®’) einer affinen Ebene (A, ®) ist folgender-
maken definiert: ergénze jede Gerade G € & um einen Punkt [G], genannt Fernpunkt
von G, also G' := G U{[G]}. (Beachte, dass parallele Geraden denselben Fernpunkt
bekommen!) Weiter sei ' := &/|| = {[G]; G € &} eine zusitzliche Gerade, genannt
Ferngerade. Dann sei

(P,&") = (AUF, {GU{[G]}; Ge&}U{F}).
Bemerkung. (1) Im Beispiel (LT11) ergibt sich das Beispiel ([C114).
(2) Im Beispiel (224) kann man sich die Fernpunkte als Punkte auf S' vorstellen.

(2.7) Der projektive Abschluss (P, ®') einer affinen Ebene (A, ®) ist ein Inzidenzraum
mit den Figenschaften:

(1) VG € & gilt |G’ > 3.

(2) VG',H' e &' ,G' # H', gilt |G'NH'| =1.

Beweis. (I1) Seien x,y € P,z # y.

1. Fall: x,y € A = z,yU{[z,y]} ist eine Verbindungsgerade, da aber x,y ¢ F ist es
auch die einzige.

22Fall: € Ajy¢g A = y = [G] fir G € & und wegen (P) ist {z||G} U{[G]} die
Verbindungsgerade.

3. Fall: z,y ¢ A = z,y € F und F ist die Verbindungsgerade von z,y in P.
(I2) und (1) sind klar, denn ([ZBl0) zeigt VG € & : |GU{[G]}| > 3 und aus (264) folgt
|F| > 3.

(2) 1. Fall: G’ # F # H'. Seien G, H €  mit G' = GU{[G|}, H = HU{[H|}. Dann
folgt entweder G||H und G'NH' = [G] (= [H]) oder G }f H und |GN H| =1 (beachte
(G # [H]).

2. Fall: oE. H' = F. Dann folgt G’ N H' = G' N F = [G]. n



3 Projektive Ebenen

Wir wollen nun die Eigenschaften des projektiven Abschlusses einer affinen Ebene axio-
matisch erfassen.

Definition. Ein Inzidenzraum (P, ®) heit projektive Ebene, wenn gilt:

(I3) VG € & gilt |G| >3
(I4) VG, H € & gilt GNH # &
(E3) Es gibt drei nicht kollineare Punkte.

(P, ®) heilt verallgemeinerte projektive Ebene, wenn (nur) (I4) und (E3) erfiillt sind.
Bemerkung. Aus (I1) und (I4) ergibt sich sofort G # H — |GNH| =1 (vgl. (C3)).

(3.1) Beispiele. 1. Wegen (27) ist der projektive Abschluss jeder affinen Ebene eine
projektive Ebene.

2. Minimalmodell: (LT14) ist der projektive Abschluss von ([LI11), die Ferngerade F' ist
gestrichelt dargestellt. Es gibt keine projektive Ebene (P, &) mit |P| < 7.

3. Jeder near-pencil ist eine verallgemeinerte projektive Ebene, aber keine projektive
Ebene.

4. PG(2,R) (vgl. (I118)) ist eine projektive Ebene.

5. Allgemeiner: sei K ein beliebiger Kérper, P = {aK; a € K*\ {0}} und & =
{aK + bK ; a,b € K? linear unabhingig}. Dann ist PG(2, K) := (P, &, C) eine pro-
jektive Ebene. (Aufgabe 3 zeigt (I1), (I2) und (I4). Warum gelten (I3) und (E3)?)

(3.2) Sei (P,®) eine verallgemeinerte projektive Ebene. Dann gilt:

(1) Falls 3G,H € ,G# H, |G|,|H| > 3, dann ist (P, ®) projektive Ebene.

(2) (P,®) ist projektive Ebene oder near-pencil.

Beweis. (1) Sei K € & mit K # G, H, dann ist |K| > 3 zu zeigen. Sei z =G N H.
1. Fall: z¢ K. Seien t = KNG und y=KNH.

G [H[ >3 = 32" € G\{x,2},3 € H\{y,z}

Wegen (I4) existiert w = 2/, N K (und w # z,y wegen
G,H # K), also gilt |K| > 3.
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2.Fall: z€ K. Zu z € G\ {z},y € H\ {2} sei G' := x,y.
Dann gilt |G'| > 3 wegen Fall 1 und G', H, K liegen wie in
Fall 1. Also |K| > 3.

(2) folgt direkt aus (1). ]

Der Prozess des projektiven Abschliessens kann umgekehrt werden:

(3.3) Sei (P,®) eine projektive Ebene und F € &. Setze Pr := P\ F und Gp :=
{G\ F; Ge®\{F}}. Dann gilt:

(1) (Pr,®f) ist eine affine Ebene.
(2) Fir GH e 8\ {F} gilt (G\F)|(H\F) < GNF=HNF.
(3) Der projektive Abschluss von (Pr, &) ist auf natirliche Weise isomorph zu (P, ®).

Beweis. (1) (I1) Sei 2,y € Pr,x #y. 3:G € & mit z,y € G,G # F,und x,y € G\ F.
(I2) folgt aus (I3),da G\ F =G\ (GNF).

(E3) Seien a, b, c € P nicht kollinear und 0.B.d.A. a ¢ F. Wegen (I3) 30’ € a,b\ F,b' #
a,und ¢ € a,c\ F,d # a,und a,b,¢ € Pr sind nicht kollinear.

(P)Sei G € 8\ {F} und z € Pr,x ¢ G. Mit z = GNF erfilllt H := z,2\ F die
Bedingungen x € H € &r und H N (G \ F) = &. Das zeigt die Existenz.

Fir K€ ® mit r € K und K #x,z gilt KNG & F also K\ FNG\ F # &. Daher
ist H die einzige Parallele zu G \ F' durch z.

(2) ist im Beweis von (P) enthalten.

(3) Ubung. n
(3.4) Sei (P,®) eine projektive Ebene, G,H € &, G # H, und z € P\ (GU H).
Dann gilt:

(1) (: G — H; v+ x,zN H ist eine Bijektion, genannt
zentrale Perspektivitét.

(2) |G| =[H].

Beweis. Ubung. n

Fir G € & heift |G| — 1 die Ordnung der projektiven Ebene (P, &) (Bezeichnung
ord P). Wegen (B.412) ist das eine sinnvolle Definition.

11



AA P Ngtscd

Beispiel 1 Be1sp1e1 2 Beispiel 3

(3.5) Bemerkung. (1) Jede affine Ebene hat die gleiche Ordnung wie ihr projektiver
Abschluss. (Deshalb wird |G| — 1 als Ordnung der projektiven Ebene bezeichnet.)

(2) Jede projektive Ebene hat die gleiche Ordnung wie jede in ihr enthaltene affine
Ebene (vergleiche ([B31)).

(3) Diese sind aber i. A. nicht isomorph (im Unterschied zu [B33)), da die Wahl der
Geraden F willkiirlich ist. Beispiele dazu werden wir evt. spiter in den Ubungen be-
handeln.

(3.6) Sei (P,®) eine projektive Ebene der Ordnung q € N. Dann gilt fir alle x € P
und G € &:

(1) [Gl=q+1

(2) |Z|=|{He®; zecH}| =q+1
() IPl=¢"+q+1

4) [®|=¢+q+1.

Beweis. Alle Punkte ergeben sich aus (26), (B3) und der Konstruktion des projektiven
Abschlusses. |

Dualitat

Definition. Sei (P, &, 1) ein Inzidenzraum. Das Tripel (&, P, I') mit GI'z : <— zIG
heikt duale Inzidenzstruktur zu (P, &,I).

(3.7) Beispiele. (1) Die duale Inzidenzstruktur eines near-pencils ist wieder ein near-
pencil.

(2) Die duale Inzidenzstruktur von ([CIL1) ist kein Inzidenzraum (z.B. #3,5).
(3) Die duale Inzidenzstruktur von (BI12) ist wieder eine projektive Ebene.

Falls (&, P, I') ebenfalls ein Inzidenzraum ist (was i. A. nicht der Fall ist, da die Existenz
von ,,Verbindungsgeraden“ nicht gesichert ist), bietet es sich an, um bei I = € auch
I’ = € wihlen zu konnen, die duale Inzidenzstruktur geeignet zu schreiben:
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Setze P = &, Vo € P: T = {Ge®; xreG} und G = {?; :EEP}. Dann ist
(P,&,€) der zu (P,®,€) duale Inzidenzraum.

Es ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen P und P:

Inzidenzraum (P, ®, €) | dualer Inzidenzraum (P, &, €)

Punkt = Gerade 7
Gerade G Punkt GG

Verbindungsgerade 7,7 Schnittpunkt 7Ny =7,y
Schnittpunkt G N H Verbindungsgerade G N H

Insbesondere sind die Begriffe ,,kollinear” und ,,kopunktal“ zueinander dual.

(3.8) Bemerkung. 1. Wegen ([CH) gibt es in der dualen Inzidenzstruktur eines Inzi-
denzraumes hochstens eine Verbindungsgerade zwischen zwei Punkten — das folgt
aus aus (I1).

2. Sei (P,®,1]) ein Inzidenzraum. Gilt |&| # 1, dann ist (I2) auch in (&, P, I’) erfiillt.

3. Sei (P,®,I) ein Inzidenzraum.
(&, P, I') ist Inzidenzraum <= (P, ®, ) ist verallgemeinerte projektive Ebene

(denn (I1) <= (I4) und (I12) <= (E3)). Insbesondere gilt: (P,&,I) und (&, P, )
sind beide verallgemeinerte projektive Ebenen, oder beide nicht.

(3.9) Sei (P,®,€) eine projektive Ebene, dann ist (&, P,3) auch eine projektive Ebe-
ne, die zu (P, ®, €) duale Ebene. Sie hat dieselbe Ordnung wie (P, ®).

Beweis. Wegen obiger Bemerkung (3) ist nur (I3) zu zeigen. (I3) folgt direkt aus (B:62).
Wegen (B.6) sind die Ordnungen gleich. n

Als direkte Folgerung ergibt sich das

(3.10) Dualitétsprinzip. Ersetzt man in einem fiir alle projektiven Ebenen giiltigen
Satz

1. Punkte durch Geraden und Geraden durch Punkte

2. , Verbinden® durch ,,Schneiden” und , Schneiden® durch ,, Verbinden“

so erhdlt man wieder einen Satz, der fir alle projektiven Ebenen gilt.
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Homogene Koordinaten

Fiir einen Koérper K wird der Zusammenhang zwischen AG(2, K) und (P,®) =
PG(2, K) untersucht. Sei A := (0,0,1) + (1,0,0)K + (0,1,0)K. Zusammen mit der
iiblichen Geradenstruktur ist (A,®,4) eine affine Ebene. Betrachte die Abbildung
t:A— P; x+— zK, die Punkte aus A auf Punkte aus P und entsprechend Geraden
auf Geraden abbildet: Fiir G = a + 0K € &4 gilt «(G) = aK + bK € &, also ist «(G)
der von G erzeugte 2-dimensionale (da a, b linear unabhingig in K3) Untervektorraum
des K3.

¢ ist nicht surjektiv, denn Punkte (ai,as,0)K € P liegen
nicht im Bild. Die Bilder der in A parallelen Geraden a+ 0K,
¢ + bK schneiden sich in (b1, by, 0)K, dementsprechend ist
F:=(1,0,0)K +(0,1,0)K € & die Ferngerade in PG(2, K).
Wir nutzen die Konvention, die Koordinaten als (zg,x1, z5)
zu bezeichnen, und prézisieren die obige Idee.

(3.11) Satz. Sei K ein Korper, (P,®) =PG(2,K) und (A, &,4) = AG(2, K). Fir die
Abbildung v : A — P; (ay,a9) — (1,a1,a2) K, genannt kanonische Einbettung, gilt:

(1) ¢ ist injektiv.
(2) Va,b,ce A gilt: a,b,c sind kollinear <= (a), (), c(c) sind kollinear.

(3) Sei P der projektive Abschluss von A. Durch i([bK]) = (0,b1,b2)K fiir alle
b € K?\ {0} wird eine Fortsetzung © : P — P definiert (also i|4 = ¢), die
ein Isomorphismus ist.

Beweis. Zu jedem Vektor x = (z1,29) € A = K? bezeichne 2’ den Vektor (1,x1,zs) €
K3.
(1) Sei a,b € A mit
wa)=1) = dK=VK = d =W\ = A=1 (wegen a)="b,=1)
— d =V = a=0.

(2) ,, = “: Seien a, b, c € A kollinear und verschieden, dann existiert A € K mit

¢c = at+t(b—a)A=a(l-N)+b\ =
d = d1-N+V)N = (KCdK+VK = u(c) C(a),(d),
und ¢(a),t(b),t(c) sind kollinear.

, < “: Seien t(a), t(b),t(c) kollinear, dann gibt es p, A € K mit ¢ = o’u + V'\. Es
folgt u+ A =1, denn aj = by, = ¢, = 1. Somit ¢ = a(l — A) + b\ =a+ (b — a)\ und
a, b, ¢ sind kollinear.
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(3) 7 ist fiir alle p € P definiert, denn [bK] durchliuft alle Parallelklassen von A.

i ist injektiv: Sei 7([bK]) = i([cK]) mit b,c € K*\ {0}, d.h. (0,b1,b9) K = (0, ¢y, o) K.
Daher gilt bK = cK, also [bK] = [cK]. Die anderen Fille gelten wegen (1) und der
Definition.

¢ ist surjektiv: Sei aK € P.

1. Fall: ap = 0. Dann gilt 7([(a1, a2)K]) = aK.

2. Fall: ag # 0. Es gilt t(a1ay", asag?) = (1,a1a5", azag ) K = (ag, a1, a2) K = aK .

¢ ist Kollineation: Seien a, b, ¢ € P verschieden und bezeichne F' die Ferngerade von P.
, = “: Seien a, b, ¢ kollinear.

1. Fall: a,b # F und oE. a,b € A. Falls ¢ € A folgt die Behauptung mit (2). Falls
c € F,d.h.

¢ = [ﬂ} —la+ (b-a)K] = [(b-a)k] =
Z(C) = (O, b1 — ay, bg - (IQ)K = (b/ - (I/)K Q (Z/K + b/K = L((Z), L(b)

und Z(a),2(b),(c) sind kollinear.

2. Fall: a,b,c € F. Dann gilt i(a),i(b),2(c) I ((0,1,0)K + (0,0,1)K), also sind
i(a),2(b),7(c) kollinear.

, <= “: Seien i(a),i(b),i(c) kollinear.

1. Fall: 7(a),2(b) # (0,1,0)K + (0,0,1)K. Dann gilt oE. i(a) = 'K, i(b) = V'K und
ic)=(dN+Vp)K.

Falls A = —p gilt i(c) = (0,by — a1,by — ag) K und ¢ = [(b — a)K] ist Fernpunkt der
Geraden a,b in P, d.h. a, b, c sind kollinear.

Falls A\ # —p oE. A+ =1 (sonst beide geeignet skalieren), also

ile)=(dX+b(1-MN)K=((d —0)N+V)K = c=(a—bN+D

und a, b, ¢ sind kollinear.
2. Fall: i(a), 2(b), i(c) I ((0,1,0)K 4 (0,0,1)K). Dann sind a,b,c € F kollinear. n

Sei (P,®) = PG(2, K). Man nennt (ag : a; : as) homogene Koordinaten des Punktes
aK € P. Die Elemente ag, a1, ay sind nur bis auf Vielfache (# 0) aus K bestimmt,
dh. VA € K\ {0} : (ap : a1 : az) = (agA : a1 : ax\). Im Fall ay # 0 bezeich-
net (ag : a; : ay) den ,affinen Punkt* (aja;*’,azag'), fiir ag = 0 den Fernpunkt der
affinen Geraden (ai,as)K . Der affine Punkt (a;,as) bekommt unter der kanonischen
Einbettung die homogenen Koordinaten (1 : a; : az). Man nennt (a;,as) auch die in-
homogenen Koordinaten des Punktes (1,a;,a9)K . Beachte (ag : ay : ag) # (0:0:0),
denn a =0 = aK ¢ P.
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Beispiel. (1:2:3)=(2:4:6).

(3.12) Sei (P,®) =PG(2,K) und F € &. Dann ist die affine Ebene (Pr, Br) (siehe
(Z3)) isomorph zu AG(2, K).

Beweis. Wihle eine Basis vom K3, by, by € F, by € K3\ F. Beziiglich dieser Basis liegt
die Situation aus (BIT) vor. Es bleibt zu zeigen, dass Koordinatentransformationen die
Geometrie nicht #indern, genauer: K3 — K?3; x — Mx induziert einen Automorphismus
von PG(2, K) fiir alle M € GL(3, K). Das werden wir in Kapitel 6 sehen. n

(3.13) Bemerkung. Sei K ein Kérper und V ein K-Vektorraum mit dimV = 3.
Dann erhélt man eine projektive Ebene durch

P:={aK; acV\{0}}, &:={aK +bK; a,becV linear unabhingig}, I:=C.

Natiirlich ist (P, ®) isomorph zu PG(2, K'). Durch Wahl einer Basis werden homogene
Koordinaten festgelegt.

Zur Existenz endlicher affiner bzw. projektiver Ebenen

Nach ([Z213) gibt es zu jedem Korper eine affine Ebene AG(2, K') und nach (BT eine
zugehorige projektive Ebene PG(2, K), beide mit Ordnung |K|. Fiir jede Primzahl p ist
GF(p) := (Z,,+,-) ein Kérper. Fiir jedes n € N ldsst sich Z, zu einem Kérper GF(p™)
mit p"” Elementen erweitern. Dieser ist sogar bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt
(Beweis in der Algebra).

(3.14) Beispiel (Skizze). Das Polynom 2? + z + 1 hat keine Nullstelle in K = Z,.
Bezeichne 7 eine Nullstelle von z2+x+1 (also 72 = 7+1). Die Menge GF(4) := Zy+ZoT
bildet einen Korper mit den 4 Elementen 0,1,7,7 + 1 und folgender Addition und
Multiplikation

(a+br)+ (c+dr) = (a+e)+ (b+d)T
(a+br)(c+dr) = (ac+bd)+ (ad+ bc+ bd)T.

Fiir die Inversen gilt

Tt =74+1 und (74+1)'=7
Fiir K = R erzeugt das Polynom 22 + 1 auf diese Weise den Kérper C der komplexen
Zahlen (mit der Nullstelle ).

(3.15) Bemerkung. 1. Die Multiplikation ergibt sich durch distributives Ausmultipli-
zieren der Summen, und Anwenden der Tatsache, dass 7 Nullstelle des gegebenen
Polynoms ist.
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2. Um endliche Kérper mit p? bzw. p? Elementen zu konstruieren, kann man entspre-
chend vorgehen: Finde ein Polynom vom Grad 2 bzw. 3 ohne Nullstellen in Z,,
betrachte Z, + Z,7 bzw. Z, + Z,7 + Z,7* usw.

Fiir p™,n > 4, muss das Polynom ,,irreduzibel” sein.

3. Ist K = GF(q) fiir eine Primzahlpotenz ¢ = p", so schreiben wir statt AG(2, K) =
AG(2,GF(q)) auch kiirzer AG(2,q). Entsprechend schreiben wir PG(2,q) statt
PG(2,GF(q)).

(3.16) Folgerung. Fir jede Primzahl p und alle n € N gibt es affine und projektive
Ebenen der Ordnung p™, etwa AG(2,p") bzw. PG(2,p").

(3.17) Satz (Bruck-Ryser). Gibt es fir ¢ € N mit ¢ =1 mod 4 oder ¢ =2 mod 4
eine projektive Ebene (P,®) mit ord P = q, so ist q die Summe zweier Quadrate, d.h.
Jda,b € Ny mit ¢ = a® + b%.

Beweis. Siehe etwa in Hughes/Piper [2]. n
(3.18) Satz. FEs gibt keine projektive Ebene der Ordnung ¢ =6 mod 8.

Beweis. Sei a € N geschrieben als a = 4m + r mit r € {0,1,2,3}. Dann ist
a® = 16m* + 8mr +r*> = 8m’' + s mit m’ € N und s € {0,1, 4}.

Fiir a,b € N gilt also a* + 0> = 8m” +t mit m” € N und ¢ € {0,1,2,4,5}. Sei nun
¢ =6 mod 8, dann folgt Va,b € Ny : ¢ # a® + b*. Es gilt aber auch ¢ =2 mod 4 und
mit (BI7) folgt dann, dass es keine projektive Ebene der Ordnung ¢ geben kann. g

Aus (BI6) und (BID) folgt auch (steckt aber im Beweis von (B11))

(3.19) Satz. Jede Primzahl p =1 mod 4 ist die Summe zweier Quadrate. m

(3.20) Bemerkung. 1. Fermatf:  Fiir jede Primzahl p # 2 gilt:
p ist Summe zweier Quadrate (sogar eindeutig) <= p =1 mod 4.
Insbesondere sind Primzahlen p =3 mod 4 nicht Summe zweier Quadrate.

2. Der Satz von Bruck-Ryser benétigt den sog. Vierquadratesatz von Lagrangeﬁ, der
besagt, dass jede natiirliche Zahl Summe vierer Quadratzahlen ist.

3. Alle bekannten projektiven Ebenen haben als Ordnung eine Primzahlpotenz.

!Pierre de Fermat 1601-1665
2Joseph Louis Lagrange 1736-1813
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4. Neben dem Satz von Bruck-Ryser gibt es ein einziges Nichtexistenzergebnis:

Mit Hilfe eines Computers wurde gezeigt, dass es keine projektive Ebene der Ord-
nung 10 gibt.

5. Fiir Primzahlpotenzen ¢ gibt es auch Beispiele von projektiven Ebenen, die nicht
die Form PG(2, ¢) haben und zum Beispiel mit Fastkorpern dargestellt werden. Der
kleinste echte Fastkorper hat 9 Elemente. Mehr dazu im n#chsten Kapitel.

Fiir einige Ordnungen ist die Existenzfrage einer projektiven Ebene also geklart:

Ordnung || 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14

15

Existenz || ex. ex. ex. ex. ex.n. ex. ex. ex. ex.n. ex. 7 ex. ex. 0.

?

Beweis || p" p* p* p* @ID) p* pt Pt compue p" - p"  (BID)
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4 Schlieffungssatze und Koordinatisierung

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, affine Ebenen, die zu einem AG(2, K') isomorph sind, zu
kennzeichnen. Obwohl Zusatzeigenschaften, die dies leisten, den Charakter von Axiomen
haben spricht man meist von ,SchlieRungssétzen“. (Es sind ja Sitze, die in AG(2, K)
gelten.) Entsprechende Aussagen erhélt man dann natiirlich auch fiir projektive Ebenen.

Schlieffungssatze in affinen Ebenen

Definition. Die affine Ebene (A, &) heift desarguessch, wenn das folgende Aziom von
Desarguesﬁ erfiillt ist:

(AD) Fiir i € {1,2,3} seien GG; € & verschieden aber kopunk-

tal mit z € G;. Fiir verschiedene a;,b; € G; \ {z} gelte ﬂ
dann:

%

ar,az || by, ba A ag, as || ba, bs = aq, as || by, bs.

Wir bendétigen ein vorbereitendes Lemma.

(4.1) Wir betrachten AG(2, K) dber dem Korper K. Seien
a,b,z € K? nicht kollinear und fir \,u € K \ {0} seien
zy=z2+(a—2)\, y, =2+ (b— z)u. Dann gilt:

o8

Wb | Tz = A=
Beweis. a,b || zx,y, < (b—a)K = (y,—z\)K <= 36 € K\{0}:y,—z) = (b—a)d.
, <= “:Sei A =p, dann gilt y, — 2y = (b—a)A, also § = .
= It A p =y # s (mit g2 = 2+ (5—2)A). Daaber 7.5 = {z || 3.8} #
Zx, Yy (wegen z,xy,y, nicht kollinear) gilt, folgt a,b }f xx,y,. n
(4.2) Satz. Die affine Koordinatenebene (A, ®) = AG(2, K) dber einem Kérper K ist

desargessch.

Beweis. In der Situation (AD) gilt b; = z + (a; — 2)\; mit \; € K*. Wegen (1] hat
man ai, o H bl,bg — A\ = Ay und Qo2, a3 || bg,bg — Ay = )\3. Es fO]gt natiirlich
A1 = A3 und weiter (mit (1)) aq,as || b1, bs. n
(4.3) Beispiel. Die Moulton-Ebene (vgl. Ubungsaufgabe 3) hat die Punktmenge R2
und die folgende Geradenmenge &: Zu m,c € R sei

(¢) = {(21,22) €eR*; 21 =c} und

(m,c) = (m,c) = {(x1,22) € R?*; 29 = max; + ¢} firm <0
' N {(z1,22) € R?; (0> 3o =may +¢) V(0 <zo=3(mx; +¢)} fiirm>0

3Girard Desargues 1591-1661
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Weiter sei & = {(m,c)); m,c € R}U{(c); ¢ € R}. Dann ist
(M, ®) eine nicht desargessche affine Ebene.

Beweis (Skizze). (R?, &) ist affine Ebene: (I1): Betrachte die Punkte a # b € R? (oE.
mit a; < b;). Nur der Fall (a; < b;) A (a2 < 0 < by) weicht vom Ublichen ab. Gesucht
ist G = {(m,c), so dass a,b € G. Also

as =maq + ¢ mzzlf’f_—_a“f>0
2by = mb; + ¢ c= a9 — ma;

und G ist somit eindeutig bestimmt.
(I2) und (E3) sind klar.

(P): Man kann zeigen: (m,c) N {(m/,c)) = o <= m=m'.
Offensichtlich ist in der nebenstehenden Figur (AD) nicht er-
fiillt.

(4.4) Sei (A, ®) eine desargessche affine Ebene. Dann gilt:

(1) (Ad) (,kleiner Desargues®) Fir i € {1,2,3} seien G; € 8 S
& parallel und verschieden. Weiter gelte a;,b; € G. bz G
Dann al,CLQHbl,bQ/\CLQ,CLgHbQ,bg - (Zl,CLgHbl,bg. G

(2) (AD’) (,Umkehrung des Desargues®) Seien aq,as, as, by, bs,bg € A verschieden, so
dass weder ay,as,as noch by, by, by kollinear sind und fir i,j € {1,2,3},i # j,
gelte a;, a;||b;,b;. Dann ist {m; i€ {1,2,3}} eine Menge von parallelen oder
kopunktalen Geraden.

(3) (Scherensatz) Seien G1,Go € & und ay,as, by, bz € G1\ G

b, b G,
und as, aq, by, by € Gy \ Gy. Dann gilt: N
— JEE— G
Vi € {1,2,3} : a;, a;i1]|bi, bis1 = ay, aql|by, ba. alaﬂ B b
Beweis. (1) Die Voraussetzung implizieren:
EIZ € {17273} La; = bz — \V/Z € {1,2,3} ta; = bz

Daher kénnen wir Vi € {1,2,3} : a; # b; annehmen. OE. seien weder aq, as, as noch
b1, by, by kollinear (ansonsten ist die Aussage trivial).

Sei nun G = {by||a1, a3}, dann existiert 0y := G N b, by (weil ay,as Yf ba, bs). Angenom-
men bz # by, dann existiert z := as, by N G2 und @} := a1, a2 N z,b; (weil ay, as||by, by).
Es gilt !, as||b1, b, a9, as||bs, by, also folgt mit (AD):

aly,as||by, bllar, a3 = dj,a3 =aj,a3 = aj =

(denn ay = ay,as Nay, a3 = a,as Naj, a3 = ay), daher z €
ay, by = G1. Wegen z € (G5 widerspricht das der Annahme
G1 || Go und Gy # Gs.
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(2) Falls fiir ein Paar 4,5 mit ¢ # j gilt a;,b; = a;,b;, so ist nichts zu zeigen. Im an-

deren Fall seien fiir i € {1,2,3} wenigstens zwei a;,b; nicht parallel (sonst ist eben-

falls nichts zu zeigen), also oE. z = aj,b; N ag,by. Es gilt z # a3, b3 (denn sonst
ar,az = by, bs — Widerspruch). Sei b = 2, a3 N by, by (exi-

stiert, da ansonsten z € a1, a3 = by, b3 = a1, a3 — Wider- a &

spruch). Die Punkte asy, a1, as, by, by, b erfiillen die Vorausset-

zungen von (AD), also gilt by, b5 ag, as||by, bs = by, b = %

bg, bg und bg = bl, bgmbg, bg = bg, insbesondere gllt Z € as, bg.
(3) Im Fall as, 0,3”(1,1, a4/\b2, bg”bl, b4 fO]gt ai, a4||b1, b4 direkt, G,

also kann oE. ay, a3 }f a1,a, angenommen werden. Sei also 2 4 G, .
p = ag,azNay, ay. Wihle G3 durch p, so dass (AD) oder (Ad) z .. .

entsteht. In den Ubungen wird der Beweis weitergefiihrt.

Definition. Die affine Ebene (A, ®) heillt pappussch, wenn das folgende Aziom von
PapposH erfiillt ist:

(AP) Seien Gy,Gs verschiedene Geraden und aj...ag ver- s 3T
schieden mit ay, as, as € G1\ Gy und asg, ay, ag € G2\G1 . ‘l‘ .
Dann ay, asl|lay, as A as, asllas, as = aq, agllas, as. o

(4.5) Satz (Hessenberg 1905).ﬁ Jede pappussche affine Ebene (A, ®) ist des-
arquessch.

Beweis. Seien G, Ga, G3 € & verschieden und kopunktal mit z = G; N Gy N G3. Seien
a;,b; € G; wie in (AD) gegeben. Zu zeigen ist ay, as||bi, bs. OE. seien ay,ay,as nicht
kollinear, sonst waren namlich by, by, b3 ebenfalls kollinear und es wére nichts zu zeigen.
Sind beide ay, as, by, bs||Ga, so folgt die Behauptung, also sei oE. by,bs } G5. Dann
existieren die Punkte

p={as]|G2} NGy q = {a3||G2} N by, bs & b, bs r=q,byNay, a3

(denn ag, as||ba, b3 ff ¢, b2). Dabei gilt p, q # a3 (sonst Gy = G3), 7 # as (sonst ¢ = as3)
und 7 # p (sonst p =r = ag). Jetzt wird dreimal (AP) angewandt:

1.) Fiir r, a3, q, b3, be, z auf den Geraden r,q und Gj:

r,a3||bs, b3, 2, bal|as, ¢ = 7, 2||q, by = by, bs.

2.) Fiir r, z,by, by, q,p auf den Geraden 7,b, und G :

T7—Z||b1a q, %, b2||m - m”bla b2||a'17 az.

3.) Fiir r,p, a3, aq, a9, z auf as,az und Gi:

ﬁ”a’lv a2, P, CL3||CL2, z = 7’,—Z”CL1’ as.

“Pappos/Pappus von Alexandria (um 320 n. Chr.)
5G. Hessenberg 1874-1929
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Insgesamt folgt damit ay, ag||r, z||b1, bs. n
(4.6) Bemerkung. 1. Tatséchlich sind (AD), (AD’) und der Scherensatz dquivalent.
2. Die projektiven Fassungen von (AD) und (AD’) sind zueinander dual.

3. Es gilt die Implikationskette (AP) ,=—“ (AD) ,,—* (Ad) o (Ap) (Spezialfall
von (AP) mit G4||Gz). Ob (Ap) ,=* (Ad) gilt, ist offen. Die iibrigen Implikationen
sind nicht umkehrbar. Das ist durch Gegenbeispiele belegt.

4. Die Moulton-Ebene erfiillt nicht (Ap), also keines der Axiome aus (3).

(4.7) Satz. Die affine Koordinatenebene (K* &) = AG(2, K) idiber dem Kirper K ist
pappussch genau dann, wenn K kommutativ ist.

Beweis. Wegen ({2) gilt (AD), also auch (Ap). Wir kénnen uns daher auf (AP) mit
sich schneidenden Geraden (Gi,(G5 beschrinken. Seien z = G; N Gy und a; wie in
(AP) gegeben. Zu zeigen ist ay,agllas,as <= K kommutativ. Wir benutzen (EII).
JA\ p, v, 0 € K mit

ag=z+ (a2 —2)\, as=z+ (a1 —2)p, und ay,as|las, a5 = A= p.
Genauso
az =z+ (a5 — 2)v, as =2+ (ag—2)o, und ag,asllas, a6 = v = .
Nun gilt:
az =2+ (a5 —2)v =2+ (24 (a1 — 2)A = 2)v = 2 + (a1 — 2)\v

ag =24 (az —2)A=z+ (2 + (a6 — 2)v — 2)A = 2 + (ag — 2)vA

d.h. ay,a6)las,as <= AIv = vA. Da \,v € K beliebig gewdhlt waren, folgt die
Behauptung. ]

Koordinatisierung desarguesscher affiner Ebenen

Sei (A, ®) eine desarguessche affine Ebene. Das Ziel ist, einen Koérper K so zu konstru-
ieren, dass (A, ®) = AG(2, K) gilt (Umkehrung von (2)).

Seien 0,1,1’ € A drei nicht kollineare Punkte und K = 0,1, K’ =0,1', K" = {I'|K}
drei Geraden. Wir betrachten folgende Parallelperspektivitéiten:

7:K—K;z—{z|,7}nK" und 7":K — K", x— {z|K'}n K",
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Fir y € K sei
ay i K — K o {2"(@)|[T g} 0 K

und
iy K — K oo {7(@)|[Tg) K.

Wir setzen y + x := oy () und y - z = p,(z).
(4.8) «y(x) ist unabhdngig von der Wahl von 1'.

Beweis. Ubung!

Um die folgenden Beweise zu vereinfachen, formulieren wir moglichst einfache (zueinan-
der dquivalente) Axiome fiir Gruppen.

(4.9) Sei (G,-) eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung und e € G. Dann sind
dquivalent:

(I) e ist neutrales Element und Ya € G : 3d’ € G mit d'a = e = ad

(I) e st linksneutral (d.h. Va € G :ea =a) und Va € G : Ja' € G mit d'a = e.
(IIT) e ist rechisneutral und Ya € G Fa’ € G mit aad’ = e.
Beweis. Wegen Symmetrie geniigt es (IT) ,=—“ (I) zu zeigen. Sei also a € GG, dann gilt

aa’/:((al)/.al)‘(aa’/) :(a/)/‘(@).al: (al)/.a/:e.

Desweiteren gilt ae = a-a'a = ad' - a = ea = a. n

Bemerkung. Das Lemma gibt dquivalente Definitionen einer Gruppe. Wir werden es
im Folgenden stets ohne Hinweis verwenden.

(4.10) (K, +) ist eine Gruppe mit neutralem Element 0.
Beweis. ,,+“ ist assoziativ: Seien a,b,c € K. Fiir

1,6, 7"(b),a+b,7"(c),b+c, 7" (b+c),a+ (b+c) o O O o)

ist der Scherensatz (E413) anwendbar und dieser zeigt 0 K

b atbc b+c af(b+c)

1 a+b||7"(c),a+ (b+ c).
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Daher hat man
(@+Db)+c=agp(c) =a(b+c)=a+ (b+c).
Nach Definition gilt ap =id, d.h. 0 +2 = 2 und 0 ist linksneutral.

Fiir ein a € K sei b:= {1'||0,7/(a)} N K, dann gilt ) @
b+a=ay(a) = {7"(a)|[1,b} N K = 0,7"(a) N K = 0. ﬁ*(
Somit ist b linksinvers zu a. n

(4.11) Bemerkung. Die Beweise von (£.8) und (EI0) benutzen nur (Ad) in ,Richtung
K¢, d.h. die (Tréger-)Geraden G, sind parallel zu K. (AD) wurde nicht verwendet.
Vgl. dazu Aufgabe 24.

Sei K* = K \ {0}. Analog zu (E8) und (EI0), aber mit (AD) statt (Ad) zeigt man:

(4.12) (K*,-) ist eine Gruppe mit neutralem Element 1. Dabei ist p, fir alle y € K
unabhdngig von der Wahl von 1'.

Beweis. Evt. Ubung. n
(4.13) Satz. (K, +,-) ist ein Korper.

Beweis. Wegen (1) und (#I2) sind nur noch die Distributivgesetze zu zeigen (die
Kommutativitidt der Addition folgt dann). Zu a,b € K zeigen wir zunéchst a(1 +b) =
a + ab. Wende (Ad) auf ab, b, 7’(b), " (ab), 7" (b), 7'(1 + b) an:

Dann gilt

K
7 (ab), 7 (1 + b)||7'(b), ab||1’, a||7" (ab), a + ab
und daher a + ab = {7'(1 +b)||1;a} N K = a(l + b). Fiir : K
a,b,c € K folgt das Linksdistributivgesetz: A \M
K

a(b+c) = a(b(1+b7'¢)) = ab(14+b~'¢) = ab+abb~'c = ab+ac. =~ T 26 mbad  wad

Nun zeigen wir (1 + b)a = a + ba: Sei p = {n'(a)||K} N 0,7”(b). Wende (AD) an
auf 1+ b,1',7"(b), (1 + b)a, 7'(a), p, somit p, (1 + b)a||1+ b, 7”(b)||1,1||a, 7' (a). Auch
die Punkte b, 1, 7”(b), ba, ' (a), p erfiillen die Vorausset-
zungen von (AD) und wir erhalten ba,pl||b, 7 (b)| K. /K’
Wegen (B¥) kann man @ + ba mit 7'(a) statt mit 1’

konstruieren, und man erhélt

a+ba = {p|la,7'(a)} N K = (1+b)a. M}

T 1 db {4 ba (1+ba

p

\

Daraus folgt das Rechtsdistributivgesetz analog.
(b+c)a= ((1+cb M b)a= (1+cb " )ba =ba+ cb'ba = ba + ca
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Aus den Distributivgesetzen folgt auch die Kommutativitit der Addition. Seien a,b € K,
dann gilt
(a+b)+(a+b)=(a+b)(1+1)=(a+a)+ (b+D),

nach Kiirzen von a auf der linken Seite und von b auf der rechten ergibt sich b+ a =
a+b. ]

(4.14) Bemerkung. 1. Fiir das Linksdistributivgesetz ist wieder nur (Ad) erforderlich.
Der Beweis ist dann ohne Nutzung des Assoziativgesetzes zu fiihren.

2. Beim Beweis des Rechtsdistributivgesetzes wird (AD) wirklich benutzt.

3. Fiir die Assoziativitat von ,,-“ wird (AD) ebenfalls ben6tigt (nicht aber fiir die ein-
deutige Losbarkeit von ax = b und ya = b nach x bzw. y).

Es bleibt zu zeigen, dass (A, ®) und A(K?) isomorph sind. Betrachte dazu die Paral-
lelprojektionen bzw. Parallelperspektivitéiten

m: A—=K; z—{z]|K'}NK LU
m: A=K ; z—{z|K}NK' ! K
3 K'— K; z2—{z|,7}NnK .

Die Abbildung
0:A— K% 2+ (7T1(SC), (3 0 72)(35))

ist offenbar bijektiv.

(4.15) Satz. ¢ ist ein Isomorphismus.

Beweis. Sei G € &.

1. Fall: G||K’, d.h. Vo € G gilt ¢ = m;(z) ist konstant, also p(G) C (c). Umgekehrt
gilt Ve € K: o7'((c)) C m (o)|| K.

2. Fall: GJ|K, d.h. Vx € G gilt m(x) = ¢ € K’ ist konstant, also ¢(G) C (0, m3(c’)).
Umgekehrt gilt Ve € K: ¢~ 2({0,¢)) C 7y (751 (e) || K.

3. Fall: G )t K,K'. Sei c = KNG und a = {V||G} N K.
Fir x € G setze z; := m(z) und x5 := (73 0 m3)(x). Dann
gilt axs + 1 = ¢, denn |+ kann wegen (LJ)) auch mit m(x)
(statt mit 1) konstruiert werden. Somit

0 1a %
1€EG = m=a'c—a'ry, = o) (—atale) 1 %

Ist p(x) € (—a~t a"'c), so erhilt man azy + 74 = c und r € (. Insgesamt gilt also
p(G)=(—ala7lc) und o' ((—a!,a7'c)) = {clla, 1} € &. u
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Zusammenfassend erhalten wir den

(4.16) Darstellungssatz. Sei (A, &) eine desarguessche affine Ebene. Dann existiert
ein Korper K so, dass (A, ®) = AG(2,K). n

Hieraus folgt mit (X)) und (7).

(4.17) Satz. Jede pappussche affine Ebene ist isomorph zu AG(2, K) mit einem kom-
mutativen Kérper K. Genauer: Jeder koordinatisierende Korper ist kommutativ. ™

(4.18) Satz. Jede endliche desarguessche affine Ebene ist pappussch.

Beweis. Wegen (BI8) wird die Ebene durch einen endlichen Koérper koordinatisiert.
Nach einem berithmten Satz von Wedderburn (1905) ist jeder endliche Kérper kommu-
tativ. Wegen (1) gilt (AP). n

(4.19) Bemerkung. Tatséchlich ist K aus (EI6) bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt. Beweis spéter.

Schlieffungssatze in projektiven Ebenen

Definition. Eine projektive Ebene (P, ®) heift desarguessch, wenn das folgende pro-
jektive Aziom von Desarqgues erfiillt ist:

(PD) Zu Gi,Gs,G3 € &, verschieden und kopunktal, sei z = G; N Gy N G3. Seien
a;,b; € G; \ {#} verschieden. Dann liegen a;,a; Nb;,b;,i # j, kollinear. Setzt man
pr = a;,a; N b, b; filr {4, 7, k} = {1,2,3}, so gilt also p3 € L := p1, ps.

z heilt Zentrum, L heift Achse der Desargues-Konfiguration.
Die Konfiguration heilt , kleiner projektiver Desarques* (Pd), wenn z € L.
Eine projektive Ebene heifst Moufang—EbeneE, wenn stets (Pd) gilt.

Eine projektive Ebene (P, &) heifit pappussch, wenn das folgende projektive Aziom von
Pappos erfiillt ist:

(PP) Sei G1,G5 € & mit z =G NGy und ay ...ag € P, verschieden, mit
ay,as, as € G1\{z} und as, a4, as € G5\ {z}. Dann liegen die Punkte ay, asNay, as,
as, a3z Nas, ag, ai,ae N as,as kollinear.

(4.20) Bemerkung. 1. Die Figur des Axioms (PD) ist in hohem Mafe symmetrisch.
Erwahnt seien

6Ruth Moufang 1905-1977
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e Sie besteht aus 10 Punkten und 10 Geraden.
e Jeder Punkt kann Zentrum, jede Gerade Achse sein.

e Die Figur ist selbstdual.

2. Ist (P, ®) eine desarguessche bzw. pappussche projektive Ebene, so ist P, offenbar
desarguessch bzw. pappussch fiir jedes L € &. Ist P eine Moufang-Ebene, so gilt
(Ad) in jedem Py,. Dass teilweise (aber nicht immer) die Umkehrungen gelten, werden
wir noch sehen.

(4.21) Satz. Fir einen Korper K ist PG(2, K) stets desarguessch. Ferner ist PG(2, K)
genau dann pappussch, wenn K ist kommutativ ist.

Beweis. Ubung. ]

(4.22) Darstellungssatz. Sei (P,®) eine desarguessche projektive Ebene, dann exi-
stiert ein Korper K so, dass (P, ®) und PG(2, K) isomorph sind.

Beweis. Zu L € & betrachte die desarguessche affine Ebene Pp. Nach (BI6]) existiert
ein Kérper K mit P, = AG(2, K). Der projektive Abschluss von Pj, ist einerseits nach
B33) (vgl. Aufgabe 17) isomorph zu (P, ®), andererseits nach (BI113) isomorph zu
PG(2,K). n

(4.23) Satz. Jede pappussche projektive Ebene (P, ®) ist desarguessch und kann durch
einen kommutativen Kdorper K koordinatisiert werden.

Beweis. Sei eine Konfiguration wie in (PD) gegeben. Setze L = pi,ps. Zu zeigen ist
ps € L. Die affine Ebene Pj, ist pappussch, also nach dem Satz von Hessenberg (ELH)
desarguessch. Daraus folgt p; € L. Wegen ({I7) (oder (1)) ist K kommutativ. m

(4.24) Satz. Sei (P, ®) eine projektive Ebene und L € & beliebig. Dann gilt:
P desarquessch (pappussch) <= P;, desarguessch (pappussch)

Speziell ist der projektive Abschluss einer affinen desarquesschen (pappusschen) Ebene
wieder desarguessch (pappussch).

Beweis. Nur ,, < “ist zu zeigen: Sei P, desarguessch (pappussch). Wegen (E16) bzw.

@13 ist P, = AG(2, K) fiir einen (kommutativen) Kérper K . Dann gilt P = PG(2, K)
und wegen (2] ist P desarguessch (pappussch). n

Direkt aus (EI8) und ([E2Z4) ergibt sich

(4.25) Satz. Jede endliche desarguessche projektive Ebene ist pappussch. m

27



(4.26) Bemerkung. (1) Eine zu (24 analoge Aussage mit (Ad) und (Pd) ist falsch.
Genauer: Die affine Ebene A(F?) iiber einem planaren Fastkorper F erfiillt (Ad). Wenn
F' kein Korper ist, so ist der projektive Abschluss P aber keine Moufangebene. Wenn
H die Ferngerade bezeichnet, so gilt (Pd) nur fiir die Achse H.

(2) Bildet man in der obigen Bemerkung Pg mit einer Geraden G # H , so ist Pg % Py.
Evt. Ubung und (B33)

(3) Aus (PD) folgt nach (£42) wie im Beweis von (23) die zu (PD) duale Aussage
(PD’). (Beachte: Die Figur ist dieselbe wie fiir (PD)!).

Durch Ubergang zur dualen Ebene erkennt man, dass auch (PD’) = (PD) gilt. Das
liefert einen giiltigen Beweis fiir (AD’) — (AD). Auferdem zeigt es, dass die Klasse

der desarguesschen projektiven Ebenen selbstdual ist, d.h. auch die duale Ebene ist
wieder desarguessch. Daher ist das Dualitétsprinzip (BI0) auf diese Klasse anwendbar.

(4) Aufgabe 15 und (E24) zeigen, dass auch die Klasse der pappusschen projektiven
Ebenen selbstdual ist.

(5) Die Konstruktion des Korpers geht auf Hilbertfl (1899) zuriick. Nach Hilbert wird
sie auch Streckenrechnung genannt. Spater wurden mit modifizierten Methoden auch
nichtdesarguessche Ebenen koordinatisiert (mit sog. Terndrkdrpern (Hall 1943)).

"David Hilbert 1862—1943
8Marshall Hall Jr 1910-1990
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5 Automorphismen

Zunichst stellen wir einen Zusammenhang zwischen Automorphismen einer affinen Ebe-
ne und ihrem projektiven Abschluss her.

(5.1) Fortsetzungssatz. Sei (A, &) eine affine Ebene mit projektivem Abschluss
(P,®') und Ferngerade F'. Sei weiter a € Aut(A, ®). Dann gilt:

(1) VG, He & : G|H < oQ)|alH).

alz)  firze A
(@) firz=[G]€F

(2) a*:P— P,z { ist Automorphismus von (P, ®’).

(3) a* ist die eindeutig bestimmte Fortsetzung von « (die Kollineation ist).

(4) Die Abbildung Aut(A, B) — Aut(P,&'); a — o ist ein Gruppen-Monomorphismus
(injektiver Homomorphismus).

Beweis. (1) ,,=*: Seien G||H und p € a(G)Na(H). Dann folgt o' (p) € GNH, also
G=H = o(G)||la(H). , <= aus Symmetriegriinden.

(2) Wegen (1) ist o* wohldefiniert und injektiv, denn
[2(G)] = [a(H)] < G|H = [G] = [H].

(a™1)* ist Inverse von o, also ist a* bijektiv.

a* ist Kollineation: Sei K € &’.

lLLFal: K=F = o*(F)=Fec®.

2. Fall: K = GU{[G]} mit G € &: a*(GU{[G]}) = a(G) U{[a(G)]} € &'. Dasselbe
gilt fiir (a*)™! = (a7 1)*.

(3) Fiir o € Aut(P, ®) mit o/| 4 = o gilt o/ (GU{[G]}) = a(G)U{[a(G)]} (da Gerade!).
Fiir alle H € & gilt daher o/|f7 = a*|fy. Das zeigt o = o*.

(4) Injektivitdt ist klar (denn a*|4 = a), Homomorphieeigenschaft wie folgt: Es gilt
(o 0 B*)| 4 = a*| 4 © 5| 4, wegen (3) folgt o* o f* = (a0 ). n

(5.2) Bemerkung. (1) Wegen (E114) kann man Aut A als Untergruppe von Aut P
auffassen.

(2) Sei (P,®) projektive Ebene und F' € &. Fiir 0 € Aut(P,&) mit o(F) = F ist
o|lp, € Aut(Pp,&F) und (o|p,)* = o (vgl. BI3)).

(3) Im Fall o|p =idp, d.h. Vo € F': o(2) =z, ist o|p, eine Dilatation.
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Die Fundamentalsatze

In diesem Abschnitt werden Beispiele von Automorphismen in affinen und projekti-
ven Koordinatenebenen beschrieben. Ziel sind die Fundamentalsiatze, die eine genaue
Beschreibung aller Automorphismen enthalten. Dazu bendtigen wir eine Verallgemeine-
rung des Begriffs der linearen Abbildung.

Seien (V,K) und (V’, K') Vektorrdume iiber Kérpern K bzw. K’ und 7 : K — K’
eine Bijektion. Eine Abbildung o : V' — V' heifst semilinear mit Begleitisomorphismus
o, wenn fiir alle v,w € V und \ € K gilt:

oc(v+w)=o0(v)+o(w) und o) =a(v)a(A).

Die Bezeichnung Begleitisomorphismus ist gerechtfertigt wegen

(5.3) Fualls es v € V' gibt, mit o(v) # 0, dann ist 7 ein Kiorperisomorphismus, der
durch o eindeutig bestimmt ist.

Beweis. Fiir a, 8 € K berechne o(v(a + ) und o(va/3) jeweils auf zwei Weisen. Die
Eindeutigkeit ist klar. m

Bemerkung. In unseren Anwendungen ist o meist bijektiv. Also ist o ein durch o
festgelegter Korperisomorphismus. Haufig gilt dariiberhinaus K = K’ und 0 € Aut K.

(5.4) Beispiele. (1) Im Fall K = K’ ist jede lineare Abbildung o : V' — V' semilinear
mit 0 = id.
(2) Sei a: K — K’ ein Korperisomorphismus und n € N, dann ist

Do K" — K™ (21,...,2,)" = (a(zy), ..., ax,))"

eine (bijektive) semilineare Abbildung mit Begleitisomorphismus «.

Um eine analoge Abbildung V' — V" fiir beliebige K- bzw. K’-Vektorrdume zu definie-
ren, miissen Basen fiir V und V'’ gew#hlt werden.

(3) Allgemeiner: Sei wieder o : K — K’ ein Korperisomorphismus und M € GL(n, K'),
dann ist K" — K'"; x — MT,(x) eine (bijektive) semilineare Abbildung mit Begleit-
isomorphismus «. (So kann man alle bijektiven semilinearen Abbildungen K™ — K"
beschreiben!)

(4) Fiir p € K\ {0} ist g, : K" — K" (x1,...,2,)" — (214, ..., 2,u)" semilinear mit
0,(A\) = ' Ap. Ist K kommutativ, dann ist g, natiirlich linear.

(5.5) Sei (V,K) ein Vektorraum.

(1) Die Menge T'L(V, K) aller bijektiven semilinearen Abbildungen V — V' bildet eine

Gruppe. Dabei gilt o1 =51
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(2) Fiir o,7 € TL(V,K) gilt o7 =6 07. D.h. " :TL(V,K) — AutK; o+ G ist
ein Gruppenhomomorphismus mit Kern GL(V, K).

Beweis. (1) Assoziativitiit ist klar, das neutrale Element ist id. o~!

bijektiv ist) und ist semilinear wegen

existiert (da o

o o) +o(w)=clow+w)=v+w=0"o)+ o 'o(w)

und
o o)) = Ho(v)) = vA = o to(v) - T 1F(N).
(2) co7(v)) =0o(r(v)T(A) = o(7(v)) - F(T(N\)), also GoT =G oT. n

(5.6) Bemerkung. 1. Im Fall K € {Z,,Q,R} gilt Aut K = {id}, also I'L(V, K) =
GL(V,K).In den Féllen K = C oder K = GF(p"),n > 1, gilt jedoch Aut K # {id}.

2. Sei 0: K™ — K'" semilinear, dann ist oo Foil K’-linear. So folgert man die Bemer-
kung im obigen Beispiel (3).

(5.7) Sei (V,K) ein Vektorraum und (A, &) := AG(V,K). Fiir alle 0 € TL(V,K)
und a €V sind 0 : A— A und 7,: A— A; v — x+ a Automorphismen von (A, ®).

Beweis. 7, € Aut(A, &) ist klar (7,' = 7_,). Seien b,c € V, ¢ # 0. Dann gilt
ob+cK)=0()+0(cK)=0(b) +0o(c)o(K) =0(b) +0(c)K € &.

Das gilt auch fiir 07!, also ist o eine Kollineation. -

Das Lemma gilt insbesondere fiir affine Koordinatenebenen AG(2, K).

Im Fall V = K™ schreibt man I'L(n, K) = I'L(V, K). Man findet also I'L(2, K) als
Untergruppe in Aut AG(2, K).

Auch fiir projektive Ebenen gilt ein dhnlicher Satz.

(5.8) Sei K ein Korper und (P,®) = PG(2,K).

(1) Fir jedes 0 € T'L(3,K) ist 7 : P — P; aKK — o(a)K ein Automorphismus von
(P,®), die von o induzierte Kollineation.

(2) Die Abbildung I'L(3, K) — Aut(P, &); 0 — & ist ein Homomorphismus bzgl. o mit
Kern ok :={ox; X € K*}, wobei p)\(z) = xA.
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Beweis. (1) @ ist wohldefiniert: oK =bK <= 3\ € K\ {0} : a = b\ und
g(aK)=0(a)K =c(bA\)K = o(b)o(M)K = o(b)K =7 (bK).

7 ist bijektiv: o~! ist Umkehrabbildung von .

Seien a,b € K? linear unabhingig und A\, € K. Dann sind auch o(a),o(b) linear
unabhéngig, und es gilt

(a4 bp) = o(aX) + o(bu) = o(a)g(A) +o(b)o(pn) € o(a)K +o(b)K € 8,

d.h. 5(aK +bK) C o(a)K + o(b) K. Dasselbe gilt fiir ', daher folgt 7(aK + bK) =
o(a)K + o(b)K € & und 7 ist eine Kollineation.

(2) Homomorphie von o — @: Fiir 0,7 € I'L(3, K) gilt

(Tod)(aK)=7(0(a)K) = (rto0)(a)K =Tco(aK) = Todg=To00.
Sei nun 0 € Kern  , d.h. Va € K® : 5(aK) = o(a)K = aK. Dann existiert fiir alle
a € K3 ein )\, € K mit o(a) = a),. Zu zeigen ist Vb € K3 : X\, = \,.

Seien zunichst a,b € K3 linear unabhiingig. Dann gilt
AAaip + 0o = (@ + D) Aoy = 0(a+b) = o(a) + o(b) = a\, + b

und ein Koefizientenvergleich liefert A\, = A\, = A

Zu linear abhiingigen a, b wihle ¢ € K mit b, ¢ linear unabhiingig, dann sind auch a, c
linear unabhingig. Nun schlieftt man aus dem vorigen Paragraphen A\, = A, = A,.

Insgesamt ist somit A, unabhéngig von a, etwa A := A,. Das zeigt Va € K3 :0(a) =
aX = ox(a), also 0 = g, und Kern  C gk . Die andere Inklusion ist trivial. n

Wir formulieren jetzt die Fundamentalsétze, die in gewissem Sinn die Umkehrungen der
beiden obigen Sitze sind. Die Beweise werden spiter in allgemeinerem Zusammenhang
gefiihrt.

(5.9) Fundamentalsatz fiir affine Ebenen. Seien K und K' Korper, und sei

T :=T(AG(2,K')) die Translationsgruppe von AG(2, K'). Fir jede Kollineation

v AG(2,K) — AG(2,K') ezistiert genau ein 7 € T' und genau eine semilineare
Bijektion 0 : K2 — K> mit o =7o00.

(5.10) Fundamentalsatz fiir projektive Ebenen. Seien K und K' Kdérper. Zu je-
der Kollineation ¢ : PG(2,K) — PG(2,K’') existiert eine semilineare Bijektion
o K*— K”® mit p=5.

(5.11) Bemerkung. 1. Die Aussage in (5I0) besagt, dass die Abbildung  aus (8.2)
surjektiv ist.
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2. (&) und (28 zeigen, dass Koordinatentransformationen die Geometrie nicht d&ndern.
Der letzte Schritt im Beweis ([B12) ist damit gezeigt.

3. Eine wichtige Folgerung aus den Fundamentalsitzen ist die Tatsache, dass verschie-
dene koordinatisierende Korper von affinen bzw. projektiven Ebenen zueinander iso-
morph sind.

Pragnant ausgedriickt: Der Koordinatenkorper einer affinen bzw. projektiven Ebenen
ist bis auch Isomorphie eindeutig bestimmt.

Wir betrachten jetzt den Fortsetzungssatz (B.)) fiir den Fall AG(2, K) mit projektivem
Abschluss PG(2, K) mit einem Korper K. Zu o € I'L(2, K) existiert nach (B62) ein
M € GL(2, K) mit

o (2) =0 (F) = Gt St

1
Sei t : A — P; (il) — | 21 | K die kanonische Einbettung aus (BIT). Sei ferner
2
T2
a € K%. Dann gilt:
1
(Ta00)*((z)) = uraoo(z)) = |a1+muo(z1)+mpo(z2) | K
as + m216'\($(71) + mQQa(SL’g)
1 0 0 1 1 00
= a; M1z Mio 6’(1’1) K=|lua I'; L(.T)
Ao 121 Mo 6’(1’2) [05)) M
1 00
Dabher ist (7, 0 0)* durch | a; I's gegeben.
)

(5.12) Fiir einen Korper K sei die lineare Bijektion o : K? — K? beschrieben durch
die Matriz M € GL(2,K), und es sei a € K*. Dann wird (1, 0 0)* durch die Matriz
1 00

aq induziert. ]

(45} M

Zentralkollineationen

Definition. Sei o ein Automorphismus der affinen bzw. projektiven Ebene (P, ). Eine
Gerade L heilt Achse von o, wenn Vo € L: o(z) = x, d.h. L ist eine Fixpunktgerade.
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Dual dazu: z € P heift Zentrum von o, wenn fiir alle G € & mit z € G gilt: 0(G) = G.
Das impliziert natiirlich o(z) = z.

(5.13) Sei (P, ®) eine projektive Ebene und o € Aut(P, ®). Dann gilt:

(1) Wenn o eine Achse L besitzt, dann hat o ein Zentrum z.

(2) Wenn o ein Zentrum z besitzt, dann hat o eine Achse L.

Beweis. (1) 1. Fall: 3z € P\ L : 0(z) = z. Dann gilt fiir alle G € & mit z € G:

oc(GNL)=GNL also G=zGNL = o(G)=0(2),0(GNL)=2GNL=G

und z ist ein Zentrum.

2. Fall: Vz € P\ L : 0(z) # z. Geraden der Form a,c(a) mit a € P\ L werden dann
von o fest gelassen: Sei z = L Na,o(a). Dann

ola,o(a)) =0(a,z) =0c(a),o(z) =o(a),z=a,o(a).

Sei nun G = b, z eine weitere Gerade durch z. Fiir y =
o(y) = y. Also muss gelten y € L und y = z. Es folgt G
o(G) = G. Daher ist z ein Zentrum.

(2) ist dual zu (1). n

a,o(a) N b,o(b) gilt dann
=0,z = b,o(b) und somit

Definition. Eine Kollineation o der projektiven Ebene P heifit Zentralkollineation,
wenn sie ein Zentrum z und damit auch eine Achse L besitzt.

o heilkt Homologie, wenn z ¢ L, und Elation, wenn z € L.

(5.14) Sei o Zentralkollineation der projektiven Ebene (P, &) mit Zentrum z und
Achse L. Dann gilt:

(1) Durch ein Paar (p,o(p)) mit p € P\ (LU{z}) ist o eindeutig bestimmt. Genauer:
Fir x € P\ (LU{z}) gilt o(x) =x,zNp,xNL,o(p) (falls x & p, z).

Fiir x € p, z wahle einen Hilfspunkt q & p,z um o(x) wie oben zu konstruieren.
(2) Aquivalent sind

(I) o =1id.
(IT) Es gibt einen Fizpunkt p € P\ (LU{z}).
(III) Es gibt eine Fizgerade G # L mit z ¢ G .
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Beweis. (1) o(x) € o(z,2) =x,z,da z € x,z. Sei r := p,x N L. Dann

o(r)=r und o(z) €o(x,p) =0(r,p) =0c(r),o(p) =r,0(p), falls z ¢&p,z.

Der Rest ist klar.
(2) (II) = (I): Konstruiere o(x) wie in (1) aus z und p = o(p). Dann folgt Vo € P :
o(x) =2z und o = id.

»(IIT) = (I)“ ist dual dazu. Der Rest ist klar. n

(5.15) Bemerkung. 1. Ist o eine Zentralkollineation mit Achse L, dann ist o] p, cine
Dilatation.

2. Das Argument zum 2. Fall kann auch in der affinen Ebene P mit o] Py formuliert
werden. o Py ist dann eine Translation mit Richtung z.

3. Zentrum und Achse einer Zentralkollineation # id sind eindeutig bestimmt. Insbe-
sondere ist id die einzige Kollineation, die zugleich Homologie und Elation ist.

4. Die Begriffe ,Zentrum®“ und ,,Achse* wurden auch im Zusammenhang mit dem pro-
jektiven Axiom von Desagues erwiahnt. Tatséchlich besteht eine Zusammenhang. Gilt
némlich (PD) fiir festes Zentrum z und feste Achse L, so existieren ,,maximal viele“
Zentralkollineationen mit eben diesem Zentrum und dieser Achse.

Affinitaten

Definition. Automorphismen affiner Ebenen werden auch Affinitdten genannt. Sei
(A, ®) eine affine Ebene mit projektivem Abschluss (P, ®’) und Ferngerade F'.

a € Aut A heilt Dilatation, wenn «o* eine Zentralkollineation mit Achse F ist. Die
Dilatation heift Streckung, wenn o* eine Homologie ist (also ein Zentrum in A hat),
und Translation, wenn o* eine Elation ist (also a # id = Vo € A: a(z) # z).

a € Aut A heillt Achsenaffinitit, wenn « eine Achse L besitzt. Insbesondere heifit «
Scherung, wenn o* Elation mit Zentrum auf F ist (d.h. o #id = Ve € A\ L:
z, o) L).

Eine Achsenaffinitit heifst Affinspiegelung, wenn o* eine Homologie mit Zentrum auf F
ist und zusitzlich o? = id # « gilt.

(5.16) Bemerkung. (1) Die Definition einer Dilatation aus Aufgabe 6 ist dquivalent
zur hier gegebenen.

(2) Wihrend die Definitionen von Streckung und Translation komplementér sind, exi-
stieren durchaus Achsenaffinitdten # id, die weder Scherung noch Affinspiegelung sind:
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(3) Es gibt eine Reihe weiterer Affinitdten, die (gerade auch in Schulbiichern) einen
eigenen Namen haben. Darstellung in der Form z — Mz + ¢ mit einer reguléren 2 x 2-
Matrix M und t € K?:

Euleraffinitdt, M hat zwei verschiebene Eigenwerte.

Schubscherung, x — Mz ist eine Scherung mit Achse L, ¢ # 0, und tK J{L. Es gibt
keine Fixpunkte und keine Fixgeraden.

In den folgenden Kapiteln werden weitere Beispiele betrachtet, wie Spiegelungen, Dre-
hungen usw.

(4) Falls o* eine Zentralkollineation ist, dann gilt: F' ist deren Achse oder z € F'.

In der Tat gilt
(5.17) Sei o #1id eine Affinitat der affinen Ebene (A, &). Dann gilt:

(1) Ist z € A Zentrum, so hat « keinen weiteren Fizpunkt und jede Fizgerade geht
durch z.

(2) Ist L € & Achse von «, so liegen alle Fizpunkte auf L. Die Menge der Fizgeraden

(# L) bilden eine Parallelklasse, namlich [x,a(x)] fir x € A\ L.
(3) « hat hichstens eine Achse und hiochstens ein Zentrum, aber nicht beides zugleich.
Beweis. Ubung. ]

(5.18) Bemerkung. (1) (&I71), ,keinen weiteren Fixpunkt“ wurde in Aufgabe 6(c)
schon gezeigt.

(2) Wegen (BI411) ist jede Dilatation und jede Achsenaffinitdt durch ein Punkt-
Bildpunkt-Paar (a,b) eindeutig bestimmt, falls a,b # z bzw. a,b ¢ L, d.h. (BI4)
gilt sinngeméf fiir Dilatationen und Achsenaffinititen.

Beispiel. In AG(2,R) sei a € Aut(AG(2,R)) mit Achse

1 1 0 1 .
L—(O)+<1)R und a(o)—<_1). 0%
Wir versuchen den Ansatz a(xr) = Mz + v mit unbestimmten Koeffizienten in M, v.
Das Einsetzen von Punkten aus L und 0 = (0,0)" fiihrt auf M = (9¢),v= (1),

Sei (A, ®) eine affine Ebene. Es bezeichne Aut(A,®) die Gruppe aller Automorphis-

men, A = A(A,8) die Menge aller Dilatationen und 7" = T'(A, &) die Menge aller
Translationen.
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(5.19) T ist Normalteiler von A und dies ist Normalteiler von Aut(A, ®).
Beweis. Aufgabe 10. -

(5.20) In der affinen Ebene (A,®) gilt (Ad) genau dann, wenn T auf A transitiv
operiert, d. h. Ya,b € A3r € T mit 7(a) = b.

(A, ®) heikt dann Translationsebene.

Beweis. Ubung!

,—"“: Seien a,b € A,a # b. Konstruiert wird ein Isomorphismus 7 mit 7(a) = b.
Anschlielend wird 7 € T' gezeigt. Definiere 7 wie folgt:

Fiir v € A\ a,b sei 7(x) = {b||a, z} N {z|a, b}.

Zu z € a,b wihle ¢ € A\ a,b und setze 7(z) = {r(c)||c;z} Na,b.
Wir zeigen

(a). 7 ist unabhdngig von der Wahl von c.

Sei d € A\a,b und 7' definiert wie 7, jedoch mit d statt mit c. Wir zeigen 7(z) = /()
fiir alle x € a, b; daraus folgt sofort 7 = 7':

1. Fall: d ¢ ¢, 7(c) = {c|a,b}, dann erfiillt c,a,d,7(c),b,7(d) die ©
Voraussetzungen von (Ad), also ¢, d||7(c),7(d). Zu = € a,b erfiillen ;
x,c¢,d, 7(x),7(c), 7(d) ebenfalls die Voraussetzungen von (Ad), also gilt : 5
z,d||7(x),7(d), d.h. 7(z) = 7'(x). :

2. Fall: d € ¢, 7(c). Wihle Hilfspunkt e & ¢, 7(c) U a, b und benutze den 1. Fall zweimal
(die Existenz des Hilfspunktes ist nur dann gesichert, wenn ord A > 3. Im Fall ord A = 2
gilt A= AG(2,Z,); dies ist eine Translationsebene).

Das zeigt (a) und 7 ist wohldefiniert.

Nun wird bewiesen

(b). Fir kollineare x,y,z € A sind 7(x),7(y), 7(2) kollinear und es gilt x,y||7(x), 7(y).

1. Fall: @, y||la, b: Nach Konstruktion gilt 7(x),7(y) = 7,y und 7(2) € 7,y = 7(2), 7(y).
Insbesondere gilt x, y||7(x), 7(y)-

2. Fall: 3c = 7,y Na,b. Wegen (a) gilt
7(c) = {r(2)|lz;c} Na,b sowie 7(c) ={7(y)lly,c} Na,b, also 7(c) € 7(x),7(y).

Entsprechend




Das zeigt auch

v, yl7(x), 7(y), demn z,y =z cl|r(z),7(c) =7(x),7(y).
Dabher gilt (b).
Sei nun 7' wie 7 definiert, aber mit 7'(b) = a. Nach Konstruktion gilt 7/ o7 = id
(zunéchst fir z ¢ a,b usw.). Wegen Symmetrie gilt auch 7o 7" = id, also ist 7/ die

Inverse von 7 und 7 ist bijektiv. Fiir 7’ gilt ebenfalls (b), daher ist 7 eine Kollineation
und wegen

Ve,y € Ax#y:xylr(x), 7(y) = 7(x,),
ist 7 sogar eine Dilatation. Da x, 7(z)||y, 7(y) fiir alle z,y € A kann es keine Fixpunkte
geben, also 7 € T'. m

Beispiel. Jede Fastkorper-Ebene ist eine Translationsebene. Die Moulton-Ebene ist
keine Translationsebene (vgl. Aufgabe 24).

(5.21) Bemerkung. (1) Der Beweis zeigt, dass die Existenz von Translationen mit
Richtung G € & dquivalent zu (Ad) mit “Richtung G” ist (d.h. Gy, Gs, G5||G).

(2) Wegen Aufgabe 10(b) (oder (BIZ4l1) mit (BJ12)) gibt es in Translationsebenen zu
a,b € A genau ein 7 € T mit 7(a) = b. Wihlt man o € A fest, so werde fiir alle a € A
mit 7, € T die Translation mit 7,(0) = a bezeichnet. Dann ist 7: A — T; a — 7, eine
Bijektion. Man kann mit Va,b € A : a + b := 7,(b) eine Addition auf A einfithren und
(A, +) ist dann eine Gruppe isomorph zu 7'. Ein Isomorphismus ist 7, d.h. 7,4, = 7,07,
(Nachweis durch Anwenden auf o). Tatséchlich ist (A, +) eine kommutative Gruppe,
denn

(5.22) In jeder Translationsebene (A, &) ist T kommutativ.

Beweis. Seien o,7 € T und = € A.

1. Fall: z,0(z), 7(x) nicht kollinear. Es gilt z,o(x)||7(z), 7 0 o(x) T()D

und z, 7(z)||o(z),0 0 T(x).

X o(¥)

Too(x)=71(x),Too(x)No(x),co7(x) =coT(x) = Too=00T,

denn 7o 0 und o o7 sind Translationen.

2. Fall: z,0(z), 7(x) sind kollinear. Wahle o € T' mit o(z) & z,0(x) = x,7(z). Es gilt
Too(x) € {o(x)|lz, 7(z)} # x, 0(x).

Also
cgo(top)=(Ttop)ooc=T1o(poog)=To(co0p).

Kiirzen von p fiihrt auf cor =700. -
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(5.23) Die affine Ebene (A, ®) ist desarguessch genau dann, wenn Ya,b,z € A, ver-
schieden und kollinear, eine Dilatation 6 mit Fizpunkt z und 0(a) = b existiert.

Beweis. ,,—>“: Analog zum Beweis von (5.20).

,<=": Sei a,b,z wie oben. Fiir v € A \_a7 setzen wir §(z) = z,z N {b||x,a}. Fiir
x € a,b\ {z} wahle Hilfspunkt ¢ € A\ a,b, und verfahre wie gehabt. Schlieflich sei
§(z) = z. Weiter wie im Beweis von (520). Evt. Ubung. n

(5.24) Bemerkung. (1) Sei o € A ein fester Punkt. Dann ist A, := {0 € A; §(0) = o}
eine Untergruppe von A. Im Fall A = AG(2,K) gilt A, = (K \ {0},-) (Beweis evt.
spéter!). Diesen Umstand kann man nutzen, um K \ {0} in einer desarguesschen Ebene
zu konstruieren. Dabei bekommt man die Gruppeneigenschaft geschenkt.

(2) In dhnlicher Weise kann man (K, +) als Untergruppe von 7' gewinnen. Es bleibt
das Zusammenwirken von (K,+) und A, zu kldren, um auch die Distributivgesetze
nachweisen zu konnen. Die Einfiihrung von Koordinaten entspricht dem Nachweis, dass
T ein Vektorraum iiber K ist. Vgl. dazu auch (BZI).

(3) Analog kann man auch nicht desarguessche Ebenen koordinatisieren, etwa Fastkor-
perebenen. Bei Translationsebenen ist immerhin 7' noch ein Vektorraum iiber einem
geeigneten Korper.

(4) Die Giiltigkeit von Schliefungsséitzen vom Desargues-Typ ziehen die Existenz ge-
wisser Zentralkollineationen auf der projektiven Ebene nach sich und umgekehrt. Dies
miindet in der Klassifikation projektiver Ebenen nach Lenz und Barlotti.
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6 Ebenen mit Kongruenz

In diesem Kapitel werden wir metrische Begriffe in die Inzidenzgeometrie einfiihren.
Das gelingt durch die Definition einer ,Ebene mit Kongruenz‘. Wir werden zunéchst nur
diese Definition angeben ohne die Theorie zu entwickeln. Anschliefend betrachten wir
zwel wichtige Beispiele. Um uns dann der axiomatischen Durchfiihrung zu widmen.

Definition. Sei (F, ®) ein Inzidenzraum mit (E3) und (I3), der das ,,Austauschaxiom®
erfiillt. Eine Relation = auf F x E heilit Kongruenzrelation, wenn fiir alle a,b,c € E
gilt

(K1) = ist eine Aquivalenzrelation
(K2) (a,b) = (b,a) und (a,0) = (b,1)

(K3) (a,b) =(c¢,c) = a=0.
Fiir a,b,¢,d’,V/, ¢ € E schreiben wir abkiirzend

(a,b,c) = (d',b,c), wenn (a,b)=(d,b"), (bc)=(,¢) und (a,c)=(d,).
(E,®,=) heikt Ebene mit Kongruenz, wenn folgende Axiome erfiillt sind.

(W1) Fiir alle a,b,c € E kollinear und verschieden, und a/,0 € E mit (a,b) = (', V)
existiert genau ein ¢ € ¢/, mit (a,b,c) = (a/,V, ).

(W2) Es seien a,b,x € E nicht kollinear, a/,t/,2’ € E, ¢ € a,b und ¢ € o',V mit
(a,b,z) = (a',V/,2') und (a,b,c) = (a’,V/, ). Dann gilt (c,z) = (¢, 2).

(W3) Zu a,b,x € E nicht kollinear gibt es genau ein 2’ € F\{z} mit (a,b,z) = (a,b,2’).

(6.1) Bemerkung. 1. Das Austauschaxiom stellt sicher, dass man einen , verniinftigen*
Dimensionsbegriff zur Verfiigung hat und iiberhaupt von ,,Ebene“ sprechen kann.
Insbesondere impliziert es, dass eine echter ,Unterraum® nur leer, ein Punkt, oder
eine Gerade sein kann.

2. Ein Unterraum eines Inzidenzraums (P, &) ist eine Teilmenge U C P mit der Eigen-
schaft: Va,beU,a#b = a,bCU.

3. Das Axiom (W3) stellt sicher, dass Ebenen mit Kongruenz wirklich Ebenen sind.

4. Eine erste, wichtige Folgerung aus den Axiomen wird sein, dass Geradenspiegelungen
existieren und die ,richtigen“ Eigenschaften haben.
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Euklidische Ebenen — Beispiele

Euklidische Ebenen sind affine Ebenen mit Kongruenz. Wir werden zunéchst eine Klasse
von Beispielen angeben.

Sei E ein kommutativer Kérper mit einem involutorischen Automorphismus . Der
Fixkorper sei K = {x € F; x =x}. (Dass K wirklich ein Korper ist, ist leicht zu
sehen!)

(6.2) Beispiele. 1. £ = C mit dem Komplexkonjugieren fiithrt auf K = R.

2. Der Kérper Q(v/2) = {a +b0vV2; abe Q} besitzt den involutorischen Automorphis-
mus a + bv/2 = a — by/2 mit Fixkérper Q.

3. Uber dem Kérper Zs hat das Polynom 22 — 2 keine Nullstelle. Fiir eine ,kiinstliche*
Nullstelle « ist £ = Zs(«) = Zs + Zsa ein Korper mit involutorischem Automor-
phismus a 4 ba — a — ba.

4. Jeder endliche Kérper K mit 2 # 0 besitzt Elemente a, die keine Quadrate sind.
Durch , Adjunktion“ einer Nullstelle o des Polynoms 22 — a erhilt man einen Kor-
per £ = K(«), der einen involutorischen Automorphismus besitzt. Siehe dazu die
Ubungen.

5. Auch der Kérper GF(4) aus (BI4) besitzt einen involutorischen Automorphismus,
der durch 7 +— 7+ 1 gegeben ist.

Das Paar (E, K) wird auch eine separable, quadratische Korpererweiterung genannt.
Die Bezeichnung rechtfertigt der folgende, wichtige Satz.

(6.3) Satz. Sei I ein kommutativer Kérper mit einem involutorischen Automorphis-
mus . Dann gilt

(1) b,z € E sind K -linearabhingig genau dann, wenn xb € K .

(2) Fir alle y € E\ K gilt E = K + yK. Der Vektorraum (E,K) ist daher zwei-
dimensional.

nders ausgedriuckt: Fur jedes o € qilt B = o) und o 18t Nullstelle des
3) And drickt: Fir jed F\K gqilt F =K d o ist Nullstelle d
quadratischen Polynoms z* — (o + o)z + aa dber K.

Beweis. (1) OE b # 0. Dann gilt b € K genau dann, wenn abb € bK genau dann,
wenn x € bK denn bb € K.

(2) Wegen E # K gibtes y € E\ K. Fiir z € E gilt

(y—yYa=yz—yr+ylr—7z) und 29T T7% g
y—y y—y
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(3) Jedes a € E ist Nullstelle des quadratischen Polynoms z? — (a + a)x + aa mit

Koeffizienten in K'! m

Definition. Fiir a,b,c,d € E setze

(a,0) = (c,d) <= (a—b)(a—1b) = (c—d){c—d).

) = AG(E, K) heikt (F,®,=) die euklidische Ableitung von (E, ), bzw.

Man zeigt leicht

(6.4) = ist eine Kongruenzrelation auf AG(FE, K). n

(6.5) Bemerkung. 1. Wir betrachten den wichtigen Spezialfall ¥ = C und K = R.
Hier gilt (a — b)(a — b) € R=%. In der Tat rechnet man leicht nach, dass

d(a,b) = \/(a —b)(a—b) = \/(ay — b1)2 + (ay — by)?

der iibliche Abstand der komplexen Zahlen «, b ist, sodass (a,b) = (¢, d) genau dann,
wenn die Absténde zwischen a,b und ¢, d gleich sind, d.h. d(a,b) = d(c,d).

2. Allgemein gilt: Q : F — K; x — xZ ist eine quadratische Form, d.h. fiir alle
x,y € BN e K gilt

Q(zX) = Q(z)X\* und Bg(z,y) = Q(z +y) — Qz) — Q(y)

ist eine symmetrische Bilinearform. In der Tat ist Bg(z,y) = 2y + Ty.

Weiter gilt Q(x) =0 <= x =0, d.h. Q ist nullteilig.

3. Ist 2 # 0, so gilt auferdem Q(z) = Bg(z,z), d.h. Q und By bestimmen sich
gegenseitig.

4. Die Formulierung mit quadratischen Formen erlaubt eine einfache Verallgemeinerung
in den Raum.

Mit der oben gemachten Beobachtung kénnen wir zeigen

(6.6) Satz. Sei I ein kommutativer Korper mit einem involutorischen Automorphis-

mus  und Fizkérper K. Dann ist die euklidische Ableitung (E,®,=) eine Ebene mit
Kongruenz.
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Beweis. (W1) Es seien a, b, ¢ € E kollinear, d. h. es existiert A € K mit ¢ = a+(b—a)A.
Fiir die Punkte o/, 0 € E gelte (a,b) = (d/,V), also (a —b)(a —b) = (' = V)(a’ = V).
Seinun p € K und ¢ = da' 4 (b' — a’)pu. Wir werden zeigen, dass p = A auf das gesuchte
¢ fiihrt, und dass die Kongurenzbedingung aus (W1) p eindeutig festlegt.

Die folgende Rechnung zeigt (a,c) = (d/,c) < A\? = p?:

(a—c)a—c) = (a—bAa—bA=(a—b)(a—0b)\
(@' =)@ =) = (d=V)ula =V)u=(d =V)(a V) p
Im Fall 2 = 0 ist das dquivalent zu A = p.

Wegen c—b=(a—b)(1—=X) und ¢/ =0 = (a/ = V')(1 — p) ist (¢,b) = (¢, ') dquivalent
zu
1=AP=(1-p)? <= 1+ -22=1+p*-2u

Das ist genau fiir A\ = p erfiillt.
(W2) Der Beweis von (W1) zeigt fiir

ANeK:c=a+(b—a)\ < =d + O —d)\

Um den Beweis durchsichtiger zu machen, benutzen wir die in (65 2) eingefithrten Be-
zeichnungen. Es gilt

Qa—1)= Q@ —2) und Q(b-2)=Q — )
Es folgt wegen ¢ —x = (a —x)(1 — ) + (b — x)A
Qlc—2)=Q(a—z)(1 =N+ Q(b—2)A\* + Bola —x,b—x) (1 — M)\

Weil analoge Aussagen fiir die gestrichenen Grofen gelten, ist die zu zeigende Aussage
also dquivalent zu Bg(a — z,b — x) = Bg(a’ — 2/, b — ). Nun gilt

—Bola—z,b—2z) = Bgla—z,2—b)=Qa—z+z—-b) —Q(a—z)—Q(b—2x)
= Qla—-b)—Qla—z)—Q0b—x)

und entsprechend fiir die gestrichenen Grofen. Da aber die rechten Seiten nach Voraus-
setzung gleich sind, folgt die Behauptung.

—

(W3) Wegen der offensichtlichen Translationsinvarianz von ,,=“, kann oE a = 0 ange-
nommen werden. Wir suchen also zu x € bK ein 2/ € E'\ {z} mit

vz =2'7 und (x—0b)(x —0b) = (2’ —b)(a' —b).

Und wir miissen die Eindeutigkeit zeigen.

Existenz: Sei 2/ := b(b)'z. Wire z = 2/, so wiire zb = zb = zb also zb € K und wegen
@31) wiren z,b linear abhéngig, im Widerspruch zu = ¢ bK . Das zeigt 2’ # x.
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Es gilt 2/’ = b(b)~'z - bb~'x = 27, die erste Gleichung.

(@' — )@ —b) = (%E— b) (%E - b) — (b0)~(bz — bb) (ba: — bD)
= (z—=b)(z—b).

Also hat 2’ die gewiinschten Eigenschaften.

Eindeutigkeit: Sei y € E'\ {z} mit rz =yy und (z—b)(r —b) = (y—0b)(y — b). Dann
gilt xb + zb = yb + yb. Multiplizieren mit y # 0 fiihrt auf

0 = y%b — (zb + zb)y + yyb = by* — (xb + xb)y + 2xb.
Diese quadratische Gleichung in y hat im Korper F hdéchstens zwei Losungen, eine
davon ist x. Somit ist «’ die andere Losung und ist daher eindeutig bestimmt. m

Bemerkung. Im Fall |E| =4 (Minimalmodell!) ist die Aussage des Satzes nicht ganz
korrekt, denn (I3) gilt nicht. Alle anderen Ausagen sind aber richtig.

Definition. Sei (£, ®,=) eine Ebene mit Kongruenz. Eine surjektive Abbildung
¢ : E — E heikt Bewegung, wenn fiir alle z,y € E gilt (x,y) = (p(z), ¢(y)).

Eine wichtige Beobachtung ist
(6.7) Sei (E,®,=) eine Ebene mit Kongruenz.

(1) Sind a,b,c € E kollinear und a',0/,¢ € E mit (a,b,c) = (d,V,), dann sind
a' b, kollinear.

(2) Jede Bewegung ¢ von E ist eine Kollineation.
(3) Die Menge B(E,®,=) der Bewegungen von E ist eine Untergruppe von Aut(E, ®).

Beweis. (1) Im Fall [{a,b,c}| < 3 folgt mit (K3) auch |{a’,¥',¢'}| < 3 und die Ausage
ist trivial.

Andernfalls existiert d’ € o/, mit (a,b,c) = (a’,V',d’) nach (W1). Wére ¢ & o', V', so
folgte mit (W2) wegen (a,b,c) = (a,V/,) auch (d,c') = (c,c), also d = ¢ nach (K3).
(2) Wegen (K3) ist ¢ injektiv, also bijektiv. Wegen (1) werden kollineare Punkte auf

kollineare Punkte abgebildet. Da auch ¢~! eine Bewegung ist, gilt das auch fiir ¢!
und ¢ ist eine Kollineation.

(3) ist wegen (2) klar. -

Bemerkung. Bewegungen sind also die Automorphismen von Ebenen mit Kongruenz.
Die Forderung, dass ¢ eine Kollineation ist, fehlt in der Definition nur deshalb, weil
man es beweisen kann.
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(6.8) Beispiele. 1. Offenbar sind Translationen £ — E;z — z + a fiir alle a € E
Bewegungen.

2. Die Abbildung 0 : E — E;x + a+b(b)~(z—a) mit a,b € E,b # 0, heikt Spiegelung
an der Geraden a + bK . In der Tat gilt 0 o 0 = id und (mit (631))

o) =1 < blr—a)=b(r —a) <= r—a€bK <= x€a+bK.

Weiter gilt o(z) — o(y) = b(b) "' (z —y). Es folgt

(e(2) —o(y)) (e(2) —o(y)) =)' (@ —y) b(b) "z —y) = (z —y)(z —y).

Daher ist o eine Bewegung.

3. Auch die Abbildung 6 : E — E;x + b(b)"'x ist fiir b€ E\ {0} eine Bewegung. Im
Fall b ¢ K hat ¢ genau den Fixpunkt 0. Wir nennen § eine Drehung.

Wir nehmen jetzt an, dass der Korper E die Eigenschaft 2 # 0 hat und von der
Form E = K(a) mit o? € K ist (vgl. auch Aufgabe 41). Wir wihlen die Basis 1, « des
Vektorraums (F, K) und suchen Darstellungen von Bewegungen mit Hilfe von Matrizen.
Mit den Bezeichnungen aus (6512) gilt

Q(SL’) = (Zﬂl + l’QOé)(l’l — .TQO() = SL’% — $§Oz2 = JJT (é —((]1/2) €T =: g;TF;(;’
wobei F' die () bestimmende (symmetrische) Matrix (iiber K) ist.
Wann ist ¢ : ' — E;x+— Mz +t mit M € GL(2,K), t € E, eine Bewegung?

Weil Translationen Bewegungen sind, muss insbesondere Q(z) = Q(Mzx) gelten. Das
bedeutet

e Fr = (M2)"FMz = "M FMy < F=M"FM.

Das sieht man indem man fiir « die Basisvektoren einsetzt. Man erkennt leicht, dass
diese Bedingung auch hinreichend ist. Mit diesen Bezeichnungen gilt

(6.9) ¢ ist genau dann eine Bewegung, wenn F = MTEFM. n

Der Spezialfall £ = C und K = R ist besonderer Erwihnung wert.
(6.10) In der reellen Anschauungsebene (R? &,=) sind alle Bewegungen gegeben

durch R? — R?%; x + Max+t. Dabei ist t € R?, und M ist eine orthogonale 2 x2-Matriz,
d.h. MM = I,. Das ist gleichwertig zu M~ = MT.
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Beweis. Jede Bewegung ist eine Kollineation der affinen Ebene AG(2,R) (siehe (67)),
also nach dem Fundamentalsatz von der Form z — o(z) +t mit ¢ € R? und einer
semilinearen Bijektion von R2. Da aber R die Identitiit als einzigen Automorphismus
besitzt, ist o sogar linear, kann also beziiglich jeder Basis mit einer Matrix beschrieben
werden.

Wir wihlen die Basis 1, fiir C und erkennen, dass I’ = I, die Einheitsmatrix ist. Nun
folgt die Behauptung aus (6.9). n

(6.11) Bemerkung. 1. Auch wenn K nichttriviale Automorphismen besitzt, gibt es
keine ,semilinearen” Bewegungen, d. h. alle Bewegungen kénnen — wie oben beschrie-
ben — mit Matrizen dargestellt werden.

2. Man kann also statt die Korpererweiterung (FE, K) zu betrachten, auch AG(2, K)
und eine geeignete Matrix F' zur Beschreibung von euklidischen Ebenen benutzen.
Dieser Weg wird meist in der Linearen Algebra eingeschlagen.

Das Kleinsche Modell einer hyperbolischen Ebene

Hyperbolischen Ebenen sind ebenfalls Ebenen mit Kongruenz, die aber nicht affin sind.
Wir geben hier nur ,,das” Beispiel {iber den reellen Zahlen an, in einer Beschreibung, die
auf Felix Kleinfl zuriick geht.

Fiir den kommutativen Kérper K betrachte vier kollineare Punkte a K, bK, cK,dK in
PG(2, K). Durch Wahl der Vertreter a,b,c,d € K* kénnen wir im Fall aK # bK,cK
sowie bK # cK,dK erreichen, dass gilt

c=a+b und d=a+bd fiir ein eindeutig(!) bestimmtes 0 € K.

Wir nennen DV (a K, bK, cK,dK) := 6 das Doppelverhiltnis der gegebenen Punkte. Au-
Berdem setzen wir DV (aK,bK,cK,bK) := oo und DV (aK,aK, cK,dK) := 1. Weitere
spezielle Werte ergeben sich durch die Konvention 0! = co und oo™ = 0 und

(6.12) (1) DV(aK,bK,cK,cK) =1.
(2) DV(aK,bK,cK,dK)=DV(cK,dK,aK,bK).
(3) DV(aK,bK,cK,dK)=DV(bK,aK,cK,dK)™' = DV(aK,bK,dK,cK)™".
Beweis. (1) ist offenbar, (3) folgt sofort aus der Darstellung dd~! = b+ ad~! und (2).
(2) Aus c=a+b und d = a+ bd folgt

a(l—6 1) =c—dé' und b(1—06)=c—d.

Mit @/ = a(1—671), ' =b(1-0),d =¢, d =d(—6!) folgt @’ = +d und ¥ =/ +d'é.
Das ist die Behauptung. n

9Felix Klein 1849 - 1925
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Beispiel. In PG(2, K) betrachten wir die Gerade GG, die durch o = 0 definiert ist. Die
Punkte haben die Form (1 : x : 0) und kénnen mit x identifiziert werden. Den Punkt
(0:1:0) € G schreiben wir oo. Fiir a,b,¢,d € K verschieden gilt

c—a

(1) = (L)1 =N+ (1,HA mit A=

und (1, d)p = (1,a)(1 —X) + (1,b)\0.

—a

Dabei wurde die 2-Koordinate weggelassen. Es folgt

p=1-X)+A5 und du=a(l—\)+bAs

Das ergibt
A(1=N)+20) —a(l— N +06 — 5= ?ddz(lly); A
C(a=d)(1 -2 (a—d)b—a—(c—a) (a—d)(b—c) a—d
=0 d—bee — (d=b)(c—a)  (a—c)(b—d) =T

Daher der Name ,Doppelverhéltnis“. Diese Formel gilt auch wenn der Punkt oo vor-
kommt, indem man die {iblichen Konventionen benutzt. Auch die Aussagen von (6.12)
sind leicht zu sehen.

Bemerkung. So wird das Doppelverhiltnis z. B. in der Funktionentheorie eingefiihrt.
Es gibt eine Reihe weiterer dquivalenter Zuginge. Dabei ist die Definition nicht einheit-
lich. Hiufig wird statt & der Wert 6! verwendet. Alle abweichenden Definitionen in
der Literatur ergeben sich durch Permutation der Eintrége in unserem DV.

Eine wichtige Eigenschaft ist
(6.13) Sei K ein kommutativer Korper.

(1) Jeder lineare Automorphismus von PG(2, K) lifit DV invariant.

Genauer: Ser M eine invertierbar 3 x 3-Matriz, dann gilt

DV(MaK, MbK, McK, MdK) = DV(aK,bK, cK, dK).

(2) Jede Zentralkollineation ist linear, d. h. sie wird von einer linearen Abbildung indu-
ziert und lafst daher DV invariant.
Beweis. (1) ist offenbar.

(2) Sei ¢ eine Zentralkollineation mit Achse L und Zentrum z. Wéhle eine Basis by, by
von L und erginze Sie mit by zu einer Basis von K3. Im Fall z ¢ L wihle by € z, d.h.
z = boK. In der affinen Ebene (A,8) = PG(2,K)\ L ist o = |4 eine Translation
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oder eine Streckung mit Zentrum 0. Somit gilt a(x) = = +t oder a(z) = xA. Daher
gilt beziiglich der Basis by, by, by (vgl. (212))

1 00 1 00
polr)=Mzx mit M= 1|t 1 0 oder M=1[0 X O
ta 01 0 0 A
Natiirlich ist Linearitdt unabhéngig von der Wahl einer Basis. m

Im Folgenden spezialisieren wir den Korper zu R und denken wir uns stets AG(2,R)
kanonisch in (P,®&) = PG(2,R) eingebettet, so dass das Doppelverhéltnis auch fiir
kollineare Punkte aus R? definiert ist. Sei (H, &) der Inzidenzraum aus ([CI111), d. h.
es sei

K:={(z,22) €R?*; 2f+ 23 =1} und H:={(z1,22) €R*; 2]+ 2} <1}
der Einheitskreis, bzw. dessen Inneres. Weiter sei
g ={GNH; Ge®mit GNH # &},

die Geradenmenge besteht also aus den Sekanten von K . Insbesondere kénnen wir Kon-
struktionen auch in R? durchfiihren.

Die Kongruenz definieren wir wie folgt. Seien a,b € H und seien u,v € ﬂaﬂ N K die
beiden Schnittpunkte der Verbindungsgerade von a, b in R? mit K. Entsprechend seien
u',v" zu o, b € H erklart. Wir setzen

oy DV(u,v,a,b) = DV(u/,v',ad',t/)  oder
(a,0) = (a,b) = {DV(u,v,a,b) = DV(u/,v,d,0)!

< |InDV(u,v,a,b)| = |InDV (v v, d V).
Mit (612 3) erkennt man, dass ,, =" wohldefiniert ist und
(6.14) ,=“ist eine Kongruenzrelation auf (H,Bp).

Beweis. (K1) ist klar, und (K2) folgt direkt aus (6I1213).
Weil u, v, a verschieden sind, gilt DV (u,v,a,b) =1 <= a = b. Das zeigt (K3). =

Definition. Das Tripel (H, &y, =) heift Kleinsches Modell der hyperbolischen Ebene.

Wegen (E.13)) lassen Zentralkollineationen von P, die K festhalten die Kongruenzrela-
tion invariant, induzieren also Bewegungen auf H. Wir betrachten nur einen Fall. Fiir
eine Sekante L € & von K und u,v € LN K sei p der Schnittpunkt der Tangenten an
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K in den Punkten u,v. Dieser Punkt p heilkt Pol zur Polaren L. Umgekehrt besitzt
auch jeder Punkt auferhalb von K eine Polare, die Sekante von K ist.

Sei nun L Achse einer Zentralkollineation ¢ # id, die K festhilt. Dann muss ¢ die
beiden Tangenten durch u und v festlassen (da wu,v festbleiben, kann das Bild keinen
weiteren Schnittpunkt mit K haben). Daher ist der Pol p das Zentrum. Sei nun G eine
Sekante von K, die p enthélt. Fiir die beiden Schnittpunkte s,t € GN K gilt p(s) =t
und ©(t) = s. Wegen (BI42) muss 2 = id gelten — ¢ ist also eine Involution.

Zu fest gewdhltem G existiert auch genau eine solche Zentralkollineation. Daher defi-

nieren wir

Definition. Diese Involution wird Polarenspiegelung an L genannt und L geschrieben.
Sie ist durch L eindeutig festgelegt.

(6.15) Mit den obigen Bezeichnungen gilt

(1) L(K) =K und L ist involutorische Bewegung von (H, &, =).
(2) Ve € P\ LU {p}:DV(p,p,zNL,z, L(x)) = —1.

Beweis. (1) Die erste Tatsache erfodert Kenntnisse iiber Kegelschnitte in projektiven
Ebenen, die wir nicht zur Verfiigung haben. Ein anderer Weg ist eine ldngliche, kompli-
zierte Rechnung.

Die anderen Eigenschaften von L wurden oben gezeigt.
(2) Nach (EI32) und (EI23) gilt
5 := DV(p.pz N Lo, L(x)) = DV(p, 5.2 N L, L(x), ) = 5,
also 02 = 1. Wegen L(z) # z gilt § # 1, und die Behauptung folgt. n

(6.16) Bemerkung. 1. Statt L miisste man genauer die Restriktion E|H H — H
betrachten. Diese Abbildung kann als Geradenspiegelung von (H, &y, =) aufgefasst
wegen.

Wir sprechen daher auch von hyperbolischen Geradenspiegelungen.

2. Die obige Konstruktion zeigt wie jedem Punkt p auferhalb von K eine Gerade 7(p)
(eine Sekante von K) zugeordnet wird. Tatsichlich kann 7 auf ganz P fortgesetzt
werden. Dabei ist fiir Punkte p € K das Bild n(p) die Tangente an K in p und
Punkte aus H werden auf Passanten geworfen.

3. Die Abbildung 7 : P — & ist eine Kollineation von PG(2,R) auf den Dualraum
mit 7 o7 = id. Eine solche Abbildung wird Polaritit genannt. (Das erlaubt eine
Konstruktion fiir Punkte in H !)

49



4. Aus (BI4) kann man ablesen, wie zu jedem Punkt von H der Bildpunkt konstruiert
werden kann. (Das wird in der Vorlesung ausgefiihrt.)

5. Punkte mit DV = —1 nennt man auch in harmonischer Lage.

6. Das Kleinsche Modell der hyperbolischen Ebene (H,®,=) ist eine Ebene mit Kon-
gruenz. Dazu wiren die Axiome (W1), (W2), (W3) zu zeigen.

Axiomatik

Wir betrachten jetzt eine abstrakte Ebene mit Kongruenz (E, ®,=), wie sie am Anfang
dieses Paragraphen definiert wurde. Insbesondere gelten die Axiome (W1), (W2), (W3).

Unser erstes Ziel ist es die Existenz von Geradenspiegelungen zu zeigen und Ihre wich-
tigsten Eigenschaften herzuleiten.

Definition. Eine Teilmenge U C P eines Inzidenzraums (P, &) heift Unterraum, wenn
gilt: Va,beUa#b = a,bCU.

Wir werden annehmen, dass E nur folgende Unterrdume besitzt: die leere Menge, die
einelementigen Mengen (Punkte!), jede Gerade, und E. Vergleiche dazu (61)).

(6.17) Seien a,b,x € E nicht kollinear und »' € E\ {z} mit (a,b,x) = (a,b,2').
Dann gilt {c € E; (z,c) = (2',¢)} = a,b.

Beweis. Wir zeigen, dass U := {c € E; (z,c) = (2/,¢)} eine Unterraum ist. Seien s,t €
U und u € s,t, dann gilt (s,t,u) = (s,t,u) und (s,t,z) = (s,t,2'). Mit (W2) folgt
u e U, also s,t CU. Wegen a,b € U gilt a,b CU.Da z ¢ U gilt U C E.

Mit der obenstehenden Bemerkung ist nur U = a, b mdglich. -

(6.18) Fir L €  und x € E\ L gibt es genau ein ' € E\ {x} mit (¢c,x) = (¢, 2)
fir alle c € L.

Beweis. Seien a,b € L verschieden, dann existiert genau ein 2’ € L\ {z} mit (a,b, z)
(a,b,z") nach (W3). Fiir ¢ € a,b folgt mit (W2) (¢, z) = (¢, ). n

L

Wir schreiben z* = /. Wegen des Lemmas ist das wohldefiniert.

Definition. Die Abbildung

x firxe L

Z:E—>E;x»—>
ot firzre E\ L

heilit Geradenspiegelung.
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(6.19) Firalle L € & ist L eine involutorische Bewegung, die genau die Punkte aus L
festlisst.

Beweis. Nach Definition gilt Vz € L : L(z) = 2 und wegen (W3) auch L(L(z)) = z.

Um zu zeigen, dass L eine Bewegung ist, braucht man Aussagen zur Hiille in Aus-
tauschrdumen wie sie in § 7?7 behandelt werden. Wir fiihren hier den Beweis nur fiir
affine Ebenen (£, ®). Seien z,y € F und oE x # y.

L. Fall: 32 = z,y N L. Nach (W1) existiert 2’ € z, L(y) mit (y,zz) = (L(y), z,2').
Fiir a € L\ {z} gilt (y,2,a) = (L(y), 2 ,a) also mit (W2) auch (z,a) = (2',a). Nach
Konstruktion gilt (z,z) = (z,2’) also 2’ = L(z) und damit (z,y) = (L(z), L( ))-

2. Fall: 3z = L(z), L(y) N L. Wie der 1. Fall mit 2’ € z, y.

3. Fall: 7, y||L und L(z),L(y)||L. Sei z € L und w € 7,y \ {z,y}. Mit dem 1. Fall gilt
dann

(z,w,y) = (z,f(w), Z(y)) und  (z,w,z) = (z, E(w),f(x)), da z,wNL+# &.

Daraus folgt (z,y) = (L(z), L(y)) mit (W2). n

Zur Abkiirzung schreiben wir B = B(E, ®,=). Es gilt dann L € B.

(6.20) Sei p € B.
(1) Fixp:={z € E; ¢(x) =a} ist eine Unterraum von E.

(2) Ezistieren a,b € Fixp, a # b, dann gilt ¢ = a,b oder ¢ = id.

(3) Hat ¢ drei nicht kollineare Fizpunkte, dann gilt p = id.

Beweis. (1) Seien a,b € Fixp, a # b, und ¢ € a,b. Dann gilt ¢(c) € a,b wegen (1)
und (a, b, c) = (a,b,p(c)). Nach (W1) hat man also ¢(c) = ¢ und a,b C Fixep.

(2) Sei ¢ # id, dann gilt Fixy # E und L := a,b C Fixp. Daher muss gelten Fixp = L.
Fir x € E'\ L gilt (a,b,z) = (a,b, p(x)). Mit (W3) ist also ¢(x) = L(z).

Insgesamt folgt ¢ = L.

(3) Ein Unterraum, der drei nicht kollineare Punkte enthélt muss gleich E sein. m
(6.21) Fir G,H € & und ¢ € B gilt

(1) $Go' = o(G)
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(2) GH)=H < GH=HG < H(G)=G.
Im Fall G # H ist das genau dann der Fall, wenn GH involutorisch ist.

Beweis. (1) Offenbar (und ganz allgemein!) gilt
Fix (apégp‘l) = (Fixé) < o(G).

Mit (6:20012) folgt sofort die Behauptung.

(2) Bei allen Rechnungen beachte man G = G fiir alle Geradenspiegelungen. Der Fall
G = H ist trivial, also konnen wir ab sofort G # H annehmen. Dann ist insbesondere
GH #id, und es gilt offenbar

GHG =H <= GH=HG < GHGH =id «— GH involutorisch.
Aus G(H) = H und (1) ergibt sich GHG = G(H) = H. Und aus H = GHG = G(H)
folgt umgekehrt G(H) = H.
Wegen Symmetrie kann auch die Beziehung H(G) = G in die Aquivalenzkette eingebaut
werden. -

Definition. Man sagt zwei Geraden G, H € & stehen senkrecht oder orthogonal, wenn
GH involutorisch ist und schreibt G L H. Man nennt G auch Lot auf H (und umge-
kehrt).

G und H sind also genau dann orthogonal, wenn G # H und die vier dquivalenten Be-
dingungen aus (6Z112) erfiillt sind. Insbesondere ist Orthogonalitit eine symmetrische,
antireflexive Relation auf &.

Definition. Seien z,y € £ und G € &. Gilt G(z) = y, so heikt G Mittellot (oder
auch Mittelsenkrechte) von x und y.

Im Fall x # y gilt offenbar G L z,y.
Wir benutzen die in §Bl eingefiihrte Bezeichnung z':= {G € &; z € G} fiir x € E.
Zur Existenz von Loten und Mittelloten gibt Auskunft

(6.22) Seien a,b€ E mit a #b.

(1) Fir G € ® mit a & G egistiert genau ein Lot H € @, nimlich H = a,G(a).

(2) Es gibt hichsten ein Mittellot L von a, b.
Im Fall der Ezistenz gilt L ={x € E; (a,z) = (b,z)}.
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(3) Egistiert c € E\ a,b mit (a,c) = (b, c), so existiert ein Mittellot von a und b.

Beweis. (1) Offenbar gilt G (a,é(a)) = a,G(a), also G L a,G(a). Fir H € @ mit

H 1 G gilt G(H) = H, also G(a) € H. Daher gilt H = a,G(a).

(2) Fiir ein L € & mit L(a) = b ist (B17) anwendbar und zeigt die zweite Behauptung.
Die Eindeutigkeit ist dann trivial.

(3) Fille gemiR (1) eine Lot von ¢ auf a, b. -

(6.23) Bemerkung. 1. Die erste Aussage zeigt, dass man immer eindeutig von einem
gegebene Punkt aus ein Lot fdllen kann.

2. Um die Existenz von Mittelloten allgemein zu beweisen, braucht man stiarkere Vor-
aussetzungen.

3. Auch mit der Frage, wann man in einem Punkt ein Lot errichten kann, werden wir
uns spater beschiftigen.

Im Fall der Existenz (und Eindeutigkeit) schreiben wir {a L G} fiir ein Lot durch a
auf G. Nur im Fall ¢ € GG sind Existenz und Eindeutigkeit gesichert. Zum Fall a € G
siehe Aufgabe 52.

(6.24) Seien G, H,L € &.

(1) Sei a € E mit GH(a) = a, dann gilt a = GNH oder G = H.

(2) GHL #id.

(3) Fir peB git GLH = ¢(G) L ¢(H).

Beweis. (1) Es gilt G(a) = H(a) =: o’. Im Fall @’ # a ist G = H das nach (B222)
einzige Mittellot von a und a'.

Im Fall a = @ ist a Fixpunkt von G und H, also a € GN H.

(2) Anngenommen GHL = id, dann gilt GH = L und L ist Fixpunktgerade von GH.
Nach (1) ist das nur fiir G = H mdglich. Dann folgt aber L = id, ein Widerspruch.

(3) GH ist genau dann involutorisch, wenn goéf] o~ ! involutorisch ist. Es gilt aber mit

6.2111)

—_—~—

pGHp™ = pGo ™t oHp™ = o(G) p(H). n

(6.25) Zude G e & existiert H e'd mit G+ H und G J H.
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Beweis. Es existiert L € d \{G}. Nur der Fall L 1 G muss behandelt werden. Wiihle
a€G\{d} und b € L\ {d}. Nach (6E221) gilt A =a,b f G,L und A(d) ¢ L. Somit
gilt H:=d, A(d) # L,G. -

Wir schreiben 7 := {p € B; 0 =1id # ¢} fiir die Menge aller Involutionen in B und
& fiir die Menge aller Geradenspiegelungen. Es gilt also & C 7 C B.

(6.26) Sei p € B\ {id} und d € Fixep.

(1) Gibt es G € 'd mit o(G) =G, dann gilt ¢ € T.

(2) Ist ¢ € T und gibt es G € d mit p(G) # G, so gilt ¢ € &.

(3) Ist p € T\ B, so gilt o(G) =G fiir alle G € d.

(4) Gilt o(G) =G fir alle G € d, so ist pG € & und ¢G(d) = d fir alle G € d.
Beweis. (1) Fir z € G\ {d} gilt (d,¢(2),2) = (d,¢*(2), p(z)) = ( p(z), ¥*(z)). Aus

(W1) folgt ©?(z) = x. Da auch ¢?(d) = d ergibt sich mit (E20.2) ©? = id oder ¢? = G.
Wire ? = 7, dann wiirde fiir y € E\ G gelten (y, o(y)) = (¢(y), G(y)). Nach E222)
ist das nur fiir p(y) € G méglich, im Widerspruch zu y ¢ G und 0(G) =G.

Also muss ¢? = id gelten.

(2) Sei z € G\ {d} mit 2’ = p(z) ¢ G. Wegen (d,z) = (d,2’) gibt es nach (B223) ein
Mittellot H von z,2’, also H(xz) =2’ und d € H. Somit gilt

Ho(d)=d, He(x)=z, Hp(x')=Hx)=2a
Daher hat die Bewegung H ¢ drei nicht kollineare Fixpunkte und mit (620.3) gilt H Y=
id. Das zeigt ¢ = H.
(3) folgt direkt aus (2).
(4) Wegen (1) ist ¢ eine Involution. Sei G € d . Wegen (625) gibt es H € d mit G # H
und G / H,d.h. G(H) # H. Es folgt ¢G(H) # H und daher ¢©G # id.

Aus p(G) = G folgt mit (GZT11)

~ —~—

G=¢G)= 0Go ™l = Gy = GG =id = oG € T.
Nach (2) gilt ¢G € &. [

(6.2'QRreisEiegelungssatz. Fir d €e E und A,B,C € d gibt es genau ein G € d
mit ABC = G.
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Beweis. Gilt A = B, so folgt ABC = C — die Behauptung.
Gilt A L B, soist ¢ = AB € I, aber wegen (6242) ¢ ¢ &. Nach (E26.3,4) gilt

ABC = 900605

Es bleibt also der Fall A ## B und AB ¢ T. Sei v = ABC. Fiir z € C\ {d} gilt

¢/ = (z) = AB(z) # = nach (BZA1). Aus (BZ01) und AB ¢ T folgt 2/ ¢ C, sodass
d,z, 2" nicht kollinear liegen und (d,z) = (d,2’) erfiillen. Nach (EZ23) existiert ein
Mittellot M von z,2" und d € M. Man hat also Mi(d) = d und My(z) = M(2) =z

und (E202) zeigt M) = id oder M) = d z=C.
Wire Mw =C, so folgte MAB =id — im Widerspruch zu (£2412).
Also muss M- 1 = id gelten — und das impliziert die Behauptung. m

Wir halten ohne Beweis fest

(6.28) Satz. Ist E endlich, so ist (E,®) eine affine Ebene.

Euklidische Ebenen — axiomatisch

Wir erinnern daran, dass euklidische Ebenen affine Ebenen mit Kongruenz sind, die also
die Axiome (W1), (W2), (W3) erfiillen. Auferdem gilt (I3), das Minimalmodell affiner
Ebenen scheidet also aus.

Insbesondere sind affine Ebenen Austauschebenen (vgl. § 77) und alle Sitze des vorigen
Abschnitts gelten.

Wir werden sehen, dass alle Bewegungen mit Geradenspiegelungen beschrieben werden
kénnen. Dabei spielt der Dreispiegelungssatz eine wichtige Rolle.

Im Folgenden sei also stets (E, ®, =) eine euklidische Ebene. Wir denken uns bei Bedarf
die affine Ebene (E,®) in den projektiven Abschluss eingebettet. Die Ferngerade sei
stets mit F' bezeichnet. Jede Bewegung ¢ besitzt eine Fortsetzung ¢* auf den projek-
tiven Abschluss. Diese Bezeichnung werden wir hdufig ohne Hinweis verwenden.

Wichtig ist die Tatsache, dass fiir jedes G € & die Fortsetzung der Spiegelung G* eine
Zentralkollineation mit Achse G U {[G]} und Zentrum [L] ist, wenn L L G.

(6.29) Seien G,H, L€ & mit G L L. Es gilt: =~ H 1 L < G| H.

Beweis. Nach Voraussetzung ist [G] das Zentrum von L*. OE gilt H # L, dann ist

wegen (B.2112)
H1L < L(H)=H < [H]=]G)], das Zentrum von L*.

das bedeutet aber gerade H||G. n
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Der folgende Satz ist von zentraler Bedeutung.

(6.30) Satz. Fiir G, H € & mit G|H ist GH eine Translation mit Richtung orthogonal
zu G

Beweis. OF gelte G # H. Wir setzen 7 = GH. Wegen (62411) und GN H = & hat 7
keine Fixpunkte.

Wegen (£.29) ist ein Lot L auf G auch ein Lot auf H, also ist [L] das Zentrum von G
und von H*. Dann ist [L] € F' auch Zentrum von 7" = G*H* (vgl. (B114)).

Da alle Fixpunkte auf F' liegen miissen, und es eine Achse geben muss, ist F' die Achse
von 7*. Daher ist 7 eine Translation. n

(6.31) Satz. Seien a,b € E zwei verschiedene Punkte.
(1) a,b haben genau ein Mittellot.

(2) Fir alle c € a,b ezistiert genau ein L €'c mit L 1 a,b.

(3) Es existiert (genau) eine Translation T mit 7(a) =b. Somit ist (E,®) eine Trans-
lationsebene.

Beweis. (1) Wihle G € ® mit G 1 a,b und ¢ € G\ a,b. Fiir
d:{ch,G(b)}ﬂR und M:{dj_ﬂ} ist MG

nach (E30) eine Translation. Daher gilt

MG(c.b)l[e.b = M(c.b)|G(c,0) =¢,G(b) = M(c.b) = {d|lc,G(b)} = a.d
— M) =abnad=a.

Daher ist M das gesuchte Mittellot. Die Eindeutigkeit steht schon in (62222).

(2) Sei M das Mittellot von a,b, dann tut es L = {c|M} wegen (E29). Ein weiteres
Lot durch ¢ wire ebenfalls parallel zu M .

(3) Sei M das Mittellot von a,b und L = {a L a,b}, die nach (1) bzw. (2) existieren. Es
gilt M||L nach (629), und 7 = ML ist eine Translation. Weiter gilt 7(a) = M(a) = b. m

(6.32) Bemerkung. 1. Man kann also in euklidischen Ebenen auf jede Gerade in jedem
Punkt dieser Geraden genau ein Lot errichten.

2. Zu Translationsebenen vgl. auch (&20) und die folgenden Aussagen.

3. Wie in (B2112) beschrieben, kann auf E eine Addition so eingefiihrt werden, dass
(E,+) eine kommutative Gruppe wird. Das neutrale Element sei mit 0 bezeichnet.
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4. Durch eine weitere Konstruktion, die hier nicht beschrieben werden soll, kann man
eine (kommutative) Multiplikation (mit neutralem Element 1) auf E so einfiihren,
dass (E,+,-) ein Kérper wird. Setzt man K = 0,1, so kann man zeigen, dass
K : E — E ein involutorischer Korperautomorphismus ist. Das fiihrt auf den

(6.33) Darstellungssatz. Sei (F,®,=) eine euklidische Ebene. Auf E existieren eine
Addition, eine Multiplikation und ein involutorischer Kdorperautomorphismus - =0,1
so, dass (E,+,-) Kdorper, und (E,®,=) die euklidische Ableitung von (E, ) ist. Ins-
besondere gilt (a,b) = (¢,d) <= (a—0b)(a—0b) = (c—d)(c—d) fir a,b,c,d € E.

Eine direkte Folgerung ist

(6.34) Satz. In jeder euklidischen Ebene gilt der grofie Satz von Pappus (AP). n

Wir steuern jetzt eine Klassifikation aller Bewegungen an.

(6.35) Satz. Sei ¢ € B

(1) Gilt Fixp = {z}, so gibt es Geraden G, H € Z' mit ¢ = GH .
@ heiffit dann Drehung um z.

(2) ¢ ist Produkt von hichsten drei Geradenspiegelungen.

Beweis. Wir benutzen die Existenz von Mittelloten (63T]).

(1) Fir z € E\{z} gilt (z,2) = (2, ¢(x)). Daher enthélt das Mittellot G von z, p(z) den
Punkt z. Somit hat G¢ die Fixpunkte x und z. Nach ([E201) gilt entweder Gy = id
was sofort auf den Widerspruch ¢ = G fiihrt, oder égp = z,:a: Das ist die Behauptung.
(2) Ist Fixy # &, so liefern (62012) und (1) jeweils die Behauptung. In der Tat ist ¢

das Produkt von héchsten zwei Geradenspiegelungen.

Es bleibt der Fall, dass es keinen Fixpunkt gibt. Sei x € F. Fiir das Mittellot M von
x,p(x) gilt x € FixM. . Nach unserer Voriiberlegung ist M ¢ das Produkt von hochsten
zwei Geradenspiegelungen. Daher folgt auch hier die Behauptung. n

(6.36) Bemerkung. 1. Der obige Beweis benutzt nur die Existenz von Mittelloten.
Dabher gilt er insbesondere auch fiir das Kleinsche Modell einer hyperbolischen Ebene.

2. Die Darstellung einer Drehung durch zwei Spiegelungen ist keineswegs eindeutig. In
der Tat gibt es fiir ¢ = GH mit z = GNH und A € 2" immer je genau ein B, B’ € %'
mit ¢ = AB bzw. p = B'A.

3. Im Fall F = C ist der Drehwinkel von ¢ die Beziehung Z(z,z,¢(x)) = 2- L(H, G).
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4. Analoges gilt fiir die Darstellung von Translationen als Produkt zweier Geradenspie-
gelungen. Das zeigt der folgende Satz.

(6.37) Dreispiegelungssatz fiir Lotbiischel. Fir die Geraden A, B,C,L € & gelte
A, B,C 1 L. Dann ezxistiert genau ein G € & mit ABC = G. Dabei gilt G L L.

Beweis. Nach (B2412) gilt ¢ := ABC +# id. Statt L kann wegen (629) jede Gerade
parallel zu L stehen. Daher kann oE angenommen werden, dass es z € L gibt mit

p(x) # .
Es gilt (L) = L, denn L ist unter allen gegeben Spiegelungen invariant. §omit folgt
o(x) € L. Sei G das Mittellot von z, ¢(x). Es gilt G L L, also G||A und Gy(z) = z.

Da 7 = GA und 7 = BC nach (B30) Translationen sind, und damit 77/ = Gy eine
Translation mit Fixpunkt x ist, folgt Gy =id. Das ist die Behauptung. n

Fiir den Rest des Abschnitts brauchen wir eine weitere Voraussetzung:

Wir nehmen an, dass fiir alle G, He & gilt G L H — GNH#o.

(6.38) Bemerkung. 1. Fiir einen koordinatisierenden Korper E bedeutet das
char F # 2, d.h. 2 # 0.

2. Zwei verschiedene Punkte a,b haben dann immer einen Mittelpunkt m = a,bN M,
wenn ) das Mittellot von a,b ist (vgl. (62Z22)). Im Fall a = b setzt man natiirlich
m =a ="b. In jedem Fall ist m = }(a +b) (siche Ubung).

3. Im Fall char E = 2 gilt tatsichlich G L H = G||H.

Definition. Eine Bewegung ¢ heift Gleitspiegelung oder Schubspiegelung, wenn es Ge-
raden A, B,G € & gibt mit A, B 1. G und ¢ = ABG.

@ ist also die Verkettung einer Spiegelung mit einer anschliefenden Translation in Rich-
tung von G (vgl. (630)).

Eine Gleitspiegelung heifit echt, wenn A # B, wenn also ¢ keine Spiegelung ist.

Wir halten die wichtigsten Eigenschaften fest.

(6.39) Seien A, B,G € ® mit A, B LG und A# B. Selze p = ABG und T = AB,
sodass ¢ = 7G eine echte Gleitspiegelung ist.

(1) 7 und G sind vertauschbar, d. h.jé = Gr.
Insbesondere ist auch ¢! = 771G eine echte Gleitspiegelunyg.

(2) G ist einziges Fizelement von .
Genauer: ¢ hat keine Fizpunkte, und G ist einzige Fizgerade.
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(3) Die Translation T und die Gerade G sind eindeutig bestimmit.

Beweis. (1) Mit (B2112) gilt ABG = AGB = GAB.
(2) Anngenommen es gibt einen Fixpunkt z. Dann gilt = # 7(z) = G(z). Es folgt

2, 7(2)||G L z,G(z) = 7, 7(2).

Das ist ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung G Nz, G (x) # . Also gibt es keinen
Fixpunkt.

Dass G eine Fixgerade ist, ist klar.

Sei H eine weitere Fixgerade von . Im Fall x = G N H ergibt sich der Widerspruch
p(x) = x. Also gilt G| H.

Weil H deshalb Richtung von 7 ist, gilt H = o(H) = Gr(H) = G(H), somit GNH # &
und daher G = H.

(3) ist eine direkte Folge von (2) und der Tatsache, dass ¢G eine Translation ist.  m

Die Gerade G wird manchmal als Achse der Gleitspiegelung bezeichnet. Da G keine
Fixpunktgerade ist, deckt sich das nicht mit unserer gewohnten Sprechweise — also
Vorsicht!

Es folgt die versprochene Klassifikation von Bewegungen.

(6.40) Satz. Jede Bewegung ¢ € B ist von einem der folgenden Typen

o Translation
e Drehung (d.h. ¢ = AB mit ANB = z)

o Gleitspiegelung (d. h. ¢ = TG mit einer Translation 7, auch T = id mdglich).

Beweis. Wegen (635) und (B30) ist nur noch der Fall ¢ = GHL mit verschiedenen
G,H,L € & zu betrachten. Nach (£31) diirfen wir oE annehmen, dass nicht alle drei
Geraden parallel sind. Nach Ubergang zu ¢=' = LHG falls notig, diirfen wir also
a = GN H voraussetzen. In der Tat, ¢ ist von einem der genannten Typen genau dann,
wenn ' vom selben Typ ist (vgl. insbesondere (E391)).

Setze K = {a 1L L}, b= KNL und A = GHK (Dreispiegelungssatz im Punkt a).
Nun sei B = {b||A} und D = BKL (Dreispiegelungssatz im Punkt b). Wir haben
KL = BD ist eine Involution. Daher gilt B | D und mit (629) A | D. Schlieklich
findet man ¢ = GHL = AKL = ABD ist eine Gleitspiegelung (mit Achse D).

Damit sind alle Mdoglichkeiten erschopft. m
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(6.41) Satz von Thales. Seien a,b,c € E nicht kollinear und m Mittelpunkt von a,b.
Dann gilt: (m,c) = (m,a) <= a,c L b,c.

Beweis. ,==": Seien G, H die Mittellote von a,c bzw. ¢,b, dann gilt m = G N H
und HG(a) = H(c) = b. Daher hat man HG(a b) = a,b und nach (B2A1) ist HG
involutorisch. Daher gilt G L H. Da auch b,c L H folgt mit (E2Z9) b,c||G. Wegen
G 1 a,c erhalt man a,c L b, c.

,<—"“: Es sei d der Mittelpunkt von a,c, und es sei 7 bzw. 7/ die Translationen mit
7(a) = m bzw. 7'(a) = d, die nach (B31)) existieren. Sei M = {m L a, a,b} und L das
Mittellot von a,m. Dann gilt 7 = ML. Es folgt 7(m) = ML(m) = M(a) = b. Analog
zeigt man 7'(d) = c.

Nach (B222) bilden die Translationen eine kommutative Gruppe. Daher gilt

7771 (m) =d und (7'/7'_1)2 () =777 b) = 7' (m) = 77 (a) = 7'(d) = c.

Deshalb ist [d, m| Richtung von 777! und [b, ¢] ist ist Richtung von (7' 771 . Diese miissen
aber gleich sein. Das zeigt G := d,~m||b, c. Aus a,c L b, c folgt mit (EZ9) a,c L G, und
G ist Mittellot von a,c. Es folgt G(a) = ¢ und daher (m,c) = (m,a). n

Fiir die letzten beiden Aussagen sei ' ein Koérper mit einem involutorischen Automor-
phismus  und dem Fixkérper K. Es gelte 2 # 0. Weiter sei (E,®, =) die euklidische
Ableitung. Wir erinnern an die quadratische Form @Q(x) = zz und die zugehérige Bili-
nearform By, die durch By(z,y) = zy + xy festgelegt ist (siehe (E3)).

(6.42) Sei (E,®,=) euklidische Ableitung des Korpers E mit dem involutorischen
Automorphismus  und es sei 2 # 0.

(1) Die Punkte a,b besitzen den Mittelpunkt 3(a +b).

(2) Fiir drei verschiedene Punkte a,b,c € E gilt a,c L b,c <= Bg(a—c,b—c) =0.

Beweis. (1) Siehe Aufgabe 49.

(2) Es gilt einerseits a,c L b,c <= s = ﬁ(b) € b,c (etwa wegen (B20)) und
andererseits s € b,c <= s = 2c¢ — b, denn in diesem Fall ist ¢ Mittelpunkt von s,b.
Weiter gilt mit (6.82)

a—=c¢

s=c+ (b—c)=2c—b <= (a—c)b—c)=—(b—-c)(a—rc)

a—c
<= Bgla—cb—c)=0. n
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(6.43) Satz von Pythagoras. Sei (E,®,=) euklidische Ableitung des Kirpers E mit

dem involutorischen Automorphismus und es sei 2 # 0. Fir drei nicht kollineare
Punkte a,b,c € E gilt a,c L bc <= Qla—c)+Q(b—c)=CQ(a—Db).

Beweis. Qa—b)=Qa—c—(b—¢c))=Qa—c)+Q(b—¢c)—Bgla—c,b—c)=

=Qa—c)+Q(b—c) < Bgola—c,b—c)=0 < a,c Lbc mit (EZ). m
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