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� � ��� ���b�����	�

:�&);V5 JL#$,iO�?R#$J"JK*���N�
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a #%$%& ��')(+*����-, b� ��.

c / �0�1��� & ��23. ���4�5����!"�6�
a
����.

b
.���23(+*7�%�����98:�%26��. �

G
# �;�<�62)�����"�=, / G

b

b

c
a

a

>�?�@BA9CEDGFIH�CKJ�LNM�FPORQNDG@
S #"T ���B?)�L;P��
:UR�%�

(V,K)
�����WV��%!-�3X;2323����YZ����.

(V,G) := AG(V,K)
.���� $ ���;�%*�[;23���;�\�1]����

^`_ ���%���3������acb�d�2\!�X;���������e��2)�
a, b, c ∈ A f a 6= b f �<gR��'=�6���%2)�\�;�������0�����

λ ∈ K
Y����

c − a =
(b− a)λ

a�����2h')�%� $ ��� Tv(a, b, c) := λ
����.i���%�������W��'j.k��'ml #$�"JLA�# &<H�( JL?)���"Omn;X��

a, b, c
a

o #$,[# &)>Z*���N�
qp;amb�d 2
K = R

�;���r�es
a # �������1� $<& ��'3(+* ���t, b

����.
c
�����k���u.������ fm& �%���

Tv(a, b, c) < 0
a

v a`bwd�2h.k��'mxNX;y yz�%��n;�%23*k{1���6� ��'j����'}|6~��;������s
DV(a, b, c, d) =

Tv(c, a, b)

Tv(d, a, b)

��� _ ����� ����a

� ajV`�}�`UR�=���`�}s�xN���:xN�%�������3��X;���%�W')����.�����(+*"�`�%����* �����3����(+*	���	.��%2`�E�r�6��23�1�6� 2�a

� 'm�;���r�6�%����X����;�%��.��:�j��(+*��%��23�%�;�����Ks
� ` 
"� � �K�<�

(V,K)
�<�������+���I �¡�¡)¢�£R¤¥£t��¦

(V,G) := AG(V,K)
¦��§�j¨�£�©t�+ªk«�¡��r©t�}¢)¬�®��¯}°�±��<��²

�³£t�t©"´w�K�<�§�<�
a, b, c ∈ V

�" �±�±µ���®�3¢�¡}¤q���
a 6= b

´w¶\¢��k�	©���±µ�P·
� ����¸�¹�¡)¢�� º<±r¢��³�§ �� º<���k»�¢�¡��³¢��t¨=¼ ∀v ∈ V : Tv(a+ v, b+ v, c+ v) = Tv(a, b, c).

� .®�½�K�<�
σ : V → V

�<���®�¾º¿�<¤q��±µ���®�3¢�¡6�NÀh� Áe�+�����§ ��Â¤q���5À¾�§©�±��<���§¢�£R�I �¤Ã �¡PÄkªt��º<¤q£-º
σ̂ Å ¦"¢��k�i©���±µ�

Tv(σ(a), σ(b), σ(c)) = σ̂(Tv(a, b, c))
´zÆ<� º�°<�+º¿ ���¦t�<¡6�`��º<�

Tv
©t�<��¢�£	£t�k�G�<¡}¦t�<�Ç±µ���®�3¢�¡6�<�

¯È¬É�k���§Ê��I�<�7���k»�¢�¡<�³¢��k�§´
� 9®�½�K�<�§�<�

a, b, c
Ä ¢"¢�¡<ËÌ�<��º¿�¾»��<¡6º¿Í+ªt�§�3¦t�<�Ç£t��¦

λ = Tv(a, b, c)
´c¶\¢��k�	©t�<±µ�G�<��·

Tv(a, c, b) = λ−1 Tv(b, a, c) = 1 − λ Tv(b, c, a) = (1 − λ)−1

Tv(c, a, b) = 1 − λ−1 Tv(c, b, a) = 1 − (1 − λ)−1 = (1 − λ−1)−1 = λ(λ− 1)−1 ´
� EE�4ÎE¢�±�±Ïº

a 6= c
©���±µ�kÐ�ÑR¡

d ∈ a, b
·

Tv(a, b, c) · Tv(a, c, d) = Tv(a, b, d)
´

� Y®�4¶:�§�`¯}°¿°���±r¦�£t�t©
τa,b : a, b→ K; x 7→ Tv(a, b, x)

��º<��°�� Áe�+���³��»�´
� 8®�½�K�<�§�<�

a′, b′, c′ ∈ A
�" �±�±µ���®�3¢�¡ Å a′ 6= b′

¤q���
a 6= a′ Å b 6= b′

£R��¦
a, a′‖b, b′ Å ¦"¢��k��©���±µ�P·

Tv(a, b, c) = Tv(a′, b′, c′) ⇐⇒
(
c = c′ ∨ c, c′‖a, a′

)
.

Æ<� º�°<�+º¿ ���¦t�<¡6�¾��º<�
Tv

���k»�¢�¡��³¢��k��£t�k�G�<¡¾Ò�¢�¡)¢�±�±��<± Äk�<¡+ºIÄk�+���³��»¿���§Ê��P´ b’a’ c’

a b c

~ v



ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿�Ì��')�h�323�rnR�����§a
� v ��bkX;��������.��:�j��(+* �t� ��� $ �����1�j.������Ì�%*k����yR�6����� s

(σ(b) − σ(a)) · Tv(σ(a), σ(b), σ(c)) = σ(c) − σ(a) = σ(c− a)

= σ((b− a) · Tv(a, b, c)) = (σ(b) − σ(a)) · σ̂(Tv(a, b, c)).

� � � � _ ������a
��� � � ' �;���r�es

(b − a) · Tv(a, b, c) · Tv(a, c, d) = (c − a) Tv(a, c, d) = d − a
a5x¾��'q��')�q.����

� ��*k��� y �6��� ��a
��� �¾�I���)��!"�3��nt���6{1�es

λ = Tv(a, b, x) = Tv(a, b, y) ⇒ x − a = λ(b − a) = y − a ⇒ x = y
a

Ut��2��)�%!-�3��nt���6{1�es	�®�
λ ∈ K

'3�<� $ � x := a + (b− a)λ
a x¾��� �W�;�����

Tv(a, b, x) = λ
a

� ~"� # =⇒ ,;scUt���
λ = Tv(a, b, c) = Tv(a′, b′, c′)

a � ' �������
c − a = (b − a)λ

����.
c′ − a′ =

(b′−a′)λ f UR� _ �326��* ����2)������23��� _ �
(c− c′)− (a−a′) = (b− b′)λ− (a−a′)λ

a"���%�;���
a, a′‖b, b′')����.

(a − a′)
����.

(b − b′)
����� �e��2	� _ *k{�������� f �1��'3XÉ����(+*

(a − a′)
����.

(c − c′) f '3X�Y��r�
(c = c′ ∨ a, a′‖c, c′) a
# ⇐=

,�sE�½���;�%� �
� �}��gR��')�3���%2)�
c′′ ∈ a′, b′

Y��r�
Tv(a, b, c) = Tv(a′, b′, c′′)

a��W��� # =⇒ , ��X�������s
c = c′′

XR.��%2
a, a′‖c, c′′ ap�azb �����§s

c = c′
a ^ ��'

c 6= c′′
��X;�����6� & ���;�%� c, c′′ ∈ a′, b′

.��%2`����.���2)'3y�2)��(+*
a, a′ ∦ c, c′′

a ^ ��'3X
�������

c′ = c = c′′
����.

Tv(a, b, c) = Tv(a′, b′, c′)
��')�j!-� �12�a

v azb �����§s
c 6= c′ f ����')X c, c′‖a, a′ a �IYZb �����

c = c′′
� �1��'3X

c, c′ ∈ a′, b′
�h��X������3�}.���2j����.��%23')y�23��(+*

a, a′ ∦ c, c′
a ^ ��')X

c 6= c′′
� ��.

c, c′′‖a, a′‖c, c′ $ �������j.������ ��*k��� y �6��� � c′′ = c′
a

�

o #$,[# &)>Z*���N�
¾V��%23�;������(+* �}.k� $ �i.��%��Ì� & �%��'jn;X;� ��� a�p ��a
� ` 
 .z��F@?R&)W+H�JL#7��O�WQ?]�k
9�K�<�§�<�

a, a′, z ∈ V Å �k�§Í+ªt�j�" �±�±µ���®�3¢�¡ Å b ∈ z, a \ {z, a} £R��¦
b′ ∈ V

´
��� £t��»�¢�±��<�k��º<����¦"·

� �=�
b′ ∈ z, a′

£t��¦
a, a′‖b, b′ ´� �)�=�

b′−z = (a′−z) ·Tv(z, a, b)
¸G¦"´rª ´

Tv(z, a′, b′) = Tv(z, a, b)
¼�´

� �3�3�=�
b′ − b = (a′ − a) · Tv(z, a, b)

´ z

a b

a’ b’
ÀN�<ËÌ�<��º�´ � �=�

=⇒
� �)�=�<s xN�%2`URyz� $ �������³����� c = c′

��� �
� a�p;a ~"� $ �����1� Tv(z, a, b) = Tv(z, a′, b′)
a

� �3�=� ⇐⇒
� �)�3�=�<s � 'm�;�����

b− z = (a− z) · Tv(z, a, b)
a

Ut� _ �623��*�����23�%�in�X;� � �3�=���%23�;� _ � � �)�3�=� f ��.�.�����23�%� $ � � �3�)�=����23��� _ � � �3�=�<a
� �3�=� f � �3�3�=� =⇒ � �=��s

b′ ∈ z, a′
��2)�;� _ �j')��(+*W����' � �3�=� f a, a′‖b, b′ ����' � �)�3�=��a �

���BDG@���LNCEQ����NQ��ÌORD���Q

bwd�2	����(+*"�i!�X����������e�123�Â�5��� !-�3�
a, b, c

�%�����%'	�I� $ ��.���� $ 26�1��Y��%'
(P,G)

')(+*�23�%� _ ��� & ��2 E :=
a, b, c

��d�2`. ���4UR(+*�� ���3�`d _ ��2N���������m�"�6��2)26{�� Y�� f . ��� a, b, c ���"�3*k�����3���W����.Â')y�23�%(+*����7n�X;�Â.��%2

~ �



n�X;�
a, b, c

���R���;��')yk�����"�6�%�43^5�#$�%# a xN�����W�%���;�
E

��')�j.��%2`!-���%����'=�6� �`�"�3��2323����Y n�X;�
P f .���2. ��� �5����!"�6�

a, b, c
�%�"�6*k{��r�ea®����2¾'3(+* 23��� _ �%�

G(E)
��d�2}.���� �W��� �;����������2}8}��23��.��%� f .����9��� E�%�"�6*k���r�6�%�W��')�ea	�W��*�2j.k� $ �i���7| � a

S #"T ���B?)�L;P��
:UR�%�
(P,G)

�����i�I� $ ��.��%� $ 23����Y Y���� � � � �Ì����. � � � ��a�UR�%� $ �

P (3) :=
{
(a, b, c) ∈ P 3 ; a, b, c

!�X;���������e��2
, a 6= b, c

}
.

� ����� ^N_�_ ����.�� ���
ζ : P (3) → {−1, 1}

� & ��2 & �%23.��%� (a|b, c) ')�6�1�3�
ζ(a, b, c)

')(+*�23�%� _ ��� ��*��%�����
��� �KO]G<H%#7��� *���>P?)�";�� � XR. ��2}��� (+* ��� �KO]G<H%#7�%&)#$J"WQ?R�";��w� fz& ��� �4��d�2¾�������

(a, b, c) ∈ P (3) .k��'
��X����;�%��.�� ^ gR��X;Y �;�����es

� ^ p �
(a|b, c) = (a|c, b) ����.

(a|b, b) = 1
a

����2h'6�������
a # �����%��� $<& ��'3(+* ���t, b ��� .

c fR& �%��� (a|b, c) = −1
a

bwd�2
a, b ∈ P, a 6= b,

'3�<� $ � ]a, b[ :=
{
x ∈ a, b \ {a, b} ; (x|a, b) = −1

} � ;
	 #$��# F@?R&)#$G)>�# aÏ�
� �e��(+*"�6�1s

]a, b[ = ]b, a[
a

(P,G, ζ)
*��%�����1H�W J"5�NV#$;V&<!���#'?R# & f1W+*�, � ��� .

ζ � W+JL5�;�&<!��*���NK� f�& �%��� .k��'���X;���;�%��.��
/�Z�";�, A�;��e:^W+O]G<H��;�����es
� � ^ � b�d 2 � ��(+*"� !1X;������������23�

a, b, c ∈ P, p ∈ ]a, b[ f ��� . G ∈ G(a, b, c)
Y��r�

a, b, c 6∈ G
��������s

^ ��'
G ∩ ]a, b[ 6= ©"

��X;���������"� & �%.���2 G ∩ ]a, c[ 6= ©"
XR.��%2

G ∩ ]b, c[ 6= ©"
a a

b

c

G

(P,G, ζ)
* �����1��W+�%N�# ;V&<!��%#'?R# &�fUW+*�, f & �����W.k��2)d _ �%2j*����k�1��'h�;���r�es

� ^ v ��b�d�2¾�1�����
a, b, c ∈ P f n;��2)'3(+*�����.��%� ����.Â!1X;������������2 f ��')�`�;���k�1�Â��������2`.���2m���%2)�6�

(a|b, c) f
(b|c, a) f (c|a, b) �;������(+* −1

a
� ` 
 9z� o #7�"O�\��"#$JL# 
 � p¿�

(P,G, ζ)
*��������?R&<�BA%�LW+J"# &�H%W+JL5�NV# ;V&<!��%#'?R# & fUW *�, f<& �%��� ( · | · , ·) =

1
a � � ^ ����')�j.k��� � # ������2h�%2)��d������G,;a

� v �:UR���
(P,G) := AG(2,Z3)

����. ��d�2
(a, b, c) ∈ P (3) ')���

(a|b, c) :=

{
1

�³������'
b = c

−1
�³������'

b 6= c
a

xN�����i��')�
(P,G)

*k��� _ �;�%X;23.�� �%�6�%2j�`�1��Y f � _ �%2h����(+*"�`��������X;2).����%��aÀN�<ËÌ�<��º�´ � ^ p �9��'=��!-����2�a � � ^ ��s UR�������
a, b, c ∈ P f ����(+*"��!�X;������� �e��2 f ����. z ∈ a, b \ {a, b} f�1��'3X

(z|a, b) = −1
a xN��2)(+*

z
�;�%*����������k��� |Z3| + 1 = 4

8:�%26��.��%� f �k{�Y�����(+*
a, b f z, c f

G := {z‖b, c} � ��.
H := {z‖a, c} a��`��2 G ����.

H
��2=��d���������.����hV�X;23����')'3�%� $ ��� �;���Ãn�X;� � � ^ �

� ��.WY d�'3')���Ç����y�2)d ��� & �%23.��%�Ka �Ì�%�326��(+*"�3� $ ���k{�(+*�'=� G s��%'m�������
G ∩ a, c 6= ©"� ��.

a, c 6∈ G f ����'3X G∩a, c ∈ ]a, c[
a��N�1�3d�23����(+* �;���r�

G∩ b, c = ©"
����. � � ^ �

��X���������d 2
G
a � �"�6'3y 23��(+* ����.Çn���2=�³{�*�2)�`Y���� ��d�2

H
a a

b

c

z

G

H

~ �



� � �¾UR�%�
(K,+, ·,≤)

�%���7!�X�Y�Y9�R�+�1�3��n;�%2��m[;23y���2¾Y���� |K| > 2 f . ��2:��������X;2).����%�¾��')� � .Ka *KaK�%'
�������3��� .���� �WX;��X1�6X;�������;�%'3�<� $ � f;& ���h�<� & �}��d�25�%� & � K ∈ {Q,R} �<a UR��� V �%���

K �
V��%!-�3X;2323����Y

� ��.
(P,G) := AG(V,K)

a�bwd�2
(a, b, c) ∈ P (3) '3�<� $ � (a|b, c) := sgn Tv(a, b, c)

� & ���;�%�
a 6= c =⇒ Tv(a, b, c) 6= 0

��')�j.k�1' & X;*���.��%�������%2)�e�Ï�<axN�����i��')�
(P,G, ζ)

�%���i��������X;2).����%�3��2m�m����Yia
ÀN�<ËÌ�<��º�´ � ^ p �<s !t����2 & ���;�%� Tv(a, b, c) = Tv(a, c, b)−1 ����.

Tv(a, b, b) = 1
a

� � ^ �<s�UR�������
a, b, c

����(+*"�9!1X;������������2:����.
G ∈ G({a, b, c}) '3X f .k�1'3' x := G ∩ ]a, b[

��gR��'
��3���%2)�q��� .

a, b, c 6∈ G
a��½���;�%�É. ��2q�c26����')� �1�3��X;� '3���"n1��2)� ��� $ n;X��

Tv
!������BY���� X � a

c = 0�1������* Y��%�Ka � '���gR��')�3���%2)� �����
λ ∈ K

Y��r�
x = a + (b − a)λ f .Ka *Ka Tv(a, b, x) = λ f ����'3X

Tv(x, a, b) = 1 − 1
λ

a � 'j�;���r�
Tv(x, a, b) < 0

�k��(+*��`X;� ')�62)��!"�6��X;� f .Ka *Ka 0 < λ < 1
a

� �%�623��(+*"�6� $ � �k{�(+*�'=�Ì.��%��b��1���
G‖0, a Xt.���2

G‖0, b f X � a G‖0, a a"x¾�1��� �<gR��'=�6���%2)�
z := G∩0, b� ��.�Y��r� ��� a v � ��X;�����

Tv(b, z, 0) = Tv(b, x, a) = 1
1−λ

f ����')X Tv(z, b, 0) = 1− 1
1−λ

= λ
λ−1

< 0� ��.
(z|0, b) = −1

a x¾��' $ �%����� G ∩ ]0, b[ 6= ©"
a

� ' �;�%���6���1��'3X
0, a ∦ G ∦ 0, b f .Ka)*Ka5��' �<gR��')�6����2=�

α ∈ K
Y��r�

y := aα = G ∩ 0, a
a�����2

_ ��'=�6��Y�Y����
z := G ∩ 0, b

a�x¾�
G = x, y

�;����� f �<gR��')�6����2)���

β, µ ∈ K
Y��r�

z = bβ = y + (x− y)µ = aα + (a + (b− a)λ− aα)µ.

x`���ÌV��%!-�3X;23�%�
a
����.

b
')����.q����������2������ _ *k{�� �;��� � .k�

0, a, b
����(+*"�5!1X;������������2+� f �1��'3XN��23*�{�����YÃ���

. ��23(+*q�%�����%���`Xt�%] $ �����"�6�%�"n;��2)�;���%��(+* α+(1−λ−α)µ = 0
� ��.

λµ = β
a � 'È�;�����

1−λ−α 6= 0� '3X;� ')�
α = 0 =⇒ y = 0 = c ∈ G �

�%���0����. ��23')y�23� (+* � f ����')X µ = −α
1−λ−α

= α
λ+α−1

a
�½�������

1 − 1

β
= 1 − 1

λµ
= 1 − λ+ α− 1

λα
= 1 − 1

α
− 1

λ
+

1

λα
=

(
1 − 1

λ

) (
1 − 1

α

)

� ��.

1 − 1

λ
< 0

��X;�����h���"� & ��.��%2 1 − 1

β
< 0 < 1 − 1

α

Xt.��%2
1 − 1

α
< 0 < 1 − 1

β
.

�½�������

G ∩ ]0, a[ 6= ©" ⇐⇒ (y|0, a) = −1 ⇐⇒ Tv(aα, 0, a) =
1 − α

−α = 1 − 1

α
< 0

� ��.W�%�"�6'3y 23��(+* ����.
G ∩ ]0, b[ 6= ©" ⇐⇒ (z|0, b) = −1 ⇐⇒ 1 − 1

β
< 0 $ �%�����j.k�1' � � ^ �<a

� ^ v ��s � _ � ����a
�

��� �hUR�%�
E

.��%2 � ����*��%���6')!-23����' � Xt.���2h�%���i����.��%23�:!�X��-n��<gR� �W�%���;�e�h���
R2 akxN��� 8:�%26��. ���i'3�������

. ��� UR�%!1�1�-�3���:n;X;�
E

����. .���� ^ ��X;2).��-����� & ���5��� R2
� nt�;�§a � � �)�<a¿xN����� ��')�

E
�%��� �����;�%X;23. ���%�3��2

�m����Yia
�I� ' _ ��'3X���.���2)�\�326{����j.���'��:��������'3(+*����WXt.��%���K.��%2j*��ty���2 _ X;����')(+*���� � _ �%���:����� � ^ ��X;2).��-������a

~ �



� ` 
 EK� o #7,-#$&)>Z*��%Nc
qp�a��mY � ^ p �h��d 2`.k�1' �Ì�%��'3y ����� � � � $ � $ �%���;�%� f �;���-d��1�¾.���� � ��������')(+*k�1���
α > 0 =⇒ α−1 > 0

a b�d 2 � � ^ ���;���-d����

α < 0 < β =⇒ αβ < 0
��� .

α, β < 0 =⇒ αβ > 0

�W���Â*k{1�)�6� ����')X	��� �5�c�������\.���2`�;�%��X;2).���2=�6�%� �WX;��X��3X;�����
�
� ���;����')(+*k�1���3���Â.��%' �`[�23y���23'mn;�%2

�

$ ��(+*"�6�%�W!1[;�����%�Ka
v a`x`��� �W�%���;� {−1, 1} ⊆ Z ��'=�`�%����� � Y9���r�6��y ����!��1�3��n��¿� 8:2)��y�y�� f .����}.���� � ��������')(+*k�1��� a2 = 1��d 2j������� � ����Y����"�3�

a
*k�1�ea x`����')�:���1�3'6��(+* � & ��23.���Y ��X;���;�%��.��%�ÇUR�1� $ ����')�;���-� � $ ��a

� ` 
 Yz�S � &<�'&)# NV#$J=
 �K�<�
(P,G, ζ)

�<���	ª ¢�±r°I©t�+ �¡)¦��®�<�G�<¡���¢�£R¤�´K¶\¢��k��©���±µ� Ð�Ñt¡}¢�±�±��m�" �±�±µ���®�3¢�¡+�<�
a, b, c, d ∈ P Å a 6= b, c, d : (a|b, c) · (a|c, d) = (a|b, d) ´
ÀN�<ËÌ�<��º�´`xN����.�2)��� bÈ{������

b = c f b = d
��� .

c = d
')����. & �%�;��� � ^ p¿�}�323��nt����� � $ a �Na b = d

s
(a|b, c) · (a|c, b) = (a|b, c)2 = 1 = (a|b, b) �<a�Ut�����%�����')X

a, b, c, d
yk�;�12 & ����')� n;�%23'3(+* ����. ��� f

u ∈ P \a, b ��� . x ∈ u, c\{u, c} $%& ��� & �����3��2)�`�5��� !-�3��a � ' _ � $ ����(+*���� y := ]u, b[ ∩a, x ��� .
z := ]u, d[ ∩ a, x f �³������'h.�����')� �<gR��')�6����2)���Ka ^ ����� bÈ{1�����}')����.W���i.���2m���"�6�%�7')�3��*��%��.����7�w� _ �������
� _ $ ������')��� f $ a �Nak������'=�h'3��(+*W. ��2mb �����

(a|b, c) = (a|c, d) = 1, (x|u, c) = −1 & ���¾��X;������s
� �%�623��(+*"�6� $ ���k{�(+* ')�q.�����. 23��� �5����!"�6�

u, b, c
��� .0.����Ã8}��26�1.��

a, x
a����%�;���

(x|u, c) = −1� ��.
(a|b, c) = 1

��X;�����cY��r� � � ^ ��.���� � gR��'=�6�%� $ n;X�� y a � �"�6'3y 23��(+* ����.�.�����n;X��
z
��Y # xN23�%���%(+!;,

u, d, c
a ���%��.��<�`Y���� � � ^ ���-���W��� �

u, b, d
��� f ')X���X������

(a|b, d) = 1
a

(x|u, c) = −1 (x|u, c) = 1
(a|b, c) (a|c, d) y

�<gza
z
�<gza

y
�<gza

z
�<gza

(a|b, d)
1 1

��gza ��gza �<gza �Ka �<gzak�Ka
1

1 −1
�<gza �<gza �Ka �<gza �Ka ��gza −1

−1 1
�<gzak�Ka �<gza �<gza �<gzak�Ka −1

−1 −1
�<gzak�Ka �<gza �Ka �<gza ��gza

1� � ^ �hY����hxN23�%����(+! s
u, b, c u, d, c u, b, c u, d, c u, b, d

b

x

y

z

u

d

c

a

�I�W����������b�{��������	��2)�;� _ �j'3��(+*�.���� �Ì��*k�1��y �6� ����a
�

o #$,[# &)>Z*���N�
 ^ ��' .��%2��}d�2 $ 23�%�;������X;���1� � ^ p ��sw�<� & � (a|b, b) = (a|b, b) · (a|b, b) = 1
��� .

(a|b, c) · (a|c, b) = (a|b, b) = 1 =⇒ (a|b, c) = (a|c, b) a	�Ç���Ã*k{1�3�3�¾����'3X ����(+*	.������}d�2 $ 23�%�;����1��' ^ gR��X;Y ���ÇUt�3�������Nn;X�� � ^ p � ��X;2).���2)�i!1[;�����%�K�
� ` 
 8z� Æ<¤ ª ¢�±r°I©t�+ �¡)¦��®�<�I�<����¢�£t¤

(P,G, ζ)
º¿�<�§�<�

(a, b, c), (a′, b′, c′) ∈ P (3), b 6= b′,
£R��¦

a, b, a′, b′
��º<���<���®����°<�<�®� Å ¦"´rª ´w��� º�°<�+º¿ ���¦t�<¡6� a, b 6= a′, b′

´
� ���7Æ<¤ ÎE¢�±�±

a 6= a′
£t��¦

a, a′ ∩ b, b′ = ©"
©t�<±µ�I�

c = c′
 �¦t�<¡

a, a′ ∩ c, c′ = ©" Å ¦"¢��k� ��º<�
(a|b, c) = (a′|b′, c′) ´

� .®�½�K�<�
(P,G, ζ)

�<��� ¢��t©t�+ �¡)¦��®�<�G�<¡���¢�£R¤ £R��¦�©t�<±µ�G�
a = a′

£t��¦
b, b′ ∩ c, c′ = ©"

´È¶\¢��k�
ª ¢�� ¤�¢��½��°<�<�eÐ%¢�±�±Ïº

(a|b, c) = (a|b′, c′) ´

~;~



ÀN�<ËÌ�<��º�´ � _ �������
�

� ` 
 ` � �K�<�§�<�
(P,G, ζ)

�<���4¢��t©t�+ �¡)¦��®�<�G�<¡ �h¢�£t¤ £t��¦
a, b ∈ P, a 6= b

´

� ���4Î�Ñt¡
b′ ∈ ]a, b[

©���±µ�
]a, b′[  ]a, b[

´
� .®� | ]a, b[ | = ∞ ´

ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿� � ' �;���r�
(b′|a, b) = −1

a UR�%�
b′′ ∈ ]a, b′[ f .k����� ��')�

b′′ ∈ ]a, b[ $ � $ �%���;�%�Ka � ' �;���r�
(b′′|a, b′) = −1

�������

=⇒ (b′|a, b′′) = 1
��� .WY���� �
� a � � ��X;���1�

(b′|b, b′′) = (b′|a, b′′) · (b′|a, b) = −1
a

�i��� � ^ v �}� ��. �
� a � �}�;����� & ���r�6��2 (b′′|b′, b) = 1
��� .

(b′′|a, b) = (b′′|a, b′) · (b′′|b′, b) = −1 f.®a *Ka
b′′ ∈ ]a, b[

a��½�������
b′ ∈ ]a, b[

� _ �%2
b′ 6∈ ]a, b′[

�;����� # 6= ,�a
� v �N����2 $ �%���;�%� $ ���k{�(+* ')� ]a, b[ 6= ©"

awUR�%�
c ∈ a, b \ {a, b} a �m��2:��Yb �����

(c|a, b) = 1
��')�

�<� & �1' $ � $ �%���;�%� f ��' !1�1�����1��'3X & ���;�%� � ^ v �}X � a
(b|a, c) = −1

�1���;��� X;Y�Y���� & ��23. ���Ka�UR���
x ∈ P \ a, b � ��.

y ∈ a, x \ {a, x} a����%�;��� � ^ v �}�;���r� X � a
(y|x, a) = 1

� '3X���')�
x

��� .
yn���2=�+����')(+*����®����a xN23�%��Y���� � � ^ ����� �;� & ����. �%� $ �������j.���� � gR��'=�6�%� $ ����� ��'m�5����!"�6�%' r ∈ ]a, b[
s

xN2)������(+! 8:�%26��.�� bkX;���;�%23��� �
a, x, c y, b ∃z = y, b ∩ ]x, c[
x, b, c a, z ∃w = a, z ∩ ]x, b[
a, b, x y, w ∃r = y, w ∩ ]a, b[

a

b
c

z

y

x
w

r

Ut�%� $ �9�-��� b0 := b
a�����2m!�[;��� ��� 23�%!t� 23'3�rn

bi+1 ∈ ]a, bi[ & {�* �����®a®xN��� �c26��� '3���3��nt���6{1�jn;X;�  
$ ������� ∀j > i : ]a, bj[  ]a, bi[ f ����'3X i 6= j =⇒ bi 6= bj

��� .É.���� �����%��.�����(+*�� �W�%���;�
{bi ; i ∈ N}

�����%���h���
]a, b[

a
�

� ` 
 az� �K�<�
(V,K)

�<��� ���+���G �¡�¡)¢�£R¤ ¤q���
dimV ≥ 2

´c¶\¢��k�Â��º<� Áe�3¦t�	�:¢�±r°< �¡)¦��k£t�t© ¢�£�Ð\¦t�<¤
¢)¬�®�<� ��¢�£t¤

AG(V,K)
�³¡)¢�� º<±r¢����§ �� º<���k»�¢�¡��³¢��k�§´

¶ ´eª ´�·�Î5ÑR¡\¢�±�±��
(a, b, c) ∈ V (3) £t��¦

v ∈ V
©���±µ�

(a|b, c) = (a + v|b+ v, c+ v)
´

ÀN�<ËÌ�<��º�´j�½���;�%�ÂU �tY�Y��<�62)���¾�;�%�-d����m��'

(a|b, c) = −1 =⇒ (a+ v|b+ v, c+ v) = −1

$ � $ �%���;�%�KaÈUt��� $ ���k{�(+* ')� a + v 6∈ a, b f �1��'3X a + v, b+ v 6= a, b
aÈxN�����0')����. .���� 8}��23��.��%�

a, a + v, b, b+ v
��� .

c, c+ v
yk�126��������������.:n;�%23')(+*����%.����Ka ^ ��(+*\�����%�;���¾')�����������w���}��������2 � _ ��� � f.���*���2 $ �����1� �
� a ~"�Ì.������Ì��*k�1��y �6� ����a�IY b �����

a + v ∈ a, b & {�* ���9�m���r��'3y���� !-� d 6∈ a, b
� ��.

v′ := d− a
����. & ��� .�� n;X�23�������Âb �����

$<& �%��Y����E���®a
�

~ �



��� � �`J�@�� � ?�F��	� �NQ�
� Q �5J�
`Q �NQ�� CEQ ? � � � ����� �mOR?ÈORDIH�CEQ����5J��\CKJ�Q

Ut���
K

�%���\!�X;Y�Y9� �6�1�6�rn;��2 �m[;23y���2%a � ��� � �W�%���;�
P ⊆ K∗ *�������� � W+JL5�;V&I!��*���N � � ��.

(K,P )H%W+JL5�NV# ;V&<!��%#'?R# &�S��V&<\�# &1� fR& �%���Ç.���� ^ gR��X�Y�� � �jp¿�Ì����. � � v ����2=��d����r�h'3����.Ks
� �hp �

P · P = {pq ; p, q ∈ P} ⊆ P

� � v � ∃g ∈ K∗ Y����
K∗ = P ∪̇ gP

� �����m�N��� _ X;2).��-�����
P

*�������� /���;V&<!��*��%N�XR. ��2 :^;�O]�B?)�LAZ�L?R(7?)O�5�# &)#7�"G<H � ����.
(K,P )

W+�%N�#��
;V&<!���#'?R# &�S��V&)\�# &�� f & �����W.k��23d _ �%2h*����k�1��' � � � �Ì�;�����es
� � � �

P + P ⊆ P
a

� ` 
 Xz� o #7,-#$&)>Z*��%Nc
qp�aNUt���
P

�%�������N��� _ X�23.��-����� a �`�1�6d 23����(+*��;�����
g 6∈ P

� nt�;��a �
� arp�� arp �3��a
x`��� ^`_�_ ����.������

P → gP ; p 7→ gp
��')�¾X��®�%� _ ��2}������� �Ì� �)��!"�6��X;� f ����')XÃ��X;����� |P | = |gP | a�I'=�

K
����. ����(+* f ')X	�;���r�`����' _ ��')X;��.��%23� |P | = 1

2
(|K| − 1)

a��I�7����.�����(+*��%� �`[�23y���23�Ç�;��23��.���2
�W{�(+*"�6����!����r�m�<gR��'=�6���%23�%�W�1��'3X !1����� �\�`��� _ X;2).��-�����;�%�Ka

v a�� ����')y����%���N����.����W'3��(+*W��� ��� arp � �Ì���"�3���Ka
� ` 
"� D®� �K�<�

(K,P )
�<���Çª ¢�±r°I©t�+ �¡)¦��®�<�G�<¡� q«�¡PÄk�<¡%´�¶\¢��k�	©t�<±µ�G�<��·

� ��� ∀a ∈ K∗ : a2 ∈ P
¸P��� º�°<�+º¿ ���¦t�<¡6��Ðe �± ©��

1 = 12 ∈ P
¼

� .®�
P−1 ⊆ P

� 9®�7Æ+º<�
P

�<���iÒm ¿º<���³��»¿���§Ê���º�°<�<¡6�<�§Í+ª Å ¦"¢��k��©���±µ�§·
gP = −P ´

ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿��UR�%�
a ∈ K∗ a �IY b �����

a ∈ P
��X;�����

a2 ∈ P
Y���� � �hp ��a�UR�%�¾����'3X

a ∈ gP f.®a3*Ka
a = gp

��d�2 �%���
p ∈ P

a��½���;�%�
g 6∈ P =⇒ gg 6∈ gP =⇒ g2 ∈ P

�%23�;� _ �\'3��(+*
a2 = g2p2 ∈ PPP ⊆ P

a
� v �¾UR�%�

a ∈ P
az� {�23�

a−1 ∈ gP f .k��� � & {�2)� 1 = a−1a ∈ gPP ⊆ gP f �����Â����.��%23')y�23��(+*®a
^ ��')X��������

a−1 ∈ P
a

� � � �½���;�%�
1 + (−1) = 0 6∈ P

��X;����� −1 6∈ P f �1��'3X −1 ∈ gP
a

# ⊇ ,�s −P ⊆ gPP ⊆ gP
a

# ⊆ ,�s����%�;��� −1 ∈ gP
��g ��')�3����2=�

p ∈ P
Y����

gp = −1 f ����'3X g = −p−1 ∈ −P a�xN���Ì�I��!-����')��X;�
gP ⊆ −PP ⊆ −P $ �������j.������ ��*k��� y �6��� ��a �

o #$,[# &)>Z*���N�
¾�½���;�%� �
� arp��;������. � �hp ����')�
(P, ·) ����')X0������� �m�-�3��2)�;23��y yz�Ân�X;�

K∗ n;X�Y
�I� .��<g v a x`��� _ ����. ��� �`� _ ��� !t����'3')���W'3��� .

P
��� .

gP
a

� ` 
"�V� ��F@WQ?R�k
9�K�<�
K

�<���Ç�" �¤q¤q£t�P¢��³��»��<¡! q«�¡PÄk�<¡%´�¶\¢��k��©���±µ�§·

~�"



� ���7Æ+º<�
P

�<���iÒm ¿º<���³��»¿���§Ê���º�°<�<¡6�<�§Í+ª�£t��¦
P0 := P ∪ {0} Å º¿ �Ë5��¡)¦ ¦�£t¡+Í+ª

∀a, b ∈ K : a ≤ b : ⇐⇒ b− a ∈ P0

�<���®�:�I ��P¢�±�����¡)¦��k£t�t© ¢�£�Ð
K

¦t�����k�§�<¡�� Å Ð�ÑR¡\¦��§�\¦��§���4 ��® ��I ��k�§�§©t�+º¿�<� ¨��j©t�<±µ�G�<��´
��º ��º<�

P = {x ∈ K∗ ; x ≥ 0} ´
� .®�7Æ+º<��� ≤ � �<���®�N�G ��§¢�±��	��¡)¦��k£R�t©�¢�£�Ð

K Å ¦��§� ¦��§�
�½ �¤Ã ��I ��k�§�§©t�+º¿�<� ¨�� �<¡�Ð�ÑR±�±µ� Å º¿ 9��º<� P≤ :=
{a ∈ K∗ ; a ≥ 0} �<���ÇÒj ¿º<���³��»¿���PÊ���º�°<�<¡6�<�§Í+ª ´ ��º`©���±µ�

a ≤ b ⇐⇒ b− a ∈ P≤ ∪ {0} ´
� 9®�4ÎE¢�±�±Ïº

K
�<���®�`¯N�® �¡)¦��k£R�t©��<¡�±r¢�£ °�� Å ¦"¢��k�	©���±µ���

Q ⊆ K � ¸G¦"´�ª ´ charK = 0
¼�´

ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿�}����2 $ ��������� $ ���k{�(+*�'=� f .���'3' # ≤ , ����� � �¾23. �t� ���;'32)�����1�6��X;����')�eaw�j��k��g �rnt���+{�� ��')�
!-����2�a
^ �"�6��' �tY�Y��%�323���1s UR�%�����

a ≤ b
� ��.

b ≤ a f .®a3*Ka b− a, a− b ∈ P0
a x¾��� �i��X;�����

a− b = −(b− a) ∈ −P0 ∩ P0 = {0} =⇒ a = b
a

�c26�1��'3�r�6��nt�r�+{1��skUR�%�����
a ≤ b, b ≤ c f .Ka3*®a b− a, c− b ∈ P0

a � 'h��X;�����
c− a = (c− b) + (b− a) ∈ P0 + P0 ⊆ P0 =⇒ a ≤ c

a
# ≤ ,}��')�h�%�����m�6X��6�����¾�¾23.��-����� skUR�%�����

a, b ∈ K, a 6= b
akb ������'

b− a ∈ P
��'=�

a ≤ b
!-����2�aRb ������'

b− a ∈ −P ��X;�����
a− b = −(b− a) ∈ P

� ��.
b ≤ a

a
�iX;��X��3X;�����%�;��')�%� $ ��s � �½p �Ì��'=�j!-� ��2%a
� � v ��sÈ'3�%�����

a, x, y ∈ K
Y��r�

a ≥ 0
����.

x ≤ y
�����;� _ �%� f .Ka)*Ka a, y − x ∈ P0

aw���%�;���
ay − ax = a(y − x) ∈ P0P0 ⊆ P0

��X������
ax ≤ ay

a
P = {x ∈ K∗ ; x ≥ 0} ��')�j!-� ��2%a
� v � � �hp ��s UR�%�����

a, b ∈ P≤ f ����'3X a, b > 0
a �W�r� � � v ����X;�����

0 < ab f �1��'3X ab ∈ P≤
akx¾�1' $ �������

P≤ · P≤ ⊆ P≤
a

� � � ���;���r� & ���;�%� 0 < a, b =⇒ b < a+ b =⇒ 0 < a + b =⇒ a+ b ∈ P≤
��� ' � �½p ��a

� � v �<s-���%�;���
0 < a

(M1)⇐⇒ −a < 0
��X������

P ∩−P = ©"
� ��.

P ∪−P = K∗ a xN��'Ì��')� �;��23��.��� � v ��Y��r�
g = −1

a
a ≤ b ⇐⇒ 0 ≤ b− a ⇐⇒ b− a ∈ P≤ ∪ {0} ��'=�j!t����2�a
� � �c�½���;�%� � p ���<gR��'=�6����2)� $ � K ����� � �6X1�+�����h�¾23.��-��� � # ≤ ,�Y��r� � �½p �c� ��. � � v �<a1�½�������

1 > 0� nt�;�§a ��� arp��Rarp �3���;�����ÌY��r�h�I��.���!"�3��X;�i����. � � � �

∀n ∈ N : 1 · n = 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n �����

> 0.

�I� ' _ ��'3X���.���2)�j��')�
1·n 6= 0

a;8:�%�k����')X}��2)!���� �-��Y���� f .k��')'5'3X;�;��2 1·k 6= 0
��d�25�������

k ∈ Z\{0}.^ ��')X ��'=�
Z→ K; n 7→ 1 ·n �����Ã�����)��!"�6�rn;�%2Ì�j�����

�
�`X�Y�X;Y�X;2)y�*���')Y9��'È� ��. # Z ⊆ K

,�a xN��26��� '
��X������j�1��(+* # Q ⊆ K

,�a
�

~ �



� Q!��C �5J�
NQ`C®ORC ?��¥QNC � �¾FGCEDPO �`Q!��CEQ
� ` 
"�$.z��F@WQ?R�k
9�K�<�

K
�<�����" �¤q¤q£t�P¢��³��»��<¡  q«�¡PÄk�<¡�£R��¦

(V,K)
�<���0���+���G �¡�¡)¢�£t¤ ¤q���

dimV ≥
2
´j¶ �<¡�¢)¬�®� ��¢�£R¤

(V,G) := AG(V,K)
�³¡)¢¿©t�Â�<���®�Ã�k�§Í+ªt��²I�³¡���»¿�³¢�±�� �}¢�±r°< �¡3¦��k£t�t©"´j�K�<��¨��

P :=
{
Tv(a, b, c) ; (a, b, c) ∈ V (3) ¤q���

(a|b, c) = 1
} ´

� ���
(K,P )

��º<��ª ¢�±r°I©t�+ �¡)¦��®�<�I�<¡! q«�¡PÄk�<¡}£R��¦`Ð�Ñt¡\¢�±�±��
(a, b, c) ∈ V (3) ©���±µ�P·

(a|b, c) =

{
1

Ð%¢�±�±Ïº
Tv(a, b, c) ∈ P

−1
Ð%¢�±�±Ïº

Tv(a, b, c) 6∈ P

� .®�
(V,G)

��º<��¢��t©t�+ �¡)¦��®�<� ⇐⇒ P
�<���WÒj ¿º<������»¿���§Ê���º�°<�<¡+�<�§Í+ª ¸G¦"´eª ´

K
��º<�Ì¢��t©t�+ �¡)¦��®�<� ¼�´

ÀN�<ËÌ�<��º�´j����2 $ �����;��� $ � �k{�(+*�'=�
� �"�iUR�������

(a, b, c), (a′, b′, c′) ∈ V (3) Y��r�
Tv(a, b, c) = Tv(a′, b′, c′)

awx¾�����0�������
(a|b, c) =

(a′|b′, c′) a
Ut���

v = c−c′ f �1��'3X c′+v = c f .������:�;���r� & ���;�%� �
� a�p;arp �
Tv(a′, b′, c′) = Tv(a′+v, b′+v, c′+v) f.®a3*Ka & ���;�%� ��� a ";�Ì!1�1���WX � a

c = c′
����������X;Y�Y���� & �%23.��%�Kab ������'

b, b′, c
� ��(+*"�m!�X;������� �e��2 f ')X���X;�����

a, a′‖b, b′ ����'j.���Y U-�626�1*����%��'6�1� $ �
� a v ������.
(a|b, c) =

(a′|b′, c′) ����' �
� aÏ~��<a
b ������'

b, b′, c
!�X����������e�12 f .Ka *Ka a, b = a′, b′ fw& {�*���� �������	�`������')�;��23��.��

G 6= a, b
.���23(+*

c
��� .

�%�����%�Ã�5��� !-�
a′′ ∈ G\{c} a;���%�;��� �
� a�p�a � ����gR��')�3���%2)�

b′′ ∈ G
Y��r�

Tv(a′′, b′′, c) = Tv(a, b, c)
a

�����}X _ ��� $ �������jY����
(a|b, c) = (a′′|b′′, c) = (a′|b′, c′).� p � ^ � ' � �"�Ì��2)�;� _ �j')��(+* _ ��23�%���3'm. �����Ì�%'3(+*�2)��� _ ������n�X;�

(a|b, c) Y��r�
Tv(a, b, c)

a
� �hp �<scUR�%���%�

α, β ∈ P f .������4��')�
αβ ∈ P $ � $ �����;���®aK���%�;��� �
� arp;a � �N�<gR��'=�6���%23�%�

(a, b, c) ∈
V (3) Y����

Tv(a, b, c) = α
� ��.

d ∈ a, b
Y��r�

Tv(a, c, d) = β
a � ' ��X������

(a|b, c) = 1
����.

(a|c, d) = 1
a��½���;�%�

(a|b, d) = (a|b, c)(a|c, d) = 1
��X;�����

αβ = Tv(a, b, c) Tv(a, c, d) =
Tv(a, b, d) ∈ P

a
� � v �<s x¾�

( · | · , ·) ����(+*"�j�62)��nt� �1�K��'=� f ��g ��')�3����2=� (a, b, c) ∈ V (3) Y��r�
(a|b, c) = −1

a����%�;��� � �"�
�������

g := Tv(a, b, c) 6∈ P
a b�d�2

β ∈ P
����.

d ∈ a, b
Y����

Tv(a, c, d) = β
��2)!��%���"�¾Y���� & ���X _ �%�

gβ = Tv(a, b, d) 6∈ P
� ��.7��'}��X;�����

gP ∩ P = ©"
a �®� �)�%.���Y

k ∈ K∗ ��g ��')�3����2=�
e ∈

a, b, e 6= a,
Y��r�

Tv(a, b, e) = k
a �IY b �����

(a|b, e) = 1
��X������

k ∈ P
a��IY b �����

(a|b, e) = −1��X������
g−1k = Tv(a, c, b) Tv(a, b, e) = Tv(a, c, e) ∈ P & ���;�%� (a|c, e) = (a|b, c)(a|b, e) = 1 f�1��'3X
g−1k ∈ P

��� .
k ∈ gP

a x¾��' $ �%����� K∗ = gP ∪ P a
� v � # ⇐=

, & ��2).��:��� �
� a � a � �Ì�;� $ �������ea
# =⇒ ,�s ����2 $ �%���;�%� $ ���k{1(+*�')� γ ∈ P =⇒ γ + 1 ∈ P

a �®��'6�1Y�Y����	Y���� � � arp�a � � _ ��'6�1��� � ^ v �
����26�1.�� f .k��')'m��d 2 λ ∈ K \ {0, 1} �;�%�k���i����� ��2j.���2j�½��2)�3�

λ, (1 − λ−1), (1 − λ)−1 � ��(+*"�m���
P

����������a ^ ��'
λ · (1 − λ−1) · (1 − λ)−1 = (λ− 1) · (1 − λ) = −1

� �



��X������ .k��*��%2 −1 6∈ P f ����.	'3X�Y��r�
µ := −γ−1 6∈ P

a ^ ��')X9�������;�%�
(1− µ)−1 ����.

(1− µ−1)
���

P
� .k�

µ 6= 0, 1
� f ����.i��'m�;���r�

1 + γ = 1 − µ−1 ∈ P
a

bwd�2
α, β ∈ P

��X;�������)�%� $ � α + β = (αβ−1 + 1)β ∈ P �
.������Ì��*�����y �3������a

�

� ` 
"�$9z� o #$,[# &)>Z*���N�
 � p � ^ ��(+* �
� arp v arp � _ ��')��� $ � � & ��� � v �3�:����� � �`Y�!��%*�23��� ��a � � ^ � $ �������Y���� & ���}��� �
� a � a � � f nt�;��ak����(+* � _ ������a
� v � �
� arp v �E��'=��.��%2Èx¾�123')�3������������'3'6��� $ ��d�2�.��%'6��2)�;���%'3'3(+* �j�1]������m{���Y�� Y����w�`��� _ X;23. �t� ��� _ $<& a^ ��X;2).��-������aw�I��' _ ��')X;��.��%23�	'3����.0�1���;��X�23.����<�6�	��]�� � �m{���Y�� � Y��r� # xN��Y���� '3��X��t, �;2)[ �;�%2 ����'
$<& �%�����;�%�k���i.����}d _ ��2m��� �;��X;2).����<�6�����`[;2)yz�%23��!�XtX;2).����k���6��')���%2)�6�%���1]������Ç�`{1��Y��1akx¾��' & ��23.')yk{1�3��2j�;����������2 _ ���;2)d���.��<�ea
S #"T ���B?)�L;P��
¾�I�½����� ��Y !�X;Y�Y9� �6�1�6�rn;�%� �m[;23y���2\'3���

K� := {x2 ; x ∈ K∗} .���� �W�%���;��.���2
� �k�1.�26�1�3� ����'

K∗ a �Ç���iy�23dR���`������(+*-� f .k��')' (K� , ·) �%����� �`�"�3��23��23��y�y��}n;X;�
K∗ ��')�ea

� ` 
"�'EK� o #$�"O�\��"#$JL#�
 � p �
Z�

3 = {1} ��')�Ì�������¾�`��� _ X;23. �t� ��� � nt�;��a-.k��' �Ì�%��')y����%� �
� a � a v �)� f-& {�* ���
g = 2 = −1

a
Z�

5 = {1,−1} ��'=�j����� �:�N��� _ X;2).��-�����qn;X��
Z5

� $ a �Na g = 2
�<a

� v � ^ �����;��Y���������2%skUR�%�
K

�%���i����. ����(+* ��2 �`[;2)yz�%2mY���� |K| = q
��������26�1.�� � .Ka3*®a

charK 6= 2
�<a

�½�������
(x2 = y2 ⇐⇒ x = ±y) ����.

y 6= −y ��X;����� |K� | = q−1
2

a5UR�%�
g ∈ K∗ \ K�

a
xN�

K� → gK� ; x 7→ g · x _ � �)��!"�3��n��'=� f ��X������ |gK� | = |K� | = q−1
2

ah�!�z��� _ ��2 �������
gK� ∩K� = ©" f ����'3X9��')� K�

����� �}�N��� _ X�23.��-����� ���
K
aR�½���;�%� �
� arp��Rarp � ��')�

K�
'3X��"��2�.����

�%��� $ ���;�1a
K�

��')�j!1����� � ^ ��X;2).��-�����
�

.��
K

����.�����(+*���'=� f ��')� Q ⊆ K
� ��(+*"�mY�[;������(+* � nt�;�§a �
� arp;p�a � �3��a

� � � � ���\�%��.�����(+*��%2 �m[;23y���2cY��r�
charK = 2

_ ��')��� $ ���"�<���®���N�1� _ X;23.��-��� � f .���� �9.���� ^N_ _ ����.������
K∗ → K∗; x 7→ x2 ��'=� �����)��!"�3��n � .������

x = −x � f ����')XÇ��� (+*0'3��2 �)��!"�6�rn f .®a3*Ka K� = K∗ a^`_ �%2
K�

Y9d�')')�3�m����(+* �
� arp��Rarp �������)��.��%2��N��� _ X;2).��-�����}�%�-�3*k���r�6��� ')�����
�

�%���9����.���2)'3y�2)��(+*Ka
��� ������.��%'

q ∈ Q∗ !1�1��� ��� ������.��%� �6���;��2 ���%��')�W�;�%'3(+*�2)��� _ �%� & �%23.��%������'
q = 2α · a

b

Y��r�
α, a, b ∈ Z, b > 0,

��� .
2 - a, b

a ����2�'3�<� $ ���

P :=
{

22α · a
b

; α, a, b ∈ Z, b > 0
� ��.

2 - a, b
}

� ��. �%23!��%�����%�
2P ∩ P = ©"

����.
2P ∪ P = Q∗ am�!�z��� _ ��2i��'=�

P
�%����� �`�"�3��23��23��y�y��

n�X;�
(Q∗, ·) azURX;Y����m��'=�

P
�������9�`��� _ X;23. �t� ��� ���R�

Q f .���� � _ �%2`!1������� ^ � X;23.��-��� � ��'=� f .������
1 ∈ P f � _ �%2 1+1 = 21 · 1

1
6∈ P

atUt�+�1�)�
2
*k{��3�6�jY���������(+* −1

XR. ��2�������� _ �%����� _ �����h�523��Y $ �1*��n���2 & �%��.����7!1[;�����%�Ka
��� �

Q
����.

R
_ �%'3��� $ �%� �)�	�;�%�k���������� ^ ��X�23.��-����� sÌUt���

P
��������'3X;��(+*�� ^ ��X�23.��-����� a ^ ��'

��� arp�� arp �\��X;���1�
1 ∈ P f Y���� � � � � & ���r�6��2 ∀n ∈ N : n ∈ P

a �i��� �
� arp��Ra v �9�;���r�
P−1 ⊆ P�1��'3X

Q>0 ⊆ P
a � '���'=�

P = Q>0 .����i��� & [;*�������(+*�� ^ ��X�23.��-�����4n;X;�
Q
a UR(+* ����� �;����(+*B�;���r�

R� = R>0 f .k��*��%2 _ �%'3��� $ � R �;������������� � ^ ��X;2).��-������a
� p



� ~"� � X;* ��� � � & ����'6� Q(
√

2) :=
{
a+ b

√
2 ; a, b ∈ Q

} _ ��'3�r� $ �N�;�%�k��� $%& ����n;�%23'3(+* ����. ����� ^ �
�X�23.��-���������Ks � �����}Y���� √

2 > 0
����.i�������:Y��r� √

2 < 0
a

��� � � X�*���� �Ì� & ����'+� �Ì�%�326��(+*"�3�

R(t) :=

{ ∑n

i=0 ait
i

∑m

j=0 bjt
j
; ai, bj ∈ R,

m∑

j=0

bjt
j 6= 0

}
,

. ��� �m[;23y���2h. ��2j26�1�3��X;�������%��b � ��!"�6��X�����������.��%2hV ��23��� _ ���%�
t
a xN��� �W�%���;�

P =

{ ∑n

i=0 ait
i

∑m

j=0 bjt
j
; ai, bj ∈ R,

m∑

j=0

bjt
j 6= 0,

an

bm
> 0

}

��')�N����� � ^ ��X;23. �t� ����a � '¾������� ∀k ∈ Z : t − k ∈ P,
����'3X ∀n ∈ N : t > n f . ����')��2 �`[;2)yz�%2N��'=�')X;Y����h����(+*"�N�123(+*���Y��%.���')(+*W�1���;��X�23.����<�ea

����2 _ �%�326��(+*"�6�%� �t� �q��XR(+*q. ��� b �����-�%�����%'5�1]������ �m����Y���'�d _ �%2�.��%� 23���%������� �K�1*����%�9�;����������2%a
�w�1�3'6{�(+*�����(+*i�;���������1�h�������}�;��X�Y��<�623��'3(+*�� �}��� � $ �%��(+*��-����� a
S #"T ���B?)�L;P��
:UR�%�

(P,G, ζ)
�����i�����;�%X;23.�� �%�6�%2N�m����Yia � �����:�w�%����Y���� �;�

A ⊆ P
*��%�����

FP?R&)#$G<>V# fh& �%���Ç�%'
x, y ∈ P

Y����
A \ {x, y} = ]x, y[

�;� _ � � .k� _ ���E'3�%�
]x, x[ = ©"

���
5�#$O]G<H%&<( ��>@? fm& �����W��'

x, y ∈ P
Y��r�

A ⊆ ]x, y[
�;� _ � � ��� ' _ ��'3X���.���2)�:�;���r�h.k�����

x, y 6∈ A
���

>V;��PA�# � fj& �%���W��d�2j�1�����
x, y ∈ A

�;�����
]x, y[ ⊆ A

a

(P,G, ζ)
*�������� O�?R#'?)�LN � _ �%'3')��2�s'A�;�JKJ"O�?R( ��!��"NK� f¿& ����� �)��.��h!1X;������������23� f _ ��'3(+* 26{���!"�3� f !�X;�"n��<gR��i�����;� ������� Ut�323��(+!1� ��')�ea

� ` 
"�$Yz��F@WQ?R�k
9�K�<�
K

�<����¢��t©t�+ �¡)¦��®�<�G�<¡  q«�¡PÄk�<¡ Å (V,K)
�<��� ���+���I �¡�¡)¢�£R¤ ¤q���

dimV ≥ 2 Å£t��¦
(V,G) = AG(V,K)

�³¡)¢¿©t� ¦��§�:»� ��
K

����¦�£;¨��§�<¡��I�`¯N�® �¡)¦��k£R�t©"´

� ���4Î�Ñt¡9¢�±�±��
x, y ∈ V

¤q���
x 6= y

�<¡6ª Ê�±µ��¦��§�N¯}°¿°���±r¦�£R�t©
τx,y : x, y → K ; z 7→ Tv(x, y, z)¦��§���j�<±r¢����§ �� ��¨�Ë5��º¿Í+ªk�<� � ´��`�<��¢�£k�<¡�·cÎ5ÑR¡

a, b, c ∈ x, y, a 6= b, c,
©���±µ�

(a|b, c) = −1 ⇐⇒ τx,y(b) < τx,y(a) < τx,y(c)
 �¦t�<¡

τx,y(c) < τx,y(a) < τx,y(b).

� .®�4¶:�§�+º¿��¯N�® �¡)¦��k£R�t© ��º<�E©t�<��¢�£	¦"¢��k� º<�G�<�³�r© Å ËÌ�<�k� K »� �±�±Ïº<�§Ê���¦��r© ��º<�h¸G¦"´rª ´
K ∼= R Å º<�§�+ªk�¯N��¢�±��¿º<��ºI¼�´

� v



ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿�
(a|b, c) = −1

��')���-��2�Y�[;�;����(+* f<& �%��� a, b, c y��;��2 & ����'3�5n;�%23')(+*����%.����9')����.®a�8:�%�k���.������ '3��� .:����(+*
α := τx,y(a), β := τx,y(b), γ := τx,y(c)

yk�;��2 & �%��')��n���2)'3(+*�����.��%�Ka¿����2K!1[;�����%�
�1��'3X _ ����.���'jX � �������%*�Y��%�Ka
p�a b��1���§s

x 6∈ {a, b, c} f .k�����i��2)*k{�����YÃ����Y���� �
� arp¿�

Tv(x, a, b) = Tv(x, a, y) Tv(x, y, b) = α−1β
����.

Tv(x, a, c) = α−1γ.

�½���r�6�%2m�������

Tv(a, b, c) = Tv(a, b, x) Tv(a, x, c) = (1 − α−1β)−1(1 − α−1γ) =
α− γ

α− β
.

�½�������
(a|b, c) = −1 ⇐⇒ Tv(a, b, c) < 0

�%23�;� _ �h')��(+*i.k��26�1��'j������(+*"�j.������Ì�%*k����yR�6����� a
x`��� & �%���3��23�%�Çb�{������¾'3����. $ ��2 � _ ��������Y�y ��X;*������Ka
� v � # =⇒ ,�s UR�%�

B ⊆ K
�%�����W����(+*"�����%��23� f ����(+* X _ ��� _ ��')(+*�26{1��!"�6� �W�%���;��a ����2 & �%23.��%�

$ �����;��� f .k��')' B �%��� UR� y�23�%Y9��Y _ ��')��� $ �eaKUR��� α0 ∈ B f .������7!�[�������� & ��2`')�6�1�3� B ��� (+*4. ���
�i�����;� {x ∈ B ; x ≥ α0}

_ �<�626�1(+*-�3���
�

'3��� _ ��')��� $ ���i�;�%�k���i.����%'3��� _ �%��X _ �%23�%�ÂUR(+* 26����!1���Ka
xN��*���2h��')�h�%'j!�������� � ����')(+*�26{1��!-����� f�& ����� & ��2 B _ ��')(+*�26{1��!"�N�1������* Y��%�KakxN�%2jb��1��� f .k�1'3' B�%��.�����(+*i��')� f ��'=�h�62)��nt� ��� f �1��'3Xq. d�2)���%� & ��2 B �����%��.�����(+*�n;X;23����')'3�%� $ �%�Ka����2�.��%�k� ����2)���

B̃ := {x ∈ K ; ∃α, β ∈ B : α ≤ x ≤ β} � .���� # !�X��-n��<gR�}�md�������,hn�X;� B �5����.
')�%� $ ��� A := τ−1

0,u(B̃)
��d�2h�%���	����'=�6�%'

u ∈ V \ {0} a x¾�����i�;���r�
B ⊆ τ0,u(A).�!�z��� _ ��2j��')�

A
!�X;������� �e��2�� ��. & ������� � p ������(+* _ ��'3(+* 26{���!"��a

A
��')�m!1X;�"n;�<gzsKUR�������

x, y ∈ A, x 6= y
����.

z ∈ ]x, y[ .
�W��� � p ������.Ç. ��2`xN�%�k� ���6��X;��n;X;�

B̃�%23�;� _ �j'3��(+*W')X���X;2=�
τ0,u(z) ∈ B̃ f ����')X z ∈ A

a
�`��(+*�V�X;23����')'3�%� $ ��� �Ç�<gR��')�6����2)���

a, b ∈ P
Y����

A \ {a, b} = ]a, b[ .
� � .�d 2)����� & ��2 α :=

τ0,u(a) < β := τ0,u(b)
��� ����*�Y���� � . ��2 b �����

α = β
��d�* 2)�6�����R�

a = b
����.

B & {�23� ����(+*"�
� ������. ����(+*k�<a
bwd�2

γ ∈ B \ {α, β} �;���r�
τ−1
0,u(γ) ∈ ]a, b[ ,

����'3X Y���� � p¿�
α < γ < β

����.
β

��')� X _ ��2)�
Ut(+*�26��� !��\n�X;�

B
a

^ ���;�%��X;Y�Y��%�i�%'`��gR��')�3���%2)�j������� & �����3��2)� X _ �%23�\UR(+*�23����!�� σ Y����
σ < β

a x¾�1���W�������

α < σ < β0 :=
σ + β

2
< β.

������.��%29Y���� � p �:��2)�;� _ �\'3��(+*
τ−1
0,u(β0) ∈ ]a, b[ f ����'3X β0 ∈ B̃

a��`��(+* �`X���')�323��!"�6��X;��n�X;�
B̃��gR��')�3���%2)�j�����

β1 ∈ B
Y��r�

β0 ≤ β1 �
�����	����.���2)'3y�2)��(+* $ � σ < β.xN��*���2m��'=�

β
.k��'j�;�%'3��(+*"�3�qUR��y 23��Y ��YWa

# ⇐=
,�s�Ut���5�-���

A ⊆ V
!�X����������e�12 f _ �%'3(+*�23{���!"� � ��. !�X;�"n;��gza�xN�%2 b��1��� |A| ≤ 1

��'=�¾�62)��nt� �1�§a
UtX;Y��r�N!1[;�����%� & ��2N�������%*�Y��%� f .���'3'¾�%' x, y ∈ A

Y��r�
x 6= y

�;� _ �ea��I��' _ ��')X;��.��%23�q�;�����m.k��� �
A ⊆ x, y.

���%�;��� � p ����')�
B := τx,y(A)

����� � _ ��'3(+* 26{���!"�3� �W��� �;�����
K.

�`��(+* V�X;23����')'3�%� $ ��� �
� �



��gR��')�3���%23���Ã�������I� �kY ��Y
α
����.������ UR��y�2)��Y9� Y

β
n�X;�

B
aRb�d�2

a = τ−1
x,y(α)

����.
b = τ−1

x,y(β)
& ��2).���� & ��2 $ ��������� f .k�1'3' A \ {a, b} = ]a, b[ .

�W�r� � p¿�h��')�j!-� �12 f .���'3' A \ {a, b} ⊆ ]a, b[ .Ut��������'3X
c ∈ ]a, b[ ,

.k�1���W��gR��')�3���%23���
δ, ε ∈ B

Y����

α ≤ δ ≤ τx,y(c) ≤ ε ≤ β,

. �����
α

��')�N�I� �kY9� Y ����.
β

��')� Ut��y�23�%Y9��YiaExN���qbÈ{������
τx,y(c) = δ

_ $%& a τx,y(c) = ε
')����.

�323�rnR�����§a ^ � .���2)� �³������'���X;���1�
c ∈

]
τ−1
x,y(δ), τ

−1
x,y(ε)

[
⊆ A, & �%��� A !�X;�"n��<gW��'=�ea

�

� ` 
"�$8z� o #$,[# &)>Z*���N�
qp;amxN�%2 �Ì� & �%��' $ �%�����È����(+* f .k��'3'5. ��� ^`_�_ ����.���� �;��� τx,y

!1X;�"n;�<gR�m�w�%���
�Y���� �;����n;X;�

x, y
�1� ��!1X;�"n;��gÇ�c������Y��������������

K
� _ _ ����.����	��� .Ç��Y��;��!1��*�2=�ea

v a �W����!1�1����.����7�5��� !-�3� �)��.��%2Ç8}��23��.��%�
G

��� ��������Y �����;�%X;23. ���%�3��� �`�1��Y ���R�\�����k���
$<& �%�E���%��'3�%�i�3X��+�1�K����X�23.����%� f '3X�.k��')'j.���� �¾23. �t� ���;'32)�����1�6��X;��Y��r��.��%2 � & ��'3(+*��%� ������!"�3��X;�n���2=�626{1�;����(+* ��'=� f .Ka3*Ka (u|v, w) = −1 ⇐⇒ v < u < w ∨w < u < v

ak8}���k��� ��2�s b�d�2Ì���%')�3�
a, b ∈ G, a 6= b,

����.W�������
x, y ∈ G

')���

a < b
����.

x < y : ⇐⇒ x 6= y
����. {

(x|a, y)(a|b, x) = −1
�³������'

x 6= a
(a|b, y) = 1

�³������'
x = a

x`���¾����*��
b ≺ a

�%23�;� _ �h.����:����.��%23� f .k� $ �i.��k����� �}2).��-�����;')23�%� �1�3��X;�
� # .��k���µ, _ ��.��%� �6�<�es a < b ⇐⇒ b ≺ a

��a
� am�I'=�}.��%2}�����;�%X;23. ���%�3� �`��� Y �1��'¾.��%2Nn;X;2)���;�%� �Ì��Y���2)!-�����	�����

AG(V,K) f '3X ��')�}.���� _ �
�')(+*�23��� _ ����� ^ ��Xt.��-�������;�������W. ���:Y��r�3�3����'

τa,b

n;X;�
K

��� �
G

d _ ��2=�623���;��a�xN���:.��k����� ^ �
�X�23.��-��������2)�;� _ �j'3��(+* f�& �%���ÇY����	')�6�1�3�m.��%'3')���

τb,a
_ �%�-� � $ �ea

� ?�F �!��CKJ�? 
NCEQ �NQ�
�� DGQ���CEF

x`����')��2 ^N_ ')(+*����r�3��. �����"� .��%2 V�X;2 _ �%23�%���6� ���\. ��'���X;���;�%��.��%� �:��y��r�6�%��'�a � ' '3�%���%���������;�%X;23. ���%�3��2
�m����Y

(P,G, ζ)
�;����� _ ���Ka

S #"T ���B?)�L;P��
}b�d 2
a, b, c ∈ P, a 6= b, c

* �����1�
−→
a, b :=

{
x ∈ a, b ; (a|b, x) = 1

}
� W J"5�NV#$&)W+!%# �

−̂→
a, b :=

{
x ∈ a, b ; (a|b, x) = −1

} . ���}.k� $ �C>V;�,[\�J"#$,[#$�P?]( &)# � W+J"5�NV# &<W !�# �

∠(b, a, c) := (
−→
a, b,

−→
a, c) � �"�%>�#$J �

� ��.W��Y b ����� −̂→
a, b 6= ©" 6= −̂→

a, c

(
−̂→
a, b,

−̂→
a, c)

FGIH%#$�L?]#7J � �K�%>V#$J�n�X;�
∠(b, a, c)

�

(
−→
a, b,

−̂→
a, c)

��� .
(
−̂→
a, b,

−→
a, c) � # 5�#$� � �K�%>V#$Jwn;X;�

∠(b, a, c)
a

� �



� ����. � ')����.����i. ��2j�����m������!��%� f . �����i��'m�;���r�
� ` 
"� ` � ��º}º¿�<�§�<�

a, b, c ∈ P, a 6= b, c.

� ���4Î�Ñt¡\¢�±�±��
d ∈ −→

a, b
��º<� −→

a, d =
−→
a, b

´
� .®�4ÎE¢�±�±Ïº9�+º9�<���

d ∈ −̂→
a, b

©��³°�� Å ¦"¢��k�Â��º<� −→
a, d =

−̂→
a, b

´
� 9®�

a, b =
−→
a, b ∪̇ {a} ∪̇ −̂→

a, b
´

� EE�4Î�Ñt¡\¢�±�±��
b′ ∈ −→

a, b
£t��¦

c′ ∈ −→
a, c

©���±µ�
∠(b, a, c) = ∠(b′, a, c′)

´
� Y®�7Æ+º<� −̂→

a, b 6= ©" 6= −̂→
a, c Å ¦"¢��k�Â��º<�

(
−→
a, b,

−̂→
a, c)

�KÍ+ªk�<���I�<±µË5��� �"�<±®»� ��
(
−̂→
a, b,

−→
a, c)

´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿� ����2��%23*k���r�6�%�Ç��� 'm. ��2mxN�%�������3��X;�	��� .W.��%2��:d 2 $ 2)���;�%� �
� a � �

x ∈ −→
a, d ⇐⇒ (a|d, x) = 1 ⇐⇒ (a|b, x) = (a|d, x)(a|b, d) = 1 ⇐⇒ x ∈ −→

a, b.

� v �
x ∈ −→

a, d ⇐⇒ (a|d, x) = 1 ⇐⇒ (a|b, x) = (a|d, x)(a|b, d) = −1 ⇐⇒ x ∈ −̂→
a, b.

� � �
��')�j!-� �12 f ��� � ��X;���1�h.���2)��!"�`����' � p¿� f ��� . ��� � ��X;���1�j����' � v �<a

�

� ` 
"�$az� o #$,[# &)>Z*���N�
qp;aj�I� .��%Y ��������X;2).����%�3�����`�1��Y
(P,G, ζ)

��� _ �h��' $ �����������
a, b ∈ P,

a 6= b,
����� � ���%Y��%�"�

c
Y����

(a|b, c) = −1.
x¾�1��� $ �%2)�³{������ �)�%.��}8}��23��.�� G _ � $ d��;����(+*��)�%.�����5��� !-�3��'

a ∈ G
�;�%YÃ{ � � � �Ì����.�2)���E.���'��)��� !-�3�:�w�%����Y���� �;���Ka

v a`x`���NV�X;23����')'3�%� $ ��� ����� � v � � _ $<& a����7p�a�� ��')� & ��23!-����(+* ��[1�6��� a � ���	�%��� �³�1(+*���' �Ì�%��')y����%�z�%23*k{��r�
Y��������. ��Y YÃ�1�É��Y

R2 .��%� � _ ����'3(+* ��X;')'3��� ��� � ����*��%���3'3!-23�%��'
E

� Xt.���2�������� _ �%����� _ �����
�1��.���2)�:!�X;�"n;��gR� f � _ �;�%'3(+*���X;'3')����� �w�%����Y��%���;�¿� _ �<�623��(+*"�6�%��a�xN��� 8}��23��.�����')�����%��.����}Y����

E����'3(+* �����)�6��� ���7Ut��!����"�6�%�Ç��Y
R2 ����.i.���� ^ ��X;2).��-�����Ã')���Kn���23�%2 _ ��a � V��;��a �
� a � a � ��a��

bwd�2��)��.��%�Â�5����!"�
a
��� �w.��%Y �`�1��.�����.Â�1�����

b 6= a
��')� −→

a, b = a, b ∪ {a} ����. −̂→
a, b = ©"

a

� a`bwd�2 −̂→
a, b

��� _ ���%'�Y���� � v ���1��'3X $%& ��� �W[;������(+* !����r�6�%� −̂→
a, b = ©"

XR. ��2 −̂→
a, b

��')�c�%����� �N��� _ �;�%26��.��1a

� �



� ��� 
E�����U�%��� � � ��� �

����29��2)�"{�� $ ��� |+~ # � _ �%�����BY���� �`X;����23���%� $ ,	����.��%Y & ��29������� ^ ��X;23. �t� ��� �����R��d�*�23�%�Kaw����2
')y�23�%(+*����i.k��� �Ãn;X;� # �����;�%X;23. ���%�3��� � _ �����%�	Y��r� �mX;���;2)����� $ ,�a 8:�%���%�;����. ����(+* _ �<�623��(+*"�6��� & ��2�1��(+* # *k�1� _ �;�%X;23. ���%�3��� � _ �����%�7Y��r���mX;���;2)����� $ ,�a V�X;2 & ���	')��� _ �%Y��%23!"� f .k��')' �)��.��%2¾*k��� _ �;� �X�23.����<�6�	�m����Y. �������É|6~ÇY���*�2=�³��(+*0��2 & {1*��"�6� # ^ ��'=�+����')(+*������;��� '3(+*k�1���G, � '3����*��i| � � _ �%'3��� $ ��axN��*���2m!�[�������� � � ��. & ��2).����k� & ��2h. ���:�j��'3� ���+���6�:����'}|6~ _ ���-� � $ ���®ax`��2��Ì���-���%Y�����(+*�!1�����j*���� _ ��2h')(+*�23�%� _ ��� & ��2j� _ �)�%� $ �j')�6�1�3� G̃ *k{1� �k��'3(+*�����(+*"�

G
a

� ' ��'=� _ ��Y���23!1����' & �%2)� f .���'3'q!1����� � V���2)�6{��;����(+*�!1����� Y��r�9.��%2 ^ ��X�23.��-����� �;�<��X;23. ��2)� & ��2).����Y ��'3'%a®Ut���}��2)�;� _ �h'3��(+*Wd _ ��2j.����}�I� $ ��.���� $ �;� & ��')'3��2)YÃ� �;���i��� �3X;Y��1�6��'3(+*Ka
� aE
"� � Æ<�\Áe�3¦t�<¡ ¢��t©t�+ �¡3¦��®�<�I�<� ��°<�<�®�:¤q���  q ��t©�¡�£ �<�t¨

(E,G,≡, ζ) ©���±µ�

� � ^ �Â�K�<�§�<�
a, b, x ∈ E

�k�§Í+ªt���" �±�±µ���®�3¢�¡`£R��¦
x′ ∈ E \ {x} ¤q���

(a, b, x) ≡ (a, b, x′) Å º¿ q��º<�
a, b ∩ ]x, x′[ 6= ©".

ÀN�<ËÌ�<��º�´NUR�%�
G = a, b

� ��.
H = x, x′ f .������Ã�������

G(x) = x′
aRUR�<� $ � a′ = H(a).

^ �R���"� _ �\p �
$ �������

a, x ∩ a′, x′ = ©"
��� .

a, x′ ∩ a′, x = ©" .
�`��(+* �
� a � a v �w��g ��')�3����2=�

p ∈ ]a, a′[ \x, x′ a �`��(+* � � ^ �w�<gR��')�6����2=�5X �
v = p, x∩ ]a, x′[

� '3X���')�
a� ��.

a′
n;�%2)�+�1��'3(+*��%� �<aR� {�23�

(x|p, v) = −1,
'3X9Y d�'3'=�6�N. ���N8:�%26��.��

a′, x
.k�1'ÌxN2)������(+!

a, v, p���\�%�����%2 & ���r�6�%23���qUR���r�6������� ��23*���� _ '3(+*�� ����. ���Ka � '��;�����c� _ ��2
(a′|p, a) = 1

����.
a′, x∩a, v = ©" .xN��' & ��.���2)'3y�2)��(+*"�m.���Y ^ gR��X;Y n;X;�W���1'3(+* f ����. $ �%����� (x|p, v) = 1.^ �k����X;�Ç�k��. �%� Y����

(v|p, x) = 1
����.��%Y Y����0.���' xN23�%���%(+!

x, p, a′
����.B.���� 8:�%26��. �

a, x′_ �%�326��(+*"�3�%�ea
xN��' $ ������� (p|x, v) = −1

a����%��.��<� Y����q�-��� � � ^ �È���R�®.k�1'�xN23�%����(+!
x, x′, v

Y����È. ��2 8}��26�1.����
G = a, p

��� f '3Xq��X;���1�h.������ ��*k��� y �6��� ��a
�

S #"T ���B?)�L;P��
 � ��� �j�����;�%X;23.�� �%�6� � _ �����mY���� �mX;���;2)����� $ (E,G,≡, ζ) *��%������WQ5 O�;�J"*%?]#j3^5�#��
�%# f�& �%���Ç�������
� � b5�jUR�������

a, b, x ∈ E f .k��� �W�;� _ �h�%'m�%���
c ∈ a, x

Y����
(a, b) ≡ (a, c).

� aE
 .z� o #7,-#$&)>Z*��%Nc
qp�a`x`��� �w�1�3'6��(+*�� f .k�1'3' � � ^ � � .k��' ^ gR��X;Y 2)���;�%���¾. ���\V��%2)�326{��;����(+*�!1���r�
n�X;� �mX;���;2)����� $ ��� . ^ � X;23.��-��� �-����d�2i��� �;��X;2).����<�6� � _ ��� ��� Y���� �mX;���;���%� $ ����'i.����
�1��.���2)��� ^ gR��X�Y��%����X������ & � 23.��:n;X;� �}23�%� $ �%2 v ���;~q���"�6. ��(+!"�ea
�I�i*k��� _ �;�%X;23.�� �%�6�%� � _ ��� ���ÇY���� �`X;����23���%� $ ��')�j.���'j����(+*"�m.���2mb ����� ��� �-�����-��a

v a �i���c.���� ��� |+~`�%�������%��d�*�2=�6�%�q8}��26�1.�����')y����%�;���������;�%� !������\YÃ�1� � � ^ �c����(+* ')X`��X;2)Y9��������2)���Ks
bwd�2

G ∈ G
����.

x ∈ E \G �;�����
G ∩ ]x,G(x)[ 6= ©".

� ~



� a � � b5�È����� �-� Y���� # ^ gR��X;Y n;X��Ã.��%2���2)������� �Ì� & ���;����(+*�!1���r�=,�a � ' �%23� �1� _ � .k��' ^N_ �326������� n;X;�
# Ut�62)��(+!1���t, ����.½!1�1���

�
X��z��� _ ��2

�
X;* ��� � � $ � �7��� � ^ ��X;2).��-�����Ç��X;2)Y9��������2=� & �%23.��%�KaV����§a��1��(+*Ç.���� � _ � ���;���i����.i.k��'h��X;���;��� .��:�E��Y�YÃ� a

� a � � b5�}��')�\�-��2 ��d�2 ����(+*-� !�X;���������e��2
a, b, x

������������(+*"� �323�rnR��������bkX;2).���2)������aEV��;��ac.�� $ �0. ���
� _ ���������Ka

� aE
 9z� �K�<�
(E,G,≡, ζ) �<���®� ¢"°<º¿ �±µ£t�G� �h°<�<�®�}£R��¦

a, b ∈ E, a 6= b.

� ��� ��º\���;��º<�³�§�<¡��E©t�<��¢�£W�<���
b′ ∈ a, b \ {b} ¤q���

(a, b) ≡ (a, b′).
��ºh©���±µ�5¦"¢��k�

(a|b, b′) = −1.
� .®� ��ºq���;��º<���§�<¡���©t�<��¢�£Â�<�����c ��

L ⊥ a, b
¤q���

a ∈ L �����
	��������������	������ ´
� 9®� ��º�º¿�<�§�<�

c, d ∈ E, c 6= d.
¶ ¢��k�Ã���;��º<���§�<¡6�<� ©t�<��¢�£q�<���

d′ ∈ −→
c, d

£t��¦j©t�<��¢�£ �<���
d′′ ∈ −̂→

c, d¤q���
(a, b) ≡ (c, d′) ≡ (c, d′′)

´
� EE� ��ºq���;��º<���§�<¡��h�<��� �Ç�����I�<± Ä�£R� ���

m
»� ��

a, b
´

� Y®� ��ºq���;��º<���§�<¡��h�<��� �Ç�����I�<±�±� ��
M

»� ��
a, b Å ¦"´rª ´ M ⊥ a, b

£t��¦
M̃(a) = b

´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ �N�1(+* ^ � ���"� _ �}�+a � ���;����� ��X;���;�%��.��%2
�N��± Ð6º+º�¢���¨¿·5UR����.

a, b, b′ ∈ E
!1X;������������2j����.Çn���23')(+*����%.���� Y����

(a, b) ≡ (a, b′),
.������Â��g ��')�3����2=�

�%��� �W�r�3�6�%����X��
M

n�X;�
b, b′

����.
a ∈M.� p � � ' ')���

G ∈ G
����.

x ∈ E \G. �N��(+* � � ^ �5�;� _ ���%'
u = G∩x,G(x)

��� .
(u|x,G(x)) =

−1
aw�½���r�6��2\�;���r�

(u, x) ≡ (u,G(x))
a�UR���

x′ ∈ x,G(x)
����� & �%���3��23�%29�5����!"� Y����

(u, x) ≡
(u, x′).

�N�1(+*�.��%Y�`������'3'3�1� $ ��gR��')�3���%23��� �W�r�3�6�%����X��6�
M,M ′ n�X;� x, x′

����.
G(x), x′

a�xN� _ �%�
�������

u ∈ M ∩ M ′.
URX;Y����9��X���������� ' � � ^ �

(u|x, x′) = (u|G(x), x′) = −1
����. ����' .���2

�}d�2 $ 2)���;�%� ��� a � � (u|x,G(x)) = (u|x, x′) · (u|G(x), x′) = 1 �
�����	����.��%23'3y 23��(+*Ka

UtX;Y��r� ��')� E(u, x)
����' ^ � ���"� _ �Ã�+a � v �;� $ �%������a�xN����')� ^ � ���"� _ �������<����2=���)�%� $ � �1��(+* .����Ã��23'=�6�

� ��*k��� y �6��� ��a�xN��� � & ���r�6�:��2)�;� _ ��'3��(+*W����'j.��%YZ�`������'3'3�1� $ ����. � � ^ �<a
� v �Ì�����}��� � p �Ì�<gR��'=�6����2)�

b′ f ����.i�k��(+*W.���YZ�m���r��'3'6��� $ �<gR��')�6����2=�j������W�r�3�6�%����X��Ìn�X;�
b
����.

b′
a

������.��%2jY��r� � p �Ì� ��. � ~ a v;v a v �Ì��'=�j��'m������.����R�6��� a
� � � ^ �R���"� _ ��p f � p �Ì� ��. ��� arp � a v �<a
��� �9UR�%�

G = a, b
ac���%�;��� � v �\����. � � �\�<gR��'=�6����23�%�

x, y ∈ E \ G Y����
a, x, b, y ⊥ G

��� .
(a, x) ≡ (b, y)

a
� � ^ �	Y���� .���Y x`23������(+!

x, G̃(x), y
��� . .��%2W8:�%26��.��%�

G
�����%���%2)�

G ∩ ]x, y[ 6= ©"
XR.��%2

G ∩
]
G̃(x), y

[
6= ©"

a�����2j!�[;��� ���Â�1��'3X�X � . ��� � g ��')�3��� $ n;X;� m := G ∩ ]x, y[
�������%*�Y����Ka

�`��(+* � � p �Ì�;� _ �h��'m�;�%�k���������
m′ ∈ G

Y����
(a, b,m) ≡ (b, a,m′).

�`��(+* ^ �R���"� _ �Ép � �;���r�
(a, y) ≡ (b, x)

a`x¾��*��%2W��X;�����iY��r� � � v �
(x,m) ≡ (y,m′)

����.
(x,m′) ≡ (y,m)

a �®��'3��Y�Y��%���;�%�³�1'3')� _ ��.��%� �6�<� .k�1'
(x,m, y) ≡ (y,m′, x)

aE���%�;��� � ~ a � arp �
')����.i.k��* ��2

x,m′, y
!�X;������� �e��2%a�x¾��'j�%2 $<& �������`� _ ��2 m = m′ � ��.W. ��� �Ì��*�����y �3����� ��X;������a

� �



��� � � 232)��(+*"�6� .k��'m�EX��
M

���R�
G

���
m. �

o #$,[# &)>Z*���N�
qp;amb�d 2Ì.����N��2)')�3��� _ �%��.��%� ^ ��')'6����������'=���-��2 � � ^ � � [��6��� f ����(+*"�j� _ ��2 � � b5��a
v a`x`��� ^ ��')'6���;� � p �h')�3�����r�N')��(+*��%2 f .k��')'N!�X�Y�y�����Y����"�+{123�\�N��� _ �;��23��.��%�Â')�3�%�6'`����(+*"�N�����%2 f ����')X

& ��23!-����(+*��N��� _ �;�%26��.��%�W')����. f nt�;�§a ��� arp � a v ������. �
� arp�"ta�p ��a
� aE
 EK� o #7�"O�\��"#$JL# 
}UR�%�

(E,K)
������� �-�k��.�23�1�6��'3(+*�� �m[;23y���2)��2 & �%���6�%23��� � Y�������������Y ���"n;X���� �3X;23�

�')(+*���� ^ � �3X;Y�X;23y�* ��'3Y ��'
: E → E

. ��'3')���Çb��rgR!�[�23y���2
K

��')� � nt�;�§a � |+~"�)�<a �½���r�6�%2��626�1�;�
K�%����� �`��� _ X;2).��-�����

P,
'3Xi.k��'3':.����9��� !t����.���'3(+*�� � _ �����

(E,G) = AG(E,K)
*k��� _ �;��X;2).����<�

��')��a
p�a

(E,G)
�%2)��d������ � � ^ ���;�%�k����.k����� f"& ����� −1 6∈ P.

x¾��' ��2)!���� �-�ÌYÃ�1� & ���m��� ^ � ���"� _ �:p;p;a
�I� ' _ ��'3X���.���2)� ��'=� � � ^ ����d 2Â�������4�����;�%X;23. ���%�3��� �`[�23y���2i��2)��d ����� � .���'Ç�;�����W����(+* '3(+*�X;�
& � a � " arp¿�)�<a

v a
(E,G)

��')�`������� � _ ')X;��� �3� � _ �����\�;�������Ç.k�1��� fk& �%��� E = K(i)
����. & ��� � K

y��-�3*k���;X
�23{���')(+*W��')� � .Ka3*Ka���d 2j�������

a ∈ K
�;���r�

1 + a2 ∈ K�
�<a

����2\°<�§©�¡<Ñt��¦t�<�7*�����2j�-��2 # ⇐=
,
�

.�� $ �W�;���-d����`��' � � bÈ� $ � $ ���������KszUR�%����� a, b, x ∈ E
a

�½�������B.���2q�c26�1��'3���1�6��X;��'3���"n��123� �1� $ �1�����%2 _ �%�3�����������3�����m�%� �1�3��X;���%� f !1�1���BYÃ����X �
a = 0�1������* Y��%�Ka �N��(+*�V�X;23����'3')�%� $ �������;���r�

b = b1 + ib2, b` ∈ K,
� ��.

bb̄ = b21 + b22 = b21
(
1 + (b−1

1 b2)
2
)
∈ K� ,

�<� & � bb̄ = β2 (β ∈ K).

8}��')��(+*"�Ì��')�
λ ∈ K

_ $%& a c = λx
Y����

(b, 0) ≡ (c, 0) ⇐⇒ cc̄ = bb̄ = β2.
� ' �;� _ �

ξ ∈ KY����
xx̄ = ξ2.

URX;Y����h�;�����

cc̄ = λ2xx̄ = λ2ξ2 !
= β2 = bb̄ ⇐⇒ λ2 = (βξ−1)2.

�!�z��� _ ��2j��')�
λ = βξ−1 �%����� �E[;'3� ����� ��. � � b5�Ì��'=�j�;� $ �������eaxN��'3'm��'j�;�%�k���i����� � & �%���6�%23� �E[;'3� ��� λ = −βξ−1 �;� _ � f �%�"�6'3y 23��(+*"�`.���2 ^ ��'3'3���;� � " a � a � �<a

� am�I'=�
(E,G)

�������}')�3�%�3���;� � _ ')X;���R�6� � _ �%��� � nt�;�§a �
� a�p � �3� f '3X��;� _ �j��'j�;�%�k��� $%& ��� �Ì����'3y���������s

• .����`23���%�����¾����!-����.���'3(+*�� � _ ����� � ^ ��')(+*k����� ���;'3� _ �%���¿� f �;� _ ����.��<� & ���¾X _ ����Y��r�
E = C� ��.

K = R
a

• .����}2)���������¾* �ty���2 _ X;����'3(+* � � _ ����� & ���}���7|+~ _ ��')(+*�23��� _ ���Ka
� aE
 Yz� Æ<� �<���®�<¡ ¢"°<º¿ �±µ£t�G� ��°<�<�®�

(E,G)
±rÊ�º+º<�KÁe�3¦t� �`�<¡)¢"¦t�<� ºIÄ��§�§©t�<±µ£R�t©�¦��§����Ë5��º¿Í+ªk�<�eÐ�£R� ��²

�³�§ ��7���k»�¢�¡��³¢��k�P´��`�<��¢�£ �<¡%·

∀G ∈ G, ∀(a, b, c) ∈ E(3) ©���±µ� (
G(a)|G(b), G(c)

)
= (a|b, c).

� �<���I�<¡`©���±µ��Ð�Ñt¡\¢�±�±��
a, b ∈ E, a 6= b, G ∈ G

� "



� ���
G

(−→
a, b

)
=

−−−−−−−→
G(a), G(b) �

� .®�
G

(
]a, b[

)
= ]G(a), G(b)[

´
ÀN�<ËÌ�<��º�´NUR�%�

A := a, b
a

x`��2�b �����
A = G

��'=�9�62)��nt� �1�§aE�½���;�%��U �tY�Y��<�62)���Ã!���� �.���*���2qX �
b 6∈ G,

����'3X
G(b) 6= b�1���;��� X;Y�Y���� & ��2).����Ka

�IY b��1���
A 6⊥ G

�������
G(A) 6= A

a
�I'=�

a 6∈ G
�;�����

a,G(a) ∩ b, G(b) = ©"
�k�1(+* � ~Ra v;v a�p ��a � �"�3'3y�2)��(+*��%��.B��23*�{���� Y����

c ∈ GXt.��%2
a,G(a) ∩ c, G(c) = ©"

a�x¾��*��%2`�����%���%2)� ��� a ~;��.������ ��*k��� y �6��� ��a
x`��2jb �����

a ∈ G
��d�*�2)�h��� �

b, G(b) ∩ c, G(c) = ©"

� �1� �;��2Ì��Y¥�623�rnt� ������� b �����
b = c

� ����.�Y��r�
��� a ~"�Ì� _ ��� �³�1����'j�1� ��. �����Ì�%*k����y �3������a
�IY b �����

A ⊥ G
�;���r�9�k�1(+* � � ^ �

©" 6= A ∩ G =: x.
�N��(+* � � bÈ� �<gR��'=�6���%2)�

b′ ∈ G
Y��r�

(b, x) ≡ (b′, x) ≡
(
G(b), x

)
.
�N��(+* � ~ a v;v �N'3��� .½.�����8:�%26��. ���

L := {x ⊥ b, b′} ����.
L′ :=

{x ⊥ G(b), b′} �W�r�3�3������X��6�mn;X;�
b, b′

_ $%& a G(b), b′.
� 'm�;�����

L′LA(b) = G(b)
����.i�k��(+*W.���Y

x`23����'3y������;�%����� �;'3'3�1� $ � ~Ra v � �Ì��X;������.k��26�1��'
L′LA = G

a �`��(+*i.�����n;X;2)���;�%�Çb�{�������� �;�����

(a|b, c) =
(
LA(a)|LA(b), LA(c)

)
=

(
L′LA(a)|L′LA(b), L′LA(c)

)
=

(
G(a)|G(b), G(c)

)
.

xN��' $ �������j.������ ��*k��� y �6��� ��a� p �Ì����. � v �h')����. �)�<� $ �mX��z��� '3��(+*"�3����(+*®a �

����� & ��2h.k�1'm')(+*�X;����d�2j����!-����.���'3(+*�� � _ �����%� _ � $ �%�����j*�� _ �%� f !�������Y����i����(+* _ �%��� _ '3X���� �3���
� _ �����%� �)�%.�� �Ì� & �%�;�����i����'}�523Xt.���!"�¾n;X���8}��23��.��%��'3y������;�%����� �;��� .k��2)')�3���������Ka��I��' _ �%'3X;��. ��23�
����'3')��� �Ì� & ���������;�%�Â.k��Y����Ì.���� � & ��'3(+*��%� ������!"�6��X;�i���"n1��23�����"�ea
� aE
 8z��FWQ?]�k
9�K�<�

(E,G)
�<���®�\¢"°<º¿ �±µ£R�I����°<�<�®�:¤q���5À¾�<ËÌ�§©�£R�t©�º3©�¡�£¿Ä"Äk� B ´

� ��� B  +Äk�<¡��§�<¡�� �³¡)¢�� º<������» ¢�£�Ð\¦t�<¡ �½�<�t©t�N�" ��t©�¡<£k�<�k�I�<¡}Ò £t� ���G�IÄ ¢"¢�¡6��´
�`�<��¢�£k�<¡�· ��£ Áe�N¨�ËÌ�<�5Ò�¢"¢�¡6�<�7»� ��ÇÒ £R� ���I�<�

(a, b)
£t��¦

(c, d)
¤q���

(a, b) ≡ (c, d)
���;��º<²

�³�§�<¡<�j�<���
ϕ ∈ B ¤q���

ϕ(a) = c
£t��¦

ϕ(b) = d
´

� .®�4¶:�§�`¯}°¿°���±r¦�£t�t©
ϕ

¢�£"º�¸��<¼���º<��¦"¢�ºNÒÌ¡6 �¦�£"��� »� ��iªk«¿Í+ª"º<�G�<� º`¨�ËÌ�<� �`�<¡3¢"¦t�<� ºIÄ��§�§©t�<±µ£t�t©t�<��´
� 9®���k�3¦t�+º�� ±��<¤Ã�<�k�Ì¢�£"º B ��º<�Ì¦"¢�º¾Ò ¡+ �¦�£"��� »� ��Wªk«¿Í+ª"º<�G�<� º ¦�¡+�<� �`�<¡3¢"¦t�<� ºIÄ��§�§©t�<±µ£t�t©t�<��´
� EE���k�3¦t�}À¾�<ËÌ�§©�£t�t©

ϕ ∈ B ±rÊ�º+º<� ¦��§� ��Ë5��º¿Í+ªk�<�eÐ�£R� ���³�§ ��Ç���k»�¢�¡��³¢��k�§´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿� Ut���

G
.k��' �W���)�6�%����X1�Èn;X;�

a, c
a � ' �;�����5.������

(c, G(b)) ≡ (c, d)
a-x¾��*��%2 ��gR��')�3���%2)�

�%��� �W���)�6������X��
H

n�X;�
G(b), d

����.
c ∈ H

a �IY b �����
G(b) = d

�;���r�
H = c, d

a1xN��� �Ì�%*k����yR�6�����
��X������hY����

ϕ = HG
a �®� �;���%��(+*	��'=� � v �Ì��� $ �%������a� � � � _ ����������. ��� �h����' � � ������. � " a � ��a

�

� �



� aE
 ` � o #7,-#$&)>Z*��%Nc
qp�am�IY �`�"�3��23')(+*����%. $ a �Na $ ��2 # �¾23�����"�6����23� ����,Ì'3(+*�23{���!"� .���� ^ ��X;2).��-�����. ��� �W�%���;� .���2hn;�%2)�326{��;����(+*��%� �Ì� & ���;� ���;���W����(+*"�m�����Ka
v a`x`��� ^ � '3'6�1�;� � p �Ì!������iYÃ�1�W�1��(+*W')XÃ�1��'3.�2)d�(+!��%�Ks

x`��� �Ì��*����%�Â.���2mn;X;� B �1� �
E × E

����. � $ ����2)�3���i����23!-��� � '3����.Â�;�%�k���Â.������ �-���rn1�����%� $ �!-����'3')��� .���2��j�����1�6��X;� # ≡ ,+ahx a)*Ka f .���'3'�.���� �`X;����23���%� $ 2)��� ���6��X���.���2)(+* .����48:2)��y�y�� B�%����. ��� �3���q����'=�6�;�%�����1�j��')��a

� '���X;���;������Xt(+*	����� ���;�m!-� ��')'3��')(+*�� ^ � '3'6�1�;��� f .���� $ ��Y�����. ��')�Ì��Y�y���� $ �r��'3(+*�X;�	��� ��* 23��2ÌbkX;23Y9�
������%23����� ^ ��X;2).��-������n�X;26�1��'3')�%� $ ���Ka

� aE
 az� �K�<�
(E,G)

�<���®�7¢"°<º¿ �±µ£R�I� ��°<�<�®�Ç£R��¦
a, b, a′, b′ ∈ E, a 6= b, a′ 6= b′.

Î�Ñt¡
c ∈−→

a, b, c′ ∈ −−→
a′, b′

¤q���
(a, b) ≡ (a′, b′)

£t��¦
(a, c) ≡ (a′, c′)

©���±µ�
(b, c) ≡ (b′, c′)

´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ � _ �������

�

S #"T ���B?)�L;P��
}b�d 2
a, b, c, a′, b′, c′ ∈ E, a 6= b, c, a′ 6= b′, c′,

*������;��� . ��� $%& ���\������!��%�
∠(b, a, c)

����.
∠(b′, a′, c′)

>V;��%N�&<*%#$�P? f �§a ��a ∠(b, a, c) ≡ ∠(b′, a′, c′) f�& ��� �W��d�2
b0 ∈

−→
a, b, c0 ∈

−→
a, c, b′0 ∈

−−→
a′, b′, c′0 ∈

−−→
a′, c′

�;���r�

(a, b0) ≡ (a, c0) ≡ (a′, b′0) ≡ (a′, c′0) =⇒ (b0, c0) ≡ (b′0, c
′
0).

� aE
 Xz� ��ºqº¿�<�§�<�
a, b, c, a′, b′, c′ ∈ E

¤q���
(a, b) ≡ (a, c) ≡ (a′, b′) ≡ (a′, c′)

£R��¦
(b, c) ≡

(b′, c′),
¢�±Ïº¿ 

∠(b, a, c) ≡ ∠(b′, a′, c′)
´ ¶\¢��k�q©���±µ�-Ð�Ñt¡m¢�±�±��

b0 ∈
−→
a, b, c0 ∈

−→
a, c, b′0 ∈

−−→
a′, b′, c′0 ∈−−→

a′, c′
¤q���

(a, b0) ≡ (a, c0) ≡ (a′, b′0) ≡ (a′, c′0)
¢�£ Í+ª

(b0, c0) ≡ (b′0, c
′
0)
´

¶ ´eª ´È¦��§�! q ��t©�¡<£k�<�t¨\»� �� � ��� �"�<±µ�7��º<� £R��¢"°<ª Ê��t©��r© »� �� ¦t�<¡ � ¢�ªt±�¦t�<¡
b0, c0, b

′
0, c

′
0.

ÀN�<ËÌ�<��º�´ � _ �������
�

� aE
"� D®� �KÍ+ªk�<���G�<±µË5��� �"�<±z£R��¦�� ��°<�<�kË5��� �"�<±�º<����¦jÁe�<ËÌ�<��±Ïº¾�" ��t©�¡�£ �<�k�§´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ � _ �������

�

� ���i�c23��yz�%�
(a, b, c)

����(+*"�j!1X;������������23�%2h�5����!"�6� *�������� S &)#7�L#$G<>�a
� aE
"�V� �ZSU;��%NV&I*%#$��� O�(Q?R�'# 
9Î�ÑR¡	¨�ËÌ�<� ¶:¡6�<�§�+Í+�"�

(a, b, c)
£t��¦

(a′, b′, c′)
��� ¦t�<¡ ¢"°<º¿ �±µ£t�G�<�

��°<�<�®�
(E,G,≡, ζ) º<����¦mÐe �± ©t�<��¦t�m¯N£-º+º�¢¿©t�<�ÂÊ � £R��»�¢�±��<�k�

� o � � ��ºq���;��º<�³�§�<¡��h�<���®�}ÀN�<ËÌ�§©�£R�t©
ϕ

¤q���
ϕ(a) = a′, ϕ(b) = b′, ϕ(c) = c′.

� F�F�Fc�
(a, b, c) ≡ (a′, b′, c′)

� F � Fc�
(a, b) ≡ (a′, b′) Å (a, c) ≡ (a′, c′) Å £t��¦ ∠(b, a, c) ≡ ∠(b′, a′, c′)

"��



�
� F � �

(a, b) ≡ (a′, b′) Å ∠(b, a, c) ≡ ∠(b′, a′, c′)
£R��¦

∠(a, b, c) ≡ ∠(a′, b′, c′)
´

ÀN�<ËÌ�<��º�´j�½���;�%� � "Ra � a�p �¾��� . � � bÈ�}��gR��')�3���%23��� �)� �;���������%���
c0 ∈ −→

a, c
����.

c′0 ∈ −−→
a′, c′

Y��r�
(a, b) ≡ (a, c0) ≡ (a′, c′0).

�N��(+* � " a ""�Ì�;�����Ì.k�����i'3X;�;��2
(a, c, c0) ≡ (a′, c′, c′0)

a
xN��*���2 $ �%����� � � v � _ ����. �:�m��(+*-�3�����;�%�in�X;� � U�U�U � ⇐⇒

� Ut� U��<a
8}��������'3X���2)*k{��r�jYÃ��� � U�U�U��

=⇒
� � Ut� ��a

� � Ut� �
=⇒

� Ut� U �<s �N�1(+* � "Ra � a � � ��gR��')�3���%2)� �;�%�k���B�����
c′′ ∈ −−→

b′, c′
Y����

(b, c) ≡ (b′, c′′)
a

�½������� � U�U�U�� ⇐⇒ � Ut� U �E��X;�����
∠(b′, a′, c′′) ≡ (b, a, c)

a�b�d�2
c′′0 ∈ −−→

a′, c′′
Y��r�

(a, b) ≡ (a′, c′′0)������� ����'3X
(b′, c′0) ≡ (b, c0) ≡ (b′, c′′0)

a �`��(+* � � � �5Y9��')'
c′0 = c′′0

Xt.���2
G := a′, b′ ∩ ]c′0, c

′′
0[ 6=

©"
�������3���Ka

����2���d�*�2)���i.���� $<& �%���6� �W[;������(+* !����r� $ � Y ����.��%23')y�23��(+*®a
� � ^ ����d 2h.k��'mxN23�%���%(+!

(c′0, c
′′
0, c

′′)
�����%���%2)�

G ∩ ]c′0, c
′′[ 6= ©" f .��%��� (a′|c′′0, c′′) = 1.� � ^ ����d 2h.k��'mxN23�%���%(+!

(c′0, c
′′, c′)

�����%����2=�
G ∩ ]c′, c′′[ 6= ©" f .��%��� (a′|c′0, c′) = 1.� 'h�;����� � _ ��2

G∩ c′, c′′ = b′
����.

(b′|c′, c′′) = 1 �
�%���Ã����.���2)'3y�2)��(+*Kakx¾�1*���2h��')���-��2

c′0 = c′′0Y�[;�;����(+*Ka�xN����� �;������� _ ��2 �1��(+*
c′ = c′′

����. � Ut� U�� �;���r��Y�����.��%Y ������!��%�
∠(a, b, c) ≡

∠(a′, b′, c′)
a

� � � �
=⇒

� U�U�U�����')�h�62)��nt� �1�§a
� U�U�U��

=⇒
� � � ��s��N��(+* � " a ~Rarp �È�;� _ ���%' �%�������Ì� & �%�;����� ψ Y����

ψ(a) = a′, ψ(b) = b′
atUR�%� $ �

c′′ = ψ(c).
�IYZb �����

c′ = c′′
'3����. & ��2�����2=�6��� a�8:����� c′ 6= c′′,

')XÃ��'=�
G = a′, b′

�k��(+* � ~ arp � ���%���
�i���3�3������X�� n;X;�

c′, c′′.
x¾��*��%2j������')�3�%�

ϕ = Gψ
.k��'`8}� & d���')(+*"�6��a �

�½��� � �������N��� . .k��Y���� �������j.�����'3�%2 ^ ��'3'3���;���	�%2)��d�������')����. f .k��� �Ã'6�1����Y�����.����`xN23�%���%(+!��}'3����.
>V;��%N�&<*%#$�P?"a
� aE
"�$.z� o #$,[# &)>Z*���N�
qp;a

ϕ
����' � � � ����'=�5�k��(+* � ~ a v �Ra � ��������.����R�6��� _ �%')�6��Y�Y\�ea1xN��� ^ ��'3'3���;�

�%�"�6'3y 23��(+*"�`.���2j���ÇUt(+*t� �����id _ ����(+*��%�Çx`�%�k���r�6��X;� n;X;� # !1X;���;2)�����"�=, ����' # .���(+!-��� �;'3�;������(+*t,�a
v am�I�Ç����� ��2¾� _ '3X;��� �6�%� � _ �����9��� _ �`��' $ � �)��. ��2}8}��23��.��%�

G
��� . �)��.��%Y �5��� !-�

x 6∈ G
�������

# �`��(+*-�3'3(+*�� ����. ����.��+,:.�� 23(+* x
� �k{�Y�����(+*

H = {x ⊥ {x ⊥ G}}
� ��d�2

z = G∩H & {�23�%� G� ��.
H

�EX��6�}.�� 23(+*
z
��� � {x ⊥ G} f �����	����.��%23'3y 23��(+* $ � � ~Ra v;v a�p¿�3�<a

� a�� ��23�%���3'\(�� a � ����n�aÏ�Ì*�2�a & ��2).���� � ��23'=�6Y�����':����.��%2 _ ��!������"�3���8}��'3(+* ��(+*"�6�1��� ^ gR��X;Y�� ��d�2
. ����8}��X;Y��%�323��� ��X;23Y ��������2)�N����.4��� � ��!-����.�' # � ����Y����"�6�q.��%2 �Ç�1�3*���Y��1�6��!�,9n���23[ �®�%�-�3����(+*-��a
x`����')��' � ��(+* .����%�-�3� _ ��'N����'9p � a �;��* 23*-����.��%2)� ����'¾�E��* 2 _ ��(+* � ����(+*"�}�-��2`��d�2}8}��X;Y��%�323���¿�<a
� 'j�;�%*�[;2)� $ �W.��%�WY�����')�3�;��.�2)��(+!"�6�%� �Ìd�(+* ��23�Wd _ ��23*�����y ��a

� a�� ��'Ì����'Np � a �;�1*�23*-����. ��2)� & � 23.��Nn���2)'3��(+*"� f .k�1'����126�������������k� g ��X;Y¥����' .����i��� .���2)��� � ��!-���
�. ��'3(+* ��� ^ g ��X;Y����9� _ $ �������r�6���®a � 2)')�È. ��� � �"�3.���(+!-�����:.��%2 # ����(+*"� � � ��!-����. ��'3(+* ���t,�8}��X;Y��%�323���

. ��23(+*�ÌX;� �;���K��� .Ç�EX _ ���6'3(+* �%nt'3!-� $ �������6� f .k��')'`. ����'h� ��(+*"�mY�[;������(+*Ã��')��a

" p



� a � �����`�%23'=�6�NY�Xt.���2)��� � 2)�"{�� $ ����� � ��.ÃV���2=n;X;����'=�+{���. ���;��� � � $ a �NatY��r� ^ ��X;2).��-�����-��.���2 � �
�!-����.���'3(+*��%� ^ gR��X;Y��9��2=��X;���1�6�9.�� 23(+*½����')(+* f �`��� _ �%2)� f �Ka3� aE�;�%�;��� � ��.���.���' p � a �;��*�2)*-���
�. ��2)�3'�awxN���%'3� � �"� & ��(+!t�������Â'=�+��� .0��Y �mX;�"�6��gR� ��������2 ��Y �³��'3')����.��%�BxN��')!-��'3')��X;�½d _ �%2 .����

8}23� ��.�� �1�;����.��%2 �W�1�6*��%YÃ���6��! a
~Ra`x`���}*�����2hy�23{�'3�%�-�3���%2)�6�%� ^ g ��X;Y��¾�;��* ���Â�1� �5Ut[;23�%��'3�%�Ç(e�RaEp � � ~ $ ��23d�(+! a
� a`x`��� ^ g ��X;Y��Ì��d�25.����h� _ ')X;��� �3��� � _ �����%��n���2 $ ��(+*"�6�%� ���R�z�%��� ^ gR��X;Y d _ �%25.���� � gR��'=�6�%� $ n;X;�

# �`��(+*-�3'3(+*�� ����. ����.��%�t,�a�x¾� _ �%�E�;� _ �j�%'j�;23��� .�'6{1� $ ����(+*�.�23�%� �W[;�;����(+*�!1���r�6���®s
Ut���

G ∈ G, x ∈ E \G
� � � ∃1H ∈ G

Y����
x ∈ H

����.
G ∩H = ©"

� � ��!-����.���')(+*���2�Xt.��%2hyk��26� _ X;����')(+*���2Ìb��1�����
� ����� ∃H,H ′ ∈ G

Y��r�
x = H ∩H ′ ����. G∩H = G∩H ′ = ©"

� * �ty���2 _ X;����'3(+* ��2 b��1�����
� ������� 6 ∃H ∈ G

Y����
x ∈ H

����.
G ∩H = ©"

� �%������y �3��'3(+* ��2hb �������
�½������� v aÈ�%�-�)�³{����r�9.��%2 b ����� � �������N��d�2q. ���	� _ '3X;��� �6��8}��X�Y��<�623����a ^ ��'q.����%'3��xN�����;� ��Y p � a
�;�1*�23*-����. ��2)�:� �-�3��2)'3��(+*"� & ��23.��%� f �"� _ ��':� _ ��2¾� XR(+* !��%�����9n�X;����')�6{���.����;� ^ g ��X;Y��1�6��! ��d�2
. ����� _ '3X;��� �6�h8:�%X;Y��<�62)��� � ����' _ ��')X;��.��%23�h')�6����. .���� �`�"�3��23')��(+*-����� .���2 ^ ��X;2).��-�����}��2)')� ��Y
^ � �³����� a

"RaN�!�z��� _ ��2 _ ��.��%� �6�<� � ������� f .k�1'3'm����� �}y�23X��)�%!"�6��n�� � _ �����}n�X;23�������1�ea
� a`x`��� �Ì� $ �%��(+*��-����������yk��26� _ X;����')(+* f * �ty���2 _ X;����'3(+*q� ��. ��������y �3��')(+* ')�6��Y�Y��%� n;X;� bk�%���rg �}���%���Ka

" v



� � �b
��� ��
����U���\��� �

S #"T ���B?)�L;P��
:UR�%�
(P,G)

�������I� $ ��.��%� $ 23����Yia � �������w�%����Y���� �;�
U ⊆ P

*��%���������P?R# &)&)W+*�,
� l #$�KJL&)W+*�, � ft& �%���Ç�;����� ∀x, y ∈ U, x 6= y : x, y ⊆ U

a b�d�2
G(U) := {G ∈ G | G ⊆ U} ��'=�

(U,G(U))
.������i'3��� _ ')�m�%�����I� $ ��.���� $ 26�1��YWa

� ' _ � $ �%��(+*���� U
. ��� �W�%���;�\��������2 �m�"�6��2)26{�� Y��}n;X��

P
a

� XE
"� � o #7�"O�\��"#$JL# 
 � p¿� �i������YÃ����Y�Xt.��%���-.���2 �1]����%� � _ ����� � nt�;�§a � p;arp�arp �3��s � ' �;�����
U = P(P )

a
� v ��b�d�2 �)�%.����i�I� $ ��.���� $ 26�1��Y (P,G)

�;���r�

©" ∈ U, ∀x ∈ P : {x} ∈ U, ∀G ∈ G : G ∈ U, P ∈ U.

� � � �Ì�<�626�1(+*-�3�\. ���Ç� �e��2
�
y�����(%���®��d�2

n = 4
� �1��'3X

P = {x0, . . . , x4}
�<a

{x1, x2, x3, x4} ∈ U f � _ �%2 {x0, x1, x2} 6∈ U
a

� XE
 .z� �K�<�
U

¦��§���4�<�t©t�i¦t�<¡��c�k�I�<¡�¡3Ê�£t¤Ã�Ç�<���®�+ºqÆ<�t¨��³¦t�<�t¨�¡)¢�£t¤ º�£R��¦
A ⊆ U Å ¦"¢��k��©���±µ�

⋂
U∈A

U ∈ U
´h¶\´�ª ´m¦t�<¡�¶:£t¡6Í+ª"º¿Í+ªt�k�����:°<�<±µ�§��°��r©Â»¿�§�<±��<¡	�c�k�I�<¡�¡3Ê�£t¤Ã�	��º<�}Ë5�§�3¦t�<¡	�<���
�c�k�I�<¡�²

¡)¢�£t¤�´
ÀN�<ËÌ�<��º�´NUR�%�

T :=
⋂

U∈A
U

����.
x, y ∈ T

Y����
x 6= y =⇒ ∀U ∈ A

�;�����

x, y ∈ U =⇒ ∀U ∈ A : x, y ⊆ U =⇒ x, y ⊆ T =⇒ T ∈ U.
�

�W���W'3����� f .���� �W�%���;�
U

.��%2��`�"�6�%2326{1��Y��}�%�����%'j�I� $ ��.���� $ 26��� Y�'
P

'3�%� ∩ � � _ �;�%'3(+*���X;'3')���Ks
S #"T ���B?)�L;P��
 � ��� �W�%���;��� ' �t')�3��Y

U
n;X;� �w�%����Y��%���;��� ��������2 �W�%���;�

P
*��������

!�*%&IG<H�O]GIH����L?]?RO � WQ5�NV#$O]G<H�JL;�O]O�#$� � ����(+* ∩ � WQ5�NV#$O]G<H�JL;�O]O�#$��� fÇ& ����� ��d�2 �������
A ⊆ U������� ⋂

U∈A
U ∈ U

a x¾��'m�w�;��2
(P,U)

* �����1�j.k����� ∩ � W 5�NV#7O�GIH�J";�O]O�#7�%# &�fUW+*�, a
� XE
 9z� o #7�"O�\��"#$JL# 
 � p¿� xN��� �i�����;�N��������2 �`�"�3��23��23��y�y���� � ����.Ã.������W�%���;�}�������%2 �`X;2)YÃ���r�6�%�����%2+�
�%�����%2`8:2)��y�y��}��')� ∩ � � _ �;��')(+*���X;')'3�%�Ka� v ��xN��� �i�����;� �������%2 �`�"�6�%2)n���!"�6X;2)26{�� Y�� ��������'hV���!"�3X;2323����Y�'m��')� ∩ � � _ �;��')(+*���X;')'3�%�Ka� � �	xN��� �W�%���;�4��������2 � _ �;�%'3(+*���X;'3')�����%� �w�%����Y��%���;�����%�����%'��3X;y�X;��X;����'3(+* ��� �`�1��Y��%'���')� ∩ �� _ �;��')(+*���X�'3'3�%�Ka
��� ��xN��� �i�����;� �������%2�!�X;�"n��<gR���7�c������Y������;�%�	���

AG(2,R)
��')� ∩ � � _ ����'3(+* ��X;')'3���®a

S #"T ���B?)�L;P��
}b�d 2 ∩ � � _ �;�%'3(+*���X;'3')�����W�`{1��Y��
(P,U)

!������BY���� ������� � � J"J"# n;X;�
X ⊆ P. �%�k������2)���Ç. ��23(+*

X :=
⋂

U∈U,X⊆U U ∈ U
a �Ç�1�W'3�����m����(+* # X �%2 $ �%����� X ,�a

o #$,[# &)>Z*���N�
qp;a � 'j�;���r�
X ∈ U ⇐⇒ X = X

a

" �



v a �W��� ')y�23��(+*-��n;X;Y # ��2 $ �����1�6���-, �m�"�6��2=n;�%!-�3X;2323����Y f n�X;��.��%2 # ��2 $ �����1�6���-,�`�"�6�%23�;2)��y�y�� f� ��.in�X;Y # ��2 $ �����1�6���-,��`�"�6�%2323����Y ��������'j�I� $ ��.��%� $ 23����Y�'�a
� a �®�����K��')�j�%�����}y�23{ $ ��'3� b ��'3')������.���'mxN��Y��%��'3��X;��' _ �%�;23� �®'%a

� �����	�w�%����Y��%���;�
B

n;X;�
P & ��2).���� & ��2 o W O]�KO	���%�����%� fÈ& �%���'3���	�%��� # � �k� _ *k{1���;������'G,� 2 $ ��� �;����. ����' �R'=�6�%Y ��'=�eakxN�����i!1�1����YÃ����.��<�k������23�%�Ks

dimB = |B| − 1
a

xN��Y��r�h.�����'3� xN�<�k���r�6��X��i')�����"n�X;���K��')� f Y9d�')'3��� $%& ��� �Ì�%.������������;�%�W�%2)��d������h')�����®s
� � ��x`��� � g ��')�3��� $ n;X�� ����')���iY9��')'m����'3��(+*���2=�m'3�����
� ����� ��� $<& �%���Ì��'3�%�ÇY9d�')'3�%� # �;���%��(+*�Y�{�(+*"�6����,N'3�����Ka

� a�� ���KV���!"�3X;2323{���Y���� f �1]����%�W� ��.Wy 23X��)�%!-�3��n����Â�m{���Y������;�%���3��� � � � ����. � �����<a
� am�I�W�������;�%Y��%�����%� �I� $ ��.���� $ 26{1��Y��%�W�������3��� & ��.��%2 � ��� ��Xt(+* � ��� �<a
~RaN8}��')��(+*"�Â��')��������� ����� �³��(+*�� � ���;�%��'3(+*k����� f .���� � ���Ã��� . � ������')��(+*��%2�')�6�%���r�

�
.���'���')�i.����

^ ��')�6����')(+* _ ��. �����;� ����a
� XE
 EK� �K�<�

(P,U)
�<��� ∩ ²=¢"°I©t�+º¿Í+ªt±� ¿º+º¿�<�®�<¡ ��¢�£R¤�´E¶:�§�`¯}°¿°���±r¦�£t�t©

: P(P ) → U; X 7→ X :=
⋂

X⊆U∈U

U

��º<�h�<����������� ��� ��� ���	� 	��
� Å ¦"´rª ´��+ºN©���±µ� Ð�Ñt¡ ¢�±�±�� X, Y ⊆ P

� � � �
X ⊆ X

� � .z�
X = X

� � 9z�
X ⊆ Y =⇒ X ⊆ Y

´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ � _ ������a

�

S #"T ���B?)�L;P��
:UR�%�
(P,U)

����� ∩ � � _ ����'3(+* ��X;')'3��� ��2��m����Y � ��. .��%2 ����.�� $ ����2=�6�m�`d �����%��X;y���23� ��3X;2�a xN�����i��')�h��d 2
U ∈ U

. ��� S �K,-#7��O]�L;��4n;X��
U

.��<�k�����%2)�m.���2)(+*

dimU := inf
{
|X| ; X ⊆ P ∧X = U

}
− 1.

X ⊆ P
*��%����� *��%W 5 H%(+�%N��"N f �³������' ∀Y  X : Y  X

a
X ⊆ U ∈ U

*�������� 3^&)�'#$*�NV#$��!�#$��O�
%O�?R#$, n;X��
U f �³������' X = U

a
X ⊆ U ∈ U

*��%����� o W+O]�"Oqn;X;�
U f �³������' X ���k� _ *k{��������i����. � 2 $ ��� �;����. ����' �R'=�6�%Y n;X;�

U��')��a

" �



� XE
 Yz� o #7,-#$&)>Z*��%Nc
 � �"� ^ ��'
Y ⊆ X

��X;�����
Y ∪X = X

� xN�<�k���r�6��X�� n;X�� �Ï�<am�I��'
�_ ��')X;��.��%23� �;���r�0��d�2

X ⊆ P f � �k� _ *k{1���;��� ��� .
x ∈ X

')�3�%�3'
x 6∈ X \ {x} � .��%���

x ∈ X \ {x} =⇒ X = X \ {x} � �����	����.���2)'3y�2)��(+* $ ��2��`�k� _ *k{����;���;!��%����n�X;� X
�Ï�<a

� p � � ' �;�����
U =

{
X ; X ⊆ P

} a ^ � � .�����')�Ç���%��')�Â!�������Y������%�����%� ∩ � � _ �;�%'3(+*���X;'3')�����%��m����Y ����(+*iY��r�j�`�������¾�%�����%2j�`d�������� X;yz�%26�1�3��X;�Ã.��%�k� ����2)���Ka � _ ������a
� v �N����2 & ��2).�������Y bkX;���;��� .���� ')�3�%�3'\X;* ���qnR����� ^ � ��*�� _ �%��' $<& ��'3(+* ����. ��Y �W�%���;�%��' �t')�3��Y
U

� ��.Ç.��%Y �`d �����%��X;y���23�1�6X;2Ì*���������.i*��%2m')y�23�����;�%�Ka
� � �Ì�IY ^ ��������Y������ ���	��'=�j���

(P,U)
.���� � gR��'=�6��� $ n�X;��Ì��'3�%�W����(+*"�`�����;� _ �%�Ka

��� �Ì�IY ^ ��������Y������ ���	'3����.	n;�%23'3(+* ����. ����� ����'3�%� f '3X����%23�i�<gR��'=�6�%�-� f ����(+*"�j�;������(+* YÃ{�(+*"�3����a
��� � 8:� _ � ��' �%�������.�����(+*��%'

Y ⊆ P
Y����

Y = P f .k�������'=� .���� �W�%���;�
B ⊆ P

Y���� |B|Y���� ��Y����z� ��.
B = P

�%�������Ì��'3��'�n;X;�
P
a��I�i.����%'3�%Y b �����z�<gR��'=�6���%23�%�Ç����'3X ����')���Ka

ÀN�<ËÌ�<��º�´j� {�2)�
B

� _ *k{1���;��� f .������	�"{ _ �N�%'������
x ∈ B

Y��r�
B \ {x} = B f ��Y ����.��%23'3y 23��(+*

$ � �i������YÃ�������6{1�ea
�

� ~"� � '`�;� _ �j�I� $ ��.��%� $ 23{���Y��\���i. �����%� �)��.�� ���k� _ *k{��������;���W�%���;� ����.�����(+* f � ��. �)�%.���' � 2 $ �%� �������.��%��' �t'=�6��Y� ������. ����(+*7��')��aKx¾��� �7�;� _ �N��':����'3X & ��. ��2�����')��� f ��XR(+* Y�������YÃ�1��� � 2 $ �����;�%� �. ����' �R'=�6�%Y��1a
� XE
 8z� o #7�"O�\��"#$JL# 
 � �;� �N�1�3d�23����(+*Â')����. �m�"�6��2)Y��%���;�%�4� �k� _ *k{1���;������2 �i�����;�%� & ����. ��2}���k� _ �*�{����;����a
� p ��UR���

(P,G)
�������I� $ ��.��%� $ 23����YiaRxN�����Ã��')�

©"
������������'3��'5n;X;�

©" ∈ U
� ��� .

dim ©" = −1
� f

{x} ��')������')��'�n�X;� {x} ∈ U
� ����.

dim{x} = 0
� f {x, y}, x 6= y,

��')�����1'3��'�n�X;�
G ∈ G ⊆ U f

& ��� � x, y ∈ G
� ����.

dimG = 1
�<a

� v � �i������YÃ����Y�Xt.��%���®. ��2Ny 23X��)�%!-�3��n���� � _ �%��� � nt�;��a � p;arp�a � �3��s �m�k� _ *k{1���;����� �c������Y��%���;�%�Ç'3����.
©" f {x} f {x, y} � Y��r�

x 6= y
�\��� . {x, y, z} Y��r� � ��(+*"�q!�X����������e�123���

x, y, z
a�xN��� {x, y, z}')����.i'3X��"��2 ����')��� f � ��.Ç�1����� ����'3�%�Ç���	.����%'3��YZb �����®�;������(+*�YÃ{1(+*-�3����a ^ ��'3X

dimP = 2
a

� � � � 23�;{�� $ �	. ���	� _ �;� _ ����.��<�6�Ãb����;� 2 .���2)(+* V���2 _ ����.��%���������2\���;��2)� n;X;�
� �-n���2 _ ����.��%�����Â��� ��!"�6���iY���� $%& ��� � y�����!"�3���;�%�Ç8}��23��.��%� � ����'3X9')����. $ a �Nap½����. ~ $ � n;�%2 _ ����.����k�<a`x¾����� ��')�

(P,G)
�%��� �I� $ ��.���� $ 26�1��YWa � 'Ç��')�

{1, 2, 3} ������� ����'3��' n�X;�
P f � _ �%2 {1, 2, 6} ��'=� �t� 2 ����')��'}n;X�� {1, 2, 6}� ��.W!���� �W����(+*"� $ �W�%�����%2 ����')��'hn;X;�

P
��2)�"{�� $ � & �%23.��%�Ka ��

��
�� ��� �	


 
� � 2

3

4 5
6

1

��� ��V��;��a �Ì�%��'3y ����� � p;arp;a v �<s
P = {x0, . . . , xn} f G = {{xi, xj} ; i 6= j} a ���%.�� �w�%����Y��%���;�

U ⊆ P
��')�j����� �`�"�6�%2326�1��Y Y��r�

U
����' ����'3��' f �1��'3X dimP = n

a
�IY b��1���

n = 3
�%23�;� _ ��'3��(+*�.���' �W������YÃ�1��Y�XR.��%���".��%2 �1]������ � _ �%����� � Y����È. ��2 xN��Y���� '3��X��

3
�<a

� 'm*k����. �����j')��(+*i��Y .k�1'm�%��� $ ���;� �Ì����'3y������K�%�����%2`��]�� ��� � _ ��� �\Y����
dim 6= 2

a
��� � � 2)�"{�� $ � .����Ãb�������2 & ����. ��2 $ � ����� ��Y �I� $ ��.���� $ 26�1��Y f�& ����X _ ��� _ �

�')(+*�23��� _ ���KaKx¾����� �;�����es |P | = 9 f |G| = 22 f {1, 2, 3} = P
����. {1, 2, 3}��')�����1'3��'hn�X;�

P
�
=⇒ dimP = 2

��a �
��

�� ��
� ����� ��

� �� ���4 56 7

8 92
3

1

" �



{6, 7, 8, 9} = P f {6, 7, 8} = {4, 5, 6, 7, 8} f {6, 7, 9} = {4, 5, 6, 7, 9} f {6, 8, 9} =
{6, 2, 3, 8, 9} f {7, 8, 9} = {7, 2, 3, 8, 9} a�x¾������')X	!�������� ��(+*"�6� �m�-�3��2)Y��%���;�qn;X;� {6, 7, 8, 9}�;��� $ P ��2 $ ��� ��� f ��'=�m����(+* {6, 7, 8, 9} �%����� ���1'3��'�n�X;�

P
a

� XE
 ` � Æ<�\Áe�3¦t�<¤¥Æ<�t¨��³¦t�<�t¨�¡)¢�£t¤
(P,G)

©���±µ�Ì¦��§��� ��� � ������� ����	��	���
� � ���� ��� ·�K�<�
X ⊆ P

£R��¦
x ∈ X Å ¦"¢��k�½���;��º<�³�§�<¡��

R ⊆ X
¤q��� |R| ∈ N £t��¦

x ∈ R
´

ÀN�<ËÌ�<��º�´NUR�%�
X ⊆ P

� ��.

Q :=
{
x ∈ P ; ∃R ⊆ X

Y��r� |R| ∈ N ����.
x ∈ R

}
=

⋃

R⊆X,|R|∈N

R

�!�z����')��(+*"�6����(+*q�;�����
X ⊆ Q ⊆ X

a��½��� � & ��2 $ ��������� f .k��'3' Q ����� �`�"�6�%2326�1��Y ��')� f .k��� �q��23*�{����
Y����

X ⊆ Q =⇒ X ⊆ Q = Q =⇒ X = Q
ak�I� ' _ ��'3X���.���2)� �;�����

x ∈ X =⇒ x ∈ Q =⇒ x ∈ R
��d�2j�����

R ⊆ X
Y��r� |R| ∈ N,

& ��'m.������ ��*k��� y �6��� � $ �����1�eaUt�����%�Ç�1��'3X
x, y ∈ Q, x 6= y

a �®�
x, y

�<gR��'=�6����23�%�W.������
Rx, Ry ⊆ X

Y���� |Rx|, |Ry| ∈ N
����.

x ∈ Rx f y ∈ Ry

akx¾�����i�;�����

|Rx ∪ Ry| ∈ N
����.

Rx, Ry ⊆ Rx ∪Ry,
����'3X

x, y ⊆ Rx ∪ Ry ⊆ Q.

UtX;Y��r�h��'=�
Q

�`�"�6�%2323����Yia
�

S #"T ���B?)�L;P��
:UR�%�
(P,U)

�%��� ∩ � � _ �;�%'3(+*���X;'3')�����%2j�`��� Y f .��%2Ì.���� � ��. ����(+* !����r�6' _ �%.������������9�%2 ���d ������a�x¾�1���W* �����1�
(P,U)

/�*�O�?RW+*�O]G<H�&)W+*�, f�& �����i.k��'h��X;���;����. � /�*�O�?]W+*�O�GIH%W �%�L;�, ��������s
� ^`^ ��b�d�2j�������

S ⊆ P
����.

x, y ∈ P
�;������s

x ∈ S ∪ {y} \ S =⇒ y ∈ S ∪ {x} a

�I'=�
(P,G)

�%�����I� $ ��.���� $ 26�1��Y f ')X ������� ��� & ��2j����(+* (P,G)
����� ���C/�*�O�?]W+*�O�GIH%&)W+*�,Éa

� XE
 az� o #7�"O�\��"#$JL# 
 p;a��`�"�3��2323{���Y��¾n;X;� ^ ��'=�+��� '3(+*�23{���Y����Ç')����. ^ ��')�6����'3(+* 26{���Y���a
v a ^ ]����:����.iy�23X��)�%!"�6��n�� � _ �����%�Ç')����. ^ � ')�+�1��'3(+*�23{���Y���a �Ì� & �%��'m'3yk{1�3��2%a
� a ���%.���2j����(+*"�

�
�323�rnR�������`*k��� _ �;��X�23.����<�6�:�m����Y ��')�j�%��� ^ � ')�+�1��'3(+*�23����Y � �:2)��� $ ��2 f (e� aEp � � �"�<a

� ajV����§a �Ì����'3y������ � � a ~ a � �<s
(P,G)

��')�h!1����� ^ ��')�6����')(+*�26��� YWa 8}������� _ �%��')y����%�§s
S = {1, 6} f x =

2 f y = 5
a x¾��� �

x ∈ S ∪ {y} \ S = P \ S f � _ �%2 y 6∈ S ∪ {x} = {1, 2, 6} a
� a ^ ��(+* � ����')y����%� � � aÏ~ta � ����')�j!��%��� ^ � ')�+�1��'3(+*�23����Yia
~Ra ���%.���2hV��%!-�3X;2323����Y ��')�j�%��� ^ ��'=�+����')(+*�26�1��Y � & ���}��')�j.���'j�;��Y������-� / �<a

";~



� aN8}23� y�yz�%�WY����Ì��*�2)��� �`�"�6�%23�;2)��y�y����i��2=��d���������.k��' ^ � ')�+�1��'3(+*k� g ��X;Y �§a ^ a�� ��(+*"�ea
� XE
 Xz� �K�<�

(P,U)
�<����¯N£"º<�§¢�£-º¿Í+ªt¡)¢�£t¤�´c¶\¢��k��©���±µ�§·

� ���½�K�<�
X ⊆ P

£t��¢"°<ª Ê��t©��r©�£t��¦
y ∈ P \X ´c¶ ¢��k�Â��º<�

X ∪ {y} £R��¢"°<ª Ê��t©��r©"´
� .®�

X ⊆ P
��º<� À`¢�º<��º}»� ��

P ⇐⇒ X
��º<� ¤�¢ �;��¤�¢�±®£R��¢"°<ª Ê��t©��r©t�	¹��<��±µ¤Ã�<�t©t�}»� ��

P
¸G¦"´rª ´

Ð�Ñt¡ £t��¢"°<ª Ê��t©��r©t�
Y ⊆ P

¤q���
X ⊆ Y

©���±µ�
X = Y

¼�´
� 9®�½�K�<�

X
�<��� �Ì¡)¨��<£�©t�<��¦t�<� º�� º<�I�<¤ »� ��

P
£t��¦

B ⊆ X
¤�¢ �;��¤�¢�±-£R��¢"°<ª Ê��t©��r©¾���

X
´k¶\¢��k�

��º<�
B

Àm¢�º<��º:»� ��
P
´

ÀN�<ËÌ�<��º�´ � _ �������
� v � # =⇒ ,�scUR���

X
����')��'¾n;X��

P
aE�I')�

X  Y ⊆ P f Y ���k� _ *k{�������� f .k�����4�;���r�
Y ⊆ Y =

X = P
� & ���;�%� X ⊆ Y ⇒ X ⊆ Y

�
�

�����½����.��%23'3y 23��(+* $ ��2 �m�k� _ *�{����;���;!��%��� n;X;� Y
a

^ ��')X ��X������h. �����Ì�%*k����y �3������a
# ⇐=

,�s ^ � �;����X�Y�Y����
X

��'=�ÌY���gR��Y���������� _ *k{�� �;��� ����.
P 6= X f .k�������<gR��'=�6����2)�

y ∈ P \X� ��. & �%�;��� � p �:��')�
X ∪ {y} � �k� _ *k{1���;���

�
�%���½����.���2)'3y�2)��(+* $ ��2 �Ç��gR��Y��������+{��}n;X;�

X
a

xN��*���2m�;�����
P = X

����.
X

��'=������')��'hn;X;�
P
a

� � � �®� $ �����;���Ks B = P
a b�d�2

B  P
��gR��')�3���%2)�

x ∈ X \B
� .k�

B ⊆ X
����.

X = P
�<a x¾�����

��')�
B ∪ {x} ⊆ X

� �k� _ *k{1���;��� & ������� � p � f �%���	����. ��23')y�23� (+*Ka ^ ��')X ��')�
B

����')��'�n�X;�
P
a

�

��Q ORCKJ � C���� �	��� CEQ���CEQNFGCEL`J C
/�*�O � W+H�JLW �%�L;�, 
:UR�%�

M
������� �W�%���;�h����(+*"�6���%��2)��2 �i�����;�%�Ka"x¾�1��� �<gR��'=�6���%2)������� � ^N_�_ ����. �����

f : M →
⋃

M∈M

M
Y���� ∀M ∈ M : f(M) ∈M,

�����k��� �-� /�*�O � W H�J � *���>@?R�";���a

� �-���rn1�����%�-�m.k� $ �i��')�
� ;V&I��O]G<H�#$O�� #$,i,[W®
	��
9�K�<�

(M,≤)
�<���®�N©t�+ �¡3¦��®�<�I� �4�<�t©t��´�ÎE¢�±�±Ïº5Ð�ÑR¡\¢�±�±��

K ⊆ M,K 6=
©",

¤q��� ∀x, y ∈ K : x ≤ y∨y ≤ x
¸G¦"´eª ´

(K,≤)
��º<���I ��P¢�±t©t�+ �¡)¦��®�<��£R��¦}ªk�<��w��¦"¢��k��� � 	 	�� ¼�<���

m ∈ M
���;��º<�³�§�<¡��Ì¤q��� ∀x ∈ K : x ≤ m

¸G¦"´eª ´
m

��º<� � ����� ��� ����� � � � � ¼ Å ¦"¢��k��°<�+º<����¨��
M

¤�¢ �;��¤�¢�±�� � ±��<¤Ã�<�k�I��´
S #"T ���B?)�L;P��
�� & ��� �W���������

A,B
*��%���;�%� N�J"#$�"GIH�,[(+G<HP?)�LN f�& �%������'È�%����� � � �)��!"�3��X;�

f : A→
B

��� _ ��a �Ç���i'3(+*�2)��� _ �m.k����� |A| = |B| ab ������' |A| = |{1, . . . , n}| ��d�2h�%��� n ∈ N f ')X '3(+*�2)��� _ ��� & ��2 |A| = n
a
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o #$�"O�\��"#$JG
 �Ì� $ ����(+*���� 2N := {2n ; n ∈ N} .���� �W�%���;�	.��%2 �;��23��.����B�k���6d�2)����(+* ��� �K��*������Ka
xN�����i��')�

f : N→ 2N; n 7→ 2n
_ � �)��!"�6�rn f .Ka3*Ka |N| = |2N| f X _ & X;* � 2N  N

a
o #$,[# &)>Z*���N�
 � p � |A| ���%���"�hYÃ�1�1SbW &<!��"��W J"�'W+H�Jzn�X;�

A
� ����� �NxN�<�k���r�6��X���.��%' �Ì�%�;23� �®'���')�

� ��(+*"�Ì�323��nt����������. _ �%��[��6����� .k��' ^ ��' & �1*�� ��gR��X;Y ��a � v �
A

* �����1� *��%#7��!�JK�"GIH f"& �%��� �%'
B  A��� _ �jY���� |A| = |B| a� � � ℵ0 = |N| ��'=�N. ���:!-��������')�3�\� ������. ����(+* � �:��2).����k�1� $ �1*�� � �;�%�k�����"� # � _ $ {1*�� _ �12m� ������. ����(+*-, ��a� 'm�;���r� |Q| = |Z| = ℵ0

a
��� � � '`������� |N| � |P(N)| = |R| a

bwd�2��W���������
A,B

'3(+*�2)��� _ �NY����

|A| ≤ |B| ⇐⇒ ∃f : A→ B
�����)�%!"�6��n ⇐⇒ ∃C ⊆ B : |A| = |C|

⇐⇒ ∃g : B → A
')��2��)�%!-�3��n

.

bwd�2j.����}���%� $ �6���Ì����Y�y�����!��1�6��X;� & ��23.�.k�1' ^ ��' & ��*�����gR��X;Y _ �%��[��6�����ea
� XE
"� D®��F@WQ?R� � FGIH%& �Z!�# & � o #$&<��O�?R#$�"�5� 
\�K�<�§�<�

A,B
�4�<�t©t�<��¤q��� |A| ≤ |B| £R��¦ |B| ≤

|A| ´c¶\¢��k�	©���±µ� |A| = |B| ´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ �`��(+*"�h�623�rnt� ������UR����*�� $ a �Na�� v�� a �

Ut�����%�
A,B

�W���������Kak����2h')�%� $ ��� |A| + |B| = |A∪̇B| ����. |A| · |B| = |A× B| abwd�2j�k�1�6d 23����(+*����K��* �������%23�;� _ �%�W')��(+*i.k��'j�;� & X;*��"�3� # + ,:��� . # · ,�a
f1#7G<H%#7�%&)# N�#$J"� 
9�K�<�§�<�

A,B
�k�§Í+ªt�³²I±��+�<¡6� �4�<�t©t�<��´�¶\¢��k��©���±µ�

� ��� |A| + |B| = |B| + |A| £t��¦ |A| · |B| = |B| · |A| ´
� .®� |A| 6∈ N =⇒ |A| + |B| = max{|A|, |B|} = |A| · |B| ´
o #$,[# &)>Z*���N�
qp;amxN�%2��Ì� & ����'jn�X;� � v �Ì��'=�j����(+*"�m�"��� $ �623�rnt� ����a
v aNUt���

A
�����%��.�����(+*Kazx¾�����Ç��X������ |An| = |A|n = |A| ��� 'N.��%�7�m�%(+*���� 23���������®az�I��' _ �%'3X;� .���2)�

������� |Qn| = |Q| = ℵ0
����. |Rn| = |R| a
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��;{�� $ �%� & ��2:����(+*4.���� ����� �e��2)� ^ ���;� _ 23� f ���7.���2:.�����'3��U {�� $ �qY�����')�:�-��2¾��d�2:�%��.�����(+*7��2 $ ��� ���6�V��%!"�6X;2)26{���Y��:�;� $ ������� & �%23.��%�Ka
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� XE
"�V� � o W O]�KO�#$&)NV(+�%� *��%N�O]O�WQ?]�k
 �K�<�
(P,U)

�<���Â¯N£-º<�§¢�£-º¿Í+ªt¡)¢�£t¤ £t��¦
X ⊆ P

�<��� � ¡)¨��<£t²
©t�<��¦t�<� º��¿º<�I�<¤ »� ��

P Å ¦"¢�º}�<���®�m£R��¢"°<ª Ê��t©��r©t� �4�<�t©t�
L

�<�k��ª Ê�±µ�P´�¶\¢��k�Ç���;��º<�³�§�<¡�� �<���®�jÀ`¢�º<��º
B

»� ��
P

¤q����¦t�<¡ � �r©t�<� º¿Í+ª ¢)Ð��
L ⊆ B ⊆ X ⊆ P

´
ÀN�<ËÌ�<��º�´NUR�%�

X := {A ⊆ X ; L ⊆ A
��� .

A
����� _ *k{�� �;��� } a �½�������

L ∈ X
��')�

X 6= ©" .x`�����I��!-����')��X;� # ⊆ ,i��'=� ����� �Ç�¾2).��-�����;')23�����1�6��X;�B��� �
X
a UR�%�

K
����� � �:�<�3�3�i���

(X,⊆)
� ��.

T :=
⋃

S∈K
S ⊆ X

aE� {�23�
T

� _ *k{�������� f ')XÇ�"{ _ ����'
x0 ∈ T

Y����
T \ {x0} = T

aE���%�;���
. ��2 � ��. ����(+* !����r�6' _ �%.������������Ã��gR��')�3���%23���

x1, . . . , xn ∈ T \ {x0}
Y��r�

x0 ∈ {x1, . . . , xn}
a�b�d�2

�1�����
i ∈ {0, . . . , n} ��gR��')�3���%23���

Si ∈ K
Y����

xi ∈ Si

a xN�
K
�}�%�3�3�W��')� f �<gR��'=�6���%2)� i0 Y��r�

∀i ∈ {0, . . . , n} : Si ⊆ Si0

a�URX;Y����N��'=� {x0, . . . , xn} ⊆ Si0

���k� _ *�{����;��� f �����Â����.��%23')y�23��(+*
$ � x0 ∈ {x1, . . . , xn}

a�x¾��* ��2 ��'=�
T

���k� _ *�{����;��� f ����'3X T ∈ X f ����.'3X�Y��r�q��'=�
T

X _ ��23�
Ut(+*�26��� !��Ãn�X;�

K
a �`��(+*�.��%Y �®X;23��')(+*����0���%Y�Y��	�<gR��'=�6����2)�

B ∈ X
YÃ��gR��YÃ����a

B
��')� .k��� �

Y���gR��Y����z���k� _ *�{����;���q���
X
a����%�;��� � � a � a � �Ì��')�

B
�Ì��'3��'jn�X;�

P
a

�o #$,[# &)>Z*���N�
 ^ ��'Ì.��%Y �Ì��'3��'3��2)�"{�� $ �����;')'6�1� $ ��X;����� ����' _ �%'3X;��. ��23�N.���� � g ��')�3��� $ n�X;� ����')���
��� _ �%����� _ ������� ^ � ')�+�1��'3(+*�23{���Y����

(P,U) �
_ �%�623��(+*"�6�:.��%�Âb �����

L = ©"
����.

X = P
a

� XE
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q�K�<�§�<�
(P,U)

�<����¯N£-º<�§¢�£-º¿Í+ªt²
¡)¢�£t¤ £R��¦

B,C ⊆ P
¨�ËÌ�<�wÀ`¢�º¿�<��´�¶ ¢��k��©���±µ� |B| = |C| ´

ÀN�<ËÌ�<��º�´ p;azb ������s � ����� . ��2 ���1'3���7��')�N����.�����(+* f �%� & � B = {b1, . . . , bn}
azxN��2)(+* n�X;����')�6{���.����;�

�I� .���!"�6��X;�W����(+*
i & ��2).���X����;�%��.����Ì�%*k����y �3����� _ � & ���%'3���®s

�®� �)��.��%Y
i ≤ n

�<gR��')�6����2)���
c1, . . . , ci ∈ C

Y��r�
Bi := {c1, . . . , ci, bi+1, . . . , bn}

��')� ����')��'
n�X;�

P
akx¾��� �W��')�

Bn ⊆ C
���1'3��'hn�X;�

P f ����'3X Bn = C
��� . |B| = |C| = n

a
i = 0

s
B0 = B

��')���Ì��'3��'jn�X;�
P
a

i− 1 → i
s UR�%������')X

Bi−1
����')��'�n;X��

P
akUR�%� $ � Q := Bi−1 \ {bi}

akxN�����
Q  P =⇒ C * Q =⇒ ∃ci ∈ C \Q

� ��.WY���� � � a � arp �Ì��'=�
Bi := Q ∪ {ci}

� �k� _ *k{1���;��� a ���%�;��� � ^`^ ���;�����
bi ∈ Bi =⇒ P = Bi−1 ⊆ Bi

����.
Bi

��')������')��'�n�X;�
P
a

v a b ������s
B

��� .
C

'3����.W� ������. ����(+*®a����%�;���W.���2 � ��.�����(+*�!��%���3' _ ��.������;�������<gR��')�6����2=�m��d 2 �)�%.���'
c ∈ C

�%���
Tc ⊆ B

Y����
c ∈ Tc

� ��. |Tc| ∈ N
a�UR�<� $ �

T := {Tc ; c ∈ C} ����.
T :=

⋃

S∈T

S.

xN�����i�;���r�
C ⊆ T f ����')X T = P

a ^ ��' � � a � a v ������.
T ⊆ B

��X;���1�
B = T

a
^ ���k��* Y��1s |T | � |B| a��IY b��1��� |B| = |N| & {�2)� T .k��� ���%��.�����(+* f �1��'3X:�1��(+* T = B

����.�����(+* f�%���	����. ��23')y�23� (+*Ka
�IY b��1��� |B| 	 |N| ��X;����� |B| = |

⋃
S∈T S| ≤ |T | · |N| � |B| · |B| = |B| f �%���	����. ��23')y�23� (+*Ka

xN��*���2��;���r� |B| ≤ |T | ≤ |C| a5�½���;�%� U �tY�Y��<�62)��������(+* |C| ≤ |B| a �W�r��. ��Y U �1� $ n�X;�
Ut(+*�23[t.���2

�
�Ì�%23��'=�6�%���W��X������ |B| = |C| a �
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^ ��' & ��(+*-�3���;� bkX;���;��2)�����q��2)*k���r�6��� & ��2
� XE
"�$9z� ¶9�<¡}Æ��t¨��³¦t�<�t¨�¡)¢�£R¤

(P,G)
º¿�<�h�<���Â¯N£"º<�P¢�£"º¿Í+ªt¡)¢�£R¤ ¤q���j¦t�<¡:À`¢�º<��º

B
´5¶\¢��k�W©���±µ�§·

dimP = |B| − 1
´

�

� XE
"�'EK��F@WQ?R�k
9�K�<�
(P,U)

�<���	¯N£-º<�§¢�£-º¿Í+ªt¡)¢�£t¤ £R��¦
B ⊆ P

´c¶\¢��k�Wº<����¦ Ê � £t��»�¢�±��<�k�§·
� �=�

B
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P
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B
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� �3�3�=�
B

��º<� ¤q���k��¤�¢�±��+º � ¡)¨��<£;©t�<��¦t�<� º��¿º<�I�<¤�´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ � �=� ⇐⇒

� �3�=����� � � a � a v ��a
� �=�

=⇒ � �3�3�=��s ���%.�� ����')��'`��')� � 2 $ �%���;�%��.���� ' �t')�3��Yia��½�������7.��%2 �`�k� _ *k{��������;!1�����N��'=�N�%'}Y��
�� ��Y����§a

� �3�)�=�
=⇒

� �=��s ^ ��'
T  B

��X;�����
T  B f ����')X���')�

B
���k� _ *k{����;����a

�

x`��23�%!"�`�%23�;� _ �j'3��(+*W�%����� & ���r�6�%23� f�& ��(+*"�6�����
� XE
"�$Yz���Z;�JLN�# &<*���N�
 ¶9�<¡`Æ<�t¨��³¦t�<�t¨�¡)¢�£t¤

(P,G)
º¿�<�Ì�<���i¯N£"º<�P¢�£"º¿Í+ªt¡)¢�£R¤Z¤q���

dimP = n ∈
N

£t��¦
B ⊆ P

´c¶ ¢��k�Wº<����¦ Ê � £t��»�¢�±��<�k�P·
� �=�

B
��º<�5À`¢�º<��º}»� ��

P
´

� �)�=�
B

��º<� £R��¢"°<ª Ê��t©��r© £R��¦ |B| ≥ n + 1
´

� �3�3�=�
B = P

£R��¦ |B| ≤ n+ 1
´

�
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 � p �w�I')�
(P,U)

�%��.�����(+*q��2 $ ��� ���6�%2 ^ ��')�6����')(+*�26��� Y f ')X:��23*�{�����YÃ���q. ���
UR{1� $ � � � arp;p �Ì����. � � a�p v �h����(+*iX;*���� ^ � & ����. ����� .��%'��®X;23��')(+*����Ç�E��Y�YÃ��'%a
� v � � ��. ����(+* !����r�6' _ �%.������������9��� . ^ ��'=�+����')(+*k��gR��X�Y '3����. .����N�%�-�3'3(+*��%��.��%��.��%� � ��������')(+*k�1���6�%� f. ���}��������� # n;�%23�-d�� ���3���;�%�t,\xN��Y��%��'3��X;��' _ ����23� �Ç��2)Y�[;������(+* ���Ka
� � �5xN���mUR{1� $ � � � a�p�p¿�È����. � � arp v �5')����.���� ' _ ��'3X���.���2)�N�1� �zV��%!"�6X;2)26{���Y��m��� & �%��. _ �12�atx a3*®a & ��2*�� _ �%�7��������� � � & ����'`��d�2N.��%� ����')��'3�%23�"{1� $ ��� �;'3'3�1� $ � ��.7.����98:������(+*�YÃ{1(+*-�3���;!1���r�mn�X;� ����')���
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^`_ �)�<� $ � _ ���-� � $ �%� & ��2h. �����Ì� $ ����(+*��-����� # ^ � ')�+�1��'3(+*�23����Y9, �-��2j��Xt(+*i��d�2j�I� $ ��.��%� $ 23{���Y���a
S #"T ���B?)�L;P��
:UR�%�

(P,G)
�����i�I� $ ��. ��� $ 26����Yia � ��� �m�"�6��2)26��� Y

H ⊆ P
*�������� � 
\�#$&)# 5�#$��# f

& ��� �Ç�����
x ∈ P \H �<gR��'=�6���%2)�jY����

H ∪ {x} = P
a

� XE
"� ` � �K�<�
(P,G)

�<����¯N£"º<�§¢�£-º¿Í+ªt¡)¢�£t¤ £R��¦
U

¦��§� �4�<�t©t�\¦t�<¡ ���k�G�<¡�¡)Ê�£R¤Ã� »� ��
P
´

Î5ÑR¡
H ∈ U

º<����¦ Ê � £t��»�¢�±��<�k�P·
� �=�

H
��º<� � �+Äk�<¡6��°<�<�®��´

� �)�=�
H

��º<� ¤�¢ �;��¤�¢�±®���
U \ {P} ´

� �3�3�=�
H 6= P

£R��¦ ∀x ∈ P \H ©���±µ�
H ∪ {x} = P

´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ � �=�

=⇒
� �)�=�<s � 'h�;� _ �

x ∈ P \H Y��r�
H ∪ {x} = P

a UR���
S ∈ U

Y��r�
H  S

a�b�d�2

y ∈ S \H �;�����
y ∈ H ∪ {x} \H =⇒ x ∈ H ∪ {y} ⊆ S,

����' _ ��')X;��.��%23�
H ∪ {x} ⊆ S

����.i'3X;Y����
P = H ∪ {x} ⊆ S

a x¾��*��%2j�;���r�
S = P

a
# � �)�=� =⇒

� �)�3�=�§,:����. # � �3�)�=� =⇒
� �=�P,:')����.�!-� �12�a

�

� XE
"�$az� �K�<�
(P,G)

�<���0¯N£"º<�§¢�£-º¿Í+ªt¡)¢�£t¤ ¤q���
dimP = n ∈ N

´ � �<���I�<¡�º¿�<�
H ⊆ P

�<���
���k�I�<¡<¡)¢�£t¤�´c¶\¢��k��©���±µ�§·

H
� �+Äk�<¡6��°<�<�®� ⇐⇒ dimH = n− 1

´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ # =⇒ ,�swUR���

B
����'3��'\n�X;�

H
����.

x ∈ P \ H a �W��� � � arp � a �3�3�=�:����. � � a � a�p¿�}��X;�����es
B ∪ {x} ��')���Ì��'3��'�n;X;�

P
akx¾�1' $ ������� |B| = n

� ��.
dimH = n− 1

a
# ⇐=

,�scUR�%�
B

����')��'}n;X��
H f .k��� �½�;����� |B| = n

a � 23�"{1� $ � B $ �4��������2 ���1'3��'
B′ n�X;� P

a
xN�����7�;����� |B′| = n + 1

����.7�%'¾�;� _ �
x ∈ P \H Y����

B′ = B ∪ {x} f �1��'3X P = H ∪ {x} aUtX;Y��r�h��'=�
H

� �Ry���2)� _ �����1a
�

� XE
"�$Xz� �K�<�
(P,G)

�<��� ¯N£"º<�§¢�£-º¿Í+ªt¡)¢�£t¤ £t��¦
U  P

�<���
�c�k�I�<¡�¡3¢�£t¤�´h¶ ¢��k�É��º<�
U

¦t�<¡
¶}£R¡6Í+ª"º¿Í+ªt�k���³��¢�±�±��<¡ � ��Äk�<¡6��°<�<�®�<� ¦��§�

U
£R¤�Ð%¢�º+º¿�<��´

ÀN�<ËÌ�<��º�´ � _ ������Y��r� � � a�p � a �)�=�<a
�

o #$,[# &)>Z*���N�
 � � a�p � ���;���r�h��� (+*i��d�2
U = P f . ����� ⋂

U∈©"

U = P
a

� XE
 .+D®� o #$�"O�\��"#$JL#�
\p;a��W��� ��Y�����Y�XR. �����c.��%2 y�2)X��)��!"�6�rn;�%� � _ ��� ��sÈ� �tyz�%23� _ ��� ���B'3����.��;�%�k���
. ��� 8}��26�1.����Ka

v a �i������YÃ����Y�Xt.��%���K.��%2 �1]������ � _ �%����sc������� . 23���
�
�%����Y����"�3���;�%�Â�w�%����Y��%���;��� ')����.4���ty���2)� _ �

�� ���Ka x¾�1'm��')�j.����:����� $ ����� ^ ��')�k��*�Y��:���"�6�%2`.��%�Ç��]�� ��� � _ ��� ���Ka

� p



� aNUt����* � �Ì�%��'3y ����� � � aÏ~ a � ��s
H = {1, 2, 6} ��')�9���tyz�%23� _ �%����a � '9�������

dimH = 2 = dimP
a

� �e��(+*"�6� f .k��'3' P !��%��� ^ ��'=�+��� '3(+*�23����Y ��'=�e�
� am�IY ^ ��'=�+����')(+*�26�1��Y

R3 '3��� .. �������ty���2)� _ �����%� �;�%�k���.���� � _ �����%�É��� . �)�%.��W8:�%26��.�� f�)�%.���2m�5����!"�`��'=�`UR(+*����r�3�hn;X�� $%& ��� _ $<& ak.�23�%�����ty���23� _ �%�����®a

����2h'6��Y�Y������	� XR(+*i���������;� & ��(+*"�6���;� ^ ��')'6���;�%�Ka
� XE
 .Z� � �K�<�§�<�

(P,G)
£t��¦

(P ′,G′)
Æ<�t¨��³¦t�<�t¨�¡)Ê�£R¤Ã� Å σ : P → P ′ �<����Æ6º¿ �¤Ã �¡PÄkªt��º<¤q£-º¾£R��¦

X ⊆ P
´�¶ ¢��k��©t�<±µ�G�<��·

� ���
X

��º<� �c�k�I�<¡�¡3¢�£t¤Z»� ��
P ⇐⇒ σ(X)

��º<�����k�G�<¡�¡)¢�£R¤ »� ��
P ′ ´

� .®�
σ(X) = σ(X)

´
� 9®�

X
��º<� �c�k�I�<¡�¡3¢�£t¤Z»� ��

P =⇒ dimX = dim σ(X)
´

� EE�
X

��º<��£R��¢"°<ª Ê��t©��r© ⇐⇒ σ(X)
��º<� £t��¢"°<ª Ê��t©��r©"´

� Y®�
X

��º<�ÈÀ`¢�º<��º:»� ��
P ⇐⇒ σ(X)

��º<��À`¢�º<��º}»� ��
P ′ ´

� 8®�
P

��º<��¯N£"º<�P¢�£"º¿Í+ªt¡)¢�£R¤ ⇐⇒ P ′ ��º<�È¯N£"º<�§¢�£-º¿Í+ªt¡)¢�£t¤�´
� ` �

X
��º<� � �+Äk�<¡6��°<�<�®� ⇐⇒ σ(X)

��º<� � �+Äk�<¡+��°<�<�®��´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿� # =⇒ ,�sEUR�%�����

x′ = σ(x), y′ = σ(y), x′ 6= y′,
_ ������� _ ���Ã����'

σ(X)
� ����'3X

x, y ∈
X
�<a�xN�����

x, y ⊆ X f �1��'3X x′, y′ = σ(x, y) ⊆ σ(X)
����.

σ(X)
��'=� �`�"�6�%2323����Yia�x¾�W�1��(+*

σ−1 �����i�I'3X�Y�X;2)y�*���'3Y9��'h��')� f ��2)�;� _ ��'3��(+*W����(+* # ⇐=
,�a

� v � �m� _ ���
X

_ $<& a σ(X)
')����. & �%�;��� � p¿�m��� (+*

σ−1(σ(X))
_ $%& a σ(X)

�`�"�6�%2323{���Y��\n;X��
P

_ $%& a P ′ a ^ ��' σ(X) ⊆ σ(X)
��X;�����

σ(X) ⊆ σ(X)
� ��.W�%�"�6'3y 23��(+* ����.

X ⊆ σ−1(σ(X)) =⇒ X ⊆ σ−1(σ(X)) =⇒ σ(X) ⊆ σ(X).

xN��' $ �������j.������ ��*k��� y �6��� ��a� � ��� �
� �Ì.���23�%!-�m�1��'j.���2 �)� & ���������;����xN�<�k���r�6��X��i� ��. � p � _ $<& a � v �<a �

�"v



��� ��� ��� ���i� �������@�	� �%�	����
 �\��� �

�IY b X����;�%��.���� & ��23.������W�w��26�1�����%���r�+{1�3' _ ���;2)� � _ �%��[��3����� f .��%2m. ���W����'}| v n;�%26�������;�%Y��%�����%2)�es
S #"T ���B?)�L;P��
 � ��� �m�"�6��2)26��� Y

U ⊆ P
��������'q�I� $ ��.��%� $ 23����Y�'

(P,G)
*�������� 3^5�#$�%# fw& �%���

dimU = 2 f .Ka3*®a U 6∈ G
����.i��'m�;� _ �Ìn;��2)'3(+*�����.��%���

x, y, z ∈ U
Y���� {x, y, z} = U

a
Ut���

(P,G)
����� �I� $ ��.��%� $ 23����Yia � & �%�¾8}��23��.���� G,H ∈ G

*��%���;�%� \�W &)W+J"J"#$J � �;��')(+*�23��� _ ���
G‖H � f;& ����� G = H

XR. ��2�������� � _ ��� �
E ⊆ P

�<gR��')�6����2=��Y��r�
G∪H ⊆ E

����.
G∩H = ©"

a
o #$,[# &)>Z*���N�
:xN��� X _ ���;�	xN�<�k���r�6��X�� ��')�9����(+*"� � �"��� $ � !�X;��')��'=�6���"��Y����\.���2 xN�<�k���r�6��X��0n;X;�
‖ ��d�2q�1]���� � _ �����%�Ka � ' �;� _ � ������� ����� $ ���;� ^ ��'3����*�Y���s x¾��' �W������Y�����Y�Xt.�������.��%2 �1]������
� _ �����%� � nR���§a � ����')y����%� � � aÏ~ a � �N��� . � p;a�p1a�p¿�3�<aK�`���%2}�;���r�

a, b ∦ c, d
��Y X _ ���;���4UR������� f .k�	.����

_ ����.����Ç8}��26�1.����i����(+*"�j���i�%�����%2 � _ ��� ���i�����%�;���®a
S #"T ���B?)�L;P��
 � �����I� $ ��.��%� $ 23����Y (P,G)

*��%�����
W702�%#$&�f1W+*�, f�& �%��� �)�%.�� � _ ��� �\�%�����:�1]���� � _ ����� ����. ‖ �326����')���3��n���')� �
\�&);Q=�#$>P?)�LA�# &1f1W+*�, fj& ��� � �)��. � � _ �����:�%�����:y�2)X��)��!"�6�rn;� � _ �%��� ��')��a
� �$DE
"� � o #$,[# &)>Z*���N�
qp;am�j��k��gR��nt���6{1�h����.ÂU �tY�Y��%�323���¾.���2m�j�����1�6��X;� ‖ ')����.i!-� ��2%a
v aj�½��� � ���

(P,G)
�)�%.�� � _ �����N�1]���� � _ �����`��')� ����. ∃G ∈ G

Y��r� |G| ≥ 4 f .������Ã��X;������.����
�c26�1��'3�r�6��nt�r�+{1� n;X;� ‖

� � ����!1����*�X�� �N� ��.��:��2 $ �%����5���%yz�%2 f ')���%*�� � � f ��� a � � � � �<a
� am�IY b��1��� ∀G ∈ G : |G| = 3

�;� _ �h��'N8:�%�;��� _ ����'3y��������1a
� a`x`��2mb ����� ∀G ∈ G : |G| = 2 & ��2).����"�6��� _ �%*k����. ������a
� �$DE
 .z� o #$�"O�\��"#$JL#�
 � p ������. ��2Ã�I� $ ��. ��� $ 26����Y (P,G)

Y���� |G| ≤ 1
��')��'3X & X;*��N�1]�����2�����'

�1��(+*Çy�2)X��)��!"�3��n;�%2m�`��� Y � �%'m��')�j.��%2j����� $ �����¾� �ty f _ ���E.��%Y .������ ���;2)� �z� $ ��'3��Y�Y����R�³��������� ��a
� v � ����.��\�1]���� � _ �%���

(A,G)
Y��r�

ordA ≥ 3
��')�j�%���W�1]�����2`�`�1��Y .��%2`x`��Y�����')��X;� v � nt�;�§a

�1��(+* � � aÏ~ta � �3�<a
� � � ����. �\y�2)X��)��!"�3��n;� � _ ����� ��'=�j������y�2)X��)��!"�3��n;�%2N�m����Y .���2mxN��Y��%��'3��X;� v a
��� � ����.��%2 �m�"�6��2)26��� Y ����� ��'m�1]������ _ $%& a y�2)X��)��!"�3��n;�%�Â�m����Y���'j��'=�j�����Ç�1]����%2 _ $%& a y�2)X��)��! ��3��n���2m�`�1��YWa
��� ��UR���

K 6= Z2
�%��� �`[;2)yz�%2�����.

V
�����

K �
V���!"�6X;2)26��� YWamUR�<� $ � P := V

��� .
G :=

{a+ bK ; a ∈ V, b ∈ V \ {0}} akxN�����	��'=�
AG(V,K) := (P,G)

�%���	�1]����%2j�`�1��Y f �;�%�k�����"�W702�%# /U5 JL#$�L?)*��%N � nR���§a � p;arp�a � �3��a��IY b��1���
V = Kn '3(+* 23��� _ � Y����

AG(n,K)
aÈ�I'=�

K =
GF(q)

��d�2h�%����� �523��Y $ ��*���y�X��3��� $1f '3X�'3(+* 23��� _ �mYÃ�1�W�1��(+*
AG(V, q)

_ $%& a AG(n, q)
a

ÀN�<ËÌ�<��º�´ �N�1(+* � p;arp;a � �\��'=�
P

�I� $ ��.���� $ 26�1��YWa �`Y $ � $ �����;��� f .k��')' �`�"�6�%2326{1��Y��	. ��2 bkX;23Y
{x, y, z} �1]���� � _ �%�����i'3����. f _ ����[��3���;�%� & ��2h.k��'h��X;���;��� .��

�;�



� #$,i,[WK
 Î5ÑR¡j�k�§Í+ªt�E�" �±�±µ���®�3¢�¡+�
x, y, z ∈ V

©���±µ�
E := x+(y−x)K+(z−x)K = {x, y, z} ´

xN�
P → P ; x 7→ x + a

X��z��� _ �12`�%��� ^ � �3X;Y�X�23y�*���'3Y9� 'hn;X;�
P

��'=� f .�d 2)����� & ��2jX � a x = 0�1������* Y��%�Ka �®� $ �����;������'=�j.k�����®s
E := yK + zK = {0, y, z} a

{0, y, z} ⊆ E
s
E

��')� �%��� �m�"�6��2=n;�%!-�3X;2323����Yn;X��
V

��� .½��d�2
a, b ∈ E, a 6= b,

�;�����
a, b =

a+ (b− a)K ⊆ E f ����'3X9��')� E �m�"�6��2)26��� Y n�X;�
P
a�URX;Y���� {0, y, z} ⊆ E f .��%��� 0, y, z ∈ E

a
E ⊆ {0, y, z} s5UR��� p = yλ + zµ ∈ E, λ, µ ∈ K f _ ������� _ ����a�����29Y d�'3')���

p ∈ {0, y, z}
$ �����;���KaRb�d�2 p ∈ 0, y∪ 0, z ⊆ E

��')� ����(+*"�3' $ � $ �����;��� f ����'3X\!1�1���ÃX � a
λ, µ 6= 0

�����;�%��X;Y�Y��%�
& ��2).����®ap�aRb �����§s

λ 6= −µ f .k�1���Ã��g ��')�3����2=�
u := p · (λ+µ)−1 = z+(y− z)λ(λ+µ)−1� �N��(+* 23��(+* �����K�Ï� f ����.i'3X�Y��r�h�;���r�

u = 0, p ∩ y, z ∈ {0, y, z} =⇒ p ∈ 0, u ⊆ {0, y, z}.

������

������ ����
�� 	

���������������������������������������������

���������������������������������������������

������������

����������������������������

y

u

p

0

z

v a-b��1���§s
λ = −µ a � ' ��gR��')�3���%2)� ν ∈ K \{0, 1}

� .k�
K 6= Z2

��� f ����. & �%��� yν ∈ 0, y ⊆ {0, y, z}�%23�;� _ �j.��%2m�%23'=�6�\b��1���
p ∈ 0, yν, z ⊆ 0, y, z.xN��*���2m�;������.���'m���%Y�Y�� a

bwd�2
E = {x, y, z} �;���r�NX �®�%� _ ��2

(E,G(E)) ∼= AG(2, K) f E ��')�:����'3X	��]�� � � _ ��� ��a�UR�%���%�
a + bK

��� .
c + dK

yk�126����������� 8:�%26��. ���Â�1��'
G f .Ka)*Ka���'`�<gR��'=�6���%2)�`������� � _ ��� � E ⊆ P

Y��r�
a+ bK, c+ dK ⊆ E

a�x¾�
E ∼= AG(2, K)

�������
a+ bK‖c+ dK ⇐⇒ bK = dK f �1��'3Xq��')� ‖�326��� '3���3��n�a

�

� ~"� UR���
K

����� �`[;2)yz�%2 � ��.
V

�����
K �

V��%!"�6X;2)26����Yia"���%���3��2 '3�������
P := {aK ; a ∈ V \ {0}}� ��.

G := {aK + bK ; a, b ∈ V
����������2����k� _ *k{�������� } a x¾����� ��')�

PG(V,K) := (P,G,⊆)�%��� y 23X��)�%!-�3��n���2h�m����Yia-�IY b �����
V = Kn+1 '3(+*�2)��� _ �%� & ��2 PG(n,K)

a 8}�����
K = GF(q)

��d 2
�%����� �523��Y $ ��*���yzX��3��� $ q f '3X�'3(+* 23��� _ �%� & ��2j����(+* PG(V, q)

_ $<& a PG(n, q)
a

ÀN�<ËÌ�<��º+º+���r¨+¨���·��I� $ ��.��%� $ 23����Y�����������')(+*k�1��� & ��� ��� � � arp�a � �<a �®�7����(+*-�N!�X;���������e��2)���
xK, yK, zK')����.

x, y, z
����� �e��2 ���k� _ *�{����;����a

o #$H%W+*%\�?)*��%Nc

E := {aK ; a ∈ V \ {0} ¤q���

aK ⊆ xK + yK + zK} = {xK, yK, zK}��º<�EÄ�¡6 GÁe�+������»�� �h°<�<�®�}���
P
´

^ ��')��d *�23��� ��s � _ ��� ��a

� �¥QNC���C � � C®OtJ D=C����\CKJ
Z2

Ut���
V

�����
Z2 �

V��%!-�3X;2323����Y ��� .
G := {a+ bZ2 ; a ∈ V, b ∈ V \ {0}} a x¾�1��� ��')�

(V,G)Y����
dimV ≥ 2

!1��������]�� ��2��m����Y � nt�;�§a �Ì����'3y������ � p�� a v a � �3� f .��%������d�2 ����(+*-� !�X;������� �e��2)�
x, y, z ∈ V

��')� {x, y, z} = {x, y, z} !�������� �1]���� � _ �����1a ^ ��(+*4.����q�m�%� �1�3��X;� ‖ ��')�¾�323�rnR����� f. ����� ∀G,H ∈ G : G‖H ⇐⇒ G = H
a	�Ç�1��!1�1���i� _ �%2 ^N_ * �������`'3(+*k� �®�%� f ����. ��Y Y����	�%���

# !-d���'=�6����(+*��%'G, ‖2
�����R��d�*�2)��s

� �



G = a + bZ2 f H = c + dZ2
*��%���;�%� \�W &)W+J"J"#$J � �;�%'3(+*�2)��� _ ���

G‖2H
� f�& ����� bZ2 = dZ2� ⇐⇒ b = d f .������ bZ2 = {0, b} �<a � �z��� _ �12���'=� ‖2

����� � � �-����n1������� $ 23�%� �1�3��X;����� �
G

� ��.	��'
������� � � �ÌY��r� {x‖2a+ bZ2} = x+ bZ2

a
U ⊆ V

*��%����� ���P?]#$&)&)W+*�, n;X;�
(V,G, ‖2) f�& �%���

∀x, y ∈ U, x 6= y : x, y ⊆ U
����. ∀G ∈ G(U), x ∈ U : {x‖2G} ⊆ U.

����2w')�%� $ ��� AG(V,Z2) := (V,G, ‖2)
Y��r�w. ����')��Y �`�"�6�%2323����Y _ ���;2)� ������. '3y�2)��(+*��%���1��(+*q*����%2

n�X;Y WQ02�%#$� SU;@;�&<!��K�%WQ?R#$�%&)W+*�, � X _ & X;*�� AG(V,Z2)
!��%���Ã�1]�����2Ì�`��� Y ��')������a �!�®�%� _ ��2

��')� .����%'3�%'jU �t')�3��Y¥n;X;� �m�"�6��2)26{�� Y��%� ∩ � � _ �;�%'3(+*���X;'3')���Ka�xN��2 $ ���;�%*�[;2)���;�`�`d������%��X;y���26���6X;2�'3�%�Y���� 2 _ � $ �%��(+*����<�ea
� �$DE
 9z� �K�<�

V
�<���

Z2
²����+���G �¡�¡)¢�£R¤ £R��¦

U ⊆ V
´E¶\¢��k��©���±µ�§·

� ���
U

��º<�����k�G�<¡�¡)¢�£R¤ »� ��
AG(V,Z2) ⇐⇒ �+ºm©��³°��j�<���®�<� �c�k�I�<¡�»��+���G �¡�¡)¢�£R¤

R ⊆ V
£t��¦

x ∈ V
¤q���

U = x +R
´

� .®�
AG(V,Z2)

��º<�j�<���i¯N£"º<�§¢�£-º¿Í+ªt¡)¢�£t¤�´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿� # =⇒ ,�s®� � az�;���r�

0 ∈ U f .������ x 7→ x + a
��')�`X��z��� _ ��2¾�%��� ^ � �6X�Y�X;2)y�*���'3Y9��'

n�X;�
AG(V,Z2)

� .��%2N����' _ ��')X;��.��%23� ‖ 2)��'3y���!"�3����2=����a�����2 $ ��������� f .k��')' U �m�"�6��2=n;�%!-�3X;2323����Y
n�X;�

V
��')�es"UR�������

a, b ∈ U f .k��� ����')�
aZ2 ⊆ U

!-� ��2 f � _ �%��'3X a+b ∈ U
��d�2

b = 0
a;b�d�2

b 6= 0�������
a+ b ∈ a+ bZ2 = {a‖20, b} ⊆ U

a ^ ��')X9��'=�
U

�m�-�3��2=n;��!"�3X;2323����Y ��� .	.���� � ��*k��� y �6��� �
��X�������a
# ⇐=

,�s �®�
a, b ∈ R, a 6= b,

�;�����
a, b = a + (b − a)Z2 ⊆ R

aÈb�d 2
c ∈ R

�;���r� $ ��'3{1� $ ����(+*
{c‖2a, b} = c+(b−a)Z2 ⊆ R

a ^ ��')X}��')�
R

�`�"�6�%2323����Y n�X;�
AG(V,Z2) f � _ �%��'3X U = x+R

a
� v � � _ �����;'3��� ���"� _ ��� v � ����. v � a

�

o #$,[# &)>Z*���N�
 � p � �Ç���i!������i.���� _ ���
AG(V,K)

��d�2
K = Z2

��� ���323�<�6��� .���� ^ ��')�k��*�Y���2)�
�������� ���;���i.���2)(+*W�%����� ��� .���2)� ^ gR��X;Y��1�6��! ��Y�����*��%�Ka

� v �5xN��2 �1]������`XtX;2).����k���6��� 26����Y
AG(V,Z2)

'3y������r������� � & ��(+*"�6�����j�mX;����������. ��2 �ÌXR. ����2)�����;'
��3*���X�23���1a

����2)��Y
AG(V,Z2)

X;* ���N.��%�	�����	�%�������%��d�*�2=�6�%� # ‖2
,
�
� ���;2)� ��!��%�����1]����%2��m����Y¥'3�%��� !���� � f

$ �������m����(+*
� �$DE
 EK� �K�<�

(P,G)
�<��� ¢)¬�®�<¡ ��¢�£R¤ ¤q���

dimP ≥ 2
´cÎ�Ñt¡ ¢�±�±��

G ∈ G
©���±µ� |G| ≥ 3

´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ ^ � �k��*�Y���s ∃G ∈ G : |G| = 2 f �%� & � G = {a, b} ac���%�;���

dimP ≥ 2
�<gR��'=�6���%2)�

c ∈ P \ G ��� .
E := {a, b, c} ��')�i�1]���� � _ �%����amx¾�

G ⊆ E
�;�����

ordE = 2 f � _ �%2.������B�;���r�
dimE = 3

� ����.��%23')y�23��(+*®��� f _ $%& a {a, b, c} = {a, b, c} ��'=�q!��%��������]�� � � _ ��� �
� ����.��%23')y�23��(+*®����a

�

� �



�ÇCKJ��ND=Q�
 �`Q!��@R@t?ÈO � �NQ�
� �N@"O ? �`@ ��L`? �jD � �
� �$DE
 Yz� �K�<�

E
��°<�<�®�`�<���®�+ºm¢)¬�®�<�i �¦t�<¡wÄ�¡6 GÁe�+���³��»��<� ��¢�£t¤Ã�+º�´kÎ�Ñt¡KÁe�m¦�¡6�<�K�k�§Í+ªt�®�" �±�±µ���®�3¢�¡6�

x, y, z ∈ E
©���±µ� {x, y, z} = E

´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ �N���6d�2)����(+*	������� {x, y, z} ⊆ E

a b�d 2
u ∈ E \ {x, y, z} ��'=�

u ∈ {x, y, z} $ � $ ���������Ks
p�a b��1���§s ∃ v = u, x ∩ y, z f .������i�;���r�

u ∈ v, x ⊆ {x, y, z} av a b �����§s
u, x∩ y, z = ©"

� ����')X
u, x‖y, z ��a x\a3*Ka {x, y, z} ��� .

E
'3����. _ ����.���'Ì�1]���� � _ �����%�Ka

UtX;Y��r�
G := {x‖y, z} ⊆ {x, y, z} aK�½���;�%�½.��%2:�w23����'3�r�6�rnR�r�+{1�Nn;X;� ‖ ��� .

x ∈ G
*k���:YÃ���

u, x‖y, z‖G ����.i.k��26�1��'
u, x = G f ����'3X u ∈ {x, y, z} a �

� �$DE
 8z� �K�<�
(P,G)

�<��� ¢)¬�®�<¡ ��¢�£R¤�´E¶\¢��k��©���±µ�§·
� ��� ∀x ∈ P ∀G ∈ G ∃1H ∈ G

¤q���
G‖H £t��¦

x ∈ H
´cÀ¾�3¨��<�§Í+ªt�k£R�t©"·

H = {x‖G} ´� .®�½�K�<�
T

�<��� ���k�G�<¡�¡)¢�£R¤ »� ��
P
´5Î�Ñt¡

x ∈ T
£t��¦

G ∈ G(T )©���±µ� {x‖G} ⊆ T
´

� 9®�½�K�<�§�<�
G,H,G′, H ′ ∈ G

¢�±�±��9»��<¡6º¿Í+ªt�§�3¦t�<�4¤q���
G‖G′, H‖H ′£t��¦

a = G ∩ H ∈ P Å a′ = G′ ∩ H ′ ∈ P
´ Î�Ñt¡

E =
G ∪H,E ′ = G′ ∪H ′

£R��¦
K ∈ G(E)

¤q���
a ∈ K

©���±µ�P·
K ′ := {a′‖K} ∈ G(E ′)

´
H’a’

E’

Ha

G

E

K

K’
G’

ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿�¾UR���
x ∈ P

����.
G ∈ G

ac�9a �`a .Ka ^ a
x 6∈ G f �1��'3X	��')�

G ∪ {x} ����� � � _ �%���q��d�2
. ��� � � �¾�;�����ea®x¾��.����%'}�k��(+* � p�� a � �N.����q����� $ ���;� � _ �%������')� f .���� G � ��.

x
�%�"�6*k{��r� f ��X������}. ���� ��*k��� y �6��� ��a

� v � �½���;�%� � p¿�Ì�;���r� {x‖G} ⊆ G ∪ {x} ⊆ T
a

� � �Âp;ahb �����§s
E ′′ := E ∩ E ′ 6= ©"

�
E ′′ ��')� �m�-�3��2)26����Yi�Ï� f �<� & � c ∈ E ′′ amUR�<� $ � G′′ :=

{c‖G} ⊆ E f H ′′ := {c‖H} ⊆ E
at�½�������	.��%2Ì�c26����')���3��nt���6{1��n;X;� ‖ �;�����

G′′ = {c‖G′} ⊆ E ′ f
H ′′ = {c‖H ′} ⊆ E ′ f �1��'3X G′′, H ′′ ⊆ E ′′ a x¾� G ∦ H �;�����

G′′ 6= H ′′ f �1��'3X ��')�
G′′ ∪H ′′

�������
� _ �����1a �W��� � p�� a � �Ì��X;���1�

E = G′′ ∪H ′′ = E ′ ����.Ç. �����Ì�%*k����y �3��������2)�;� _ �j')��(+*W����' � v �<a
v a b��1���§s

E ∩ E ′ = ©"
a����%�;��� � p � a � �Ì�<gR��'=�6���%23�%�

c ∈ a, a′ \ {a, a′}, z ∈ K \ {a}, x ∈ G \ {a} Y��r�
x, z ∦ H

����.
y := x, z ∩H.

xN�
G,G′ ⊆ {c, a, x} f H,H ′ ⊆ {c, a, y} ��g ��')�3����2)���

x′ := c, x ∩ G′ f y′ = c, y ∩ H ′ a�xN���8}��23��.��%�
x, y, x′, y′

�����������	����.��%2 � _ ��� � {c, x, y} ����.

x, y ∩ x′, y′ ⊆ E ∩ E ′ = ©" =⇒ x, y‖x′, y′.
xN�

c, z
��� {c, x, y} ��������� f �<gR��'=�6���%2)� z′ = c, z ∩ x′, y′

a�x`���	8}��23��.��%�
K = a, z

��� .
a′, z′�����%�;������� {c, a, z} ����.

a, z ∩ a′, z′ ⊆ E ∩ E ′ = ©" =⇒ K‖a′, z′ = K ′ ��� .
K ′ ⊆ E ′.

�

� ~



o #$,[# &)>Z*���N�
:xN���ÂxN�<�k���r�6��X�� n;X;� �m�"�6��2)26{�� Y��%� ���
AG(V,Z2)

��'=� �;�%26��.��Ç'3X0�;�%YÃ�1(+*-� f.���'3' ^ ��')'6����� � v ������(+*W.�X;2=�j�;���r�ea
� �$DE
 ` ����# &)5 �"��!�*���N�O]O�WQ?R�k
9�K�<�

T
���k�I�<¡<¡)¢�£t¤ ¦t�+ºÌÆ��t¨��³¦t�<�t¨�¡)¢�£R¤ º

(P,G)
£R��¦

a ∈ P \T ´

� ���7Æ+º<�
(P,G)

Ä�¡6 GÁe�+���³��»��<¡ �h¢�£t¤ Å º¿  ©���±µ� T ∪ {a} =
⋃

x∈T

a, x
´

� .®�7Æ+º<�
(P,G)

¢)¬�®�<¡ ��¢�£R¤ Å º¿  ©���±µ� T ∪ {a} =
⋃

x∈T

a, x ∪
⋃

G∈G(T )

{a‖G} ´

ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿�9UR�%� $ � U =
⋃

x∈T a, x
a��!�®�%� _ ��2q�;���r�

T ∪ {a} ⊆ U ⊆ T ∪ {a} a � 'q�����-d����
�1��'3X $ � $ �����;��� f .k��')' U �m�"�6��2)26��� Y ��')�eazUR�%���%�

p, q ∈ U, p 6= q,
����'3X

p ∈ a, x f q ∈ a, y
��d�2

x, y ∈ T
a xN�����:��'=�

p, q ⊆ U $ � $ �����;���®a UR��� . a, x, y !�X����������e�12 f '3Xj��X;����� p, q = a, x ⊆ U
a ^ ��'3X

')�������
a, x, y

����(+*"�m!�X����������e�12 f .������i��')� {a, x, y} �������:y�23X �)��!"�6�rn;� � _ �%����a�b�d�2
r ∈ p, q \ {a}��gR��')�3���%2)�

z := a, r ∩ x, y ∈ T
� .��

r ∈ {a, x, y} �Ì����. r ∈ a, z ⊆ U
a � 'h��X;�����

p, q ⊆ U
����.

U
��'=���`�"�6�%2326�1��YWa

� v � UR�%� $ � U =
⋃

x∈T a, x ∪
⋃

G∈G(T ){a‖G}
aE������. ��2 �;���r�

T ∪ {a} ⊆ U ⊆ T ∪ {a}
� nt�;�§a

� p�� a ~ a v �3�h����.Â�%'¾�;�%�td ��� $ � $ �����;��� f .k�1'3' U ����� �`�"�6�%2323����YZ��'=�ea®UR�������7����'3X
p, q ∈ U \ {a}� ��.WX a �Na .Ka ^ a

a, p, q
����(+*"�m!�X;���������e��2 � ')X;��')�

p, q = a, q ⊆ U
��a �Ì�%�326��(+*"�6�

r ∈ p, q
s

p�a®b �����§s ∃x, y ∈ T
Y��r�

p ∈ a, x f q ∈ a, y
a®xN�����Â�������1�

p, q
���Â.��%2¾�1]����%� � _ ��� � {a, x, y}�

a, x, y
!�X����������e�12Ì*k{1�)�6�

a, p, q
!�X;���������e��2 $ ��2mbkX;�����¿�<a�URX;Y����Ì�;���r����d�2

a, r ⊆ {a, x, y} : ∃z = a, r ∩ x, y
� ����'3X

r ∈ a, z
�hXt.��%2

a, r‖x, y ⊆ T

�I� _ ����. ���WbÈ{�������� �%23*k{1���jY����
r ∈ U

a
v a�b��1���§s ∃x ∈ T

Y����
p ∈ a, x

��� .
G ∈ G(T )

Y��r�
q ∈ {a‖G} aE�qa �Na .Ka ^ a

x ∈ G
� ')X;��'=�

�%23')�%� $ � G
.���2)(+* {x‖G} ⊆ T

�<a x¾��� �É�������1�
p, q

���.��%2Ã�1]����%� � _ ����� {a‖G} ∪ {x} =
G ∪ {a} a������}��Y p;akb �����z��2)!���� �-�NYÃ�1�

r ∈ U
a

� a�b��1���§s ∃Gp, Gq ∈ G(T )
Y����

p ∈ {a‖Gp} = Hp f q ∈ {a‖Gq} = Hq

a � '��;���r�
a, r ⊆

E := Hp ∪Hq f ��������2Ì�1]������ � _ ��� ��akUt���
a′ ∈ T f .������	�;������X�a �Na .Ka ^ a

a′ ∈ Gp ∩Gq

� ��2)'3�%� $ �')X;��'=�
Gp, Gq

���"�6')y�23�%(+*���� .K������� .
E ′ := Gp ∪Gq

��')�Ì�1]���� � _ ��� �N����. & �%�;��� � p�� a ~Ra v ���������
E ′ ⊆ T

aEx`����8:�%26��. ���
Hp, Hq, Gp, Gq

��2=��d�������� .����9V�X;26��� '3'3�<� $ �����;�%��n;X;� � p � aÏ~ta � � f '3X�Y��r�
�������

L := {a′‖a, r} ⊆ E ′ ⊆ T
� ��.W.���*���2

r ∈ {a‖L} ⊆ U
a

�

� �$DE
 az��F@WQ?R�k
 ¯È¬�®� £R��¦ Ä�¡6 GÁe�+���³��»�� ��Ê�£R¤Ã�
(P,G)

º<����¦9¯N£"º<�P¢�£"º¿Í+ªt¡)Ê�£R¤Ã��´

ÀN�<ËÌ�<��º�´`xN��� � � .�����(+*�!��%���6' _ �%.���� �;����� �;�����h�k�1(+* � � a � � ��d�2m�������N�I� $ ��.��%� $ 23{���Y���a
Ut�����%�

S ⊆ P
����.

x, y ∈ P
Y��r�

x ∈ S ∪ {y} \ S a®x¾����� ��'=�
y ∈ S ∪ {x} $ � $ �%���;�%�KaKxN�

y 6∈ S
�;���r��Y����h.��%Y V���2 _ ��� .������;')'6�1� $ � p�� a � �

� �



S ∪ {y} = S ∪ {y} =

{ ⋃
s∈S s, y

�³�1����'
P

y�23X �)��!"�6�rn;��2m�m����Y
⋃

s∈S s, y ∪
⋃

G∈G(S){y‖G}
�³������'

P
�1]����%2m�`��� Y

^ ��')X �<gR��'=�6����2)�
s0 ∈ S

Y��r�
x ∈ s0, y \ {s0}

Xt.��%2¾��'¾��gR��')�3���%2)�
G ∈ G(S)

Y��r�
x ∈ {y‖G} a� 'j��X;���1�

y ∈ s0, x ⊆ S ∪ {x} = S ∪ {x} _ $<& a y ∈ {x‖G} ⊆ S ∪ {x} = S ∪ {x} a �

�½�������B.����%'3�%'�U �1� $ ��' �;�%���6�%� ��� ��]�� ���B����.By�2)X��)��!"�6�rn;�%� �m{���Y����B������� ^ ��')'6�������É����'Ã| � a
�I� ' _ ��'3X���.���2)��*k����YÃ��� . ��� � gR��')�3��� $ ��� . .����48:������(+*�YÃ{1(+*-�3���;!1���r�Ãn;X�� �Ì��'3�%� f '3X & ��� .����
� gR��'=�6�%� $ n�X;�W���tyz�%23� _ �%�����Â� ��.W�%'j�;���r�h����' _ �%'3X;� .���2)� � � arp � �<a
� �$DE
 Xz� o #$�"O�\��"#$JL#�
 � p �hUt���

(E,G)
�%����� �1]����:Xt.���2hy 23X��)�%!-�3��n�� � _ �����1azxN�����i�;���r�es

x, y, z ∈ E
����(+*"�j!1X;������������2 ⇐⇒ {x, y, z} ��'=������')��'hn;X;�

E
a

� v � � ����� ���1'3��'cn;X;�
AG(3,R)

_ ��'=�6��*"� ��� 'wnt���%2�����(+*-��!�X;Y�y������k��2)���q�5����!"�3��� � �<� & � (0, 0, 0) f
(0, 0, 1) f (0, 1, 0) f (1, 0, 0)

��a
� � � ^ �����;�%Y��%���Ks%UR�%�

V
�%���}V���!"�3X;2323����Y Y���� ����'3��'

B
a¿x¾�1���\��')�

B∪{0} ����')��'Kn�X;�
AG(V,K)

a
^ ��.��%23'3* ��23� YWszUR�%�

C
��')�����1'3��'hn�X;�

AG(V,K)
��� .

c ∈ C f .k��� �W�;�����

(C − c) \ {0} := {x− c ; x ∈ C \ {c}}
��')�����1'3��'hn�X;�

(V,K)
a x¾��'h��X;�����j��� 'm. ��� ^ � ���"� _ �%� v � ��� . v � a

� �$DE
"� D®� �K�<�
(P,G)

�<��� Ä�¡6 GÁe�+������»��<¡ ��¢�£t¤ Å F ⊆ P
�<���®� � �+Äk�<¡+��°<�<�®�¾£R��¦

G ∈ G \G(F )°<�<±µ�§��°��r©"´E¶\¢��k��©���±µ� |G ∩ F | = 1
´

ÀN�<ËÌ�<��º�´ � _ �������
�

>�CKJ �NJ ���-C �ÌORDIH�C � �¾@���LNF �`@R@
� �$DE
"�V� ��F@WQ?R�k
9�K�<�

(P,G)
�<����Ä�¡6 GÁe�+���³��»��<¡ ��¢�£R¤ ¤q��� ∀G ∈ G : |G| ≥ 4

£t��¦
F ⊆ P

�<���®�
� �+Äk�<¡+��°<�<�®��´w�K�<��¨��

PF := P \ F £R��¦
GF := {G \ F ; G ∈ G \ G(F )} ´c¶\¢��k��©���±µ�

� ���
(PF ,GF )

��º<�h�<��� ¢)¬�®�<¡ �h¢�£t¤�´
� .®�4Î�Ñt¡

G,H ∈ G \ G(F )
©���±µ�§·

(G \ F )‖(H \ F ) ⇐⇒ G ∩ F = H ∩ F ´
� 9®�½�K�<�

U
�<��� �c�k�I�<¡�¡)¢�£R¤ »� ��

P Å ¦"¢��k�Â��º<�
UF := U ∩ PF

�<��� ¸G¢)¬�®�<¡I¼ �c�k�I�<¡�¡)¢�£R¤ »� ��
PF Å £t��¦i�+º`©���±µ�

UF = ©"
 �¦t�<¡

UF = U
¸G¦��§� �¾Ñt±�±�� ��º<� ���

P
¨�£Â°���±r¦t�<��¼�´

� EE�½�K�<�
W

�<��� ¸G¢)¬�®�<¡I¼ �c�k�I�<¡�¡3¢�£t¤ »� ��
PF Å ¦"¢��k��©���±µ�

W ∩ PF = W
´

�`�<��¢�£k�<¡�·
W =

⋃

a,b∈W

a, b
´

� "



� Y®� � �<���I�<¡m©���±µ�
dimW = dimW Å ¦"´�ª ´�¦��§�¾¶:��¤Ã�<� º<�§ ��Ç¦t�+º\¢)¬�®�<� ��¢�£t¤Ã�+º

W
��º<�È©�±��<�§Í+ª

¦t�<¡¾¶:��¤Ã�<� º<�§ ��iº¿�<���®�+ºÌÄ�¡+ GÁe�+���³��»��<�	¯}°<º¿Í+ªt±µ£"º+º¿�+º�´
Æ<�7¦t�<¡�¹k¢�����º<��Áe�3¦t��¸G¢)¬�®�I¼9Àm¢�º<��º:»� ��

W
¢�£ Í+ª½¸�Ä�¡6 GÁe�+���³��»��I¼9À`¢�º<��º}»� ��

W
´

ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿�
(PF ,GF )

��')�j�I� $ ��.��%� $ 23����Yis � �+p ����')�j����� �³��(+* � nt�;��a	�Ì� & �%��'jn;X;� � � a � �)�<a
� � v �hb�d�2

G ∈ G \ G(F )
�;���r� |G| ≥ 4

����. |G ∩ F | = 1 f ����'3X ��2)�;� _ �j')��(+*�'3X��"��2 � � � ��a
���%.�� � _ �%��� ���

(PF ,GF )
��')�}�1]���� � _ ��� ��s UR�������

a, b, c ∈ PF

����(+*"�:!�X;������� �e��2`����.
E =

{a, b, c} f .����:n;X;� a, b, c
���
P

��2 $ �%�����6�\y�23X �)��!"�6�rn;� � _ �����1a®xN� a, b, a, c 6∈ G(F )
�<gR��'=�6���%23�%�

x, y ∈ F
Y��r�

x = a, b ∩ F
� ��.

y = a, c ∩ F
a � ' �;�����

x 6= y f x, y ∈ E ∩ F f � ��.
& ������� � p��Ra � �j�;���r�

E 6⊆ F
aKx¾�1' $ �%����� E ∩ F = x, y ∈ G(F )

aEUt�%� $ � Ex,y := E \ x, y ��� .
G(E)x,y := {G \ x, y ; G ∈ G(E) \ {x, y}} a �W��� � � a � a�p �Ã��')�

(Ex,y,G(E)x,y)
������� �1]����

� _ �����1ak���%�;��� � p��Ra � � & ��23.�'3���}n;X;�
a, b, c

���
PF

��2 $ ��� ���ea� v � ��X;�����h�-���Ç. ��23�%!"�m����' � � a � a v �Ì����.i��Y�y���� $ ����2=�Ì.����}�w23����')���6�rnt���+{��Ìn;X�� ‖ a� � � x`��2hb �����
U ⊆ F

��'=�Ì�323��nt�����§a�����2Ì!1[;�����%�	����'j����'3X9�1� ��.�����b �����
UF 6= ©" $ ��23d�(+! $ ����* ���KaUt�����%�

a, b ∈ UF f .k�����i�;���r�
a, b ⊆ U f ����'3X a, b \ F ⊆ UF

akxN��*���2j��')�
UF

�%��� �`�"�6�%2323����Yia
Ut���

x ∈ U ∩ F ����.
a ∈ UF

a b�d�2
b ∈ a, x \ {a, x} ⊆ UF

�;���r�
x ∈ a, x = a, b ⊆ UF .�I� '3�;�%'6��Y �j��X;�����

U ⊆ UF

a xN���:����.��%23� �I��!-����')��X;����'=�h�62)��nt� ����a
��� ���!�z��� _ ��2w�;���r�

W ⊆ V :=
⋃

a,b∈W a, b ⊆ W
a�����2 & ��2).���� $ ��������� f .k��')' V ����� �`�"�6�%2323����Y

��')� f .k��������X;�����
V = W

��� .
V ∩ PF = W f ����')X�. �����Ì�%*k����y �3������a

bwd�2
x, y ∈ V, x 6= y,

Y9d�')'3��� & ��25����')X x, y ⊆ V $ ���������Ka;�IY b �����
x, y ∈ V \F (= W )

��'=�5.k��'
X �®�%��'3��(+*-�3����(+*KaR�IY b �����

x ∈ V \F, y ∈ F
��X;����� �%'Ì.���23��!"������' |a, x| ≥ 4

��� . |a, x ∩ F | ≤ 1
a

� ' _ ���%� _ � .��%2Ìb �����
x, y ∈ F.

�N��(+* �`X;��'=�62)��!"�6��X��Ã�<gR��')�6����2)���
a, b, c, d ∈ W

Y��r�
x = a, b∩F� ��.

y = c, d ∩ F a��½���;�%� � p �Ì����. � v �Ì�;���r�
H := {a ‖ c, d \ F} ⊆ W

����.
y ∈ H.

����2h!�[;� �����7�1��'3X X � a
a = d

�������%*�Y����Ka�b�d�2
E = a, b, c

�;�����
x, y ∈ E,

����'3X
E ∩ F = x, y�1��'mxN��Y�����')��X;� '3�;2)d���.��%�Ka b�d�2

z ∈ x, y
�;�����

a, z \ F ‖ b, c \ F =⇒ z ∈ b, c ⊆ V
Xt.��%2 ∃u = a, z ∩ b, c \ F =⇒ z ∈ a, u ⊆ V.

xN��*���2m�;�����
x, y ⊆ V

a
��� �ÈUR�%�

B
������� ���1'3��'cn;X;�

W
a � 'È�������

B = W f .��%��� B ⊆ B∩PF

��������'È�1]������ �m�-�3��2)26����Y�'
� �k��(+* ��� �)� f ��� .W.k�1*���2

W ⊆ B ⊆ W
a

B
��'=�h���k� _ *k{�������� _ $ �;�§a P s UR�%�

b ∈ B
����.

W ′ .���2�n�X;� B \ {b} �%2 $ �������3�:�1]������`�"�3��2
�23����Y n�X;�

PF

a x¾��� �W�;�����
W ′  W

a � 'h��X;�����
B \ {b} ⊆ W ′  W

Y���� � � �<a
�I��'3����'6�1Y �j��X;����� f .k�1'3' B ������������')��'�n�X;�

W
_ $ �;��a P ��'=�ea

�

� �



� �$DE
"�$.z� o #$,[# &)>Z*���N�
qp;a � � a � �Ì��'=�j�����WURy�� $ � ���r�³����� n;X�� � p�� arp;p¿� f .������i.����:���tyz�%23� _ �%�����W���
�%�����%2jy�23X��)�%!"�6��n���� � _ �%���\')����.��;�%�k���i.���� 8}��23��.��%� � nR���§a � p�� a � �<�Ï�<a
v a��IY b ����� ∀G ∈ G : |G| = 3

��23*�{����ÃYÃ��� . ��23(+*�.���� �`X;� ')�62)��!"�6��X;� ��� � p�� arp;pe�����������
�I� $ ��. ��� $ 26����Y (PF ,GF ) ∼= AG(V,Z2)

��d�2 �;���%���;���<�6�%�ÃV���!"�6X�2326�1��Y
V

d _ �%2
Z2

atxN��2 .���23(+*
� p�� arp;p�a v ��.��%�k� ����2=�6��:6W &)W+JKJL#$JK�"O],c*�O �1� �

PF

')�3��Y�Y �cY��r��. ��Y ��d�2
AG(V,Z2)

.��%�������%2)�6�%� ‖2d _ �%23�����KaRxN��2 �Ì� & ����'Ì'3�<� $ ���������N. ��23�%!"�6� �`XtX;23.����k�1�3��'3����2)�����}n;X;� (P,G)
����'

PG(Z2 ×V,Z2)n�X;26�1��' f Xt.���2h�%����� ^ gR��X;YÃ���6��! f .���� AG(V,Z2)
Y��r�h������'3(+*������ ���ea

� aKxN��� ^ ��')'6����� ��� �`. ��' U �1� $ �%' _ �%'6����� f .k�1'3'}.���� ^N_�_ ����. ����� W 7→ W
�%�����9�I� �)��!"�6��X;�Ân;X;�

. ��2��W�%���;�}.��%2 �`�"�6�%2323{���Y��¾.���'j��]�� ���i�`�1��Y��%'
(PF ,GF )

���Ã.������i�����;�}. ��2 �m�-�3��2)26{���Y��
. ��2my�23X��)�%!"�6��n����Ç�`��� Y��%'

(P,G)
��'=�ea
�`��(+* � � ����'=�j.k��'��Ì����. f .������W������� �������%2 �`�"�6�%2323{���Y�� f. ���}����(+*-�m���

F
�%�-�3*k���r�6���i'3����.�����.

©"
a

� �$DE
"�$9z� �Ì����Æ��t¨��³¦t�<�t¨�¡3¢�£t¤
(P,G)

¤q���Ì¸�Æ��%¼:��º<� �<��� Ä�¡6 GÁe�+���³��»��<¡��h¢�£t¤ ©t�<��¢�£ ¦"¢��k� Å ËÌ�<�k�¦"¢�º�Ðe �± ©t�<��¦t����� ����� � � �
	 � � � ������ �  � � �<¡�Ð�Ñt±�±µ� ��º<�P´
� ���Â�½�K�<�§�<�

G,H ∈ G
¤q���

z = G ∩ H ∈ P
£t��¦

a1, a3 ∈ G \ {z} Å
a2, a4 ∈ H \ {z} ´c¶ ¢��k��©���±µ�

a1, a2 ∩ a3, a4 6= ©"
´

3a
1a

2a a4
H

G

z

ÀN�<ËÌ�<��º�´ # =⇒ ,:��')�j!-� �12�a # ⇐=
,�s �®�������N��d�2j����(+*"�m!�X����������e�123�

a, b, c ∈ P f .���'3'

U :=
⋃

x∈b,c

a, x = {a, b, c}

��������a �®�%���;�q.�� $ � f .k��'3' U �%��� �`�"�6�%2323����Y n�X;�
P

����. & �%���6�%2}'3X;�;��2}y�23X �)��!"�6�rn;� � _ �%��� ��')��a
^ ��')��d *�23��� �Ã����.��%2 � _ ��� ��a

�

x`��� V��%26�������;�%Y��%�����%23��� �m. ��'�V�X;2)�;��* ����'�����' | v �����%���%2)�c.���� # \�&);Q=�#$>P?)�LA�#$�g/U5�O]GIH�J"*�O]O+, ����� ��'
��]�� ���Â�m����Y���'%s
� �$DE
"�'EK��F@WQ?R�k
9�K�<�

(A,G)
�<���W¢)¬É�®�<¡���¢�£t¤ £t��¦

E
¦��§� �4�<�t©t�hº¿�<���®�<¡ ��°<�<�®�<��´ ��£

E ∈ Eº¿�<��¨��
[E] := {[G] ; G ∈ G(E)} ´��Â���

F := {[E] ; E ∈ E} , F := {[G] ; G ∈ G} =
⋃

f∈F

f

P := A ∪ F, G
′ = {G ∪ {[G]} ; G ∈ G} ∪ F

��º<�
(P,G′)

�<���ÃÄ�¡6 GÁe�+���³��»��<¡ ��¢�£R¤�´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ � �+p¿�wUR�%���%�

x, y ∈ P, x 6= y
a �`� 2�.��%2�b �����

x = [G] f y = [H]
��')�c����(+*"�ÈX��z����')��(+*"�6����(+*Ka

� 'm!������
x, y

�-��2j��� F �����%�;���®a UR���
a ∈ A f X � a a ∈ G ∩H

� & {�*����:'3X;��'=� {a‖G}, {a‖H} � f.���������')�
E := G ∪H ������� � �1]����¿� � _ �%���ÇY����

x, y ∈ [E] f ����'3X x, y ∈ F ⊆ G
a UR�%�

[E ′] ∈ F Y��r�
x, y ∈ [E ′] f .Ka)*Ka ∃G′, H ′ ∈ G(E ′)

Y����
G‖G′ f H‖H ′ a ^ ��' � p��RaÏ~ta � � ��X�������s

∀K ∈ G(E) ∃K ′ ∈ G(E ′) : K‖K ′ =⇒ [E] = [E ′]

p����



� ��.
x, y = [E]

��'=�j������.����R�6��� a
� � � ����'=�h��d�2 _ �%��.��}� �tyz�%�Çn;X��Â8}��23��.����i!-� ��2 � nt�;�§a � v a ~"�3��a
Ut�����-���

E ′ �%����� � _ �%���h��� P a�����2�Y9d '3'3�%� $ �����;��� f .k��')' (E ′,G′(E ′))
��������y�2)X��)��!"�6�rn;� � _ �����

��')��a
p�aEb ������s

E ′ ∩ A 6= ©"
� ��.

a, b, c
����� � 2 $ ��� �;����. ����' �R'=�6�%Y n�X;�

E ′.
x¾�

F
����� �m�"�6��2)26��� Y

��')� f �;�����`X � a a ∈ A.
8:�����`�%� & � b ∈ F f ')X	�<gR��'=�6���%2)�

b′ ∈ a, b \ {a, b} ⊆ A
����. .����q�`d �����%�

n�X;�
a, b, c

_ $<& a a, b′, c ���
P

'3����.�;���%��(+*Ka � �"�6')y�23�%(+*�����. ��'	�;�����q��d�2
c.

����2�!1[;�����%� ����'3X
X � aÈ�������%*�Y��%� f .k�1'3' a, b, c ∈ A.

x¾�����B��'=�
E = a, b, c

�%�������1]���� � _ ��������� .
E ∪ [E]�%��� �m�"�6��2)26��� Y n�X;�

P
aKURX;Y����m��'=�

E ∪ [E] = E ′ y 23X��)�%!-�3��n���2 ^`_ '3(+*�����'3'¾n�X;� E f ����')X �������
y 23X��)�%!-�3��n�� � _ �����1a
v a b �����§s

E ′ ∩ A = ©" f �1��'3X E ′ ⊆ F
a b�d�2

i ∈ {0, . . . , 4} '3�������
Gi ∈ G f '3X½.k��')'

[Gi]��d � �Ìn���23')(+*����%.���� � �5����!"�6��n;X;�
E ′ '3����. ����.4'3Xi.k��'3'

[G0], [G1], [G3]
_ $%& a [G0], [G2], [G4]�1� � $%& ���Nn���23')(+*����%.���� ���u8}��23��.��%� ���

E ′ �����%�;��� � �<gR��')�6����2=� & �%�;��� � � � �3��a ����2 $ �%���;�%�Ks�xN���V��%2 _ ����.���� �;'3�;�%26��. ��� n;X��
[G1], [G2]

_ $<& a [G3], [G4]
_ �%'3�r� $ �%�	����������Ut(+*������)�6y�� ��!"� � ���

E ′ ��a
�`��(+* � p�� arp � � ��X������h.������ f .k�1'3' E ′ ����� �}y�23X��)�%!"�6��n�� � _ �����:��')�ea
Ut���

a ∈ A
����.½X � a ∀i ∈ {0, . . . , 4} : a ∈ Gi

a�x¾�
G0, G1, G3_ $%& a G0, G2, G4

�)� & �%����'m���W��������2 � _ �%���9����������� f ��gR��')�3���%23��� ci ∈
Gi \ {a} Y��r�

c0, c1, c3
_ $<& a c0, c2, c4 !�X;���������e��2 � _ �e��(+*"�6��.k� $ �

|Gi| ≥ 3 & ���;�%� � p � a � �3��a�xN����8}��26�1.����
c1, c2

����.
c3, c4

�����%�;���
')X;Y����h���i. ��2 � _ �%��� {c0, c1, c2}

a UR�%�

H :=

{
a, b

�³������' ∃ b = c1, c2 ∩ c3, c4
{a‖c1, c2}

�³������'
c1, c2‖c3, c4

c0

4c
3c

G[ 0]

a
1

4
3

E’

2

xN����� �����������
G1, G2, H

_ $%& a G3, G4, H
����.���� � _ ��� ��� {a, c1, c2}

_ $%& a {a, c3, c4} atx¾�1*���2�������
[H] =

[
{a, c1, c2}

]
∩

[
{a, c3, c4}

] a URX;Y���� ��'=�
[H]

.���2jUt(+*������)�6y�� ��!"�`. ��2�V���2 _ ��� .������;'
�����26�1.�����n;X;�

[G1], [G2]
����.

[G3], [G4]
a

�

(P,G′)
*���������\�&);Q=�#$>P?)�LA�# & /U5�O]G<H�J"*�O�O`n;X;�

(A,G)
� ��.

F = G/‖ & ��23. �Z# &<��H 
\�#$&)# 5�#���%# �;�%�k�����"��a
� �$DE
"�$Yz� o #$,[# &)>Z*���N�
qp;a

F
��')� �6�1�6'3{�(+*�����(+*É�%�����W���ty���2)� _ �����Çn�X;�

P
s b�d�2

a ∈ P \ F���%')� f ����. r ∈ P
_ ������� _ ��� f ��')� r ∈ F ∪ {a} $ � $ �%���;�%�Ka�� � a r 6∈ F ∪ {a} a
�`�1�6d 23����(+*��;���r�

x := [a, r] ∈ F =⇒ r ∈ x, a ⊆ F ∪ {a} ��� .W.������Ì��*�����y �3��������X�������a
v a ^ ��' � p��Ra�p;pe����23��� _ �h')��(+*

dimA = dimP
a

^ ��'�V��%26�������;�%Y��%�����%23�����9n�X;� �
� arp¿���;�����h�1��(+*W* ����2h�%���
� �$DE
"�$8z���Z;V&R?)O�#'?R� *���N�O]O�W7?R�k
9�K�<�

(A,G)
�<��� ¢)¬É�®�<¡ ��¢�£t¤ ¤q���:Ä�¡6 GÁe�+���³��»��<¤ ¯}°<º¿Í+ªt±µ£-º+º

(P,G′)
£t��¦�Îc�<¡<� ª �+Äk�<¡6��°<�<�®�

F
´ � �<���G�<¡Nº¿�<�

α ∈ Aut(A,G)
´c¶ ¢��k�	©���±µ�§·

p�� p



� ��� ∀G,H ∈ G : G‖H ⇐⇒ α(G)‖α(H)
´

� .®�
α∗ : P → P ; x 7→

{
α(x)

Ð%¢�±�±Ïº
x ∈ A

[α(G)]
Ð%¢�±�±Ïº

x = [G] ∈ F
��º<� �<����¯N£t�G �¤Ã �¡PÄkªt��º<¤q£"º7»� ��

(P,G′)
´

� 9®�
α∗ ��º<��¦��§�:�<����¦t�<£R�³�r© °<�+º<����¤q¤q�I�  q �±�±µ���®�3¢����§ ���»� ��

P Å ¦��§� α Ðe �¡<��º¿�<��¨�� Å ¦"´eª ´ α∗
A = α

´
� EE�4¶:�§��¯}°¿°���±r¦�£t�t©

Aut(A,G) → Aut(P,G′); α 7→ α∗ ��º<� �<��� �4 ��® �¤Ã �¡PÄkªt��º<¤q£-º	£R��¦
(Aut(A,G))∗ = {σ ∈ Aut(P,G′) ; σ(F ) = F} ´

ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿� # =⇒ ,;sÈb�d�2
G = H

��')� ����(+*-�3' $ � $ �����;��� f ����')X7'3���
G 6= H

a�b�d�2
G‖H ��'=�

E := G ∪H ����.W.k��Y����m����(+*
α(E)

�%����� � _ �%��� � nt�;�§a � � a v p¿�)�<a�xN��� �Ì�%*k����yR�6��������X;����� & ������ �
� arp;arp �<a # ⇐=
,}.k������(+*

α−1 ∈ Aut(A,G)
a

� v � �½���;�%� � p¿�Ì��')�
α∗ & X;*���.��%�k� ����2=�ea x¾� (α∗)−1 = (α−1)∗

��g ��')�3����2=� f ��')� α _ � �)�%!"�6��n�a
α∗ ��'=���`X;���������e�1�3��X;�®s Ut���

K ∈ G′ a
p�a b��1���§s

K = G ∪ {[G]} ��d�2h�����
G ∈ G

a x¾�1���W�������
α∗(K) = α(G) ∪ {[α(G)]} ∈ G′ a

v akb ������s
K ⊆ F f ����')Xq�<gR��'=�6���%2)�h�%����� � _ �����

E ⊆ A
Y����

K = [E] = {[G] ; G ∈ G(E)} a x¾�
α(E)

� _ �%���:���
A

��'=� f ��X;�����

α∗(K) = {[α(G)] ; G ∈ G(E)} = {[H] ; H ∈ G(α(E))} = [α(E)] ∈ G
′.

�I� _ �%��.��%�ÂbÈ{������%�i�%23�;� _ �m'3��(+*
α∗(K) ∈ G

′ a�x¾��.����%'N��� (+*Ç��d�2
(α−1)∗ = (α∗)−1 �;����� f ��'=� α∗�%��� ^ �R�6X;Y�X;23y *���')Y9��'�a

� � �hUR�%�
α′ ∈ Aut(P,G′)

Y��r�
α′
A = α

����.
G ∈ G

azxN�����i�;���r�

α′(G) = α(G) =⇒ α′(G ∪ {[G]}) = α(G) ∪ {[α(G)]} =⇒ α′([G]) = α∗([G]).

� 'j��X;���1�
α′ = α∗ a

��� �Ì�I���)�%!-�3��nt���6{1�j����.W�`X�Y�X;Y�X;2)y�*����m��X;�������i����'j.��%2`x`�%�k���r�6��X;�Ka

Aut(A,G)∗ ⊆ {σ ∈ Aut(P,G′) ; σ(F ) = F}
��')�`!-� ��2%azbwd�2

σ ∈ Aut(P,G′)
Y��r�

σ(F ) = F
�;���r�

σ A : A → A ∈ Aut(A,G)
a��½���;�%� � � �

�������
(σ A)∗ = σ

a � 'h��X;���1�h.������ ��*k��� y �6��� ��a
�

p�� v



� � � � ����������� �%� �U� � ��� �

�IY �`�1��Y �;����� .���2mUR�1� $ n�X;�ixN��'3��23�;� ��'j��Y�Y��%2�a �Ç����Y9� '3'j����'3Xq�-��2j�1]���� _ $<& aky�23X �)��!"�6�rn;�^`_ ���%���3�����;�%��n�X;��V��%!-�3X;2323{���Y���� _ �<�623��(+*"�6���®a xN�%2 �}d�2 $ �m*k��� _ �%2 ')y�23�%(+*���� & ��2 ����(+*�X�����n;X;�
��]�� ��� _ $%& aky�2)X��)��!"�6�rn;�%� �`XtX;2).����k���6��� 26{���Y����®a

>�CKJ��h?ÈO � H ��Q > CE@t?5J�� �NCE@
� ���k
"� ��F@WQ?R�k
9�K�<�

(P,G)
�<���W¢)¬É�®�<¡N°+¨�Ë ´ Ä�¡+ GÁe�+���³��»��<¡ �h¢�£t¤ ¤q���

dimP ≥ 3
´K¶\¢��k��©t�<±µ�I�<�

¦��§� ¢)¬�®�<� °+¨�Ë ´kÄ�¡+ GÁe�+���³��»��<��¯ �;�§ �¤Ã�:»� ��W¶9�+º�¢�¡�©�£k�+º�·Ì¸�¯m¦<¼ £R��¦Â¸�¯N¶�¼Ã°+¨�Ë ´Ì¸�Ò�¶�¼�´

ÀN�<ËÌ�<��º�´NUR�%�
(P,G) $ � �k{�(+*�'=�9�����½y 23X��)�%!-�3��n���29�m����YiacUR�%�����

G1, G2, G3 ∈ G
n;��2)'3(+*�����.��%�

� ��.7!�X;y ����!"�+��� f �<� & � z = G1 ∩ G2 ∩ G3
aEUR�%�����W����23� ��2

ai, bi ∈ Gi \ {z}
n���23')(+*����%.���� ��� .

pk := ai, aj ∩ bi, bj
��d�2 {i, j, k} = {1, 2, 3}

� . ��� � gR��')�3��� $ .��%2 pk

��X������j�1��' � V��:�3��a
�®� $ �%���;�%�Ks p1, p2, p3

'3����.�!�X;������� �e��2%a
p�aÈb ������s

G3 6⊆ G1 ∪G2
aÈx¾��� � '3��� .0.���� � _ �%�����

E = {a1, a2, a3}
����.

E ′ = {b1, b2, b3}n���2)'3(+*�����.��%�Ka � '9�;���r�
pk ∈ E ∩ E ′ ��d�2 ������� k ∈ {1, 2, 3} a �`��(+* � p�� a � � ��')�

E ∩ E ′ �"�<���®�
� _ ����� f ����')X E ∩ E ′ = p1, p2

��� .W')X;Y��r�
p3 ∈ p1, p2

a
v aÌb �����§s

G3 ⊆ G1 ∪G2

� �1��������� ��������2 � _ �%���¿��a�x¾��� ���;���r�
p1, p2, p3 ∈ G1 ∪G2

a�� {�*����
G0 ∈ G

Y����
z ∈ G0 6⊆ G1 ∪G2

� Y�[��;����(+* f .�� dimP ≥ 3
�Ã����.

a0, b0 ∈ G0 \ {z}n���2)'3(+*�����.��%� � ����'3X
a0, b0 6∈ G1 ∪G2

�<a �½���;�%�Âb ������p:'3����.�!�X;������� �e��2%s
p1 = a2, a3 ∩ b2, b3 f p5 := a0, a2 ∩ b0, b2 f p6 := a0, a3 ∩ b0, b3
p2 = a1, a3 ∩ b1, b3 f p4 := a0, a1 ∩ b0, b1 f p6

p3 = a1, a2 ∩ b1, b2 f p4 f p5UtX;Y��r� �;���r�
p1, p2, p3 ∈ {p4, p5, p6} =: E

awx¾�Ç����(+* �`X���')�323��!"�6��X;�
p4 6∈ G1 ∪G2

������� f ��'=�
G1 ∪G2 ∩ E

!��%����� � _ �%���:����.W����'
p1, p2, p3 ∈ G1 ∪G2 ∩ E

��X;���1�h.���� �mX;������������23�r�+{1��a
Ut���k�-���

(P,G)
�%�����1]�����2 �m����Y ����.

(P̃ , G̃)
'3�%����y�23X �)��!"�6�rn;��2 ^`_ '3(+*�����'3'%a"���%���

ai, bi ∈ P. ���¾V�X;23����'3')�%� $ ���������Çn�X;� � ^ x}� _ $<& a � ^ . �Ì�%2)��d�������� f .k�����i�;���������
P̃
s

p3 := [a1, a2] = [b1, b2], p2 := [a1, a3] = [b1, b3]

xN� � � x¾�h���
P̃

������� f ��')�

p1 :=
(
a2, a3 ∪

{
[a2, a3]

})
∩

(
b2, b3 ∪

{
[b2, b3]

})
∈ p2, p3.

xN�
p2, p3

���R��.��%2mb �%23��* �ty���23� _ �%��� �����%�;��� f ��'=�

p1 = [a2, a3] = [b2, b3] =⇒ a2, a3‖b2, b3. �

p�� �



o #$,[# &)>Z*���N�
qp;ah����� _ ��2)���r�6'Ç��� 8}��X�Y��<�623��� �	�����;�%.����R�6�%�Ç�;� _ �W�%' �)�%.�� �W�%���;� # ����(+*-� �x`��'6�123�;���%'3')(+*�� � _ �%�����-,�a �Ì����'3y��������	')����..�����iX;�����3X;�
�
� _ ��� �i� ��. � _ �����%��d _ ��2�b ��')�

�!1[;23y���2)�Ka
v a`x`��2�U ��� $ _ ��'3����� f .k�1'3' .�����')��'	�5*k{�� X;Y��%����Y �m����Y ����(+*"�	��� ���323�r�3�ea ^ �����i�1]����%� ����.

y 23X��)�%!-�3��n����\�`{�� Y��ÈY����KxN��Y���� '3��X�� ≥ 3
!1[;�����%�\Y����®��������Y UR(+*����<��!�[;2)yz�%2�!�XtX;23.����k�1�3��'3����2=�

& ��2).���� f nt�;��a � p � a v a � f ~"��a
� aj����2�')!t� $�$ ����2)���q!-��2 $ �������ÌV�X;2)�;��*��%��' & ����'3� $ ��2 �`XtX;2).����k���6��')���%23�����N�1]�����2È�`{�� Y��

(P,G) f. ���}'3��(+*in�X;�i.���2`Ut�323��(+!1����2)��(+*��-��� �W�1��'`8:�%X;Y��<�62)���¾� ���"�6�%23'3(+* ����. �%�es

• xN��� �w23����')� �1�3��X;��')�;23� y�yz�
T

X;yz�%23����2)�m2)���;����{�2`��� �
P
a®x¾�1*���2`!1�1���Â'3���\Y����

P
��.��%�

��3��� $ ���%2)� & ��2).���� f .Ka)*Ka (P,+)
��'=�j�������

� $ � T
��')X;Y�X�23y�*��

�
� _ �%��'3(+* � 8}23� y�yz�1a

• xN����Ut�323��(+!-��� �;���
∆ f . ��� 0 ∈ P

����'=�6����'3')��� _ ����.��%�½�%������8}23��y yz������.0')����. � ��.�X
�Y�X;2)y�*���')Y��%� n;X;�

(P,+)
a

• ∆0 = ∆ ∪ {0} ��')�iY����	. ��2i�k�1�6d 23����(+*���� ^ .�.��r�6��X;��n;X;� � ��.�X;Y�X;23y *���')Y��%� �%�����
� _ �%��'3(+* � 8}23� y�yz�1a

• x¾��*��%2 ��')�
∆0

�%���
�

����(+*-� ��X�� & ��� .����9!1X;Y�Y9� �+���6��n���2
�

�w�%����!1[;23y���2 .��%' � ��.�X;Y�X;2
�y *���')Y��%��23�����;'Ìn�X;�

(P,+)
� ��.W')X;Y����

(P,+)
�����	V��%!-�3X;2323����Y d _ �%2

∆0
a

• xN��� 8}��23��.����i*k� _ �}.���� ��� � p�� a v a � � _ ��'3(+* 23��� _ �%��� 8:�%')�+�1���ea
• (P,G)

��')�j��'3X;Y�X;23y * $ � AG(P,∆0)
a

� a`x`��2w��X����;�%23��.�� U ��� $ � p;p;a v � $ �%�����w��Y ���%'3���"�3����(+* ��� & ��� .��%2wy 23X��)�%!-�3��n����m����Y (P,G)
!1XRX�2

�. ���k�1�3��')����2=� & ��23. ���Ã!���� � f;& �%���ÃY���� .��%�Ã�1]����%�Ã�m����Y
(PF ,GF )

')(+*�X;�Ã!1XRX�23.����k�1�6��'3����2)�
*��1�ea

>�CKJ �NJ ���-C �ÌORDIH�C � �¾@���LNF �`@R@
����2`'=�6�%�����%�Ç.��%� �®��'3��Y�Y���� *k����� $%& ��')(+*����7�%�����%Y �1]������ �mXRX�23.����k�1�6�%��26�1��Y f ')��������YZy�2)X

��)�%!"�6��n���� ^N_ ')(+*�����')'`� ��.W�%�����%Y �;�%���������%�3���iy�23X��)�%!"�6��n���� �`XtX;23. ���k�1�3����23����Y *���2%a
� ���k
 .z��F@WQ?R�k
9�K�<�

(V,K)
�<��� ���+���G �¡�¡)¢�£t¤�´h¶\¢��k���º<�

(P ′,G′) := PG(K × V,K)
��¢��® �²

�k��º¿Í+ª½��º¿ �¤Ã �¡PÄkªÂ¨�£R¤ Ä�¡6 GÁe�+������»��<�4¯}°<º¿Í+ªt±µ£"º+º
(P,G)

»� ��
AG(V,K)

´�� ����Æ+º¿ �¤Ã �¡PÄkªt��º<¤q£-º
��º<��©t�§©t��°<�<� ¦�£t¡6Í+ª

ι∗ : P → P ′; x 7→
{

(1, x)K
Ð%¢�±�±Ïº

x ∈ V
(0, b)K

Ð�Ñt¡9�<���
b ∈ 0, x \ {0, x} Ð%¢�±�±Ïº

x ∈ P \ V .

ÀN�<ËÌ�<��º�´`xN��� ^N_�_ ����.�� ���
ι : V → P ′; x 7→ (1, x)K

��'=�:X��®�%� _ ��2}��� �)��!"�6�rnÂ����.
ι∗

��'=�:�������
bkX;2=�6')�%� $ ������a�����2h'3�<� $ �%� F := P \ V ����. _ ��Y���23!1��� f .k�1'3' F ����� �\� �tyz�%23� _ ��� �\���

P
��')��a

ι∗
��')� & X;*���.��%�������%2)�es b ∈ 0, x \ {0, x} =⇒ 0, x \F = bK

akb�d�2
b′ ∈ 0, x \ {0, x} ��X;�������1��'3X

b′K = bK
����.

(0, b)K = (0, b′)K
a��½�������

b 6= 0
��'=�

(0, b)K ∈ P ′ a

p�� �



ι∗
��')�9')��2��)�%!"�6��n�s�Ut���

(λ, a)K ∈ P ′ aw�IY b �����
λ = 0

��')�
ι∗(F ∩ 0, a) = (0, a)K

aw�IY b �����
λ 6= 0

�;�����
ι∗(aλ−1) = ι(aλ−1) = (1, aλ−1)K = (λ, a)K

a
ι∗

��'=�������)��!"�6�rn�skUR�%�����
x, y ∈ P

Y����
ι∗(x) = ι∗(y)

ak8}���r�
x ∈ V

XR. ��2
y ∈ V f ')X9��X;����� x = y�1��' . ��2 �I���)��!"�6�rnt���+{�� n�X;�

ι
����.Ã. ��2 �`X;��'=�62)��!"�6��X���n;X��

ι∗
a � ' _ ����� _ ��.���2 b �����

x, y ∈ F
atb�d�2

b ∈ 0, x \ {0, x} f c ∈ 0, y \ {0, y} ��X;�������
bK = cK

����.i.k��*��%2
0, x = 0, y

akx¾��� �W�;�����

x = 0, x ∩ F = 0, y ∩ F = y.

�`Y $ ��')��*��%� f .k��')' ι∗ �%��� �I')X;Y�X�23y�*���'3Y9� '���'=� f ')��� G ∈ G
����� �:8:�%26��. ��a � 'h��'=�

ι∗(G) ∈ G′

$ � $ �����;���Ka
p�a�b ������s

G * F
a Ut�����%�

u = G ∩ F � ��.
a, b ∈ V, b 6= 0,

Y��r�
G \ {u} = a+ bK

akx¾��� �i�������
G = (a + bK) ∪ {u} a � 'h��X;�����

ι∗(G) = {(1, a+ bλ)K ; λ ∈ K} ∪ {(0, b)K}
= {((1, a) + (0, b)λ)K ; λ ∈ K} ∪ {(0, b)K}
= {((1, a)λ+ (0, b)µ)K ; λ, µ ∈ K} ,

. ���:�5����!"�6Y���� �;�\. ��2`8:�%26��. ���
(1, a)K + (0, b)K

���
PG(V,K)

a
v awb �����§s

G ⊆ F f �%� & � G = u1, u2
acUR�%�

bi ∈ 0, ui \ {0, ui} f ����'3X biK = 0, ui \ {ui}
����.

ι∗(ui) = (0, bi)K
aEUR���

E := {0, u1, u2}
� � _ �����e�¾����.

u ∈ F f ')X & ��� b ∈ 0, u \ {0, u} a � '�������
E ∩ V = b1K + b2K

����.

u ∈ G ⇐⇒ b ∈ b1K + b2K ⇐⇒ (0, b)K ⊆ (0, b1)K + (0, b2)K.

b1, b2
')����.��������e��2����k� _ *�{����;��� f '3X;Y����È��')�

(0, b1)K+(0, b2)K
�������`8:�%26��. �m���

P ′ ����.Ã�%' �������
ι∗(G) = (0, b1)K + (0, b2)K

� �;�%�k�����%2�s
ι∗(G) = Φ((0, b1)K + (0, b2)K) f .���� �W�%���;��.���2

�5��� !-�3� f .����}Y��r�h.���2`8}��23��.����
(0, b1)K + (0, b2)K

��� $ ��.����%23�%� �<a �

��Q ORCKJRJ�M � � C ?��¥Q`CKJ �`Q!
 �NJ � �-C �ÌORDIH�C�� M � � C
� ���k
 9z��F@WQ?R�k
9�K�<�

(V,K)
�<��� ���+���I �¡�¡)¢�£R¤ ¤q���

dimV ≥ 3
£t��¦

(P,G) := PG(V,K)
´ ��£

U ⊆ V
º¿�<�

Φ(U) := {aK ; a ∈ U \ {0}} ´c¶\¢��k�	©t�<±µ�I�<��·

� ��� ⋃

a∈U

aK
��º<� ���k�G�<¡�»��+���I �¡�¡3¢�£t¤ »� ��

V
©t�<��¢�£�¦"¢��k� Å ËÌ�<�k� Φ(U)

���k�G�<¡�¡)¢�£R¤ »� ��
P

��º<�§´

� .®�½�K�<�
U

¦��§� �4�<�t©t�j¢�±�±��<¡ ���k�I�<¡<»��+���I �¡�¡)Ê�£R¤Ã��»� ��
V

£t��¦
T

¦��§� �½�<�t©t�j¢�±�±��<¡ ���k�G�<¡�¡)Ê�£t¤Ã�
»� ��

P
´z¶:�§�Ì¯}°¿°���±r¦�£t�t©

U → T; U 7→ Φ(U)
��º<�5°�� Áe�+������»}£t��¦9��� ��±µ£-º<�§ �� º¿�<¡6ª ¢�±µ�I�<��¦Ã¸G¦"´rª ´

U ⊆ U ′ ⇐⇒ Φ(U) ⊆ Φ(U ′)
¼�´

� 9®�
Φ(〈U〉) = Φ(U)

´

p�� �



� EE�4ÎE¢�±�±Ïº
0 6∈ U

£t��¦ ∀a, b ∈ U : a 6= b ⇐⇒ aK 6= bK Å ¦"¢��k��©���±µ�§·
� Wz�

U
��º<� ±µ���®�3¢�¡}£R��¢"°<ª Ê��t©��r© ⇐⇒ Φ(U)

��º<� £t��¢"°<ª Ê��t©��r©����
P
´

� 55�
U

��º<� ±µ���®�3¢�¡ ¢"°<ª Ê��t©��r© ⇐⇒ Φ(U)
��º<�Ì¢"°<ª Ê��t©��r©����

P
´

� GR�
U

��º<�5À`¢�º<��º\¦t�+º ���k�G�<¡�»��+���I �¡�¡3¢�£t¤ º
W ∈ U ⇔ Φ(U)

��º<�5À`¢�º<��º:»� ��
Φ(W ) ∈ T

´
� Y®�½�K�<�

U ∈ U
´ ��º:��º<�

U
� ��Äk�<¡6��°<�<�®�:���

V ⇐⇒ Φ(U)
��º<� � ��Äk�<¡6��°<�<�®�:���

P
´

� 8®�
dimP = dim V − 1

´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿� ^ � ���"� _ � � � a
� v � � _ ����� �
� � � � _ ����� �
��� � ����2 $ �����;��� $ ����{�(+*�')� ^ � '3'6�1�;� � _ �<s

U
����������2h� _ *�{����;���

⇐⇒ ∃v ∈ U : v ∈ 〈U \ {v}〉
⇐⇒ ∃v ∈ U : vK ∈ Φ(〈U \ {v}〉) = Φ(U \ {v}) = Φ(U) \ {vK}
⇐⇒ Φ(U)

� _ *k{���������a
xN��*���2j��X;����� ^ ��'3'3���;� ��� ����� ' � � �<a
��� �Np;a �Ì� & �%��'jY���� � v �Ì����. � � arp � ��a v a �Ì� & �%��'%s U

���ty���23� _ �%���

⇐⇒ U 6= V
� ��. ∃v ∈ V : 〈U ∪ {v}〉 = V

⇐⇒ Φ(U) 6= P
����.

P = Φ(〈U ∪ {v}〉) = Φ(U ∪ {v}) = Φ(U) ∪ {vK}
� �%� & � vK 6∈ Φ(U)

� ⇐⇒ Φ(U)
���ty���2)� _ �����\���

P
a

� ~"�Ì!-� ��2 & ������� ��� �Ì����. � � a�p � �<a
�

o #$,[# &)>Z*���N�
}�I'=�
(V,K)

�%��� V��%!-�3X;2323����Y Y��r�
dimV ≥ 3 f '3XN��')� �)��.�� � _ ��� �h��� PG(V,K). ��'6�123�;���%'3')(+*KaR�I'=�

K
!�X�Y�Y9�R�+�1�3��n f ')X:��')� �)�%.�� � _ �%���jyk��y�y ��'3')(+*Ka-�I')� K ����(+*"��!�X;Y�Y9� �6�1�6�rn f')X���')�j!1����� � � _ ����� yk��y y���'3')(+*Ka

� ���k
 EK� �K�<�
(P,G)

�<���qÄ�¡6 GÁe�+������»��<¡ ��¢�£R¤ £t��¦9º¿�<�§�<�
S

£t��¦
T

�<��¦ ±µ�§Í+ªt²=¦���¤Ã�<� º<�§ ���¢�±�� ���k²
�I�<¡�¡)Ê�£R¤Ã� »� ��

P
´c¶\¢��k��©���±µ�§·

� ����� � � ��� ����� � ��� � � � � � dimS ∪ T + dim(S ∩ T ) = dim S + dim T
´

� .®�
S ⊆ T =⇒ dim S ≤ dim T

´
� 9®�

S ⊆ T ∧ dimS = dimT =⇒ S = T
´

p��;~



� EE�
S ∩ T = ©" ⇐⇒ dimS ∪ T = dimS + dimT + 1

´
ÀN�<ËÌ�<��º�´��Ì����(+*"�6��s

dim ©" = −1
a

� p �m�IY b �����
dimP ≤ 2

')����.Â�������\Y�[;�;����(+*��%�ÇbÈ{1�����:������(+*"� $ � _ ��*�����.��%���Ka®b��1����'
dimP ≥ 3 f')X7��'=�

P
. ��'6�123�;���%'3')(+* f ����')XÂ�<gR��')�6����2=�9������V���!"�3X;2323����Y

(V,K)
Y����

(P,G) ∼= PG(V,K)
a

�½������� � p�p;a � �m�<gR��')�6����2)��� �m�-�3��2=n;��!"�3X;2323{���Y��
U,W ≤ V

Y����
S = Φ(U)

����.
T = Φ(W )

a
x`�����Ì�%*k����y �3����� ��X;���1���-���W����' � p�p;a � a � � f � p;p;a � a ~"�Ì����.i.���2jx`��Y�����')��X;��'=��X;23Y�����.��%2m����������23�%�
^ ���;� _ 26�Rs

dimS ∪ T = dim Φ(U ∪W ) = dim Φ(U +W )

= dimK(U +W ) − 1 = dimK U + dimK W − dimK(U ∩W ) − 1

= (dimS + 1) + (dimT + 1) − (dim(S ∩ T ) + 1) − 1.

� v �Ì����. � � �<s ����')��')��23�;{�� $ � ���;'3'3�1� $ � � a�p�p �Ì����.Ç8:������(+*�YÃ{1(+*-�3���;!1���r��n;X;� ����')��� � � arp v ��a
��� �Ì.���23��!"�`����' � p �<a

�

o #$,[# &)>Z*���N�
:xN����xN��Y�����')��X;� ')��X;2)Y��%���;�����}����(+*"� ��d 2\��]�� ���m{���Y���a � � & � s�� & ����yk��23�����������8}��23��.��%�7��Y
R3 n���2)���%� $ �%� � p;p;a � arp � � .���� �

2 + (−1) 6= 1 + 1
��a �Ì�%� & ����.�')(+*����<�����48}��26�1.����

� ��.���d�2\�1]���� �m�"�6��2)26{�� Y��
S, T

Y��r�
S ∩ T 6= ©"

��')�\.�����x`��Y�����')��X;��'=��X;23Y������1� & ��� . _ ��2� '3���:��X������Ì.k�����W����'j.��%2`x`��Y�����')��X;��'=��X;23Y����z.���2j����������23�%� ^ ���;� _ 26�;�<a
� ���k
 Yz� �K�<�

(V,K)
�<��� ���+���I �¡�¡)¢�£R¤ Å |K| ≥ 3 Å £t��¦ (A,G) = AG(V,K)

´ Î�Ñt¡
S ⊆ V, S 6=

©",
©���±µ�P·

� ���
S

��º<� ���k�G�<¡�¡)¢�£R¤ »� ��
A

©t�<��¢�£	¦"¢��k� Å ËÌ�<�k� S = a+U
Ð�ÑR¡

a ∈ V
£R��¦ �c�k�I�<¡�»��+���G �¡�²

¡)¢�£R¤
U ⊆ V

´
� .®� 〈S〉 = S ∪ {0} ´
� 9®�4Î�Ñt¡

a ∈ S
©���±µ�P·

S = a + S − a = a+ 〈S − a〉 ´
� EE�4Î�Ñt¡

S = {a0, . . . , an}
©���±µ�

S = a0 + (a1 − a0)K + · · ·+ (an − a0)K =

{
n∑

i=0

aiλi ; λi ∈ K,

n∑

i=0

λi = 1

}
.

� Y®�½�K�<�
a ∈ S

´c¶\¢��k� ©���±µ�P·
� Wz�

S
��º<� £R��¢"°<ª Ê��t©��r© ⇐⇒ (S − a) \ {0} ��º<� ±µ���®�3¢�¡}£t��¢"°<ª Ê��t©��r©"´

� 55�
S

��º<�Ì¢"°<ª Ê��t©��r© ⇐⇒ (S − a) \ {0} ��º<� ±µ���®�3¢�¡ ¢"°<ª Ê��t©��r©"´
� GR�

S
��º<�5À`¢�º<��º ⇐⇒ (S − a) \ {0} ��º<� »��+���I �¡<�§�<±�±��NÀ`¢�º<��º�´

p�� �



� 8®�½�K�<�
a ∈ V

£t��¦
U

�<��� ���k�G�<¡�»��+���I �¡<¡)¢�£t¤ »� ��
V
´5¶\¢��k�W©���±µ�

dim(a + U) = dim(U)
´

Æ<� º�°<�+º¿ ���¦t�<¡6�j©���±µ�
dimA = dimV

´
ÀN�<ËÌ�<��º�´j����2j�-� � $ ���Ç.���� �����6'6�1(+*�� f .k��')'N.���� ^`_�_ ����.���� � τa : V → V ; x 7→ x + a

��d�2m�������
a ∈ V

X��z��� _ ��2h�%��� ^ � �3X;Y�X;23y�* ��'3Y ��'Ìn;X��
(V,G)

��')� � ����� �}�w23����'3���1�6��X;�K�Ï�<a
� p �Ì����. � v �<s � _ ������a
� � �N���%�;��� � � a v p1a v �¾�;�����

S = τa ◦ τ−a(S) = τa(τ−a(S)) = a + S − a
aK���%�;���

0 ∈ S − a� ��. � v � ��X;����� 〈S − a〉 = S − a
a

��� � ^ �R���"� _ ��� v � ����. v � a
��� �`����2 $ �����;��� $ � �k{�(+*�'=� ^ ��'3'3���;� � _ ��s UR�%������')X

S
� _ *k{1���;��� az�½���;�%� � � a v p�a � �N��'=�:.k�����

τ−a(S) = S − a
� _ �%� �³������'h� _ *k{����;���q����.i��'m�<gR��'=�6����2)�

x ∈ S − a
Y��r�

x ∈ (S − a) \ {x} ap�a b��1���§s
x 6= 0 f .k��� �W�;�����

0 ∈ (S − a) \ {x} ����. & �%�;��� � v �Ì�;�����

〈(S − a) \ {x}〉 = (S − a) \ {x} =
〈(

(S − a) \ {0}
)
\ {x}

〉
.

xN��*���2mY9��')'
(S − a) \ {0} ����������2h� _ *�{����;���q'3�����Ka

v a5b ������s
x = 0

a � ' ��g ��')�3����2)���
a0, . . . , an ∈ (S − a) \ {0} Y����

0 ∈ {a0, . . . , an} & ���;�%�. ��2 � ��.�����(+*�!1���r�6' _ ��. �����;� ��� � � a � ��a��`��(+* ��� �:�<gR��'=�6����23�%�
λi ∈ K

Y��r�
0 =

∑n

i=0 aiλi

����.
∑n

i=0 λi = 1
a ^ ��')X �<gR��')�6����2=�

i0
Y����

λi0 6= 0
����.

a0, . . . , an

')����.Â����������2`� _ *k{�� �;����a�x¾�1Y��r�
��')�m��� (+*

(S − a) \ {0} ����� �e��2h� _ *k{���������a
Ut���E��Y��;��!1��*�2=�

(S − a) \ {0} �������e�12h� _ *k{1���;��� a�x¾��� �W��g ��')�3����2=�
y ∈ (S − a) \ {0} Y��r�

y ∈
〈(

(S − a) \ {0}
)
\ {y}

〉 (2)
= (S − a) \ {y}

� ��.
S − a

��'=�m� _ *k{1���;��� a
xN��26��� 'j��X������j�1��(+* ^ ��'3'3���;� � �"��a
�®� ^ � '3'6�1�;� � (¿����')� & ���;�%� � �;�Ì��XR(+*

S = A ⇐⇒ 〈(S − a) \ {0}〉 = V $ � $ �%���;�%�Ka��½���;�%�

〈(S − a) \ {0}〉 = S − a = τ−a(S)

� ��.
V = A

��X;�����j��� (+*W.�����')��� ��*k��� y �6��� ��a
� ~"���½������� � � a v p1a � � �;�����

dim(a+U) = dimU f ����')X X � a a = 0
a �`���Ã��X������ .���� �Ì��*�����y �3�����

�1��' �
� �ÌY����
(U,K)

')�+���3�
(V,K)

a
�

��� �\CKJ�C �\CEQNCEQ
^ ]���� �m�"�6��2)26{�� Y���.���'

Kn
�
K
�m[;23y���2 f ����(+* K = Z2

Y�[;�;����(+* �j�623�<�6�%����� .��%2\����������23�%�
^ ���;� _ 26������'	�E[;')�����;')Y��%���;�%� ����� �e��2)��2	8}���%��(+*-������'3' �t'=�6��Y�� ��� �Ga ����2 _ �<�626�1(+*-�3����*�����2 .����
� �tyz�%23� _ ��� ���Â�<� & ��'m�;�%�k�����%2�a

p���"



� 'm'3�%�
(V,K)

����� � �m�%(+*-�3'
�
�GV���!"�3X;2323����Y ����.i��' _ � $ �%��(+*�� �

L := {f : V → K ; f
����������2 } = HomK(V,K)

. ��� �i�����;�N.���2h�E�����e��2=��X;23Y�������� �
V
at���%���3��2 '3��� L∗ := L\ {0} aRb�d�2 f, g ∈ L f λ ∈ K

����.
��d 2`�1�����

x ∈ V
'3�<� $ �

(f + g)(x) := f(x) + g(x)
����.

(λf)(x) := λf(x).

xN�����i��')�
(L, K)

�����i������!-'
�
V���!"�6X;2)26��� Y � �`��(+*�23�%(+*����%�K����a

Ut���
U ≤ V

������� � n;�%!"�6X;2)���������e� � �Ry���2)� _ �����1aÈx¾�1��� �<gR��'=�6����2)�\���������������e�12)��X;2)Y
f ∈ L Y����

Kern f = {x ∈ V ; f(x) = 0} = U
a �Ç�1�W!1X;��')�323������2)�

f $ a �Na & ���¾��X;�����esUt���
v ∈ V \ U f ����')X V = U ⊕ vK

��.k��� �

∃1(ux, λx) ∈ U ×K : x = ux + vλx ;
')�%� $ � f(x) := λx .

�mY�����!��%*�2)�i��')�	.��%2 �}��23���%�����%2��������e�12)��X;2)Y
f 6= 0

��Y�Y��%2Ã�������7� �Ry���2)� _ ����� f .���������d�2
v ∈ V

Y��r�
f(v) = 1

�������
V = U ⊕ vK

a � � ���c����.�����(+*��%2}xN��Y��%��'3��X;� f !������7Y����Â��� (+*7Y��r�
. ��2mxN��Y���� '3��X���')��X;2)Y��%�K��2)�;��Y����"�6����2)���Ks

dim Kern f + dim Bild f = n
aÏ�

Ut���c�t� �
H

�������9�1]���� ���ty���23� _ �%��� f ����')X H = a + U
��d�2m�����

a ∈ V
����.Ç����� � n���!"�6X;2)���%�����

� �tyz�%23� _ ��� �
U ≤ V

a1b�d�2
f ∈ L∗ Y����

Kern f = U
�;���r�

H = {x ∈ V ; f(x) = f(a)} f .���� ���d 2\�1�����
u ∈ U

�;�����
f(a + u) = f(a) + f(u) = f(a) f �1��'3X H ⊆ {x ∈ V ; f(x) = f(a)} abwd�2

x ∈ V
Y��r�

f(x) = f(a)
�������

f(x− a) = 0,
.Ka3*Ka

x− a ∈ U f ����'3X x ∈ H
a

�®� '6��Y�Y��%� �³��')'3��� .W'=�6�������%� & ��2�����'=�es
� ���k
 8z� �K�<�

(V,K)
�<��� ���+���G �¡�¡)¢�£R¤�´E¶\¢��k��©���±µ�§·

� ���4¶:�§�9»��+���G �¡��§�<±�±��<� � �+Äk�<¡6��°<�<�®�<�
H ≤ V

º<����¦Ã©t�<��¢�£ ¦��§�  q�<¡��®��¦t�<¡ �w���®�3¢�¡�Ðe �¡�¤Ã�<� ¸ 6=
0
¼ Å ¢�±Ïº¿  »� �� ¦t�<¡¾Îc �¡<¤

H = {x ∈ V ; f(x) = 0} = Kern f
¤q���

f ∈ L∗ ´
� .®�4Î�Ñt¡

g, h ∈ L∗ ©���±µ�§·
Kern f = Kern g ⇐⇒ ∃λ ∈ K \ {0} ¤q���

λf = g
´

� 9®�4¶:�§�\¢)¬�®�<� � �+Äk�<¡+��°<�<�®�<�Ç���
AG(V,K)

º<����¦q©t�<��¢�£W¦��§� �4�<�t©t�<�4¦t�<¡NÎw �¡�¤

Hf,µ := {x ∈ V ; f(x) = µ} , ËÌ �°<�<�
f ∈ L∗, µ ∈ K.

� EE� ��ºN©���±µ�P·
Hf,µ = Hg,ν ⇐⇒ ∃λ ∈ K \ {0} ¤q���

λf = g
£t��¦

λµ = ν
´

ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿�Ì'3���%*��:X _ ��� f � v ����'=�`URyz� $ �������³������n�X;� ��� ��a
� � � # ⇐=

, ')���%*�� X _ �%� f µ = f(a)
a # =⇒ ,;s ���%�;���

f 6= 0
�<gR��'=�6���%2)���%���

v ∈ V
Y��r�

f(v) 6= 0
azx¾�����Â�������

f(vf(v)−1µ) = f(v) · f(v)−1µ = µ
� ��.

Hf,µ = vf(v)−1µ + Kern f��')�j�%����� �1]���� ���ty���2)� _ �����1a

p�� �



��� � # ⇐=
,½��'=�W!-����2�a # =⇒ ,�s p�ajb��1���§s

µ 6= 0
a`UR�%� $ � λ := νµ−1 amb�����.�� a ∈ V

����.
� �tyz�%23� _ ��� �

U ≤ V
Y����

Hf,µ = Hg,ν = a + U
a � '���X;�����

f(a) = µ f g(a) = ν
�k�1(+*

V�X�26����')'3�<� $ � ����azb�d�2m������� x ∈ V
��gR��')�3���%2)�m�;�������W�%���

(ux, αx) ∈ U ×K
Y����

x = ux + aαx� ��.W�%'m��X������

f(x) = f(ux + aαx) = f(aαx) = µαx.
8}���k��� '3X

g(x) = ναx = λµαx = λf(x).

UtX;Y��r�h��2)�;� _ �j'3��(+*
λf = g

a
v a b �����§s

µ = 0
a � � a

ν = 0
� & ����.��}')X;��'=�¾p;aRb ����� ����Y��r�

ν
'=�+�1�)�

µ
��a ^ ��')X

Hf,0 = Hg,0 = U��d 2¾�������9� �Ry���2)� _ �����
U ≤ V

aEUR�%�
a ∈ V \ U aKx¾�1���7�;���r�

f(a) 6= 0 6= g(a)
����.

a + U =
Hf,f(a) = Hg,g(a)

a �W���:p;a�b��1��� ∃λ ∈ K \ {0} : λf = g
a

�

� ���k
 ` � ��º`º¿�<�
(V,K)

�<���®� ���+���G �¡�¡)¢�£t¤�´
PG(K×V,K)

ËÌ�<¡)¦t�:¢�±Ïº�Ä�¡6 GÁe�+���³��»��<¡h¯}°<º¿Í+ªt±µ£"º+º
»� ��

AG(V,K)
¢�£<Ð)©t��Ð%¢�º+º<�m¸P»<©�±r´Ì¸�� �"´��%¼+¼�´ �NÑR±�±��<�Çº<����¦����

PG(K × V,K)
¨�£i±��+º¿�<��´

¶ ¢��k��©���±µ�
Hf,µ = Kern `

¤q���
` ∈ Hom(K × V,K)

£R��¦
`(x0, x) = −µx0 + f(x)

´
ÀN�<ËÌ�<��º�´`b�d�2

x ∈ Hf,µ

�;����� −µ+ f(x) = 0,
.k��*��%2�*k�1��YÃ���

`(ι∗(x)) = `(1, x)K = 0
a�xN��'

$ ������� Hf,µ ⊆ Kern `
����. & ������� � p�p;a � a � �}� ��. � p;p;a ~Rarp �

Hf,µ ⊆ Kern `
a ^ ��.���2)��2)'3���r�6' �;���r�

��d 2
(1, x)K ∈ Kern ` ∩ V : `(1, x) = 0 ⇐⇒ f(x) = µ

a �W�r� � p � a�p�p�a � � ��X;���1� # = ,+a
�

� ���k
 az� o #$,[# &)>Z*���N�
 � p �5� {1*���� Y����Ã.����`Ut�+��� .k��23. _ ��'3��'Ì.��%'
Kn f ')X *k�1� �)��.��%' f ∈ L . ���

bkX;2)Y
f(x) = a1x1 + . . . + anxn = aTx

� .Ka *®a
(a1, . . . , an)

��'=� �W�1�62)�rgR.k��2)')�6�%���������	n;X;�
f_ $ �;��a�.���2`Ut�6����.k�123. _ �1'3��'6�<a� v � � ���i�������e��2)��'j8}���%��(+*-������'3' �t'=�6��Y

a1,1 x1 + . . . + a1,n xn = b1aaa aaa aaa
am,1 x1 + . . . + am,n xn = bm

!���� �Â����'3X�.���23(+*
m

�������e�12)��X;2)Y��%�
fi ∈ L ����. �m[;23y���2)������Y����"�6�

bi ∈ K
_ �%'3(+*�2)��� _ ��� & �%2 �. ���Ks ∀i = 1, . . . , m : fi(x) = bi

a1xN��� �E[;'3� ���;'3Y���� �;����'=��')X;Y���� ⋂
i=1,...,mHfi,bi

f �%���9��]�� ��2
�c������23����Y¥n;X;�

Kn
� .��%2h�k�1�3d�23����(+*	��� (+*W������2Ì'3������!1�1��� �<aR���%�;��� ^ �R���"� _ � � �9��'=�m����(+* �)��. ��2

��]�� �Ã�c������26��� Y �E[;'3� ���;'3Y���� �;�Ã�%�����%'\����������23�%�08}���%��(+*-�����;')' �t')�3��Y�'�awxN��� ^ � $ ��*���.��%2 Y����
�. ��')�3����' _ �%��[��6�����6�%�Â� �Ry���2)� _ �����%� ��� ^ � $ ��* �c. ��2}8}���%��(+*-��������� � _ �%')�3��Y�Y �j.����\xN��Y��%��'3��X;�

. ��'`��[�'3������'326�1��Y�' � *����%2hX;*���� �Ì� & �%��' f U-�6��(+* & X;2)� # �m������,¿�<a� � �}�I����������Y V��%!"�6X;2)26����Y
(V,K)

���"�3'3y�2)��(+*��%�É�1��'3Xi.��%��n;�%!-�3X;23�����������½���ty���2)� _ �����%� � ����.
.���Y��r� ����(+*½.��������tyz�%23� _ �%�����0���

PG(V,K)
�}� Y�!1��*�2 _ ��2 ����� .���� �3����.����ip

�
.���Y��%��'3��X;�k�������

�m�"�6��2=n;�%!-�3X;2323{���Y�� n�X;� L a
� ��� �`�"�6�%2323����Y

G
n�X;�

PG(V,K)
*�������� � 
Z\�# &)NV#$&)W+!%# fz& �����7�%' $%& ���cn;�%23'3(+* ����. ���������

�y���2)� _ �����%�
H1, H2

�;� _ �:Y��r�
G = H1 ∩ H2

a��I')�
dim PG(V,K) = n

�%��.�����(+* f ')XÇ'3����.4.����
� �tyz�%23�;�%26��.��%�Ç�;�%�k���i.����

(n− 2) �
.���Y��%��'3��X;�k������� �m�-�3��2)26{���Y��}n;X;�

PG(V,K)
a

p;p��



� � $ �%��(+*�� �%� H _ $%& a Hg

. ��� �W�������:��������2 ���ty���23� _ �%����� _ $<& a � �;��23��.����Ã���
PG(V,K) f .k��� ���')�

(H,Hg,⊇)
�%���4�I� $ ��.���� $ 26�1��Y � .��%2:'3X;�"�12 �%���4y�23X �)��!"�6�rn;��2 �m����Y ��')�+� f �;�%�k�����"� S *%W+J �

&)W+*�, n;X;�
PG(V,K)

a
(H,Hg,⊇) & ��23. ���7�k�1�6d 23����(+*���2¾�½����'3� .���2)(+*�.��%���E����!-'

�
V��%!"�6X;2)26����Y

(L, K)
!1XRX�23.����k�1�6�

�')���%2)�ea�Ut�����%���%� & � f1, f2 ∈ L ����� �e��2�� �k� _ *k{1���;��� f .k�����i�;�����

Kern f1 ∩ Kern f2 =
⋂

λ,µ∈K

Kern(λf1 + µf2),

� ��. .k�1' & ��23..���2)(+* .��%� $%& ����.���Y���� '3��X��k�����%� �`�"�6�%2)n���!"�6X;2)26��� Y
Kf1 + Kf2

n�X;� L _ �
�')(+*�23��� _ ���Ka

x`��� �`X;2)23�%'3y�X;��.��%� $ y�2)X��)��!"�3��n;�%Y �`��� Y ����.ÇxN�k����26����Y ���"�6')y�23��(+*-�`�;�%�k���Ç. ��2 �`X;2)23��')yzX��
�. ��� $ $%& ��'3(+*��%�WV���!"�3X;2323����Y ��� .W')����� ��Y .��������%�iV��%!-�3X;2323����Yia

�IY Utyz� $ � �1���³����� dimV = 3
��'=� . ��2 *����%2 . �%�k������2=�6�mxN�k����26��� Y �;�������Ã.��%2 ��� � p;arp;a�p �"� _ �<�623��(+*

��3�%�3� �I� $ ��. ��� $ 26����Yia
��� � � & ���cx¾��2)')�6�%���������;�%����d 2j�1]���� � ����.W����(+*Wy�23X �)��!"�6�rn;�¿� �m�-�3��2)26{���Y��:'3����.Ks

:6W &)W+,[#'?R# &<!�W &<O�?]#7J"J"*��%N f � ��g y ��� $ ���+� f .Ka3*®a����\.���2Èb X�23Y a0+a1K+a2K+· · ·+adK, & X _ �%�.����
ai − a0

�������e�12����k� _ *k{����;��� '3��� .Kakx¾��� �W��')�
d
.����:xN��Y���� '3��X�� �

SU;@;�&<!��K�%WQ?R#$��!�WQ&IO ?R#$JKJ"*��%N f � ��Y�y���� $ ����� f .Ka3*Kaj�1��'��E[;'3� ���É�%�����%'������ �e��2)��� 8:������(+*t� ���;'3' �t'
��6��Y�' & ���}X _ ��� _ ��'3(+* 23��� _ �%�Ka

x`��� �`Y�23�%(+*��-�����i����� ��2 �`XtX;23. ���k�1�3����.���23'=�6��������� � ��� ������� ���126��Y��%�3��23.���23'=�6��������� �i��')�:����(+*"�6'
�1��.���2)��'`����'h.���'m��[�'3���i.��%'m. �%�k������2)����.��%�Ç����������23�%�Ç8}���%��(+*-������'3' �t'=�6��Y�'�a
x`��� �mY�2)��(+*��-��� ���%�����%2��w��26��Y��%�3��2).k��23'=�6�%����� ��� ���Ã������� �mXRX;2).������1�6�%��.k��2)')�6�%���������:��d�*�2)������(+*
�1� �È.k�1'j��[�'3���W��������'j�������e�123���i8}���%��(+*-������'3' �t'=�6��Y�' � �Ì�%��'3y �����®��� � _ � ���-�<a

p;p;p



��� � �U��� � � � �C����
 � � � � � �����Z���i� �������@�	� �%�	����� 
 � ��� �

�I�i.�����'3�%Y ^N_ '3(+*����r�3�`'3�%�
K

����� �m[;23y���2jY���� |K| ≥ 3
a

� �7.K
"� ���%*���!%W+,[#$�P?]W+JKO�WQ?R�d!%# &1WQ0i��#$� ��# ;�,[#'?R&<�L#�
 �K�<�§�<�
(V,K)

£R��¦
(V ′, K ′)

���+��²
�I �¡�¡)Ê�£R¤Ã� ¤q���

dimV ≥ 2 Å dimV ′ ≥ 2
´ � �<���I�<¡ º¿�<�

T ′ := T (AG(V ′, K ′))
¦��§�Â¹ ¡)¢�� º<±r¢�����²

 �� º3©�¡�£¿Ä"Äk�:»� ��
AG(V ′, K ′)

´c¶ ¢��k�	©���±µ�§·
� ���7Æ+º<�

σ : V → V ′ �<���®�\º¿�<¤q��±µ���®�3¢�¡6� Àj� Áe�+�����§ �� £t��¦
τ ∈ T ′ Å ¦"¢��k�4��º<�

τ ◦ σ �<���®�  q �±�±µ��²
�®�3¢��³�§ ��

AG(V,K) → AG(V ′, K ′)
´

� .®�½�K�<�
ϕ : AG(V,K) → AG(V ′, K ′)

�<���®�  q �±�±µ���®�3¢��³�§ �� Å ¦"¢��k�W���;��º<�³�§�<¡��K©t�<��¢�£	�<���
τ ∈ T ′£t��¦q©t�<��¢�£7�<���®�}º¿�<¤q��±µ���®�3¢�¡6�`Àj� Áe�+�����§ ��

σ : V → V ′ ¤q���
ϕ = τ ◦ σ ´

ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿�h8:�%�k��� & ���:��� ��� a � �<a	� �e��(+*"�6�\.k� _ ���
σ̂(K) = K ′ a

� v �¾UR�%�
τ ∈ T ′ .���� � ������.��%� �6��� _ �%')�3��Y�Y �6�e�m�c26����')� �1�3��X;�ÇY��r�

τ(0) = ϕ(0)
aKxN����� ��'=�

σ :=
τ−1 ◦ ϕ : V → V ′ �%����� �mX;�����������1�6��X;�ÃY����

σ(0) = 0
a

��ºN©���±µ�
στxσ

−1 = τσ(x)
´

�`�1�6d 23����(+* ��')�
σ′ := στxσ

−1 ������� �`X;���������e�1�3��X;� n;X��
V ′ a ���%�;���

στxσ
−1(σ(G)) = στx(G)‖σ(G)

��'=�
σ′ ')X;�"��2m�������\xN�����1�+�1�3��X;�®a σ′ *��1�m!��������bw�rgRy�����!"�3� f .��%��� στxσ

−1(y) = y
��d�*�2=�m��� �

τxσ
−1(y) = σ−1(y) �

����� ���
�. ��23')y�23� (+* f .k� τx

!���������b��rgRy���� !-�3��*��1�ea��W�r�
στxσ

−1(0) = σ(x)
��X;�����:. ���

^ ��'3'3���;�1a
xN��*���2m�;�����

∀x, y ∈ V : σ(x + y) = σ ◦ τx(y) = σ ◦ τx ◦ σ−1 ◦ σ(y) = τσ(x)σ(y) = σ(x) + σ(y).

bwd�2
x ∈ V \ {0}, λ ∈ K

��X;���1�
σ(xλ) ∈ σ(xK) = σ(0, x) = 0, σ(x) = σ(x)K ′ f ����')X��gR��')�3���%2)�

σ̂x(λ) ∈ K ′ Y��r�
σ(xλ) = σ(x) · σ̂x(λ)

a
σ̂x(λ)

��º<� £t��¢"°<ª Ê��t©��r©�»� ��
x
´

Ut���
y ∈ V \ {0} a p;a5b �����§s

x, y
�������e�129���k� _ *k{����;����aÈxN�����'3��� . & ������� y 6∈ 0, x ⇐⇒

σ(y) 6∈ 0, σ(x)
�1��(+*

σ(x), σ(y)
�������e�12����k� _ *k{����;����a � 'j�;���r�

σ(x)σ̂x(λ) + σ(y)σ̂y(λ) = σ(xλ+ yλ) = σ((x + y)λ)

= σ(x+ y)σ̂x+y(λ) = (σ(x) + σ(y))σ̂x+y(λ)

= σ(x)σ̂x+y(λ) + σ(y)σ̂x+y(λ)
� ��� �mXR�<] $ ���%�"�6���"n���23��������(+* $ �����1� σ̂x(λ) = σ̂x+y(λ) = σ̂y(λ)

a
v a�b �����§s

x, y
����������2 � _ *k{�� �;����aE� {�* ���

z ∈ V
Y��r�

x, z
����� �e��2:���k� _ *k{��������Ç� ��. $ �%���;� & ���X _ �%�

σ̂x(λ) = σ̂z(λ) = σ̂y(λ).����2h.��%�������%23���W����'3X
σ̂(λ) := σ̂x(λ)

����.i��'m�;���r� ∀x ∈ V, λ ∈ K : σ(xλ) = σ(x)σ̂(λ)
a

p;p v



σ̂ : K → K ′ ��º<�Ì°�� Áe�+������»�´

σ̂
��º<� ���eÁe�+������»�· bwd�2j�������

x ∈ V \ {0}, λ, µ ∈ K
Y��r�

σ̂(λ) = σ̂(µ)
�;�����

σ(x)σ̂(λ) = σ(x)σ̂(µ) =⇒ σ(xλ) = σ(xµ) =⇒ xλ = xµ =⇒ λ = µ.

σ̂
��º<�Nº<£R¡�Áe�+���³��»�· UR�%�

λ′ ∈ K ′ aw� {1*����
x ∈ V \ {0} f .k����� �;�����

σ(x)λ′ ∈ 0, σ(x) f ����'3X��gR��')�3���%2)�
y ∈ 0, x

Y����
σ(y) = σ(x)λ′ a � 'j�;����� y = xλ

��d�2h�����
λ ∈ K f .Ka3*Ka

σ(x)λ′ = σ(y) = σ(xλ) = σ(x)σ̂(λ) =⇒ σ̂(λ) = λ′.

�I� '3�;�%'6��Y �¾��')�N����'3X
σ : V → V ′ �%�����\'3��Y�������������23��� � �)��!"�3��X;�iY��r���Ì���;�����r�6��')X;Y�X;23y�* ��'3Y ��'

σ̂
a

�½�������
ϕ = τ ◦ σ ��'=�j.������Ì�%*k����yR�6�������;� $ �������ea �

� �7.K
 .z���Z;�JLN�# &<*���N�
 � � �  q ¿ �¡3¦�����¢��³��º<�§�<¡6�<��¦t�<¡:���+���I �¡<¡)¢�£t¤ £R��¦	 q«�¡PÄk�<¡ ¦t�+º�¢�¡�©�£ �+º+º¿Í+ªk�<¡ ¢)Ð�²
���®�<¡ ��Ê�£R¤Ã��¸P¤q���

dim ≥ 2
¼qº<����¦ °���º ¢�£�Ð`Æ+º¿ �¤Ã �¡PÄkªt�§�\�<����¦t�<£R�³�r© °<�+º<�³��¤q¤q�P´

� .®�½�K�<�
(V,K)

�<���¥���+���I �¡<¡)¢�£t¤ £t��¦
α ∈ Aut(AG(V,K))

´j¶ ¢��k� ���;��º<�³�§�<¡<�`©t�<��¢�£��<���®�
¹�¡)¢�� º<±r¢��³�§ ��

τ
£R��¦�©t�<��¢�£�<���

σ ∈ ΓL(V,K)
¤q���

α = τ ◦ σ ´�¯N��¦t�<¡+º ¢�£"º3©t�3¦�¡�Ñ Í+���§·
∃1σ ∈ ΓL(V,K) ∃1a ∈ V

¤q��� ∀x ∈ V : α(x) = σ(x) + a
´EÆ<� º�°<�+º¿ ���¦t�<¡6�j©���±µ�P·

Aut(AG(V,K))0 := {α ∈ Aut(AG(V,K)) ; α(0) = 0} ∼= ΓL(V,K).

� �7.K
 9z� o #$,[# &)>Z*���N�
qp;amxN�%2j�I'3X;Y�X;23y *����
�
�Ì�%�;23� �W��d�2hV��%!-�3X;2323{���Y�� & ��23. �\')(+*�X;�Ç���Â| �

������;�%�td _ �%2Ã.��%2Ã�������e�123��� ^ ���;� _ 26�
�

n���26�1��������Y������ ��2)� f �k{�Y�����(+*. ��23(+* .���� � ��� ��d�*�2)�����
')��Y�������������23�%2��Ì� �)�%!-�3��X;� ���KacxN�%2 �I'3X�Y�X;2)y�*����

�
� ���;2)� �����' .��%2 �������e�123��� ^ ���;� _ 23� � # ����� �e��2)�� � �)��!"�3��X;�t,=�È��')�Ì�-��2h��.k{ �t���1� ft& �%����.���2�8:2)����.�!1[;23y���2Ì���%')�h��')��a x¾�en�X;��!1�1��� Y����	� _ ��2 ���

. ��2`8:�%X;Y��%�62)���¾� ��(+*"�`����'3����*��%�Ka
v am�I'=�

(V,K)
�%���ÂV���!"�3X;2323����Y f ����.7�������

Aut(K) = {id}
� �<� & � ��d�2

K ∈ {Zp,Q,R}
� f '3X*��1� �)��.�� ^ ]����r�+{1�

α ∈ Aut(AG(V,K))
�%�����:�%����.��%� �6���;�:x¾��2)')�3�����������

α(x) = σ(x) + a f
& X _ ��� a ∈ V

��� .
σ ∈ GL(V,K)

� ����'3X
σ
����������2+��a

� a �i���NU �1� $ � p v a�pe�j��')�m������� !�X;Y�y����<�3�3� �����;� _ 26����'3(+*�� x¾��2)')�3�����������Ã��������2h23�%���<n��1�-�3���Â� _ �)��!"�6�
. ��'6�123�;���%'3')(+*���2 �1]�����2 �m{���Y��9Y��r�

dim ≥ 2
���%������. ���Kacb�d�2¾�1]������`{�� Y��qY����

dim
�

Xt.��%2}p\��')�j.k��'j����(+*"�jY�[;������(+* fR& �����E. ���}�I� $ ��.��%� $ '=�623� !-�3��2j�623�rnt� ���z��')��a
� �7.K
 EK���%*���!%W+,[#$�P?]W+JKO�WQ?R�d!%# &1\�&);Q=�# >@?R�LA�#$� ��# ;�,[#'?R&<�"# 
 �K�<�§�<�

(V,K)
£R��¦

(V ′, K ′)���+���I �¡�¡)Ê�£R¤Ã��¤q���
dim V ≥ 3 Å dim V ′ ≥ 3

©t�§©t��°<�<��´ �K�<�§�<� ËÌ�<���I�<¡
(P,G) := PG(V,K) Å

(P ′,G′) = PG(V ′, K ′)
´c¶\¢��k��©���±µ�§·

� ���7Æ+º<�
σ : V → V ′ �<���®�qº¿�<¤q��±µ���®�3¢�¡6� Àj� Áe�+���³�§ �� Å ¦"¢��k�0��º<�

σ̄ : P → P ′; xK 7→ σ(x)K ′�<���®�  q �±�±µ���®�3¢��³�§ �� Å ¦��§�:»� �� σ � ��� ���������	�� � � ��� � � � � 	����
� ´

p;p �



� .®�7Æ+º<�
ϕ : P → P ′ �<���®�  q �±�±µ���®�3¢��³�§ �� Å ¦"¢��k�4���;��º<���§�<¡��h�<���®�¾º¿�<¤q��±µ���®�3¢�¡6�NÀj� Áe�+���³�§ ��

σ : V → V ′ ¤q���
ϕ = σ̄

´
ÀN�<ËÌ�<��º�´ � p¿�h8:�%�k��� & ���:��� ��� a ""�<a
� v � UR���

H
�������`���tyz�%23� _ �%���¾���

P
aRx¾��� �Ã��'=�

H ′ := ϕ(H) & �%�;��� � � a v p;a � ���%�����`���ty���2)� _ �����
n�X;�

P ′ a5���%�;��� � p;p�a � �9')����.
W :=

⋃
X∈H X

����.
W ′ :=

⋃
X′∈H′ X ′ ���ty���23� _ �%����� . ��'

V��%!"�6X;2)26����Y�'�azUR�%�
aK ∈ P \H azxN�����Â��g ��')�3����2=�

a′ ∈ V ′ \W ′ Y����
a′K ′ = ϕ(aK)

� ��.Â��'
�������

V = W ⊕ aK f V ′ = W ′ ⊕ a′K ′ a
x`��� ^N_�_ ����. �����;�%�

κ : K ×W → V ; (λ, x) 7→ x + aλ
����.

κ′ : K ′ ×W ′ → V ′; (λ′, x′) 7→
x′+a′λ′

')����.:�������e�123� �Ì� �)��!"�6��X;���%�KaexN��� UR��2 �)��!"�6�rnR�r�+{1�®��X;�����E����'
V = W+aK f . ���È�I���)�%!"�6��nt�r�+{1��1��'

κ(λ, x) = κ(µ, y) =⇒ x+ aλ = y + aµ =⇒ W 3 x− y = a(µ− λ) ∈ aK

� ��.
W ∩ aK = {0} a κ ��� .

κ′
����. � $ ����23�%� & �%�;��� � p � �mX;�����������1�6��X;�����®s

κ̄ : PG(K ×W,K) → PG(V,K)
����.

κ̄′ : PG(K ′ ×W ′, K ′) → PG(V ′, K ′).

UR�����-��� ˜AG(W,K)
.��%2\y 23X��)�%!-�3��n�� ^N_ '3(+*�����'3' n;X;�

AG(W,K)
Y��r� b �%23��* �ty���23� _ �%���

F
a

�`��(+* � p;p;a v � �;� _ ����'���������� �I'3X�Y�X;2)y�*���'3Y9��'
ι∗ : ˜AG(W,K) → PG(K × W,K)

amUR�%� $ �
α = κ̄ ◦ ι∗ a � 'm�;���r�

α(F ) = κ̄ ◦ ι∗(F ) = κ̄
({

(0, x)K ; x ∈ W ∗
})

= {κ(0, x)K ; x ∈ W ∗}
= {xK ; x ∈ W ′∗} = H.

� �"�6')y�23�%(+*���� .W��g ��')�3����2=� ��d 2Ì.��%� y�23X �)��!"�6�rn;��� ^`_ '3(+* ����')' ˜AG(W ′, K ′)
n;X;�

AG(W ′, K ′)
Y��r�

bk�%23��* �tyz�%23� _ �%���
F ′ �%����� �mX;�����������1�6��X;� β : ˜AG(W ′, K ′) → PG(V ′, K ′)

Y��r�
β(F ′) = H ′ a

����2�23��'=�62)�����;����2)��� .������mX;�����������1�6��X;�
τ ∗ := β−1 ◦ϕ◦α � ��.Ã�%23*k���r�6�%� & ���;�%� H ′ = ϕ(H)

����.
τ ∗(F ) = β−1 ◦ ϕ ◦ α(F ) = F ′ .��%�Ç�I')X;Y�X�23y�*���'3Y9� '

τ = τ ∗ AG(W,K) : AG(W,K) → AG(W ′, K ′).

� 'm�;���r�

α(0) = κ̄ ◦ ι∗(0) = κ̄((1, 0)K) = κ(1, 0)K = aK
� ����.W���k�1��X;��s

β(0) = a′K ′ �
=⇒ τ(0) = β−1 ◦ ϕ ◦ α(0) = β−1 ◦ ϕ(aK) = β−1(a′K ′) = 0.

p;p �



�`��(+* � p v arp�a v �Ì��'=�m����')X
τ : W → W ′ �������:'3��Y�������������23� �Ì� �)�%!"�6��X��Ka � 'j�;���r�Ì��d�2m�������

x ∈ W
s

ϕ((x+ a)K) = ϕ ◦ κ̄((1, x)K) = ϕ ◦ κ̄(ι∗(x)) = ϕ ◦ α(x) = β ◦ τ(x)
= κ̄′ ◦ ι′∗(τ(x)) = κ̄′((1, τ(x))K ′) = (τ(x) + a′)K ′.

xN�
V = W ⊕ aK

����.
V ′ = W ′ ⊕ a′K ′ ��')�

σ : V → V ′; x + aλ 7→ τ(x) + a′τ̂ (λ)

& X;*���.��%�������%2)� ����. _ � �)��!"�6�rnza�xN��� ^`_�_ ����.���� �
σ

��'=� '3�%Y�������� �e��2 Y��r� �Ì�%�;���%���6��'3X;Y�X;2)y�*���')Y9��'
σ̂ = τ̂

��� _ �����-��a
�m�����������

ϕ P \H = σ̄ P \H
� ��.

σ̄, ϕ
'3����. �`X;������� �e�1�3��X;���%�

P → P ′ aE�½���;�%� � p � a�pe~Ra � �
��X������

ϕ = σ̄
a

�

� �7.K
 Yz���Z;�JLN�# &<*���N�
 � � �  q ¿ �¡3¦�����¢��³��º<�§�<¡6�<��¦t�<¡¥���+���I �¡<¡)¢�£t¤ £R��¦  q«�¡PÄk�<¡ ¦t�+º�¢�¡�©�£ �+º+º¿Í+ªk�<¡
Ä�¡6 GÁe�+������»��<¡ ��Ê�£t¤Ã� ¤q���

dim ≥ 2
º<����¦ °���º ¢�£<Ð`Æ6º¿ �¤Ã �¡PÄkªt�§� �<����¦t�<£t���r© °<�+º<�³��¤q¤q�§´

� .®�7Æ+º<�
(V,K)

�<��� ���+���G �¡�¡)¢�£R¤ ¤q���
dim V ≥ 3 Å ¦"¢��k�Â��º<�Ì¦��§�`¯}°¿°���±r¦�£t�t©

ΓL(V,K) → Aut(PG(V,K)); σ 7→ σ̄
�<��� �cÄ���¤Ã �¡PÄkªt��º<¤q£"º

¸�º<£t¡�Áe�+���³��»��<¡ ��¡�£ Ä"Äk�<� ªk �¤Ã �¤Ã �¡PÄkªt��º<¤q£"ºI¼9¤q���  q�<¡��

%K := {%λ ; λ ∈ K \ {0}} , ËÌ �°<�<� ∀x ∈ V : %λ(x) = xλ.
��ºN©���±µ��¢�±Ïº¿ 

PΓL(V,K) := ΓL(V,K)/%K
∼= Aut(PG(V,K))

´
� �7.K
 8z� o #$,[# &)>Z*���N�
qp;ah�½���;�%� � p�p;a v � f � p v a v �5����. � p v a � � & �%23.��%���1]����}�m{���Y��`��� . ��*�2)�

y 23X��)�%!-�3��n���� ^`_ '3(+* ��d�')'3� d _ �%2m. ��Y�'3��� _ �%���m[;23y���2 � _ ��'m��� ���I'3X;Y�X;2)y�*����1���Ì!1XRX�23.����k�1�6��'3����2)�
� ��.W. ���:xN��Y��%��'3��X;��������*�23�%2�V���!"�6X;2)26{�� Y��}���"�3��23')(+*�����.����Ç'3��(+*i��Y p�a

v aNUt�����%�
B

����.
B′ ����')��� .��%2 V��%!"�6X;2)26{���Y��

(V,K)
_ $<& a (V ′, K ′)

a �®� �)��.��%2 �Ì� �)��!"�6��X;�
κ : B → B′ ��� . �)��.��%Y �m[;23y���2)��'3X�Y�X;2)y�*���'3Y9��'

% : K → K ′ �<gR��'=�6����2)�Ã�;������� �������
')��Y�������������23� �Ì� �)��!"�6��X;�

σ : V → V ′ Y����
σ|B = κ

� ��.
σ̂ = %

a ����.��%'
x ∈ V

� {�')')�
')��(+*É����� .���� �3���½����'��E��� �e��2)!�X;Y _ ���k�1�3��X;�

x =
∑

b∈B bλb

.k��2)')�6�%������� �
λb ∈ K f �³��'=���������

λb = 0
�w����.q�%'È�;�����

σ(x) =
∑

b∈B κ(b)%(λb)
��� _ �����-��a � '5�<gR��')�6����2=�5����'3XN�%�����Ì'3��Y�������������23�

� � �)��!"�3��X;�
V → V ′ ⇐⇒ dimV = dimV ′ ∧K ∼= K ′.

� a`x`��'6�123�;���%'3')(+*���y�2)X��)��!"�3��n;�4�m{���Y��Â'3����.�'3X;Y����Ã.���2)(+* ��*�23� xN��Y��%��'3��X;����� . # .��%�t, !1X
�X�23.����k�1�6��'3����23�%��.��%� �`[;2)yz�%2 _ ��':�1� � �I'3X;Y�X;23y *����9�%����. ��� �3��� _ ��')�3��Y�Y �ea��I��' _ �%'3X;��. ��23��'3����.

. ��'6�123�;���%'3')(+*��¾y�2)X��)��!"�6�rn;� � _ ��� ��� _ ��' ��� �K�I')X;Y�X;23y�* ���h.���2)(+* # .����-,m!�XtX;23. ���k�1�3��')����2)����. ���
�m[;23y���2 _ ��'=�6��Y�Y ��a

� a`x`��2mbk����.k��Y����"�6����'3�1� $ �;����������(+*W��d 2
PG(V,Z2)

a � _ ������a

p;p �



���������

∩ � � _ �;��')(+*���X;')'3�%� f " �
∩ � � _ �;��')(+*���X;')'3�%����2`�`�1��Y f " �
^`_ ���%���3�����

�1]���� f � f ~ f ����%��!-����. ��'3(+* � f � v^`_ '3(+* ����')'
y�2)X��)��!"�3��n;�%2 f � f p ��� f p��Rp^ (+* '3� f v ~ f �;� f � �^ (+* '3�����1]������6{1� f � �^ ]������6{1�6�%� f � �^ ]���'3y������;�%����� � f � �^ ��X;2).��-����� f ~�"^ ��'3(+*�����������'3� _ ��� � f v^ ��')�6����')(+*k��gR��X;Y f ";~^ ��')�6����')(+*�26��� Y f ";~^ ��' & ��*��r������!"�6��X;� f " �^ � �6X�Y�X;2)y�*���'3Y9��' f �^ gR��X;Y n�X;�WxN��'3��23�;� ��' f p �y�2)X��)��!"�3��n;�%' f v ~^ gR��X;Y n�X;�W����y�y�X;' f v py�2)X��)��!"�3��n;�%' f v ~^ gR��X;Y n�X;�W����')(+* f ~ �^ gR��X;Y n�X;��V�� _ �����

�
� X;����� f p����

�Ì��'3��' f " ��Ì��'3��'3��2)�"{�� $ �����;')'6�1� $�f " �� ���;�������3��')X;Y�X�23y�*���'3Y9� ' f � �_ ��')(+*�26{1��!"� f � v� � & ���;��� � f � �
x`��'6�123�;���%'

!-���%�����%2 f v �!-���%�����%2hy�23X �)��!"�6�rn;��2 f v ~�mY�!1��*�2)����� f v �. ��'6�123�;���%'3')(+* f p � f v ~x`��� ���+�1�3��X;� f � �x`��Y�����')��X;� f " �x`��Y�����')��X;��'=��X;23Y���� f p �;~x`X;y�y�����n���2)*k{����3����' f � ~

xN2)��*-����� f � � f � �xN2)�����%(+! f "��xN2)����')y����%�;���������;')'6�1� $�f � ���d�2j�EX�� _ d�'3(+*��%� f � "xN�k�1�����6{1�6')y�23��� $ ��y f p �xN�k�1��26�1��Y f p;p;p.���2)(+*�'3(+* �����)�6'
�
� _ �;�%'3(+*���X;'3')��� f " �

� _ �%��� f ~ � f �;�� _ ')X;��� �3� f � ~�1]���� f v f ~�1]���� �`XtX;23. ���k�1�3���
�6f ~^ ��')(+*k����� ���;'

�6f v.��k����� f p �����!-����.���'3(+*�� f � �y�23X �)��!"�6�rn;� f p���w23����')� �1�3��X;�
�6f � �n;�%26�������;�%Y��%�����%2)�6�Ny�23X��)�%!"�6��n�� f p��� _ �%��� Y��r� �`X����;23� ��� $1f � �� ��� _ �%�3�3�����

!�����X;����'3(+*�� f p �� � �1�3��X;� f � �� ��.�����(+*�!1�����3' _ ��.������;��� � f ";~� 2 $ �����;�%��.��%��' �t')�3��Y f " �� �����%26�1]����r�+{1� f � ~
bk��2)���;��23��.�� f �bk��2)��* �Ry���2)� _ ����� f p � pbk��2)��y�����!"� f �bk����.k�1Y��%�-�6����'3�1� $ . ��2 �1]������ 8:�%X;Y��<�62)��� fp;p v
bk����.k�1Y��%�-�6����'3�1� $ .��%2�y�23X��)�%!"�6��n���� 8}��X�Y��

��623��� f p�p �bk����.k�1Y��%�-�6����'3�1� $ ��d 2j�1]���� � _ ��� ��� f �"vbk����.k�1Y��%�-�6����'3�1� $ ��d�2cy�2)X��)��!"�6�rn;� � _ ��� ��� f �"v
8}��26�1.�� f v8}��26�1.�����')y����%�;��������� f � �* �Ry���2 _ X�����')(+*�� f � ��;������(+* YÃ{�(+*"�3��� f " �

p;p¿~



8}���%��(+*�Y�{�(+*"�6���;!��%����n�X;� ����'3�%� f " �8}���%���3'3y������;�%������� f � "�%(+*-�3� f � "8}26�1y�*
n�X;����')�+{1��.�������2 f v

�md������ f " ��md���������X�yz�%26�1�3X;2 f " ��`��� _ �;��23��.�� f � ��`��� _ X;2).��-����� f ~ � f ~�"*���23Y�X;����'3(+*��%2`������� f � ��mX;Y�X;��X;����� f � �� �tyz�%23� _ ��� � f � p� �tyz�%23�;�%26��.�� f p;p��
�I� $ ��. ��� $ 26����Y f v�I� $ ��. ��� $ 23�����1�6��X;� f v�I� $ ��. ��� $ ')�62)��!"�6��2 f v.�������� f p v��'3X;Y�X;2)y�* f � f ��I')X;Y�X;23y�* ��'3Y ��' f �
�m[;23y���2

��� �;��X;2).����<�6��2 f ~�"*k�1� _ �;�%X;23. ���%�3��2 f ~�"
�m[;23y���2)��2 & �%���6�%23��� �')��yk��23� _ ��� f �-�k��.�23�1�6��'3(+*�� f � p
�}d�2 $ 2)���;�%� f ~;~
�:��2).�������� $ ��*�� f "�"
�}�<�3�6� f " �
�}������� '3(+*��%' �WXt.��%���k.��%2 * �ty���2 _ X;����'3(+* ��� � _ �

���� f � "!1X;������������2 f �
�mX;�����������1�6��X;� f �����.�� $ ����2=�6� f � p f p;p �!1X;Y�y����%Y��%�-�6{�23�:�`��� _ �;��23��.�� f � �!1X;���;2)�����"� f "�� f " p
�mX;���;2)����� $ 23�%� �1�3��X;� f � �!1X;�"n;��g f � v
�mXRX�23.����k�1�6�%�

*�X�Y�X;������� f p �����*�X;Y�X;�;�%��� f p �
�mXRX�23.����k�1�6�%��.k��2)')�3����������� f p;p;p

�`XtX;2).����k���6��� 26����Y
�1]�����2 f � f � �!�X�y�����!"�+�1� f �

�EX�� f � v��2)23��(+*"�3��� f � � f � ~ f � ��³{�������� f � �
�W������Y�����Y�Xt.������ f ~�W�r�3�6�%����X�� f � v�W�r�3�6�%��')����!-23�%(+*"�6� f � v�WX;�R�³�����

�
� _ ��� � f v ~�WX;� ���6X��
�
� _ ����� f p �

������2
�
yz�%��(���� f v�`� _ �%� & ����!1��� f � ��`��(+*"�6�<gR��')�6�%� $ '3�1� $ n;X�� �Ì2)��(+!

�
� �R')��2 f p ��-�����r�6�%������� f � v
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