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7 Anordnung

Problemstellung. Wann liegt ein Punkt a ,zwischen b

b a,
und c¢? Wann werden Punkte a¢ und b durch eine Gerade G / /

,getrennt“?

Das Teilverhaltnis

Definition. Sei (V, K) ein Vektorraum und (V,®) := AG(V, K) die zugehorige affine
Ableitung. Fiir kollineare a,b,c € A, a # b, existiert genau ein A\ € K mit ¢ —a =
(b —a)\. Wir setzen Tv(a,b,c) := A und nennen es das Teilverhiltnis von a,b, c.

Bemerkung. 1. Fir K = R gilt: a ,liegt zwischen® b und c genau dann, wenn
Tv(a,b,c) <0.

Tv(e,a,b)
Tv(d,a,b)

3. VORSICHT: Die Definitionen sind nicht einheitlich in der Literatur.

2. Fiir das Doppelverhéltnis aus §fl gilt: DV(a,b,¢,d) = (Ubung!).

Es gelten folgende Rechenregeln:

(7.1) Sei (V,K) ein Vektorraum und (V,®) := AG(V, K) die zugehorige affine Ablei-
tung. Seien a,b,c € V' kollinear mit a # b. Dann gilt:

(1) (Translationsinvarianz) Yv € V : Tv(a+v,b+v,c+v) = Tv(a,b,c).

(2) Sei o :V — V eine semilineare Bijektion mit Begleitautomorphismus o, dann gilt
Tv(o(a),o(b),o(c)) =a(Tv(a,b,c)). Insbesondere ist Tv genau unter den linearen
Affinitdten invariant.

(3) Seien a,b,c paarweise verschieden und A = Tv(a,b,c). Dann gelten:
Tv(a,c,b) = \71 Tv(b,a,c)=1—\ Tv(b,c,a) = (1 — )7t
Tv(c,a,0) =1—-X"1 Tv(e,ba)=1—(1-N)"t=1-2H)"T= xA-1)""1.

(4) Falls a # c gilt fir d € a,b: Tv(a,b,c)-Tv(a,c,d) = Tv(a,b,d).

(5) Die Abbildung 7,4 : a,b — K; x + Tv(a,b,x) ist bijektiv.

(6) Seien a',V',c" € A kollinear, ' # b mit a # da', b#V und
a,d||b, v, dann gilt: a_ p

C
Tv(a,b,c) =Tv(d,V,d) < (c=¢ V ¢, d|a,d). m

Insbesondere ist 'Tv invariant unter Parallelperspektivitit.
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Beweis. (1) ist trivial.
(2) Folgende Rechnung zeigt die Behauptung:

(0(b) —o(a)) - Tv(o(a), o(b),0(c)) = o(c) — o(a) = o(c — a)
= o((b—a)-Tv(a,b,c)) = (a(b) —o(a))-o(Tv(a,b,c)).

(3) Ubung.

(4) Es gilt: (b — a) - Tv(a,b,c) - Tv(a,c,d) = (¢ —a) Tv(a,c,d) = d — a. Das ist die
Behauptung.

(5) Injektivitat: A = Tv(a,b,2) = Tv(a,b,y) =2 —a=ANb—a) =y—a =z =y.
Surjektivitat: Zu A € K setze z :=a+ (b — a)\. Dann gilt Tv(a,b,z) = A.

(6) ,=": Sei A = Tv(a,b,c) = Tv(a',t/,c). Es gilt c —a = (b—a)A und ¢’ —d’ =
(b —a’)\, Subtrahieren ergibt (c—c') —(a—a’) = (b— )\ — (a—a’)\. Wegen a,d’||b, V/
sind (@ — a') und (b — ¥') linear abhéngig, also auch (¢ — @') und (¢ — ), somit
(c=c Vva,dlec).

,<=": Wegen (5) existiert ¢’ € o,/ mit Tv(a,b,c) = Tv(d',V',c"). Mit ,,=* folgt:
c=c" oder a,d|c,c".

1. Fall: ¢ = ¢. Aus ¢ # " folgte wegen c,c” € o/, der Widerspruch a,a’ }f ¢,c¢”. Also
gilt ¢ =c=¢" und Tv(a,b,c) =Tv(d,V,) ist klar.

2. Fall: ¢ # ¢, also ¢,d||a,d’. Im Fall ¢ = ¢’ (also ¢, € a,V) folgte der Widerspruch
a,d e, . Also ¢ # ¢’ und c,c"||a,d||c,c zeigt die Behauptung ¢’ = ¢'. -
Bemerkung. Vergleiche dazu den Beweis von (E.T]).

(7.2) Strahlensatz. Seien a,a’,z € V, nicht kollinear, b € Z;a\ {z,a} und V' € V.
Aquivalent sind:

(I) V' € z,d" und a,d||b,V. b
a
(IT) ¥/ —z=(a'—2)-Tv(z,a,b) (d.h. Tv(z,da',b") =Tv(z,a,b)).
(IIl) ¥ = b= (a’ —a) - Tv(z,a,b). z a b

Beweis. (I) = (II): Der Spezialfall ¢ = ¢ in ([Z116) zeigt Tv(z,a,b) = Tv(z,d, V).
(Il) <= (II): Esgilt b—z=(a—z)-Tv(z,a,b).

Subtrahieren von (II) ergibt (III), addieren zu (III) ergibt (II).

(I1),(II1) = (I): ¥ € 2,d ergibt sich aus (II), a, d’||b, b aus (III). n

Zwischenfunktion

Fiir nicht kollineare Punkte a,b,c eines Inzidenzraumes (P, ®) schreiben wir F =
a, b, ¢ fiir den Schnitt iiber alle Unterrdume, die a, b, ¢ enthalten und sprechen von der
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von a, b, ¢ aufgespannten Ebene. Die Menge E ist der kleinste Unterraum von P, der
die Punkte a,b, ¢ enthdlt. Wir schreiben &(F) fiir die Menge aller Geraden, die in F
enthalten ist. Mehr dazu in §BL

Definition. Sei (P, ®) ein Inzidenzraum mit (I3) und (E3). Setze
PO = {(a, b,c) € P*; a,b,c kollinear, a # b, c} )

Eine Abbildung ¢ : P® — {—1,1} (wir werden (a|b,c) statt ((a,b,c) schreiben) heifit
Zwischenfunktion (oder auch Zwischenrelation), wenn fiir alle (a,b,c) € P® das
folgende Axiom gilt:

(A1)  (a|b,c¢) = (ale,b) und (a|b,b) =1.
Wir sagen a ,liegt zwischen* b und ¢, wenn (alb,c) = —1.

Fiir a,b € P, a # b, setze  Ja,b[ := {z € a,b\ {a,b}; (z]|a,b) = —1} (offene Strecke.)
Beachte: |a,b] = ]b,q].

(P,®,() heikt halbgeordneter Raum (und ¢ Halbordnung), wenn das folgende
Axiom von Pasch gilt:

(PA) Fiir nicht kollineare a,b,c € P, p € ]a,b[, und G € &(a,b,c) mit N
a,b,c & G gilt:
Aus G N Ja,b] # & folgt entweder G N Ja,c[ # & oder GN |b,c[ # & .

(P, ®,() heikt angeordneter Raum, wenn dariiber hinaus gilt:

(A2) Fiir alle a,b,c € P, verschieden und kollinear, ist genau einer der Werte (al|b, ¢),
(ble,a), (cla,b) gleich —1.

(7.3) Beispiele. (1) (P, ®, () heifst trivialer halbgeordneter Raum, wenn (-|-,-) =
1. (PA) ist dann ,leer erfiillt*.

1 fallsb=c
(2) Sei (P,®) := AG(2,Z3) und fiir (a,b,c) € P sei (alb,c) : { 1 fallsb£ec
Dann ist (P, ®) halbgeordneter Raum, aber nicht angeordnet.

Beweis. (A1) ist klar. (PA): Seien a,b,c € P, nicht kollinear, und z € a,b\ {a,b},
also (z|a,b) = —1. Durch z gehen genau |Z3| + 1 = 4 Geraden, namlich a,b, z,c,
G = {z||b,c} und H := {z||a,c}. Nur G und H erfiillen die Voraussetzungen von (PA)
und miissen gepriift werden. Betrachte zunédchst G: es gilt G Na,c¢ # & b
und a,c € G, also GN@,¢ € |a, c[ . Natiirlich gilt GNb,c = & und (PA)
folgt fiir G'. Entsprechend verfihrt man fiir H.

a

(9]
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(3) Sei (K,+,-,<) ein kommutativer Korper mit |K| > 2, der angeordnet ist (d.h. es
gelten die Monotoniegesetze, wie etwa fiir etwa K € {Q,R}). Sei V ein K -Vektorraum
und (P, &) := AG(V,K). Fiir (a,b,c) € P® setze (a|b,c) := sgnTv(a,b,c) (wegen
a#c = Tv(a,b,c) # 0 ist das wohldefiniert!).

Dann ist (P, ®,() ein angeordneter Raum.
Beweis. (A1): klar wegen Tv(a,b,c) = Tv(a,c,b)"" und Tv(a,b,b) = 1.

(PA): Seien a,b,c nicht kollinear und G € &({a,b,c}) so, dass = := G N |a,b| exis-
tiert und a,b,c ¢ G. Wegen der Translationsinvarianz von Tv kann man oE. ¢ = 0
annehmen. Es existiert ein A € K mit x = a + (b — a)A, d.h. Tv(a,b,x) = A, also
Tv(z,a,b) =1— i Es gilt Tv(z,a,b) < 0 nach Konstruktion, d.h. 0 < A < 1.

Betrachte zunichst den Fall G||0,a oder G/||0,b, oE. G0, a. Dann existiert z := GNO0,b
und mit ([Z2) folgt Tv(b, z,0) = Tv(b,z,a) = 1, also Tv(2,0,0) =1— 5 =25 <0
und (z]0,b) = —1. Das zeigt G N |0,b] # & .

Es gelte also 0,a } G Jf 0,b, d.h. es existiert & € K mit y := aa = G N0, a. Wir
bestimmen z := G N0,b. Da G = 7,y gilt, existieren

Bope K mit z=b0=y+(r—y)p=aa+ (a+ (b —a)\ —acx)p.

Die Vektoren a und b sind linear unabhéngig (da 0, a, b nicht kollinear), also erhélt man
durch einen Koeffizientenvergleich a+(1—A—a)p=0und \p = . Esgilt 1-A—a #0

(sonst a =0 = y =0=c & G — ein Widerspruch), also p = 5% = 7o4—.
Wegen
1 1 Ada—-1 1 1 1 1 1
- =1 — =127y - o 1) (1=
3 N o 2 X < A)( a)
und
1 1 1 1 1
1——-<0 folgt entweder 1——-<0<1l—— oder 1——<0<1-—-.
A 5 a o B
Wegen
11—« 1
GN10,af # o <= (y|0,a) = -1 < Tv(ax,0,a) = =1-—-<0
—a o

und entsprechend G N 0,0] # o <= (2]0,0) = -1 < 1— % < 0 zeigt das (PA).

(A2): Ubung. [
(4) Sei E der Einheitskreis (oder ein andere konvexe Menge) in R%. Die Geraden seien
die Sekanten von F und die Anordnung wie in R? (vgl. (3)). Dann ist F ein angeordneter

Raum.
Insbesondere trigt das Kleinsche Modell der hyperbolischen Ebene eine Anordnung.
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(7.4) Bemerkung. 1. Um (A1) fiir das Beispiel (3) zu zeigen, geniigt die Eigenschaft
a>0 = a!'>0.Fir (PA) geniigt

a<0<f = af<0 und o,f<0 = af>0

Man hitte also auf Teile der geforderten Monotonie-Eigenschaften des Koérpers ver-
zichten konnen.

2. Die Menge {—1,1} C Z ist eine (multiplikative) Gruppe, die die Eigenschaft a? = 1
fiir alle Elemente a hat. Diese Tatsache wird im folgenden Satz ausgenutzt.

(7.5) Kiirzregel. Sei (P, ®,() ein halbgeordneter Raum. Dann gilt fir alle kollinearen
a,b,c,d € P, a#b,c,d: (alb,c)- (a|e,d) = (alb,d).

Beweis. Die drei Félle b = ¢, b = d und ¢ = d sind wegen (Al) trivial (z.B. b = d:
(alb,c) - (ale,b) = (alb,c)*> = 1 = (a|b,b)). Seien also a,b,c,d paarweise verschieden,
u € P\a,bund x € w, ¢\ {u, c} zwei weitere Punkte. Es bezeichne y := |u, b| N@, = und
z = Ju,d[ Na,z, falls diese existieren. Alle Félle sind in der unten stehenden Tabelle

abzulesen, z.B. liest sich der Fall (a|b, c) = (a|c,d) = 1, (z|u, c) = —1 wie folgt:

Betrachte zunéchst die drei Punkte u,b, ¢ und die Gerade @,z. Wegen (z|u,c) = —1
und (alb, ¢) = 1 folgt mit (PA) die Existenz von y. Entsprechend die von z am ,Dreieck®
u,d,c. Wendet man (PA) nun auf u,b,d an, so folgt (alb,d) = 1.

(z|lu,c) = =1 (zlu,c) =1
(alb,c)  (ale,d) | yex. zex. | yex. zex. | (albd) a
1 1 ex. ex. exX. n. €X.n. 1 d
1 —1 ex. ex. n. | ex. n. ex. -1
-1 1 ex. n.  ex. ex. ex. n. -1 b
—1 —1 exX. n. ex.n.| ex. ex. 1 ¢
(PA) mit Dreieck: w,b,¢ wu,d,c u,b,c wu,d,c wu,bd
In allen Féllen ergibt sich die Behauptung. n

Bemerkung. Aus der Kiirzregel folgt (Al): etwa (a|b,b) = (al|b,b) - (alb,b) = 1 und
(alb, c) - (ale,b) = (a|b,b) =1 = (a|b,c) = (alc,b). Man hétte also auch die Kiirzregel
als Axiom an Stelle von (A1) fordern konnen!

(7.6) Im halbgeordneten Raum (P,®,() seien (a,b,c), (a/,V/,¢) € PO b £V, und
a,b,a’, b ist eine Ebene, d.h. insbesondere a,b # o', U .

(1) Im Fall a # o' und a,a Nb,l/ = & gelte ¢ = ¢ oder a,a’ Nc,d = &, dann ist
(alb,c) = (d'|V/, ).

(2) Sei (P,®,() ein angeordneter Raum und gelte a = o’ und b,V N¢,c = & . Dann
hat man ebenfalls  (alb,c) = (all/, ).
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Beweis. Ubung! n
(7.7) Seien (P,&,() ein angeordneter Raum und a,b € P, a #b.

(1) Fir b € Ja,b] gilt Ja,b'[ & la,b[.

(2) [Ja,b[| = oo.

Beweis. (1) Es gilt (V'|a,b) = —1. Sei b"” € Ja,b'[, dann ist V" € ]a, b[ zu zeigen. Es gilt
(b"a, b)) =—1 23 (b'|a,b”) =1 und mit [Z3) folgt (¥'|b,0") = (V'|a,b”) - (V|a,b) = —1.
Mit (A2) und (ZH) gilt weiter (b”|0/,b) = 1 und (V"|a,b) = (V'|a,b) - (V"|V/,b) = —1,
d.h. V" € Ja,b[. Wegen V' € Ja,b] aber V' & Ja, V[ gilt ,#".

(2) Wir zeigen zuniichst ]a,b] # <. Sei ¢ € a,b\ {a,b}. Nur im Fall (c|a,b) = 1 ist
etwas zu zeigen, es kann also wegen (A2) oE. (bla,c) = —1 angenommen werden. Sei
x € P\a,bund y € @,z \ {a,z}. Wegen (A2) gilt oE. (y|z,a) = 1 (sonst x und y
vertauschen!). Dreimal (PA) angewendet zeigt die Existenz eines Punktes r € |a, b :

Dreieck Gerade Folgerung

a,x,c y,b 2z =y,b N ]z,
x,b,c a,z Jw=ua,zN|xb
a,b,x T, w  dr=7,w N ]a,b]

Setze nun by := b. Wir kénnen rekursiv b;1; € ]a,b;[ wihlen. Die Transitivitit von &
zeigt Vj > i : Ja,b;[ & Ja,b;], also i # j == b; # b; und die unendliche Menge
{b;; i € N} liegt in |a,b| . -

(7.8) Sei (V,K) ein Vektorraum mit dim'V' > 2. Dann ist jede Halbordnung auf dem
affinen Raum AG(V, K) translationsinvariant.

D. h.: Fiir alle (a,b,c) € V®) und v € V gilt (a|b,c) = (a +v|b+v,c+v).

Beweis. Wegen Symmetrie geniigt es
(alb,c) = -1 = (a+v|b+v,c+v)=—1

zu zeigen. Sei zunichst a +v & a,b, also a +v,b+ v # a,b. Dann sind die Geraden
a,a~+ v, b,b+ v und ¢, c + v parallel und verschieden. Auch liegen sie alle in einer Ebene,
daher zeigt (IZH) die Behauptung.

Im Fall a + v € a,b wihle Hilfspunkt d € a,b und v’ := d — a und wende vorigen Fall
zweimal an. n
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Exkurs: Halb- und Anordnungen auf kommutativen Korpern

Sei K ein kommutativer Kérper. Eine Menge P C K* heifit Halbordnung (und (K, P)
halbgeordneter Koérper), wenn die Axiome (P1) und (P2) erfiillt sind:

(P1) P-P={pq; pge PYC P
(P2) Jg € K* mit K* = PUgP

Eine Halbordnung P heift Anordnung oder Positivititsbereich (und (K, P) ange-
ordneter Korper), wenn dariiber hinaus (P3) gilt:

(P3) P+ PC P.

(7.9) Bemerkung. 1. Sei P eine Halbordnung. Natiirlich gilt g ¢ P (vgl. (CI01)).
Die Abbildung P — gP; p — gp ist offenbar eine Bijektion, also folgt |P| = |gP)|.
Ist K endlich, so gilt insbesondere |P| = (|K| — 1). In endlichen Kérpern gerader
Miéchtigkeit existieren also keine Halbordnungen.

2. Beispiele finden sich in (.T4]) unten.

(7.10) Sei (K, P) ein halbgeordneter Korper. Dann gelten:

(1) Yae K*:a*> € P (insbesondere folgt 1 =12 € P)

(2) PtCP

(3) Ist P ein Positivitdtsbereich, dann gilt: ~gP = —P.

Beweis. (1) Sei a € K*. Im Fall a € P folgt o> € P mit (P1). Sei also a € gP,

d.h. a = gp fiirein p € P. Wegen g ¢ P = gg & gP = g¢?> € P ergibt sich
a® = g’p? ¢ PPPC P.

(2) Sei a € P. Wire a™! € gP, dann wire 1 = a~'a € gPP C gP, ein Widerspruch.
Also gilt a=! € P.

(3) Wegen 1+ (—1)=0¢ P folgt —1 & P, also —1 € gP.

,D% —P C gPPC gP.

,C“: Wegen —1 € gP existiert p € P mit gp = —1, also g = —p~! € —P. Die Inklusion
gP C —PP C —P zeigt die Behauptung. n

Bemerkung. Wegen ([ZI0) und (P1) ist (P,-) also eine Untergruppe von K* vom
Index 2. Die beiden Nebenklassen sind P und ¢gP.

(7.11) Satz. Sei K ein kommutativer Korper. Dann gilt:
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(1) Ist P ein Positivitdtsbereich und Py := P U {0}, so wird durch
Va,be K:a<b:<= b—a€ PR,

eine totale Ordnung auf K definiert, fiir die die Monotoniegesetze gelten.
Esist P={x € K*; = > 0}.

(2) Ist, < eine totale Ordnung auf K, die die Momotoniegesetze erfiillt, so ist P< :=
{a € K*; a > 0} ein Positivititsbereich. Es gilt a <b <= b—a € P<U{0}.

(3) Fulls K eine Anordnung erlaubt, dann gilt ,Q C K“ (d. h. char K =0).

Beweis. (1) Wir zeigen zunichst, dass ,, <“ eine Ordnungsrelation ist. Reflexivitét ist
klar.

Antisymmetrie: Seien ¢ < b und b < a,d.h. b —a,a —b € F,. Dann folgt
a—b=—(b—a)e -PNF={0}) = a=0.

Transitivitdt: Seien a < b, b<c¢,d.h. b—a, c—b e Fy. Es folgt
c—a=(c—b+b—-a)e Ph+PCF = a<ec.

, <‘ ist eine totale Ordnung: Seien a,b € K, a #b. Falls b—a € P ist a < b klar. Falls
b—ae€—Pfolgta—b=—(b—a) € P und b <a.

Monotoniegesetze: (M1) ist klar.

(M2): seien a,z,y € K mit a > 0 und = < y gegeben, d.h. a,y — z € Py. Wegen
ay —ax = a(y — z) € PPy C P, folgt ax < ay.

P ={xe K*; x >0} ist klar.

(2) (P1): Seien a,b € P<, also a,b > 0. Mit (M2) folgt 0 < ab, also ab € P<. Das zeigt
P..P.C P.

(P3) gilt wegen 0 < a,b = b<a+b = 0<a+b = a+0be Pc aus (MI1).
(P2): Wegen 0 < a MY <0 folgt PN—P = & und PU—P = K*. Das ist gerade
(P2) mit g = —1.

a<b <= 0<b—a <= b—ae P-U{0} ist klar.

(3) Wegen (1) existiert zu K eine totale Ordnung ,, <“ mit (M1) und (M2). Wegen 1 > 0
(vgl. (CIM1)) gilt mit Induktion und (P3)

VneN:1-n=14+1+...+1>0.
~—— —

n mal

Insbesondere ist 1-n # 0. Genauso erkennt man, dass sogar 1-k # 0 fiir alle & € Z\{0}.
Also ist Z — K; n +— 1-n ein injektiver Ring-Homomorphismus und ,,Z C K“. Daraus
folgt auch ,,QQ C K*“. n
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Angeordnete affine Ableitungen

(7.12) Satz. Sei K ein kommutativer Korper und (V, K) ein Vektorraum mit dim'V' >
2. Der affine Raum (V,8) := AG(V, K) trage eine nicht-triviale Halbordnung. Setze
P :={Tv(a,b,c); (a,b,c) € V® mit (alb,c) = 1}.

1) (K, P) ist halbgeordneter Kérper und fir alle (a,b,c) € VO gilt:
(1) ( g g

B 1 falls Tv(a,b,c) € P
(alb,c) = { —1 falls Tv(a,b,c) & P

(2) (V,®) ist angeordnet <= P ein Positivititsbereich (d. h. K ist angeordnet).

Beweis. Wir zeigen zunéchst

(a) Seien (a,b,c), (a’,t/,c) € VO mit Tv(a,b,c) = Tv(a',¥,c). Dann gilt (a|b,c) =
(a'|b/, ).

Sei v = ¢—(’, also ¢'+v = ¢, dann gilt wegen ([LI11) Tv(d/, ¥, ) = Tv(a' +v,b'+v, d+v),
d.h. wegen ([L8)) kann oE. ¢ = ¢ angenommen werden.

Falls b, ¥, ¢ nicht kollinear, so folgt a, a’||b,b' aus dem Strahlensatz (Z2) und (a|b,c) =
(a'|b', ') aus ([CH).

Falls b, ¥, ¢ kollinear, d.h. a,b = a',V/, wihle eine Hilfsgerade G # a,b durch ¢ und
einen Punkt a” € G\ {c}. Wegen ([115) existiert b” € G mit Tv(a”,b",¢) = Tv(a,b,c).
Wie oben zeigt man  (a|b,c) = (a”|b",c) = (d'|l/, ).

(1) Aus (a) ergibt sich bereits die Beschreibung von (a|b, ¢) mit Tv(a,b,c).

(P1): Seien «, 3 € P, dann ist a8 € P zu zeigen. Wegen ([I15) existieren (a,b,c) €
VG mit Tv(a,b,¢) = a und d € a,b mit Tv(a,c,d) = 3. Es folgt (alb,c) = 1 und
(alc,d) = 1. Wegen (alb,d) = (alb,c)(alc,d) = 1 folgt aff = Tv(a,b,c)Tv(a,c,d) =
Tv(a,b,d) € P.

(P2): Da (-|-,-) nicht trivial ist, existiert (a,b,c) € V® mit (a|b,c) = —1. Wegen (a)
gilt g := Tv(a,b,c) ¢ P. Fiir 3 € P und d € a,b mit Tv(a,c,d) = 3 erkennt man wie
oben gf = Tv(a,b,d) ¢ P und es folgt gP N P = . Zu jedem k € K* existiert e €
a,b, e # a, mit Tv(a,b,e) = k. Im Fall (a|b,e) =1 folgt k € P. Im Fall (a]b,e) = —1
folgt g~k = Tv(a,c,b) Tv(a,b,e) = Tv(a,c,e) € P wegen (alc,e) = (alb, c)(alb,e) =1,
also g~ 'k € P und k € gP. Das zeigt K* = gP U P.

(2) ,<=" wurde in ([Z33) gezeigt.

»==": Wir zeigen zunichst vy € P = v+ 1 € P. Zusammen mit ([Z1l3) besagt (A2)
gerade, dass fiir A € K \ {0,1} genau einer der Werte A, (1 — A7), (1 —X)~! nicht in
P liegt. Aus

A(I=2AH-1-N"tT=A-1)-1-))=-1
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folgt daher —1 ¢ P, und somit p := —y~1 & P. Also liegen (1 —x)~* und (1 —x7') in
P(dapu#0,1),undesgilt 1+y=1—pu"'eP.

Fiir , 3 € P folgt jetzt o+ 3 = (a3~ +1)3 € P — die Behauptung. n

(7.13) Bemerkung. (1) Auch (LI21) besitzt (wie (2)) eine Umkehrung. (PA) zeigt
man wie in ([Z33), vgl. auch Ubung.

(2) (CI2) ist der Darstellungssatz fiir desarguessche affine Riume mit Halbordnung bzw.
Anordnung. Insbesondere sind angeordnete affine Rdume (mit ,,Dimension“ grofer als
zwei) genau die iiber angeordneten Korpern koordinatisierten affinen Rdume. Das wird
spater genauer begriindet.

Definition. In einem kommutativen Kérper sei K := {z?; v € K*} die Menge der
Quadrate aus K*. Man priift leicht, dass (K", -) eine Untergruppe von K* ist.

(7.14) Beispiele. (1) Z; = {1} ist eine Halbordnung (vgl. das Beispiel (32)), wihle
g=2=—1.

ZZ = {1, -1} ist eine Halbordnung von Zs (z.B. g = 2).

(2) Allgemeiner: Sei K ein endlicher Kérper mit |K| = ¢ ungerade (d.h. char K # 2).
Wegen (22 = y?> <= z = +y) und y # —y folgt [K”| = L. Sei g € K*\ K”.
Da K — gK"; z — g -z bijektiv ist, folgt [gK”| = |K”| = %L, Offenbar gilt
gK”" N K" = &, also ist K" eine Halbordnung in K. Wegen (.I(L1) ist K" sogar die
einzige.

K" ist keine Anordnung — da K endlich ist, ist Q C K nicht méglich (vgl. (ZT113)).

(3) Ein endlicher Kérper mit char K = 2 besitzt keine Halbordnung, denn die Abbildung
K* — K*; x ~ 2? ist injektiv (denn z = —z), also auch surjektiv, d.h. K° = K*.
Aber K" miisste nach (I 1) in jeder Halbordnung enthalten sein — ein Widerspruch.

a

(4) Jedes ¢ € Q" kann in eindeutiger Weise geschrieben werden als ¢ = 2% - § mit

a,a,b € Z,b> 0, und 21 a,b. Wir setzen
P .= {22“-%; a,a,b € Z,b> 0 und QTa,b}

und erkennen 2P N P = & und 2P U P = Q*. Offenbar ist P eine Untergruppe
von (Q*,-). Somit ist P eine Halbordnung auf @, die aber keine Anordnung ist, denn
1€ P,aber 1+1=2! % ¢ P. Statt 2 hitte man auch —1 oder eine beliebige Primzahl
verwenden kdénnen.

(5) Q@ und R besitzen je genau eine Anordnung: Sei P eine solche Anordnung. Aus
[I01) folgt 1 € P, mit (P3) weiter Vn € N : n € P. Mit (LZIN2) gilt P~ C P
also Q°% C P. Esist P = Q7° die gewdhnliche Anordnung von Q. Schlieflich gilt
R” = R>Y, daher besitzt R genau eine Anordnung.
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(6) (ohne Beweis) Q(v2) := {a+bv/2; a,b € Q} besitzt genau zwei verschiedene An-
ordnungen: Eine mit V2 > 0 und eine mit v/2 < 0.

(7) (ohne Beweis) Betrachte

2 ig i’ L
R(t) = ==2—: a;,b, e R)Y bit! #£0
" {Z;’iobjt?’a i € Z] 7

J=0

den Korper der rationalen Funktionen in der Variablen ¢. Die Menge

Sor o att = , a
p={ =0t o e RS it 40,2 >0
{Zj:o b]t] ! ]Z:; ! bm

ist eine Anordnung. Es gilt Vk € Z : t — k € P, also Vn € N : t > n, dieser Korper ist
somit nicht archimedisch angeordnet.

Wir betrachten nun noch den Fall eines affinen Raumes iiber den reellen Zahlen genauer.
Tatsédchlich gelingt eine geometrische Kennzeichnung.

Definition. Sei (P, ®,() ein angeordneter Raum. Eine Teilmenge A C P heifit
Strecke, wenn es z,y € P mit A\ {z,y} = |z,y[ gibt (dabei sei |z,z] = &);
beschrinkt, wenn es x,y € P mit A C Jz,y[ gibt (insbesondere gilt dann z,y ¢ A);

konvex, wenn fiir alle z,y € A gilt |z,y[ C A.

(P, ®, () heift stetig (besser: vollstindig), wenn jede kollineare, beschrénkte, konvexe
Menge eine Strecke ist.

(7.15) Satz. Sei K ein angeordneter Korper, (V, K) ein Vektorraum mit dimV > 2,
und (V,8) = AG(V, K) trage die von K induzierte Anordnung.

(1) Fir alle x,y € V mit © # y erhdlt die Abbildung 7, : z,y — K; z — Tv(x,vy, 2)
die Relation ,zwischen®. Genauer: Fiir a,b,c € x,y, a # b,c, gilt

(alb,c) = =1 <= T3,(b) < Tuyla) < Tpy(c) oder 7,,(c) < Tpyla) < 7,,(b).

(2) Diese Anordnung ist genau dann stetig, wenn K wvollstindig ist (d.h. K = R, siehe
Analysis).
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Beweis. (1) (a|b,c) = —1 ist nur moglich, wenn a, b, ¢ paarweise verschieden sind. Genau
dann sind auch « := 7, (a), B = 74,(b), 7 := T»4(c) paarweise verschieden. Wir kénnen
also beides oE annehmen.

1. Fall: « ¢ {a,b,c}, dann erhdlt man mit ([ZTI)
Tv(z,a,b) = Tv(z,a,y) Tv(z,y,b) = a '3 und Tv(z,a,c)=a 'y.
Weiter gilt

a—7
a—f

Wegen (alb,c) = —1 <= Tv(a,b,c) < 0 ergibt sich daraus leicht die Behauptung.

Tv(a,b,c) = Tv(a,b,2) Tv(a,z,¢) = (1 —a”'B) 7 (1 —a™') =

Die weiteren Fille sind zur Ubung empfohlen.

(2) ,=="“: Sei B C K eine nicht leere, nach oben beschrinkte Menge. Wir werden
zeigen, dass B ein Supremum besitzt. Sei oy € B, dann konnen wir statt B auch die
Menge {x € B; x > o} betrachten — sie besitzen genau dieselben oberen Schranken.
Daher ist es keine Einschriankung, wenn wir B beschrinkt annehmen. Der Fall, dass B
endlich ist, ist trivial, also diirfen wir B unendlich voraussetzen.

Wir definieren B ={r€ K; Ja,8 € B:a<r <3} (die,konvexe Hiille* von B) und
setzen A := 75, (B) fiir ein festes u € V' \ {0}. Dann gilt B C 79.,(A).
Offenbar ist A kollinear und wegen (1) auch beschrénkt.

A ist konvex: Seien z,y € A, v # y und z € |z,y[. Mit (1) und der Definition von B
ergibt sich sofort 7,(2) € B, also z € A.

Nach Voraussetzung existieren a,b € P mit A\ {a,b} = ]Ja,b[ . OF diirfen wir o :=
Tou(a) < B := 70,(b) annehmen (der Fall o = § fiihrte auf a = b und B wére nicht
unendlich).

Fir v € B\ {o, 8} gilt 75,(7) € Ja,b[, also mit (1) o < v < B und 3 ist obere
Schranke von B.

Angenommen es existiert eine weitere obere Schranke ¢ mit ¢ < 3. Dann gilt

o+ p

a<o<fy:= 5

< f.

Wieder mit (1) ergibt sich 75, (6) € Ja,b[, also 3 € B. Nach Konstruktion von B
existiert ein #; € B mit Gy < 1 — ein Widerspruch zu o < 5.

Daher ist 3 das gesuchte Supremum.

,<=": Sei nun A C V kollinear, beschriankt und konvex. Der Fall |A| < 1 ist trivial.
Somit konnen wir annehmen, dass es =,y € A mit = # y gibt. Insbesondere gilt dann
A Cx,y. Wegen (1) ist B := 7,,(A) eine beschrinkte Menge in K. Nach Voraussetzung
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existieren ein Infimum o und ein Supremum 3 von B. Fiir o = 7, (a) und b = 7, }(3)

"E7y

werden wir zeigen, dass A\ {a,b} = Ja,b[ . Mit (1) ist klar, dass A \ {a,b} C Ja,b[ .

Sei also ¢ € ]a,b[ , dann existieren §,¢ € B mit
a <6< Tpy(c) <e <P,

denn « ist Infimum und § ist Supremum. Die Félle 7, ,(c) = § bzw. 7,,(c) = € sind
trivial. Andernfalls folgt ¢ € |7, 1(8), 7, 4(¢)[ C A, weil A konvex ist. n

’ "E7y

(7.16) Bemerkung. 1. Der Beweis zeigt auch, dass die Abbildungen 7, , konvexe Teil-
mengen von x,y auf konvex Teilmengen in K abbilden und umgekehrt.

2. Man kann die Punkte jeder Geraden G in einem angeordneten Raum auf genau
zwei Weisen total anordnen, so dass die Ordnungsrelation mit der Zwischenfunktion
vertréglich ist, d. h. (u|v,w) = -1 <= v <u <wVw < u < v. Genauer: Fiir feste
a,b€ G, a+#b, und alle z,y € G sei

(z|la,y)(alb,x) = —1 fallsz # a

a<b und z<y:<= xr#y und {(a|b,y)=1 falls x = a

Die Wahl b < a ergibt die andere, dazu duale Ordnungsrelation
(,dual* bedeutet: a < b <= b < a).

3. Ist der angeordnete Raum aus der vorigen Bemerkung ein AG(V, K), so ist die be-
schriebene Anodnung genau die mittels 7,;, von K auf G iibertrage. Die duale An-
ordnung ergibt sich, wenn man statt dessen 7,, benutzt.

Halbgeraden und Winkel

Dieser Abschnitt dient der Vorbereitung des folgenden Kapitels. Es sei ein angeordneter
Raum (P, ®,() gegeben.

Definition. Fiir a,b,c € P, a # b, ¢ heifst
,b:={x €a,b; (a|b,z) = 1} Halbgerade;

-

b

a,b:= {:c €a,b; (alb,x) = —1} die dazu komplementire Halbgerade;
—
Z(b,a,c) = (a,b,a,c) Winkel;

undimFallﬁ)yé@%c?c)

(ﬂ, cﬁ) Scheitelwinkel von Z(b,a,c);

~

(ﬁ), c?c)) und (ﬁ), o?é) Nebenwinkel von Z(b,a,c).
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Beide sind in der Tat Winkel, denn es gilt

(7.17) FEs seien a,b,c € P, a # b, c.

(1) Fir alle d € cﬁ) ist m = cﬁ)}.

_>;>

(2) Falls es ein d € Cﬁ; gibt, dann ist a,d = a,b.

(3) a0 =a,bU{a}Uab.

(4) Fir alle V' € cﬁ) und ¢ € a, ¢ gilt L(bya,c) = Z(V,a,c).

(5) Ist cﬁ) + o+ cﬁé, dann ist (cﬁy, cﬁc) Scheitelwinkel von (Cﬁ, c?c)
Beweis. (1) Wir erhalten aus der Definition und der Kiirzregel ([Z3)

read « (ald,z)=1 < (ab,z) = (a|ld,z)(alb,d) =1 < =z € a,b.
2) z€a,d < (dd,z) =1 < (alb,z) = (a|d,z)(alb,d) = -1 < z € a,b. (3)
ist klar, (4) folgt direkt aus (1), und (5) folgt aus (2). n

(7.18) Bemerkung. 1. In dem angeordneten Raum (P, &, () gebe es zu allen a,b € P,
a # b, ein Element ¢ mit (a|b,c¢) = —1. Dann zerfillt jede Gerade G beziiglich jeden
Punktes a € G gemif (3) in drei disjunkte Teilmengen.

2. Die Voraussetzung in (2) (bzw. in 1.) ist wirklich notig. Ein einfaches Beispiel erhélt
man indem man im R? den abgeschlossenen Einheitskreis £ (oder eine beliebige
andere konvexe, abgeschlossene Teilmenge) betrachtet. Die Geraden seien die mit E
geschnittenen Sekanten im R? und die Anordnung sei vererbt. (Vgl. ([Z34).)

— =
Fiir jeden Punkt a auf dem Rand und alle b # a ist a,b = a,bU {a} und a,b = &.

3. Fiir a,b gibt es mit (2) also zwei Moglichkeiten a,b = & oder a, b ist eine Halbgerade.
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8 Absolute Ebenen

Wir erginzen §0 ,Ebenen mit Kongruenz* indem wir eine Anordnung einfithren. Wir
sprechen dann von ,angeordneten Ebenen mit Kongruenz®. Gelegendlich betrachten wir
auch ,halbgeordneten Ebenen mit Kongruenz®. Vorweg sei bemerkt, dass jeder halbge-
ordnete Raum die in §8] mehrfach erwihnte ,Austauscheigenschaft” (siehe §d) besitzt.
Daher konnen (und werden) wir die Resultate aus §6 benutzen.

Der Bequemlichkeit halber schreiben wir ab jetzt statt G hiufig schlicht G.

Es ist bemerkenswert, dass keine Vertiglichkeit mit der Anordnung gefordert werden
muss. Sie ergibt sich iiber die Inzidenz gewissermafen automatisch.

(8.1) In jeder angeordneten Ebene mit Kongruenz (E,®,=,() gilt

(WA) Seien a,b,x € E nicht kollinear und =’ € E'\ {x} mit (a,b,x) = (a,b,2), so ist
a,bN ]z, o' # o.

Beweis. Sei G =a,b und H = x, 2/, dann gilt G(x) = 2’. Setze o’ = H(a). Aufgabe 15
zeigt,

a,rNad, 2’ =¢o und a2 Nd,z=0.
Nach ([T702) existiert p € ]a,a’[ \z,2’. Nach (PA) existiert oE v = p,xN ]a, '] (sonst a
und o’ vertauschen). Wére (z|p,v) = —1, so miisste die Gerade a/, x das Dreieck a,v,p

in einer weiteren Seite innerhalb schneiden. Es gilt aber (d/|p,a) = 1 und o/, zNa,v = &.
Das widerspricht dem Axiom von Pasch, und zeigt (z|p,v) = 1.

Analog findet man (v|p,z) = 1 indem man das Dreieck z,p,a’ und die Gerade a, 2’
betrachtet.

Das zeigt (p|z,v) = —1. Wendet man nun (PA) auf das Dreieck x,2’,v mit der Geraden
G = a, p an, so folgt die Behauptung. =

Definition. Eine angeordnete Ebene mit Kongruenz (E, &, =, () heift absolute Ebe-
ne, wenn gilt

(WF) Seien a,b,z € E, dann gibt es ein ¢ € a,z mit (a,b) = (a,c).

(8.2) Bemerkung. 1. Die Tatsache, dass (WA) (das Axiom regelt die Vertréglichkeit

von Kongruenz und Anordnung) fiir angeordnete Ebenen mit Konguenz aus den
anderen Axiomen folgt wurde von Kreuzer 2006 entdeckt.

In halbgeordneten Ebenen mit Kongruenz ist das nicht der Fall (Unung).

2. Mit den in §0leingefiihrten Geradenspiegelungen kann man (WA) auch so formulieren:
Fir Ge® und z € F\ G gilt G N |z, G(x)] # .
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3. (WF) nennt man ,Axiom von der freien Beweglichkeit”. Es erlaubt das Abtragen von
,Strecken* und kann — offenbar — ohne Bezug auf Anordnung formuliert werden.
Vgl. auch die Ubungen und das folgende Lemma.

4. (WF) ist nur fiir nicht kollinear a, b,z eine nicht triviale Forderung. Vgl. dazu die
Ubungen.

(8.3) Sei (E,6,=,() eine absolute Ebene und a,b € E, a # b.
(1) Es eistiert genau ein V' € a,b\ {b} mit (a,b) = (a,V'). Es gilt dann (a|b,V') = —1.

(2) Es emistiert genau ein Lot L 1 a,b mit a € L.  (Lote errichten).

(3) Esseien c,d € E, ¢ # d. Dann existieren genau ein d' € c,—gl und genau ein d” € c,_gl
mit (a,b) = (¢,d") = (¢,d").

(4) Es existiert ein Mittelpunkt m von a,b.
(5) Es existiert ein Mittellot M wvon a,b, d.h. M L a,b und M(a) = b.
Beweis. Nach Aufgabe 1.50 gilt folgender

Hilfssatz: Sind a,b,b’ € E kollinear und verschieden mit (a,b) = (a,l’), dann existiert
ein Mittellot M von b,b und a € M.

(1) Essei G € & und = € E\ G. Nach (WA) gibt es u = GNz,G(z) und (u|z, G(z)) =
—1. Weiter gilt (u,x) = (u,G(x)). Sei ' € x,G(z) ein weiterer Punkt mit (u,z) =
(u,2’). Nach dem Hilfssatz existieren Mittellote M, M’ von z,2’ und G(x),z’. Dabei
gilt w € M N M'. Somit folgt aus (WA) (u|z,2’) = (u|G(z),2") = —1 und aus der
Kiirzregel ([LH) (u|z,G(x)) = (u|z,2’) - (u|G(z),2") = 1 — ein Widerspruch.

Somit ist £(u,x) aus Aufgabe 1.52 gezeigt. Diese Aufgabe liefert jetzt auch die erste
Behauptung. Die Zweite ergibt sich aus dem Hilfssatz und (WA).

(2) Wie in (1) existiert b, und nach dem Hilfssatz existiert ein Mittellot von b und b'.
Wieder mit (1) und (E2Z22) ist es eindeutig.

(3) Aufgabe 1, (1) und (ZI702).

(4) Sei G = a,b. Wegen (2) und (3) existieren z,y € £\ G mit a,z, b,y L. G und
(a,2) = (b,y).

(PA) mit dem Dreieck z,G(z),y und der Geraden G liefert G N |z,y] # & oder
Gn ]é’(x),y[ # . Wir konnen also oE die Existenz von m := G N ]z,y[ annehmen.
Nach (W1) gibt es genau ein m’ € G mit (a,b,m) = (b,a,m’).

Nach Aufgabe 13 gilt (a,y) = (b,z). Daher folgt mit (W2) (x,m) = (y,m’) und
(x,m') = (y,m). Zusammengefasst bedeutet das (z,m,y) = (y,m',x). Wegen (E11)
sind daher x,m’, y kollinear. Das erzwingt aber m = m’ und die Behauptung folgt.
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(5) Errichte das Lot M auf G in m. -

Bemerkung. 1. Fiir die ersten beiden Aussagen ist nur (WA) nétig, nicht aber (WF).

2. Die Aussage (1) stellt sicher, dass komplementire Halbgeraden stets nicht leer, also
wirklich Halbgeraden sind, vgl. (ZI742) und (ZI81).

(8.4) Beispiele. Sei (F, K) eine quadratische Korpererweiterung mit einem involutori-
schen Automorphismus — : F — FE dessen Fixkorper K ist (vgl. (§8)). Weiter trage K
eine Halbordnung P, so dass die euklidische Ebene (E,®) = AG(E, K) halbgeordnet

1st.

1. (E,®) erfiillt (WA) genau dann, wenn —1 ¢ P. Das erkennt man wie in Aufgabe 11.
Insbesondere ist (WA) fiir alle angeordneten Koérper erfiillt (das gilt auch schon

wg. (B0).

2. (E,®) ist eine absolute Ebene genau dann, wenn F = K (i) und wenn K pythago-
riiisch ist (d.h. fiir alle @ € K gilt 1 +a? € K).

Wir begriinden hier nur ,,<—=* — dazu geniigt es (WF) zu zeigen: Seien a,b,z € E.
Wegen der Translationsinvarianz aller beteiligten Relationen, kann man oE a = 0
annehmen. Nach Voraussetzung gilt b = by + iby, b, € K, und

bb = b7 + b5 =b; (1+ (by'02)*) € K°, etwa bb=p3> (B € K).

Gesucht ist A\ € K bzw. ¢ = Ax mit (b,0) = (c,0) <= cc=bb= 3% Esgibt £ € K
mit 27 = £2. Somit gilt

ce=Naz =N = =bb = N = (5)
Offenbar ist A = 5¢7! eine Losung und (WF) ist gezeigt.
Dass es genau eine weitere Losung A = —(3¢~! gibt, entspricht der Aussage (83.3).
3. Ist (F,®) eine stetige absolute Ebene (vgl. (ILTH))), so gibt es genau zwei Beispiele:

e die reelle euklidische Ebene (Anschauungsebene), gebildet wie oben mit £ = C
und K =R.

e die reelle hyperbolische Ebene wie in §8 beschrieben.

(8.5) In einer absolute Ebene (E,®) ldisst jede Geradenspiegelung die Zwischenfunk-
tion invariant. Genauer:

VG € &, Y(a,b,c) € E®  gilt (G(a)|G(b),G(c)) = (alb, ).

Weiter gilt fir alle a,b € E, a #b, G € &
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(1) G(a.b) = G(a),G(b);
(2) G(Ja.b) = 1G(a), GO)].-

Beweis. Sei A :=a,b.

Der Fall A = G ist trivial. Wegen Symmetrie kann daher oE b ¢ G, also G(b) # b
angenommen werden.

Im Fall A } G gilt G(A) # A.

Ist a ¢ G gilt a,G(a) N b,G(b) = & nach ([E221). Entsprechend erhilt man ¢ € G
oder a,G(a) N ¢,G(c) = & . Daher liefert ([Z8) die Behauptung.

Der Fall a € G fiihrt auf b, G(b) N ¢,G(c) = & (aufer im trivialen Fall b = ¢) und mit
([Z8) ebenfalls auf die Behauptung.

Im Fall A L G gilt nach (WA) & # ANG =: z. Nach (WF) existiert V' € G mit
(b,z) = (V,z) = (G(b),x). Nach [B22) sind die Geraden L := {z L b,V/} und L' :=
{z L G(b),V'} Mittellote von b,b" bzw. G(b),b". Es gilt L'LA(b) = G(b) und nach dem
Dreispiegelungssatz ([E21) folgt daraus L'LA = G. Nach den vorigen Fillen gilt

(alb, ) = (LA(a)|LA(b), LA(c)) = (I'LA(a)|L' LA®b), L'LA(c)) = (G(a)|G(b), G(c)).

Das zeigt die Behauptung.
(1) und (2) sind jetzt offensichtlich. n

Wie wir das schon fiir euklidische Ebenen bezeigt haben, kann man auch bei absoluten
Ebenen jede Bewegung als Produkt von Geradenspiegelungen darstellen. Insbesondere
lassen Bewegungen damit die Zwischenfunktion invariant.

(8.6) Satz. Sei (E,®) eine absolute Ebene mit Bewegungsgruppe B.

(1) B operiert transitiv auf der Menge kongruenter Punktepaare.

Genauer: Zu je zwei Paaren von Punkten (a,b) und (c,d) mit (a,b) = (¢,d) exis-
tiert ein ¢ € B mit p(a) = c und (b) = d.

(2) Die Abbildung ¢ aus (1) ist das Produkt von hochstens zwei Geradenspiegelungen.
(3) Jedes Element aus B ist das Produkt von hichstens drei Geradenspiegelungen.
(4) Jede Bewegung ¢ € B lasst die Zwischenfunktion invariant.

Beweis. (1) Sei G das Mittellot von a, c. Es gilt dann (¢, G(b)) = (¢, d). Daher existiert
ein Mittellot H von G(b),d und ¢ € H.Im Fall G(b) = d gilt H = ¢, d. Die Behauptung
folgt mit ¢ = HG. Zugleich ist (2) gezeigt.

(3) Ubung und (4) aus (3) und ([&3). n
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(8.7) Bemerkung. 1. Im Unterschied z. B. zur ,Orientierung“ schréinkt die Anordnung
die Menge der vertraglichen Bewegungen nicht ein.

2. Die Aussage (1) kann man auch so ausdriicken:

Die Bahnen der von B auf E x E induzierten Wirkung sind genau die Aquivalenz-

=«

klassen der Relation ,=“ D.h., dass die Kongruenzrelation durch die Gruppe B
eindeutig festgelegt ist.

Es folgen noch einige klassische Aussagen, die zumindest implizit schon in ihrer Formu-
lierung Anordnung voraussetzen.

(8.8) Sei (E,®) eine absolute Ebene und a,b,a’,b' € E, a # b,a’ # V. Fir ¢ €
-— —
a,b, d €d, b mit (a,b) = (a', V) und (a,c) = (', ) gilt (b,c) = (V,).

Beweis. Ubung! ]

Definition. Fiir a,b,¢c,d’,V/,c € E, a # b,c, a' # V,c, heiken die zwei Winkel
Z(b,a,c) und Z(V,d, ') kongruent, i.Z. Z(b,a,c) = Z(V,d’, ), wenn fiir
— — —5

by € a,b, ¢y € c?c), by € d,\ b, ¢ € d,c gilt
(a,bo) = (a,co0) = (d',by) = (d, cp) = (bo, o) = (b, o).

(8.9) FEs seien a,b,c,d b, € E mit (a,b) = (a,c) = (a/,V) = (d,) und (b,c) =

— —
(', ), also Z(b,a,c) = £L(V,d', ). Dann gilt fir alle by € a,b, ¢y € a,c, by € d, b, ¢ €
a,d mit (a,by) = (a,co) = (d, b)) = (d, ¢y) auch (by, co) = (b, c}y)-

D. h. die Kongruenz von Winkeln ist unabhdngig von der Wahl der by, co, bj, .
Beweis. Ubung! ]
(8.10) Scheitelwinkel und Nebenwinkel sind jeweils kongruent.

Beweis. Ubung! n

Ein Tripel (a, b, ¢) nicht kollinearer Punkte heift Dreieck.

(8.11) Kongruenzsitze. Fir zwei Dreiecke (a,b,¢) und (a’,b',c) in der absoluten
FEbene (E,®,=,() sind folgende Aussagen dquivalent

/

(BW) FEs ezistiert eine Bewegung ¢ mit p(a) =a’, ¢(b) =V, v(c) = .
(SSS) (a,b,c) = (d,V,¢)
(SWS) (a,b) = (d, V), (a,c) = (d, ), und ZL(b,a,c) = L(V,d, )
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(WSW) (a,b) = (d,V), L(bya,c)=ZL(V,d,d) und Z(a,b,c) = ZL(d',V, ().

—
Beweis. Wegen (B31) und (WF) existieren je genau ein ¢, € a,¢ und ¢y € d,c mit
(a,b) = (a,co) = (d, ¢}). Nach (BF) gilt dann sogar (a,c,c) = (d,, ).

Daher zeigt (W2) beide Richtungen von (SSS) <= (SWS).

Genauso erhilt man (SSS) = (WSW).

(WSW) = (SWS): Nach (B33) existiert genau ein ¢’ € b’,—c7 mit (b,c) = (I, ).
—

Wegen (SSS) <= (SWS) folgt Z(V/,a’, ") = (b, a,c). Fiir ¢§ € a’, " mit (a,b) = (d’, ¢})

gilt also (V, c)) = (b,co) = (V, ¢j). Nach (W3) muss ¢, = ¢ oder G :=da/,b/' N |c}, cf| #

o gelten.

Wir fithren die zweite Moglichkeit zum Widerspruch.

(PA) fiir das Dreieck (¢, cj,c”) liefert G N |cy, '[ # &, denn (d|cy, ") = 1.

(PA) fiir das Dreieck (¢, ¢, ) liefert G N |¢, "] # &, denn (d'|cp, ') = 1.

Es gilt aber GN ¢, " = und (V|d, ") =1 — ein Widerspruch. Daher ist nur ¢ = ¢
moglich. Dann gilt aber auch ¢ = ¢ und (SWS) gilt mit dem Winkel Z(a,b,c) =
L(d' v, ).

(BW) = (SSS) ist trivial.

(SSS) = (BW): Nach (BHL1) gibt es eine Bewegung ¢ mit ¢(a) = @', ¥(b) =U'. Setze
" =1(c). Im Fall ¢ = ¢” sind wir fertig. Gilt ¢ # ¢, so ist G = o/, nach (6.I7) ein
Mittellot von ¢, ¢”. Daher leistet o = Gt das Gewlinschte. n

Wenn eine und damit alle dieser Aussagen erfiillt sind, dann sagt man die Dreiecke sind
kongruent.

(8.12) Bemerkung. 1. ¢ aus (BW) ist nach (E2013) eindeutig bestimmt. Die Aussage
entspricht der in Schulen iiblichen Definition von ,kongruent” als ,,deckungsgleich®.

2. In einer absoluten Ebene gibt es zu jeder Geraden G und jedem Punkt x ¢ G eine
xNichtschneidende* durch x; ndmlich H = {x L {z L G}} (fir z =GN H wiren G
und H Lote durch z auf {x L G}, ein Widerspruch zu (62241)).

3. Bereits ca. 300 v.Chr. wurden (erstmals in der bekannten Geschichte!) Axiome fiir
die Geometrie formuliert und in Euklids ,Elemente der Mathematik® verdffentlicht.
Dieses Buch diente bis ins 19. Jahrhundert als Lehrbuch (nicht nur fiir Geometrie).

Es gehort zu den meistgedruckten Biichern iiberhaupt.

4. Bis ins 19. Jahrhundert wurde versucht, das Parallelenaxiom aus den anderen Eukli-
dischen Axiomen abzuleiten. Erst die Entdeckung der ,nicht-Euklidischen Geometrie
durch Bolyai und Lobatschevski zeigte, dass dies nicht mdoglich ist.
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5. Eine erste moderne Ergénzung und Vervollstindigung (z.B. mit Anordnung) der Eu-
klidischen Axiome erfolgte durch Pasch, Hilbert, u.a. gegen Ende des 19. Jahrhun-
derts. Diese Entwicklung stand im Kontext einer umfassenden Diskussion iiber die
Grundlagen der Mathematik.

6. Die hier prasentierten Axiome gehen auf Sorensen ca. 1996 zuriick.

7. Die Axiome fiir die absoluten Ebenen verzichten auf ein Axiom iiber die Existenz von
,Nichtschneidenden®. Dabei gibt es grundsétzlich drei Moglichkeiten:
Sei Ge®,xe E\G

(i) :3H € ® mit x € H und GNH =  (Euklidischer oder parabolischer Fall)
(i) 3H,H € @ mit t = HNH und GNH =GNH =& (hyperbolischer Fall)
(iii) AH € ® mit € H und GNH =g  (elliptischer Fall)

Wegen 2 entfillt der Fall (iii) fiir die absolute Geometrie. Als diese Dinge im 19.
Jahrhundert untersucht wurden, gab es aber noch keine vollstindige Axiomatik fiir
die absolute Geometrie; insbesondere stand die Untersuchung der Anordnung erst am
Anfang.

8. Offenbar bedeutet (iii), dass eine projektive Ebene vorliegt.

9. Die Bezeichnungen parabolisch, hyperbolisch und elliptisch stammen von Felix Klein.
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9 Austauschraume

Definition. Sei (P, &) ein Inzidenzraum. Eine Teilmenge U C P heift Unterraum
(Teilraum), wenn gilt Vo, y e Uz £y : T,y CU. Fir 8U) :={Ge€ & |G C U} ist
(U,6(U)) dann selbst ein Inzidenzraum.

Es bezeichne i die Menge aller Unterrdume von P.

(9.1) Beispiele. (1) Minimalmodell der affinen Ebene (vgl. (LI11)): Es gilt 4 = P(P).
(2) Fiir jeden Inzidenzraum (P, ®) gilt

G e, VreP:{z}el, VGe®:Gel, Pedil

(3) Betrachte den near-pencil fiir n =4 (also P = {zq,...,24}).
{1, 29, 23,24} € U, aber {zg, x1, 22} & L.

(9.2) Sei Y die Menge der Unterriume eines Inzidenzraums und 20 C U, dann gilt
NueaU € U. D.h. der Durchschnitt beliebig vieler Unterrdume ist wieder ein Unter-
raum.

Beweis. Sei T := (\yeqU und z,y € T mit x #y = YU € A gilt

ryel = YU eA:. T,y CU = 7,yCT = T e -

Man sagt, die Menge 4 der Unterrdume eines Inzidenzraums P sei N-abgeschlossen:

Definition. Ein Mengensystem 1 von Teilmengen einer Menge P heift
durchschnitts-abgeschlossen (auch N-abgeschlossen), wenn fiir alle 2 C 4
gilt Npyeaq U € Y. Das Paar (P, 4) heift dann N-abgeschlossener Raum.

(9.3) Beispiele. (1) Die Menge aller Untergruppen (und die Menge aller Normalteiler)
einer Gruppe ist N-abgeschlossen.

(2) Die Menge aller Untervektorrdume eines Vektorraums ist N-abgeschlossen.

(3) Die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen eines topologischen Raumes ist M-
abgeschlossen.

(4) Die Menge aller konvexen Teilmengen in AG(2,R) ist N-abgeschlossen.

Definition. Fiir N-abgeschlossene Réume (P, 4) kann man eine Hiille von X C P
definieren durch X := ¢y xcpy U € Y. Man sagt auch ,, X erzeugt X*.

Bemerkung. 1. Esgilt X ¢ 4 <= X = X.
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2. Man spricht vom ,erzeugten“ Untervektorraum, von der ,erzeugten“ Untergruppe,
und vom ,erzeugten Unterraum eines Inzidenzraums.

3. Ziel ist eine prézise Fassung des Dimensionsbegriffs.

Eine Teilmenge B von P werden wir Basis nennen, wenn sie ein j,unabhingiges“
Erzeugendensystem ist. Dann kann man definieren: dim B = |B| — 1.

Damit diese Definition sinnvoll ist, miissen zwei Bedingungen erfiillt sein:

(i) Die Existenz von Basen muss gesichert sein

(ii) Je zwei Basen miissen ,gleichméchtig® sein.
4. Bei Vektorrdumen, affinen und projektiven Rdumen gelten (i) und (ii).
5. In allgemeinen Inzidenzraumen gelten weder (i) noch (ii).

6. Gesucht ist eine einfache Eigenschaft, die (i) und (ii) sicher stellt — das ist die
Austauschbedingung.

(9.4) Sei (P,Y) ein N-abgeschlossener Raum. Die Abbildung

TiP(P) = U X X = m U

XCUesud

st ein Htllenoperator, d.h. es gilt fir alle X,Y C P
(H1) X C X

(H2)

<l

=X
(H3) XCY = XCY.

Beweis. Ubung. n

Definition. Sei (P, $l) ein N-abgeschlossener Raum und ~ der induzierte Hiillenopera-
tor. Dann ist fiir U € Y die Dimension von U definiert durch

dmU :=inf {|X]|; XCPAX=U} -1
X C P heifit unabhiingig, falls VY ¢ X : Y ¢ X.

X C U € 4 heift Erzeugendensystem von U, falls X = U.

X C U € U heifst Basis von U, falls X unabhingig und Erzeugendensystem von U
ist.
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(9.5) Bemerkung. (0) Aus Y C X folgt YUX = X (Definition von !). Ins-
besondere gilt fir X C P, unabhiingig und z € X stets * ¢ X \{r} (denn
re X\ {z} = X =X\ {x} — ein Widerspruch zur Unabhéngigkeit von X!).

(1) Es gilt 4 = {X; X C P}. Auf diese Weise kann man einen N-abgeschlossenen
Raum auch mit Hilfe einer Hiillenoperation definieren. Ubung.

(2) Wir werden im Folgenden stets ohne viel Authebens zwischen dem Mengensystem
i1 und dem Hiillenoperator hin und her springen.

(3) Im Allgemeinen ist in (P,4l) die Existenz von Basen nicht gegeben.
(4) Im Allgemeinen sind verschiedene Basen, sofern existent, nicht gleichméchtig.

(5) Gibt es ein endliches Y C P mit ¥ = P, dann ist die Menge B C P mit |B]
minimal und B = P eine Basis von P. In diesem Fall existieren also Basen.

Beweis. Wire B abhiingig, dann giibe es ein v € B mit B\ {z} = B, im Widerspruch
zu Minimalitét. ]

(6) Es gibt Inzidenzraume in denen jede unabhéngige Menge endlich, und jedes Erzeu-
gendensystem unendlich ist. Dann gibt es also weder Basen, noch minimale Erzeugen-
densysteme.

(9.6) Beispiele. (0) Natiirlich sind Untermengen unabhéngiger Mengen wieder unab-
hingig.

(1) Sei (P, ®) ein Inzidenzraum. Dann ist & eine Basis von & € 4 (und dim o = —1),
{z} ist Basis von {z} € i (und dim{z} =0), {z,y},x # vy, ist Basis von G € & C 4,
wenn x,y € G (und dimG = 1).

(2) Minimalmodell der projektiven Ebene (vgl. (I114)): Unabhéngige Teilmengen sind
o, {z}, {z,y} (mit = # y) und {z,y, 2z} mit nicht kollinearen z,y,z. Die {x,y, 2}
sind sogar Basen, und alle Basen in diesem Fall gleichméchtig. Also dim P = 2.

(3) Ergénze die abgebildete Figur durch Verbinden aller Paare von
unverbundenen Punkten mit zwei-punktigen Geraden (also sind z. B.
1 und 6 zu verbinden). Dann ist (P, &) ein Inzidenzraum. Es ist
{1,2,3} eine Basis von P, aber {1,2,6} ist nur Basis von {1,2,6}
und kann nicht zu einer Basis von P erginzt werden.

(4) Vgl. Beispiel (1.1.2): P = {xo,...,z,}, & = {{z;,2;}; i # j}. Jede Teilmenge
U C P ist ein Unterraum mit U als Basis, also dim P = n.

Im Fall n = 3 ergibt sich das Minimalmodell der affinen Ebenen (mit der Dimension 3).
Es handelt sich um das einzige Beispiel einer affinen Ebene mit dim # 2.

(5) Ergénze die Figur wieder zu einem Inzidenzraum, wie oben be-
schrieben. Dann gilt: |P| =9, |&| = 22, {1,2,3} = P und {1, 2,3}
ist Basis von P ( = dim P = 2).
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6,7,.8,9) = P, 16,7.8] = {4,5,6,7,8}, {6,7,9) = {4,5,6,7,9}, {6,8,9) =
{6,2,3,8,9}, {7,8,9} = {7,2,3,8,9}. Da also keine echte Untermenge von {6,7,8, 9}
ganz P erzeugt, ist auch {6,7,8,9} eine Basis von P.

(9.7) In jedem Inzidenzraum (P, ®) gilt die Endlichkeitsbedingung:
Sei X C P und v € X, dann ezistiert R C X mit |R| €N und v € R.

Beweis. Sei X C P und

Q={reP;IRC Xmit|RleNundzeR}= |] R

RCX,|R|€N

Offensichtlich gilt X € @ C X. Wenn wir zeigen, dass ) ein Unterraum ist, dann erhélt
man X CQ — X CQ=0Q = X = Q. Insbesondere gilt

r€X = r€Q = x€R firein RCX mit |R|€N,

was die Behauptung zeigt.

Seien also x,y € Q,x #y. Zu x,y existieren dann R, R, C X mit [R.|,|R,| € N und
r € R,;, y € R,. Dann gilt

|R,.UR,J€eN und R, R,CR,UR,, also T,yCR,UR,CQ.
Somit ist () Unterraum. =

Definition. Sei (P, i) ein N-abgeschlossener Raum, der die Endlichkeitsbedingung er-
fiilllt. Dann heift (P, ) Austauschraum, wenn das folgende Austauschaxiom gilt:

(AA) Firalle SC P und z,y € P gilt: 2€SU{y}\S = ye Su{z}.

Ist (P, ®) ein Inzidenzraum, so nennen wir auch (P, ®) einen Austauschraum.
(9.8) Beispiele. 1. Unterrdaume von Austauschriumen sind Austauschriume.

2. Affine und projektive Ebenen sind Austauschriaume. Beweis spéter.

3. Jeder nicht-triviale halbgeordnete Raum ist ein Austauschraum (Kreuzer, ca. 1990).

4. Vgl. Beispiel (Lf13): (P, &) ist kein Austauschraum. Gegenbeispiel: S = {1,6}, z =
2, y=>5.Dann z € SU{y}\ S =P\ S, aber y & SU{z} = {1,2,6}.

5. Auch Beispiel ([@85) ist kein Austauschraum.

6. Jeder Vektorraum ist ein Austauschraum (wie ist das gemeint?).
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7. Gruppen mit ihren Untergruppen erfiillen das Austauschaxiom i. A. nicht.

(9.9) Sei (P, ) ein Austauschraum. Dann gilt:

(1) Sei X C P unabhingig und y € P\ X. Dann ist X U {y} unabhingig.

(2) X C P ist Basis von P <= X ist mazimal unabhdingige Teilmenge von P (d.h.
fir unabhdngige Y C P mit X CY qilt X =Y ).

(3) Sei X ein Erzeugendensystem von P und B C X mazimal unabhingig in X . Dann
1st B Basis von P.

Beweis. Ubung!
(2) ,,=“: Sei X Basis von P.Ist X ¢ Y C P, Y unabhingig, dann gilt Y C Y =

X =P (wegen X CY = X CY) — ein Widerspruch zur Unabhiingigkeit von Y .
Also folgt die Behauptung.

,<=": Angenommen X ist maximal unabhiingig und P # X, dann existiert y € P\ X
und wegen (1) ist X U {y} unabhéngig — ein Widerspruch zur Maximalitdt von X.
Daher gilt P = X und X ist Basis von P.

(3) Zu zeigen: B = P. Fiir B ¢ P existiert z € X \ B (da B C X und X = P). Dann
ist BU{z} C X unabhingig wegen (1), ein Widerspruch. Also ist B Basis von P. nm

Intermezzo: Mengenlehre

Auswahlaxiom. Sei 971 eine Menge nichtleerer Mengen. Dann existiert eine Abbildung
frm— |J M mit VMeMm: f(M)e M,
Mem

genannt Auswahlfunktion.

Aquivalent dazu ist

Zornsches Lemma. 1Y Sei (M, <) eine geordnete Menge. Falls fir alle K C M, K #
o, mitVe,y € K :x <yVy <z (d. h. (K, <) ist total geordnet und heifit dann Kette)
ein m € M existiert mit Vo € K : x < m (d.h. m ist obere Schranke), dann besitzt
M mazimale Elemente.

Definition. Zwei Mengen A, B heifen gleichméichtig, wenn es eine Bijektion f: A —
B gibt. Man schreibt dann |A| = |B|.

Falls |A| = [{1,...,n}| fiir ein n € N, so schreiben wir |A| = n.

10Von Kuratowsky 1922 gefunden und 1935 von Zorn wiederentdeckt.
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Beispiel. Bezeichne 2N := {2n; n € N} die Menge der geraden natiirlichen Zahlen.
Dann ist f: N — 2N; n — 2n bijektiv, d.h. |[N| = |2N|, obwohl 2N ¢ N.

Bemerkung. (1) |A| nennt man Kardinalzahl von A (eine Definition des Begriffs ist
nicht trivial und benétigt das Auswahlaxiom). (2) A heift unendlich, wenn es B ¢ A
gibt mit |A| = |B|.

(3) Ng = |NJ ist die kleinste unendliche Kardinalzahl (genannt ,abzéhlbar unendlich®).
Es gilt |Q| = |Z| = N,.

(4) Es gilt [N| 5 [P(N)| = [R].
Fiir Mengen A, B schreibt man
|A| < |B| <= 3df:A— Binjektiv <= IC C B: |A| =|C]
<= dg: B — A surjektiv.
Fiir die letzte Biimplikation wird das Auswahlaxiom bendétigt.

(9.10) Satz (Schréder-Bernstein). Seien A, B Mengen mit |A| < |B| und |B| <
|A|l. Dann gilt |A| = |B].

Beweis. Nicht trivial! Siehe z. B. [2]. n

Seien A, B Mengen. Wir setzen |A|+ |B|=|AUB| und |A|-|B|=|A x B].

Fiir natiirliche Zahlen ergeben sich das gewohnte ,,+“ und ,,-“.

Rechenregeln. Seien A, B nicht-leere Mengen. Dann gilt

(1) [Al+[B]=|B[+[A] und [A]-[B|=|B|-|Al.

(2) |Al¢N = |A]l+ |B] = max{|A],|B[} = |4] - | B|.

Bemerkung. 1. Der Beweis von (2) ist nicht ganz trivial.

2. Sei A unendlich. Dann folgt |A"| = |A|" = |A| aus den Rechenregeln. Insbesondere

gilt |Q"| = [Q| =N und |R"| = |R].

Basen in Austauschraumen

In diesem Abschnitt beweisen wir die zentralen Sitze fiir Austauschriume. Damit er-
gianzen wir auch die lineare Algebra, in der diese Sétze meist nur fiir endlich erzeugte
Vektorrdume gezeigt werden.
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(9.11) Basisergiinzungssatz. Sei (P, ) ein Austauschraum und X C P ein Erzeu-

gendensystem von P, das eine unabhdingige Menge L enthdlt. Dann existiert eine Basis
B wvon P mit der Figenschaft L C B C X C P.

Beweis. Sei X := {AC X; L C Aund A unabhéngig}. Wegen L € X ist X # o.
Die Inklusion ,,C“ ist eine Ordnungsrelation auf X. Sei K eine Kette in (X, C) und
T := UgesS C X. Wire T abhiingig, so gibe es zo € T mit T\ {20} = T. Wegen
der Endlichkeitsbedingung existieren xy,...,z, € T'\ {xo} mit zg € {xy,...,2,}. Fiir
alle i € {0,...,n} existieren S; € K& mit z; € S;. Da K Kette ist, existiert iy mit
Vi€ {0,...,n}:S; C S, . Somit ist {zg,...,x,} C S;, unabhingig, ein Widerspruch
zu 9 € {x1,...,7,}. Daher ist T unabhéngig, also 7" € X, und somit ist 7" obere
Schranke von K. Nach dem Zornschen Lemma existiert B € X maximal. B ist dann
maximal unabhéngig in X. Wegen (@33) ist B Basis von P. n

Bemerkung. Aus dem Basisergidnzungssatz folgt insbesondere die Existenz von Basen
in beliebigen Austauschrdumen (P,4l) — betrachte den Fall L = & und X = P.

(9.12) Satz iiber die Gleichmichtigkeit von Basen. Seien (P,4l) ein Austausch-
raum und B,C C P zwei Basen. Dann gilt |B| = |C]|.

Beweis. 1. Fall: Eine der Basen ist endlich, etwa B = {by,...,b,}. Durch vollstindige
Induktion nach i wird folgende Behauptung bewiesen:

Zu jedem i < n existieren ¢y,...,¢; € C mit B; := {cy,...,¢;,bi41,...,0,} ist Basis
von P. Dann ist B, C C Basis von P, also B,, = C und |B| = |C| = n.

i1=0: By= B ist Basis von P.
i—1—14: Seialso B;_; Basis von P. Setze @) := B;_1 \ {b;}. Dann

QP = C¢Q = J€C\Q
und mit [@31) ist B; := Q U {¢;} unabhéingig. Wegen (AA) gilt

b€ B =— P=DB, 1 CB; und B, ist Basis von P.

2. Fall: B und C sind unendlich. Wegen der Endlichkeitsbedingung existiert fiir jedes
ce€ C ein T, C B mit ¢ € T, und |T,| € N. Setze

7:={T,; ceC} und T := U S.

SeT

Dann gilt C C T, also T = P. Aus (@32) und T C B folgt B=T.

Annahme: |7| < |B|. Im Fall |B| = |N| wire 7 dann endlich, also auch 7" = B endlich,
ein Widerspruch.

Im Fall |B| = |N| folgt |B| = |User S| < |T|-IN| S |B| - |B| = |BJ, ein Widerspruch.

Daher gilt |B| < |7] < |C|. Wegen Symmetrie auch |C| < |B|. Mit dem Satz von
Schroder-Bernstein folgt |B| = |C]. n
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Als wichtige Folgerung erhalten wir

(9.13) Der Inzidenzraum (P, ®) sei ein Austauschraum mit der Basis B. Dann gilt:
dim P = |B| — 1. -

(9.14) Satz. Sei (P,4) ein Austauschraum und B C P. Dann sind dquivalent:

(I) B ist Basis von P.
(IT) B ist mazimale unabhingige Teilmenge von P.

(III) B ist minimales Erzeugendensystem.

Beweis. (I) <= (II) in (@92).

(I) = (III): Jede Basis ist Erzeugendensystem. Wegen der Unabhéngigkeit ist es mi-
nimal.

(II) = (I): Aus T & B folgt T ¢ B, also ist B unabhiingig. n

Direkt ergibt sich eine weitere, wichtige

(9.15) Folgerung. Der Inzidenzraum (P, ®) sei ein Austauschraum mit dim P =n €
N und B C P. Dann sind dquivalent:

(I) B ist Basis von P.
(IT) B ist unabhdngig und |B| > n + 1.

(IlI) B=P und |B| <n+1. n

(9.16) Bemerkung. (1) Ist (P, Y1) endlich erzeugter Austauschraum, so erhilt man die
Satze (@I) und (@I2) auch ohne Anwendung des Zornschen Lemmas.

(2) Endlichkeitsbedingung und Austauschaxiom sind die entscheidenden Eigenschaften,
die einen ,verniinftigen“ Dimensionsbegriff ermdglichen.

(3) Die Sétze (@11]) und (@I2) sind insbesondere auf Vektorrdume anwendbar. D. h. wir
haben einen Beweis fiir den Basisergdnzungssatz und die Gleichméchtigkeit von Basen
fiir Vektorrdume (auch fiir nicht endlich erzeugte!).

(4) Nachtrag zu §6: Sei (F,®,=) eine Austauschebene mit Kongruenz, dann ist
jeder echte Unterraum von E leer, ein Punkt, oder eine Gerade, wie es in Bemerkung
1) und vor (GI7) festgehalten wurde.

(5) Der Beweis von (E19) ist aufwindiger.
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Hyperebenen

Ab jetzt benutzen wir die Bezeichnung ,,Austauschraum® nur noch fiir Inzidenzraume.

Definition. Sei (P, ®) ein Inzidenzraum. Ein Unterraum H C P heift Hyperebene,
wenn ein x € P\ H existiert mit H U{z} = P.

(9.17) Sei (P, ®) ein Austauschraum und 34 die Menge der Unterrdume von P.
Fir H € U sind dquivalent:

(I) H ist Hyperebene.
(IT) H ist mazimal in U\ {P}.
(III) H # P und Vx € P\ H gilt HU {z} = P.
Beweis. (I) = (I1): Es gibt x € P\ H mit HU {2z} = P. Sei S € 4 mit H ¢ S. Fiir
ye S\H gt ye HU{z}\H = ze€ HU{y} C S,
insbesondere H U {z} C S und somit P = H U {z} C S. Daher gilt S = P.
»(II) = (II)* und ,(III) = (I)“ sind klar. n

(9.18) Sei (P, ®) ein Austauschraum mit dim P = n € N. Weiter sei H C P ein
Unterraum. Dann qilt: H Hyperebene <= dimH =n —1.

Beweis. ,,=": Sei B Basis von H und z € P\ H. Mit (@IZAIII) und (&391) folgt:
B U {z} ist Basis von P. Das zeigt |B| =n und dim H =n — 1.

,<—"“: Sei B Basis von H, dann gilt |B| = n. Ergéinze B zu einer Basis B’ von P.
Dann gilt |B’| = n+ 1 und es gibt € P\ H mit B’ = BU{z}, also P = H U {z}.
Somit ist H Hyperebene. n

(9.19) Sei (P, ®) ein Austauschraum und U & P ein Unterraum. Dann ist U der
Durchschnitt aller Hyperebenen die U umfassen.

Beweis. Ubung mit (II7AII). n

Bemerkung. (LT9) gilt auch fiir U = P, denn m U=P.
Uey

(9.20) Beispiele. 1. Minimalmodell der projektiven Ebene: Hyperebenen sind genau
die Geraden.

2. Minimalmodell der affinen Ebene: alle drei-elementigen Teilmengen sind Hyperebe-
nen. Das ist die einzige Ausnahme unter den affinen Ebenen.
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3. Siehe Beispiel [@H3): H = {1,2,6} ist Hyperebene. Es gilt dim H = 2 = dim P.
Beachte, dass P kein Austauschraum ist!

4. ITm Austauschraum R?® sind die Hyperebenen genau die Ebenen und jede Gerade,
jeder Punkt ist Schnitt von zwei bzw. drei Hyperebenen.
Wir sammeln noch einige wichtige Aussagen.

(9.21) Seien (P,®) und (P',®') Inzidenzraume, o : P — P’ ein Isomorphismus und
X C P. Dann gelten:

(1) X ist Unterraum von P <= o(X) ist Unterraum von P’.
(2) o(X)=0o(X).

(3) X ist Unterraum von P — dim X = dimo(X).

(4) X ist unabhingig < o(X) ist unabhdingig.

(5) X ist Basis von P <= o(X) ist Basis von P’.

(6) P ist Austauschraum <= P’ ist Austauschraum.

(7) X ist Hyperebene <= o(X) ist Hyperebene.

Beweis. (1) ,==*“: Seien 2/ = o(x),y’ = o(y), 2’ # v/, beliebig aus o(X) (also z,y €
X). Dann 77y C X, also o',y = 0(7,y) C o(X) und o(X) ist Unterraum. Da auch

o~! ein Isomorphismus ist, ergibt sich auch ,,<=*.

(2) Neben X bzw. o(X) sind wegen (1) auch o7*(0(X)) bzw. ¢(X) Unterriume von

P bzw. P'. Aus 0(X) C o(X) folgt o(X) C ¢(X) und entsprechend

XCo ' o(X) = XColo(X)) = o(X)Co(X).

Das zeigt die Behauptung.
(3)—(7) direkt aus der jeweiligen Definition und (1) bzw. (2). n
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10 Affine und projektive Raume

Im Folgenden wird ein Parallelitdtsbegriff benotigt, der den aus § verallgemeinert:

Definition. Ein Unterraum U C P eines Inzidenzraums (P, ®) heikt Ebene, wenn
dimU =2, d.h. U € & und es gibt verschiedene x,y,z € U mit {z,y,z} =U.

Sei (P,®) ein Inzidenzraum. Zwei Geraden G,H € & heifen parallel (geschrieben
G||H), wenn G = H oder eine Ebene E C P existiert mit GUH C E und GNH = 5.

Bemerkung. Die obige Definition ist nicht (ganz) konsistent mit der Definition von
| fiir affine Ebenen. Es gibt eine einzige Ausnahme: Das Minimalmodell der affinen
Ebenen (vgl. Beispiel ([@614) und (I11)). Hier gilt a,b Jf ¢,d im obigen Sinne, da die
beiden Geraden nicht in einer Ebenen liegen.

Definition. Ein Inzidenzraum (P, &) heifst

affiner Raum, wenn jede Ebene eine affine Ebene und || transitiv ist;

projektiver Raum, wenn jede Ebene eine projektive Ebene ist.

(10.1) Bemerkung. 1. Reflexivitdt und Symmetrie der Relation || sind klar.

2. Wenn in (P, ®) jede Ebene affine Ebene ist und 3G € & mit |G| > 4, dann folgt die
Transitivitdt von || (Buekenhout und Karzel/Pieper, siehe [7, (5.39)]).

3. Im Fall VG € & : |G| = 3 gibt es Gegenbeispiele.
4. Der Fall VG € & : |G| = 2 wird unten behandelt.

(10.2) Beispiele. (1) Jeder Inzidenzraum (P, &) mit |&| < 1 ist sowohl affiner als
auch projektiver Raum (es ist der einzige Typ, bei dem die Begriffe zusammenfallen).

(2) Jede affine Ebene (A, ®) mit ord A > 3 ist ein affiner Raum der Dimension 2 (vgl.
auch (Z64)).
(3) Jede projektive Ebene ist ein projektiver Raum der Dimension 2.

(4) Jeder Unterraum eines affinen bzw. projektiven Raumes ist ein affiner bzw. projek-
tiver Raum.

(5) Sei K # Zy ein Korper und V ein K-Vektorraum. Setze P := V und & :=
{a+bK;acV,beV\{0}}. Dannist AG(V, K) := (P, ®) ein affiner Raum, genannt
affine Ableitung (vgl. (CI17)). Im Fall V = K™ schreibt man AG(n, K). Ist K =
GF(q) fiir eine Primzahlpotenz, so schreibt man auch AG(V,q) bzw. AG(n,q).

Beweis. Nach ([LI17) ist P Inzidenzraum. Um zu zeigen, dass Unterrdume der Form
{z,y, 2z} affine Ebenen sind, benétigen wir das folgende
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Lemma. Fir nicht kollineare x,y,z € V gilt E = o+ (y—2)K +(z—2)K = {x,y, 2}.

Da P — P; x +— x + a offenbar ein Automorphismus von P ist, diirfen wir oE. z = 0
annehmen. Zu zeigen ist dann: £ = yK + 2K = {0,y, z}.

{0,y,2} C E: E ist ein Untervektorraum von V und fiir a,b € E,a # b, gilt a,b =
a+(b—a)K C E, also ist £ Unterraum von P. Somit {0,y,z} C F, denn 0,y,z € E.
E C {0,y,z}: Sei p = yA+ zu € E, A\, u € K, beliebig. Wir miissen p € {0,y, 2}
zeigen. Fiir p € 0,y U0, z C F ist nichts zu zeigen, also kann oE. )\, 1 # 0 angenommen
werden.

1. Fall: A # —p, dann existiert u:=p-(A+p) "t =2+ (y—2)AA+pu)™?

(Nachrechnen!), und somit gilt he
u=0pnyz€{0,y,2} = peluc{0y,z} T

2. Fall: A = —pu. Es existiert v € K\ {0,1} (da K # Z,!), und weil yv € 0,y C {0,y, 2}
ergibt der erste Fall p € 0,yv, 2 C 0, y, 2.

Daher gilt das Lemma.

Fir F = {z,y, 2} gilt offenbar (E,&(F)) = AG(2, K), F ist also affine Ebene. Seien
a + bK und ¢+ dK parallele Geraden aus &, d.h. es existiert eine Ebene £ C P mit
a+bK,c+dK C E.Da E=AG(2,K) gilt a+bK||[c+dK <= bK = dK, also ist ||
transitiv. n

(6) Sei K ein Korper und V' ein K -Vektorraum. Weiter seien P := {aK; a € V' \ {0}}
und & := {aK + bK ; a,b € V linear unabhéngig}. Dann ist PG(V, K) := (P,&, Q)
ein projektiver Raum. Im Fall V = K™*! schreiben wir PG(n, K). Gilt K = GF(q) fiir
eine Primzahlpotenz ¢, so schreiben wir auch PG(V, ¢q) bzw. PG(n,q).

Beuweisskizze: Inzidenzraumeigenschaft wie in (B15). Zu nicht kollinearen =K, yK, zK
sind z,vy, 2z linear unabhéngig.

Behauptung. £ = {aK; a € V\ {0} mit oK CaoK+yK + 2K} = {zK,yK, 2K}
15t projektive Ebene in P.

Ausfiihrung: Ubung.

Affine Geometrie tiber Z,

Sei V' ein Zs-Vektorraum und & := {a+bZy; a € V,b € V \ {0}}. Dann ist (V,®)
mit dimV > 2 kein affiner Raum (vgl. Beispiel ([TL25)), denn fiir nicht kollineare
x,y,z € Vist {z,y,2z} = {x,y, 2} keine affine Ebene. Auch die Relation || ist trivial,
denn VG, H € & : G||H <= G = H. Man kann aber Abhilfe schaffen, indem man ein
,kiinstliches“ ||o einfiihrt:
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G = a+ bZy, H = ¢+ dZ, heifen parallel (geschrieben G|2H), wenn bZy = dZs
(<= b=d, denn bZy ={0,b}). Offenbar ist ||, eine Aquivalenzrelation auf & und es
gilt (P) mit {z|jsa + 0Za} = x + bZ,.

U C V heift Unterraum von (V, 8, ||2), wenn
Ve,yecUzx#y: T,y CU und VG € &U),x €U :{z|G} CU.

Wir setzen AG(V,Zs) := (V, &, ||2) mit diesem Unterraumbegriff und sprechen auch hier
vom affinen Koordinatenraum (obwohl AG(V,Z,) kein affiner Raum ist!). Offenbar
ist dieses System von Unterrdumen N-abgeschlossen. Der zugehérige Hiillenoperator sei
mit ~° bezeichnet.

(10.3) Sei V' ein Zy-Vektorraum und U C V. Dann gilt:

(1) U ist Unterraum von AG(V,Zy) <= es gibt einen Untervektorraum R CV und
zeV mitU=x+R.

(2) AG(V,Zs) ist ein Austauschraum.

Beweis. (1) ,—“: OE. gilt 0 € U, denn z — x + a ist offenbar ein Automorphismus
von AG(V,Zs) (der insbesondere | respektiert). Wir zeigen, dass U Untervektorraum
von V ist: Seien a,b € U, dann ist aZs C U klar, ebenso a+b € U fiir b= 0. Fiir b # 0
gilt a +b € a+bZy = {a]|20,0} C U. Also ist U Untervektorraum und die Behauptung
folgt.

,=“7Zu a,b € Ria#b, gilt a,b = a+ (b—a)Zy C R. Fiir ¢ € R gilt zusétzlich
{c||2a,b} = c+(b—a)Zy C R. Also ist R Unterraum von AG(V,Z,), ebenso U = z+ R.

(2) Ubungsaufgaben 24 und 27. n

Bemerkung. (1) Man kann die bei AG(V, K) fiir K = Z, auftretenden Ausnahmere-
gelungen durch eine andere Axiomatik umgehen.

(2) Der affine Koordinatenraum AG(V,Z,) spielt eine wichtige Rolle in der Codierungs-
theorie.

Warum AG(V,Z,) ohne den neu eingefiihrten ,,||2“-Begriff kein affiner Raum sein kann,
zeigt auch

(10.4) Sei (P, ®) ein affiner Raum mit dim P > 2. Fir alle G € & gilt |G| > 3.

Beweis. Annahme: 3G € & : |G| = 2, etwa G = {a,b}. Wegen dim P > 2 existiert
¢c € P\G und E := {a,b,c} ist affine Ebene. Da G C FE gilt ord £ = 2, aber
dann gilt dim £ = 3 (Widerspruch!), bzw. {a,b,c} = {a,b,c} ist keine affine Ebene
(Widerspruch!). n
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Verbindungssatz und Austauschaxiom

(10.5) Sei E Ebene eines affinen oder projektiven Raumes. Fir je drei nicht kollineare
x,y,z € E gilt {x,y,2} = FE.

Beweis. Natiirlich gilt {z,y,2} C E. Fiir u € E\ {z,y, 2} ist u € {z,y, 2} zu zeigen:
1. Fall: 3v =w,z N7y, z, dann gilt v € 7,7 C {z,y, z}.

2. Fall: w,zNy,z = & (also w,z||y;z). D.h. {x,y, 2} und E sind beides affine Ebenen.
Somit G := {z|[7;z} C {z,y, 2}. Wegen der Transitivitit von || und = € G hat man
w, z|[7, z||G und daraus @,z = G, also u € {z,y, 2}. -

(10.6) Sei (P,®) ein affiner Raum. Dann gilt:

(1) Ve e PYG € ® 3,H € & mit G||H und x € H. Bezeichnung: H = {z||G}.

(2) Sei T' ein Unterraum von P. Fir x € T und G € &(T)
gilt {z||G} C T.

(3) Seien G,H,G',H' € & alle verschieden mit G||G', H||H’
und a = GNH € P, d = GNH € P. Fir E =
GUH,E' = G"UH" und K € &(E) mit a € K gilt:
K'={d||K} € (FE).

Beweis. (1) Sei x € P und G € . O.B.d.A. =z ¢ G, also ist GU {x} eine Ebene fiir
die (P) gilt. Da dies nach ([L0) die einzige Ebene ist, die G und z enthilt, folgt die
Behauptung.

(2) Wegen (1) gilt {z||G} CGU{z} CT.

(3) 1. Fall: E” .= ENFE # & (E” ist Unterraum!), etwa ¢ € E”. Setze G" :=
{c|G} C E, H" :={c||H} C E. Wegen der Transitivitit von || gilt G" = {¢||G'} C E’,
H"={c|H'} CFE, also G H" C E".Da G }f H gilt G" # H", also ist G" U H" eine

Ebene. Mit ([LH) folgt £ = G” U H"” = £’ und die Behauptung ergibt sich aus (2).
2. Fall: ENE' = &. Wegen ([[L4)) existieren

ce€a,d\{a,d}, e K\{a}, r€ G\{a} mit T,z}H und y:=7z,zNH.

Da G,G' C {c,a,z}, H H C {c,a,y} existieren 2’ := ¢z NG, vy = ¢ynN H'. Die
Geraden x,y, ',y liegen in der Ebene {c,x,y} und

rynNa,y CENE =g = x,y||o,y.

Da ¢,z in {c,x,y} liegt, existiert 2/ = ¢,z Na/,y’. Die Geraden K = @,z und o, 2’
liegen in {c,a, z} und

a,zNad,?? CENE =g = K|d,”?”=K ud K CF. -
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Bemerkung. Die Definition von Unterrdumen in AG(V,Z,) ist gerade so gemacht,
dass Aussage (2) auch dort gilt.

(10.7) Verbindungssatz. Sei T Unterraum des Inzidenzraums (P, ®) und a € P\T .

(1) Ist (P,®) projektiver Raum, so gilt T'U{a} = U a,T.

zeT

(2) Ist (P,®) affiner Raum, so gilt T U {a} = U a,TU U {a||G}.
zeT Ge®(T)

Beweis. (1) Setze U = |J,op @, x. Offenbar gilt T'U {a} € U C T'U{a}. Es geniigt
also zu zeigen, dass U Unterraum ist. Seien p,q € U,p # q, also p € @, 7, q € @,y fiir
x,y € T'. Dannist p, ¢ C U zu zeigen. Sind a, z, y kollinear, so folgt p,q =a,z C U. Also
seien a, x,y nicht kollinear, dann ist {a,z,y} eine projektive Ebene. Fiir r € p,;q \ {a}
existiert z :=a,7NT,y €T (da r € {a,z,y}) und r € @,z C U. Es folgt p,q C U und
U ist Unterraum.

(2) Setze U = U,er @7 U Ugeer)1allG}. Wieder gilt TU {a} C U C T'U {a} (vgl.
(I@6l2)) und es geniigt zu zeigen, dass U ein Unterraum ist. Seien also p,q € U \ {a}
und 0.B.d.A. a,p, ¢ nicht kollinear (sonst p,q =a,q C U). Betrachte r € p,q:

1. Fall: dz,y € T mit p € @, %, ¢ € @,y. Dann liegt p,q in der affinen Ebene {a,z,y}
(a,z,y kollinear hitte a,p,q kollinear zur Folge). Somit gilt fiir

a,7 Cla,x,y}:Jz=a,7NT,y (alsore€a,z)oder a,7|T,yCT

In beiden Féallen erhilt man r € U.

2. Fall: 3z € T mit p € @,z und G € &(T) mit ¢ € {a||G}. O.B.d.A. 2 € G (sonst
ersetze G durch {z||G} C T). Dann liegt p,q in der affinen Ebene {a||G}U {z} =
G U{a}. Wie im 1. Fall erkennt man r € U.

3. Fall: 3G,,G, € &(T') mit p € {a||G,} = Hy, ¢ € {a||Gy} = H,. Es gilt a,7 C
E := H,U H,, einer affinen Ebene. Sei ¢’ € T', dann gilt 0.B.d.A. ' € G,NG, (ersetze
sonst G, G, entsprechend!) und E’ := G, U G, ist affine Ebene und wegen (LA 2) gilt
E’' C T. Die Geraden H,, H,,G,,G, erfiillen die Voraussetzungen von ([L63), somit
gilt L :={d||a;7} C E' C T und daher r € {a||[L} C U. n

(10.8) Satz. Affine und projektive Riume (P, ®) sind Austauschriume.

Beweis. Die Endlichkeitsbedingung gilt nach (@071) fiir alle Inzidenzraume.

Seien S C P und z,y € P mit x € SU {y}\ S. Dann ist y € SU {x} zu zeigen. Da
y ¢ S gilt mit dem Verbindungssatz ([L7)
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— = <5 5 falls P projektiver Raum
UG -500 - { o )

Uses 57U Ugee 1yllGH falls P affiner Raum

Also existiert so € S mit 2 € 35,7 \ {50} oder es existiert G € &(S) mit z € {y||G}.
Es folgt y € 55,7 C SU {2} = SU{z} bzw. y € {z||G} C SU{z} = SuU {z}. n

Wegen dieses Satzes gelten in affinen und projektiven Riumen alle Aussagen aus §0l
Insbesondere hat man die Existenz und die Gleichméachtigkeit von Basen, sowie die
Existenz von Hyperebenen und es gilt insbesondere (I.17).

(10.9) Beispiele. (1) Sei (E, ®) eine affine oder projektive Ebene. Dann gilt:
x,y,z € E nicht kollinear <= {z,vy, z} ist Basis von F.

(2) Eine Basis von AG(3,R) besteht aus vier nicht komplanaren Punkten (etwa (0,0, 0),
(0,0,1), (0,1,0), (1,0,0)).

(3) Allgemein: Sei V' ein Vektorraum mit Basis B. Dann ist BU{0} Basis von AG(V, K).
Andersherum: Sei C' ist Basis von AG(V, K) und ¢ € C, dann gilt

(C =) \{0} :={z —c; z € O\ {c}}

ist Basis von (V) K). Das folgt aus den Aufgaben 24 und 27.

(10.10) Sei (P, ®) ein projektiver Raum, F C P eine Hyperebene und G € & \ &(F)
beliebig. Dann gilt |GNF| = 1.

Beweis. Ubung! ]

Der projektive Abschluss

(10.11) Satz. Sei (P, ®) ein projektiver Raum mit VG € & : |G| > 4 und F C P eine
Hyperebene. Setze Pr:= P\ F und &p :={G\ F; Ge€ &\ &(F)}. Dann gilt

(1) (Pp,®p) ist ein affiner Raum.
(2) Fir G, He &\ S(F) gilt: (G\F)|(H\F) < GNF=HNF.

(3) Sei U ein Unterraum von P, dann ist Up := U N Pr ein (affiner) Unterraum von
Pr, und es gilt Up = & oder Up = U (die Hille ist in P zu bilden).

(4) Sei W ein (affiner) Unterraum von Pr, dann gilt W N Pp =W .
Genauer: W = U a,b.

a,beW
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(5) Weiter gilt dim W = dim W, d. h. die Dimension des affinen Raumes W ist gleich
der Dimension seines projektiven Abschlusses.

In der Tat ist jede (affine) Basis von W auch (projektive) Basis von W .
Beweis. (1) (Pp,®p) ist Inzidenzraum: (I1) ist einfach (vgl. Beweis von (B3)).
(I2) Fiir G € 8\ &(F) gilt |G| > 4 und |G N F| =1, also ergibt sich sogar (I3).
Jede Ebene in (Pp, ) ist affine Ebene: Seien a,b,c € Pr nicht kollinear und £ =
{a,b,c}, die von a,b,c in P erzeugte projektive Ebene. Da a,b,a,c ¢ B(F) existieren
r,y € Fmit x = a,bNF und y = a,cNF. Esgilt *x # y, z,y € £FNF, und
wegen ([0LH) gilt £ € F. Das zeigt ENF =7,y € &(F). Setze Ezy := £\ 7,y und
&(E)z = {G\T,y; Ge B(E)\ {7,7}}. Mit B31) ist (Ez, B(E)zy) eine affine
Ebene. Wegen ([1L7) wird sie von a,b,c in Pp erzeugt.
(2) folgt nun direkt aus (B312) und impliziert die Transitivitdt von ||.

(3) Der Fall U C F ist trivial. Wir kénnen uns also auf den Fall Ur # & zuriickziehen.
Seien a,b € U, dann gilt a,b C U, also a,b\ F C Up. Daher ist Up ein Unterraum.

Seix € UNF und a € Ur. Fiir

bea,z\{a,z} CUp gilt v€a,2=abCUp.

S

Insgesamt folgt U C Up. Die andere Inklusion ist trivial.

(4) Offenbar gilt W C V := Ua,bewﬂ C W . Wir werden zeigen, dass V' ein Unterraum
ist, dann folgt V =W und V N Pr = W, also die Behauptung.

Fiir z,y € V, x # y, miissen wir also x,y C V zeigen. Im Fall z,y € V'\ F(= W) ist das
offensichtlich. Im Fall x € V'\ F,y € F folgt es direkt aus |a,z| > 4 und |a,z N F| < 1.

Es bleibt der Fall z,y € F. Nach Konstruktion existieren a,b,c,d € W mit z = a,bNF
und y = ¢, d N F. Wegen (1) und (2) gilt

H:={alc,d\F}CW und ye€H.

Wir kénnen also oE. a = d annehmen. Fiir £ = a,b,c gilt x,y € E, also ENF =z,y
aus Dimensionsgriinden. Fiir z € z,y gilt

a,z\F||b,c\F = 2€b,cCV oder Ju=a,zNbc\F = z€a,uCV.
Daher gilt z,y C V.

(5) Sei B eine Basis von . Es gili? =W ,denn B C BN Py eines affinen Unterraums
(nach (4)), und daher W C B C .

B ist unabhéngig bzgl. P:  Sei b € B und W’ der von B\ {b} erzeugte affine Unter-
raum von Pr. Dann gilt W’ ¢ W. Es folgt

B\ {b} CW'C W mit (3).

Insgesamt folgt, dass B eine Basis von W bzgl. P ist. n
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(10.12) Bemerkung. 1. (B3) ist ein Spezialfall von ([ILITl), denn die Hyperebenen in
einer projektiven Ebene sind genau die Geraden (vgl. ([LA)!).

2. Im Fall VG € & : |G| = 3 erhilt man durch die Konstruktion in (0TI einen
Inzidenzraum (Pr, ®r) = AG(V,Z,) fiir geeigneten Vektorraum V' iiber Z,. Der durch
(I01112) definierte Parallelismus auf Pr stimmt mit dem fiir AG(V, Z,) definierten |5
iiberein. Der Beweis setzt eine direkte Koordinatisierung von (P, &) als PG(Zy x V, Zs)
voraus, oder eine Axiomatik, die AG(V,Z,) mit einschliefit.

3. Die Aussage (4) des Satzes besagt, dass die Abbildung W +— W eine Injektion von
der Menge der Unterrdume des affinen Raumes (Pp, ) in die Menge der Unterrdume
der projektiven Raumes (P, ®) ist. Nach (3) ist das Bild, die Menge aller Unterrdume,
die nicht in I’ enthalten sind und & .

(10.13) Fin Inzidenzraum (P, &) mit (13) ist ein projektiver Raum genau dann, wenn
das folgende Axiom von Veblen-Young erfiillt ist.

&
(VY) Seien G,H € & mit z=GNH € P und ay,a3 € G\ {z}, %
as,aq € H\ {z}. Dann gilt ay;a3 Naz, a5 # & . e

Beweis. ,,—“ ist klar. ,<=": Zeige fiir nicht kollineare a, b, c € P, dass
U:.= U a,z ={a,b,c}
xeﬁ

gilt. Zeige dazu, dass U ein Unterraum von P und weiter sogar projektive Ebene ist.
Ausfithrung in der Ubung. n

Die Verallgemeinerung des Vorgehens aus §2 liefert den ,,projektiven Abschluss” eines
affinen Raumes:

(10.14) Satz. Sei (A, ®) ein affiner Raum und € die Menge seiner Ebenen. Zu E € €
setze [E] = {[G]; G € &(E)}. Mit

F={E]; Ece}, F={d;Ge6}=]/f
feF
P:=AUF, ¢ ={GU{[G]}; GeGIUF
ist (P,®') ein projektiver Raum.

Beweis. (I1) Seien x,y € P,z # y. Nur der Fall = = [G], y = [H] ist nicht offensichtlich.
Es kann Z,g nur in F liegen. Sei a € A, oE. a € GN H (wéahle sonst {a|G}, {alH}),
dann ist F := GU H eine (affine) Ebene mit z,y € [E], also T,y € F C &. Sei
[E'] € F mit z,y € [E'],d.h. 3G', H' € &(E') mit G||G’, H||H'. Aus (ILB 3) folgt:

VK € §(E) IK' € 8(E) : K||K' = [E] = [E]
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und 7,7 = [E] ist eindeutig.
(I3) ist fiir beide Typen von Geraden klar (vgl. (Z8])).

Sei nun E’ eine Ebene in P. Wir miissen zeigen, dass (E’, '(E’)) eine projektive Ebene
ist.

1. Fall: E'N A # & und a,b,c ein Erzeugendensystem von E’. Da F ein Unterraum
ist, gilt oE. a € A. Gilt etwa b € F, so existiert b € a,b\ {a,b} C A und die Hiillen
von a,b,c bzw. a,b',c in P sind gleich. Entsprechendes gilt fiir ¢. Wir konnen also
oE. annehmen, dass a,b,c € A. Dann ist £ = a,b,c eine affine Ebene und E U [E]
ein Unterraum von P. Somit ist £ U [E] = E’ projektiver Abschluss von F, also eine
projektive Ebene.

2. Fall: E'NA = o, also E' C F. Fiir i € {0,...,4} selen G; € &, so dass [G|]
fiinf verschiedene Punkte von E’ sind und so dass [Go), [G1], [Gs] bzw. [Go), [Ga], [G4]
auf zwei verschiedenen Geraden in E’ liegen (existiert wegen (I3)). Wir zeigen: Die
Verbindungsgeraden von [G1], [G2] bzw. [G3], [G4] besitzen einen Schnittpunkt (in E’).
Nach ([T3)) folgt dann, dass E’ eine projektive Ebene ist.

Sei a € A und oE. Vi € {0,...,4} : a € G;. Da Gy, G1,G3
bzw. Gg, G2, G4 jeweils in einer Ebene liegen, existieren c; €
G\ {a} mit cy,c1,c3 bzw. co, 2, ¢4 kollinear (beachte dazu
|Gi| > 3 wegen ([I4))). Die Geraden ¢1,¢; und 3, ¢, liegen

somit in der Ebene {cg, c1,co}. Sei

I a,b falls b =7¢,caNeg, ¢y
"\ {aller e} falls ¢ 6|es, e

Dann liegen G1, Gy, H bzw. G3, Gy, H in den Ebenen {a, ¢y, ¢y} bzw. {a, c3, ¢4 }. Daher
gilt [H] = [{a,cl,@}] N [{a, 03,04}} . Somit ist [H| der Schnittpunkt der Verbindungs-
geraden von [G4], [G] und [G3], [G4]. n

(P, ®') heift projektiver Abschluss von (A, ®) und F = &/|| wird Fernhyperebe-
ne genannt.

(10.15) Bemerkung. 1. F' ist tatséichlich eine Hyperebene von P: Fiir a € P\ F
fest, und r € P beliebig, ist » € F'U {a} zu zeigen. OE. r ¢ F' U {a}. Natiirlich gilt
r:=[a,7| € F = r €7Z,a C FU{a} und die Behauptung folgt.

2. Aus ([T ergibt sich dim A = dim P.

Als Verallgemeinerung von (BJ)) gilt auch hier ein

(10.16) Fortsetzungssatz. Sei (A, &) ein affiner Raum mit projektivem Abschluss
(P, ®") und Fernhyperebene F'. Weiter sei o € Aut(A, ®). Dann gilt:
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(1) VG, He &: G|H < a(G)|a(H).

alz)  falsz e A

(@) fallsz =[G €F ist ein Automorphismus von

(2)0z*:P—>P;xl—>{
(P,&).
(3) a* ist die eindeutig bestimmte Kollineation von P, die o fortsetzt, d. h. a*|A = .

(4) Die Abbildung Aut(A, &) — Aut(P,®'); a — o ist ein Monomorphismus und
(Aut(A, &))" = {o € Aut(P,®"); o(F) = F}.

Beweis. (1) ,,=—=“: Fiir G = H ist nichts zu zeigen, also sei G # H. Fiir G||H ist
E := G UH und damit auch «(FE) eine Ebene (vgl. (@21)). Die Behauptung folgt wie
in (BI11). ,<="“da auch a~! € Aut(4, ®).

(2) Wegen (1) ist o* wohldefiniert. Da (a*)™! = (a™!)* existiert, ist « bijektiv.
a* ist Kollineation: Sei K € &'.
1. Fall: K = GU{[G]} fiir ein G € &. Dann gilt o*(K) = o(G) U{[a(G)]} € &'.
2. Fall: K C F, also existiert eine Ebene £ C A mit K = [E] ={[G]; G € (FE)}. Da
a(E) Ebene in A ist, folgt
o’ (K) ={[a(G)]; G € 8(E)} ={[H]; H € 6(a(L))} = [a(E)] € &".

In beiden Fillen ergibt sich o*(K) € &’. Da dies auch fiir (a™!)* = (a*)7! gilt, ist o*
ein Automorphismus.

(3) Sei o € Aut(P,®’) mit o/| 4 = a und G € &. Dann gilt
o (G) =a(G) = o(GU{[G]}) = a(G) U{[(G)]} = /([G]) = o™ ([G]).

Es folgt o/ = a*.

(4) Injektivitdt und Homomorphie folgen aus der Definition.
Aut(A, &) C {0 € Aut(P,8"); o(F) = F}

ist klar. Fiir 0 € Aut(P, &) mit o(F) = F gilt 0|4 : A — A € Aut(A, &). Wegen (3)
gilt (o]4)* = 0. Es folgt die Behauptung. n
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11 Koordinatenraume

Im Raum gilt der Satz von Desargues immer. Man muss also nur affine bzw. projektive
Ableitungen von Vektorrdumen betrachten. Der Kiirze halber sprechen wir auch oft von
affinen bzw. projektiven Koordinatenrdumen.

Der Satz von Desargues

(11.1) Satz. Sei (P, ®) ein affiner bzw. projektiver Raum mit dim P > 3. Dann gelten
die affinen bzw. projektiven Aziome von Desargues: (Ad) und (AD) bzw. (PD).

Beweis. Sei (P, ®) zunéchst ein projektiver Raum. Seien G4, Gy, G5 € & verschieden
und kopunktal, etwa z = G; N G5 N G3. Seien ferner a;,b; € G; \ {z} verschieden und
Pr = ai,a; N b, by fir {i,7,k} = {1,2,3} (die Existenz der pj folgt aus (VY)).

Zu zeigen: pi, po, p3 sind kollinear.

1. Fall: G35 € G7UG5. Dann sind die Ebenen E = {ay,a9,a3} und E' = {by, by, b3}
verschieden. Es gilt p, € E N E’ fiir alle £ € {1,2,3}. Nach ([IL3) ist £ N E’ keine
Ebene, also £ N E’' = py, p> und somit ps € Py, pa.

2. Fall: G3 C G; UG, (alle in einer Ebene). Dann gilt pi,ps,p3 € G U Go. Wéhle
Go € 6 mit z € Gy € G; UG, (moglich, da dim P > 3) und ag,by € Gy \ {2}
verschieden (also ag, by & G U G3). Wegen Fall 1 sind kollinear:

p1=az,a3Mby, by, p5:=ag,aaNby,ba, ps:= ao,azNby,bs PN pe
p2 =ai,a3Nbi, by, ps:=ag,a1 Nbo,b1, ps o P
ps =ai,azNbi, b2, ps, ps " lps

Somit gilt p1,p2, p3 € {p4,ps,p6} = E. Da nach Konstruktion p; & G UGy gilt, ist
G1 UGy N E keine Ebene und aus pq, po, p3 € G1 U Gy N E folgt die Kollinearitit.

Sei nun (P, &) ein affiner Raum und (P, &) sein projektiver Abschluss. Wenn a;,b; € P
die Voraussetzungen von (AD) bzw. (Ad) erfiillen, dann gilt in P:

ps = a1, az] = [b1,bo],  p2 = a1, as] = [by, bs]

Da (PD) in P gilt, ist

1= (a2,a3 U {[am@sJ}) N (bg, b3 U {[bmbs]}) € D2, Ps3-
Da po, p3 auf der Fernhyperebene liegen, ist

p1 = [&2,&3] = [bg,bg] — ag,a3||b2,b3. -
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Bemerkung. 1. Wie bereits in Geometrie I angedeutet gibt es jede Menge ,nicht-
Desarguessche Ebenen“. Beispiele sind die Moulton-Ebene und Ebenen iiber Fast-
kérpern.

2. Der Satz besagt, dass dieses Phdnomen im Raum nicht auftritt. Alle affinen und
projektiven Rdume mit Dimension > 3 konnen mit einem Schiefkérper koordinatisiert

werden, vgl. (ITL25,6).

3. Wir skizzieren kurz eine Vorgehensweise zur Koordinatisierung affiner Riume (P, &),
die sich von der Streckenrechnung aus Geometrie I unterscheidet:

e Die Translationsgruppe 1" operiert reguliar auf P. Daher kann sie mit P iden-
tifiziert werden, d.h. (P,+) ist eine — zu 7T isomorphe — abelsche Gruppe.

e Die Streckungen A, die 0 € P festlassen bilden eine Gruppe und sind Endo-
morphismen von (P, +).

e Ay = AU {0} ist mit der natiirlichen Addition von Endomorphismen eine
abelsche Gruppe.

e Dabher ist Ay ein — nicht notwendig kommutativer — Teilkérper des Endomor-
phismenrings von (P,+) und somit (P, +) ein Vektorraum iiber A,.
e Die Geraden habe die in ([IL215) beschriebene Gestalt.

e (P, ®) ist isomorph zu AG(P, Ay).

4. Der folgernde Satz ([T2) zeigt im Wesentlichen wie der projektive Raum (P, &) koor-
dinatisiert werden kann, wenn man den affinen Raum (Pp, ) schon koordinatisiert
hat.

Der projektive Abschluss

Wir stellen den Zusammenhang zwischen einem affinen Koordinatenraum, seinem pro-
jektiven Abschluss und einem geeigneten projektiven Koordinatenraum her.

(11.2) Satz. Sei (V,K) ein Vektorraum. Dann ist (P',®') := PG(K x V,K) kano-
nisch isomorph zum projektiven Abschluss (P, ®) von AG(V, K). Ein Isomorphismus
15t gegeben durch

(1)K fallsx €V

* /.
L .P—>P7x»—>{(o’b)[{ fir em b€ 0,2\ {0,z} fallsxe P\V °

Beweis. Die Abbildung ¢ : V — P’; x +— (1,2)K ist offenbar injektiv und ¢* ist eine
Fortsetzung. Wir setzen F' := P\ V und bemerken, dass F' eine Hyperebene in P ist.

t* ist wohldefiniert: b € 0,2\ {0,2} = 0,2\ F =bK. Fiir / € 0,z \ {0, 2} folgt also
VK =bK und (0,0)K = (0,')K. Wegen b # 0 ist (0,b)K € P'.
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* ist surjektiv: Sei (\,a)K € P'. Im Fall A = 0 ist /*(F N 0,a) = (0,a)K. Im Fall
A#£0 gilt *(aA™) = (ad™) = (L,aAHK = (N, a)K
(* ist injektiv: Seien x,y € P mit *(z) = *(y). Gilt x € V oder y € V', so folgt z =y

aus der Injektivitdt von ¢ und der Konstruktion von ¢*. Es bleibt der Fall z,y € F'. Fiir
be0,z\{0,z}, ce0,y\{0,y} folgen bK = cK und daher 0,z =0, y. Dann gilt

r=0,2NF=0,yNnF =y.

Um zu sehen, dass ¢* ein Isomorphismus ist, sei G € & eine Gerade. Es ist *(G) € &’
zu zeigen.

1. Fall: GZ F. Seien u=GNF und a,beV, b+#0, mit G\ {u} = a+bK. Dann gilt
G = (a+bK)U{u}. Es folgt
(@) = {(La+bVK: A e KYU{(0,0)K)
= {((1,a) + (0,0)\)K; A€ K} U{(0,b)K}
= {((L,a)A+(0,0)u)K; A p€ K},

die Punktmenge der Geraden (1,a)K + (0,b)K in PG(V, K).

2. Fall: G C F, etwa G = Uy, uz. Sei b; € 0,u; \ {0,u;}, also b; K = 0,u; \ {u;} und
*(u;) = (0,0;)K. Sei E := {0, u1,us} (Ebene) und u € F, sowie b € 0,u \ {0,u}. Es
gllt ENnVv = blK + bgK und

ueG <— bebhK+bhK <— (O,b)K - (0, bl)K‘l' (O,bg)K

b1, by sind linear unabhéngig, somit ist (0,b;)K + (0, by) K eine Gerade in P’ und es gilt
(G) = (0,b1)K + (0,b3) K (genauer: ¢ ( ) = ®((0,b1)K + (0,b2)K), die Menge der
Punkte, die mit der Geraden (0,b;)K + (0,by) K inzidieren). n

Unterrdume affiner und projektive Raume

(11.3) Satz. Sei (V,K) ein Vektorraum mit dimV > 3 und (P,®) := PG(V,K). Zu
UCV sei ®(U):={aK; acU\{0}}. Dann gelten:

(1) U aK ist Untervektorraum von V' genau dann, wenn ®(U) Unterraum von P ist.
acU

(2) Sei U die Menge aller Untervektorraume von V und T die Menge aller Unterrdume
von P. Die Abbildung U — T; U — O(U) ist bijektiv und inklusionserhaltend (d.h.
UCU < oU)CdU)).

(3) 2((U)) = 2(U).
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(4) Falls 0 €U und Va,be U :a#b < aK # bK, dann gilt:

(a) U ist linear unabhdingig <= ®(U) ist unabhdngig in P.
(b) U ist linear abhingig <= ®(U) ist abhdngig in P.
(c) U ist Basis des Untervektorraums W € < ®(U) ist Basis von ®(W) € .

(5) Sei U € M. Esist U Hyperebene in V. <= ®(U) ist Hyperebene in P.
(6) dimP =dimV —1.

Beweis. (1) Aufgabe 34.

(2) Ubung!

(3) Ubung!

(4) Wir zeigen zunichst Aussage (b):

U linear abhéngig
<— JveU:ve(U\{v}
— FeU:vKed({(U\{v}))=2U\{v})=20U)\{vK}
<= &(U) abhingig.

Dabher folgt Aussage (4) aus (3).
(5) 1. Beweis mit (2) und (@I7). 2. Beweis: U Hyperebene

<— U#V und FveV:(UU{v}) =V
<— PU)#P und P=0((UU{v}))=2UU{v})=2U)U{vK}

(etwa vK & ®(U)) <= ®(U) Hyperebene in P.
(6) klar wegen (4) und (@.15). -

Bemerkung. Ist (V, K) ein Vektorraum mit dim V' > 3, so ist jede Ebene in PG(V, K)
desarguessch. Ist K kommutativ, so ist jede Ebene pappussch. Ist K nicht kommutativ,
so ist keine Ebene pappussch.

(11.4) Sei (P, ®) ein projektiver Raum und seien S und T endlich-dimensionale Un-
terrdgume von P. Dann gilt:

(1) Dimensionsformel dimSUT +dim(SNT)=dimS+dim7'.
(2) SCT = dimS <dimT.

(3) SCTAdImS =dimT = S=T.
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4) SNT=gp < dimSUT =dimS+dim7T + 1.

Beweis. Beachte: dim g = —1.

(1) Im Fall dim P < 2 sind alle mdglichen Fiélle leicht zu behandeln. Falls dim P > 3,
so ist P desarguessch, also existiert ein Vektorraum (V, K) mit (P, ®) = PG(V, K).
Wegen ([1.3)) existieren Untervektorrdume U, W <V mit S = &(U) und T = ®(W).
Die Behauptung folgt nun aus ([T333), (IT316) und der Dimensionsformel der linearen
Algebra:

dimSUT = dim®UUW)=dim®(U + W)
= (dimS+1)+ (dim7T+1) — (dim(SNT)+1) — 1.

(2) und (3): Basiserginzungssatz (ZI1)) und Gleichméchtigkeit von Basen (Z.12).
(4) direkt aus (1). n

Bemerkung. Die Dimensionsformel gilt nicht fiir affine Raume. Etwa: Zwei parallele
Geraden im R? verletzen (TT4l1) (denn 2 + (—1) # 1 + 1). Bei windschiefen Geraden
und fiir affine Unterrdume S, T mit SN T # & ist die Dimensionsformel anwendbar
(sie folgt dann aus der Dimensionsformel der linearen Algebra).

(11.5) Sei (V, K) ein Vektorraum, |K| > 3, und (A, ) = AG(V,K). Fir S CV,S #
&, gilt:

(1) S ist Unterraum von A genau dann, wenn S = a+U fir a € V und Untervektor-
raum U C V.

(2) (5)=S5u{0}.
(3) Firae S gilt: S=a+S—a=a+(S—a).

(4) Fir S ={ag,...,a,} gilt
S =ap+ (a1 —a) K + -+ (an — ag) K = {Zam; AiEK,ZAizl}.
i=0 i=0

(5) Sei a € S. Dann gilt:

(a) S ist unabhdingig <= (S —a)\ {0} ist linear unabhdingig.
(b) S ist abhingig <= (S —a)\ {0} ist linear abhingig.
(c) S ist Basis <= (S —a)\ {0} ist vektorielle Basis.
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(6) Sei a €V und U ein Untervektorraum von V. Dann gilt dim(a + U) = dim(U).
Insbesondere gilt dim A = dim V.

Beweis. Wir nutzen die Tatsache, dass die Abbildung 7, : V — V'; z +— x + a fiir alle
a € V offenbar ein Automorphismus von (V, ®) ist (eine Translation!).

(1) und (2): Ubung.

(3) Wegen ([@Z112) gilt S = 7, 07_4(S) = 7(7_0(S)) = a+ S —a. Wegen 0 € S —a
und (2) folgt (S —a) =95 —a.

(4) Aufgaben 24 und 27.

(5) Wir zeigen zunéchst Aussage (b):  Sei also S abhéingig. Wegen ([L2114) ist dann
T_a(S) = S — a ebenfalls abhéngig und es existiert x € S —a mit = € (S —a) \ {z}.

1. Fall: = # 0, dann gilt 0 € (S —a) \ {z} und wegen (2) gilt

(8 —a)\{z}) = (S —a) \ {z} = {((§ — ) \ {0}) \ {z}).
Daher muss (S — a) \ {0} linear abhéingig sein.

2. Fall: = 0. Es existieren ag,...,a, € (S —a)\ {0} mit 0 € {ag,...,a,} wegen
der Endlichkeitsbedingung (@7). Nach (4) existieren \; € K mit 0 = Y " ja;\; und
Yoo = 1. Also existiert ¢y mit \;; # 0 und ay,...,a, sind linear abhéngig. Damit
ist auch (S —a) \ {0} linear abhéngig.

Sei umgekehrt (S —a) \ {0} linear abhéingig. Dann existiert y € (S — a) \ {0} mit

ye (S —a)\ o)\ (w1 2 S —a)\ {7
und S — a ist abhingig.

Daraus folgt auch Aussage (a).
noch S=A <= ((S—a)\{0}) =V zu zeigen. Wegen

(S —a)\{0}) =S —a=1_4(5)
und V = A folgt auch diese Behauptung.

(6) Wegen (@2Z113) gilt dim(a+ U) = dim U, also oE. a = 0. Nun folgt die Behauptung
aus (5) mit (U, K) statt (V, K). n

Zu Aussage (c) ist wegen (a)
(

Hyperebenen

Affine Unterrdume des K" (K Korper, auch K = Z, moglich) treten in der linearen
Algebra als Losungsmengen linearer Gleichungssysteme auf. Wir betrachten hier die
Hyperebenen etwas genauer.
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Es sei (V, K) ein (Rechts-)Vektorraum und es bezeichne
L:={f:V — K; flinear} = Homg(V, K)

die Menge der Linearformen auf V. Weiter sei £L* := £\ {0}. Fiir f,g € £, A € K und
fir alle x € V' setze

(f +9)(x) == f(x) + g(x) und  (Af)(z) = Af(x).

Dann ist (£, K) ein Links-Vektorraum (Nachrechnen!).

Sei U < V eine (vektorielle) Hyperebene. Dann existiert eine Linearform f € £ mit
Kern f = {x € V; f(x) =0} = U. Man konstruiere f z.B. wie folgt:
Sei v e V\U,also V =U®vK; dann

F(ug, \p) EU XK 1 x=u,+0vA;; setze f(x):=A\,.

Umgekehrt ist der Kern einer Linearform f # 0 immer eine Hyperebene, denn fiir
v eV mit f(v) =1 gilt V =U & vK. (Bei endlicher Dimension, kann man auch mit
der Dimensionsformel argumentieren:  dim Kern f + dim Bild f = n.)

Sei nun H eine affine Hyperebene, also H = a + U fiir ein a € V' und eine vektorielle
Hyperebene U < V. Fiir f € £* mit Kern f = U gilt H ={z € V; f(x) = f(a)}, denn
fir alle w € U gilt f(a+u) = f(a) + f(u) = f(a), also H C {x € V; f(z) = f(a)}.
Fir z € V mit f(z) = f(a) gilt f(x —a) =0, d.h. z —a €U, also z € H.

Zusammenfassend stellen wir fest:

(11.6) Sei (V,K) ein Vektorraum. Dann gilt:

(1) Die vektoriellen Hyperebenen H <V sind genau die Kerne der Linearformen (#
0), also von der Form H ={x €V; f(x) =0} =Kern f mit f € L*.

(2) Fiir g,h € L* gilt: Kern f =Kerng <= 3N e K\ {0} mit \f =g.
(3) Die affinen Hyperebenen in AG(V, K) sind genau die Mengen der Form

Hp, ={xeV; f(x) =p}, wobei feLl' pekK.

(4) Es gilt: Hy,=H,, < INec K\{0} mit \f =g und \p=v.

Beweis. (1) siehe oben, (2) ist Spezialfall von (4).

(3) ,<=" siehe oben, u = f(a). ,="*: Wegen f # 0 existiert ein v € V mit

f(v) # 0. Dann gilt f(uf(v) 'p) = f(v) - () = p und Hy,, = vf(v) 1o+ Kern f
ist eine affine Hyperebene.
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(4) ,<=* ist klar. ,==*“: 1. Fall: u # 0. Setze A := vu~!. Finde ¢ € V und
Hyperebene U < V mit Hy, = H,, = a+ U. Es folgt f(a) = p, g(a) = v nach
Voraussetzung. Fiir alle © € V' existiert genau ein (ug, ;) € U X K mit = = u, + aq,
und es folgt

f(x) = f(uz + ac,) = flaay) = pay,. Genauso ¢g(x) = va, = A\pa, = Af(x).

Somit ergibt sich \f = g.

2. Fall: 4 =0. OE. v =0 (wende sonst 1. Fall an mit v statt p). Also Hpog= H,o=U
fiir eine Hyperebene U < V. Sei a € V' \ U. Dann gilt f(a) # 0 # g(a) und a + U =
Hy pa) = Hyg(a)- Mit 1. Fall INe K\{0}: A\f=g. ]

(11.7) Es sei (V,K) eine Vektorraum. PG(K x V| K) werde als projektiver Abschluss
von AG(V, K) aufgefasst (vgl. (IL2)). Hiillen sind in PG(K x V,K) zu lesen.
Dann gilt Hy,, = Kern{ mit ¢ € Hom(K x V, K) und {(x, ) = —pxo + f(x).

Beweis. Fiir x € Hy, gilt —p+ f(z) =0, daher hat man ¢(:*(x)) = ¢(1,2)K = 0. Das
zeigt H;, C Kern/ und wegen (IT335) und ([TH1) H;, C Kern/. Andererseits gilt
fir (1,2)K e Kerm/NV :{(1,2) =0 < f(x)= p. Mit ([ILII3) folgt ,,=*. n

(11.8) Bemerkung. (1) Wihlt man die Standardbasis des K", so hat jedes f € £ die
Form f(r) = a1ry + ...+ ayz, = a’x (d.h. (ay,...,a,) ist Matrixdarstellung von f
bzgl. der Standardbasis).

(2) Ein lineares Gleichungssystem

a11 + ...+ A1 nTn = bl

U1 T1 + .. F AunTn = by

kann also durch m Linearformen f; € £ und Korperelemente b; € K beschrieben wer-
den: Vi=1,...,m: fi(xr) =b;. Die Losungsmenge ist somit (),_,  Hj,s,, ein affiner
Teilraum von K" (der natiirlich auch leer sein kann). Wegen Aufgabe 30 ist auch jeder
affine Teilraum Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems. Die Anzahl der min-
destens benotigten Hyperebenen (= Anzahl der Gleichungen) bestimmt die Dimension
des Losungsraums (hier ohne Beweis, Stichwort ,Rang").

(3) In einem Vektorraum (V) K') entsprechen also den vektoriellen Hyperebenen (und
damit auch den Hyperebenen in PG(V, K)) umkehrbar eindeutig die 1-dimensionalen
Untervektorraume von L.

Ein Unterraum G von PG(V, K) heikt Hypergerade, wenn es zwei verschiedene Hy-
perebenen Hi, Hy gibt mit G = H; N Hy. Ist dim PG(V, K) = n endlich, so sind die
Hypergeraden genau die (n — 2)-dimensionalen Unterrdume von PG(V, K).
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Bezeichnet ‘H bzw. H, die Menge aller Hyperebenen bzw. -geraden in PG(V, K), dann
ist (H,H,,2) ein Inzidenzraum (der sogar ein projektiver Raum ist), genannt Dual-
raum von PG(V, K).

(H,H,,2) wird in natiirlicher Weise durch den Links-Vektorraum (£, K') koordinati-
siert. Seien etwa f1, fo € L linear unabhéngig, dann gilt

Kern f1 N Kern fo = m Kern(Af) + ufa),

A\ pueK
und das wird durch den zweidimensionalen Untervektorraum K f; + K f, von L be-
schrieben.

Die Korrespondenz projektivem Raum und Dualraum entspricht genau der Korrespon-
denz zwischen Vektorraum und seinem dualen Vektorraum.

Im Spezialfall dim V' = 3 ist der hier definierte Dualraum genau der in ([LI110) betrach-
tete Inzidenzraum.

(4) Zwei Darstellungen fiir affine (und auch projektive) Unterrdume sind:

Parameterdarstellung, (explizit), d.h. in der Form aq+a; K +as K +- - -+ay K, wobei
die a; — a¢ linear unabhéngig sind. Dann ist d die Dimension;

Koordinatendarstellung, (implizit), d.h. als Losung eines linearen Gleichungssys-
tems wie oben beschrieben.

Die Umrechnung einer Koordinatendarstellung in eine Parameterdarstellung ist nichts
anderes als das Losen des definierenden linearen Gleichungssystems.

Die Umrechnung einer Parameterdarstellung in eine Koordinatendarstellung fiihrt auch
auf das Losen eines linearen Gleichungssystems (Beispiel in Ubung).
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12 Automorphismen affiner und projektiver Raume

In diesem Abschnitt sei K ein Koérper mit |K| > 3.
(12.1) Fundamentalsatz der affinen Geometrie. Seien (V,K) und (V',K') Vek-

torrgume mit dimV > 2, dim V' > 2. Weiter sei T" := T(AG(V', K")) die Translati-
onsgruppe von AG(V' K'). Dann gilt:

(1) Ist 0 : V — V' eine semilineare Bijektion und 7 € T', dann ist T o o eine Kolli-
neation AG(V, K) — AG(V', K').

2) Sei p: AG(V,K) — AG(V', K') eine Kollineation, dann existiert genau ein 7 € T"
¥
und genau eine semilineare Bijektion o :V — V' mit p =To0.

Beweis. (1) Genau wie in (7). Beachte dabei 7(K) = K'.

(2) Sei 7 € T" die (eindeutig bestimmte) Translation mit 7(0) = ¢(0). Dann ist o :=
7 op:V — V' eine Kollineation mit ¢(0) = 0.

Es gilt 07,0 = Ty -

Natiirlich ist o/ := o7,0! eine Kollineation von V’. Wegen
07,0 Yo(@)) = 07.(G)||0(G) ist o’ sogar eine Dilatation. ¢’ hat keine

Fixpunkte, denn 07,071 (y) = y fithrt auf 7,07 (y) = 07! (y) — ein Wi- U\ }U
derspruch, da 7, keine Fixpunkte hat. Mit o7,07(0) = o(z) folgt die v .y*
Aussage.

Daher gilt

Ve,yeVio(x+y)=ocor(y)=0coT1,00"

Fir x € V \ {0}, € K folgt o(z)) € o(xzK) = 0(0,2) = 0,0(z) = o(x)K’, also
existiert d,(\) € K’ mit o(x\) = o(x) - 7,(N).

7. () ist unabhdingig von x.
Sei y € V'\ {0}. 1. Fall: z,y linear unabhiingig. Dann sind wegen y ¢ 0,z <=
o(y) € 0,0(x) auch o(x),o(y) linear unabhéngig. Es gilt
o(x)oa(A) +o(y)oy(A) = olzA+yA) =o((z +y)A)
= 0@ +y)0ery(N) = (0(2) + 0(y)) 01y (A)
= 0(2)Tzry(A) + 0(y)Twry(N)

Ein Koeffizientenvergleich zeigt 7,(\) = 0,1y (A) = 7, ().

2. Fall: z,y linear abhéngig. Wiahle z € V mit x, 2z linear unabhéngig und zeige wie
oben 7, (\) = 7.(A\) = a,(\).

Wir definieren also o(\) := 7,(\) und es gilt Vo € V. € K : o(z)\) = o(z)a(N).
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o0 : K — K' ist bijektiv.

o ist injektiv:  Fiir alle x € V' \ {0}, \,p € K mit o(\) =0 (u) gilt

o(z)o(\) =o(x)o(pn) = o) =o(zp) = zA=20 = = L.
o ist surjektiv:  Sei N € K'. Wahle x € V \ {0}, dann gilt o(z)\ € 0,0(z), also
existiert y € 0,z mit o(y) = o(z)\. Es gilt y = 2\ fiirein A € K, d.h.

o)\ =0o(y) =o(z)) =o(x)d(\) = d(\) =\.

Insgesamt ist also o : V' — V' eine semilineare Bijektion mit Begleitisomorphismus .
Wegen ¢ = 7 o 0 ist die Behauptung gezeigt. n

(12.2) Folgerung. (1) Koordinatisierender Vektorraum und Korper desarguesscher af-
finer Riume (mit dim > 2) sind bis auf Isomorphie eindeutig bestimmit.

(2) Sei (V,K) ein Vektorraum und o € Aut(AG(V,K)). Dann ezistiert genau eine
Translation T und genau ein o € TL(V,K) mit o = 7 o 0. Anders ausgedriickt:
Ji0 e 'L(V,K)31a € V mit Vo € V : a(x) = o(z) + a. Insbesondere gilt:

Aut(AG(V, K))o = {a € Aut(AG(V, K)); a(0) =0} ZT'L(V, K).

(12.3) Bemerkung. 1. Der Isomorphie-Begriff fiir Vektorrdume wurde schon in §§ —
gegeniiber der linearen Algebra — verallgemeinert, ndmlich durch die Einfiihrung
semilinearer Bijektionen. Der Isomorphie-Begriff aus der linearen Algebra (,lineare
Bijektion“) ist nur addquat, wenn der Grundkorper fest ist. Davon kann man aber in
der Geometrie nicht ausgehen.

2. Ist (V, K) ein Vektorraum, und gilt Aut(K) = {id} (etwa fir K € {Z,,Q,R}), so
hat jede Affinitit o € Aut(AG(V, K)) eine eindeutige Darstellung a(x) = o(z) + a,
wobei @ € V und ¢ € GL(V, K) (also o linear).

3. Mit Satz (TZTl) ist eine komplette algebraische Darstellung aller relevanten Objekte
desarguesscher affiner Rdume mit dim > 2 gefunden. Fiir affine Rdume mit dim 0
oder 1 ist das nicht moglich, weil die Inzidenzstruktur trivial ist.

(12.4) Fundamentalsatz der projektiven Geometrie. Seien (V,K) und (V' K’)
Vektorraume mit dim'V > 3, dim V' > 3 gegeben. Seien weiter (P,®) := PG(V, K),
(P, &) =PG((V',K"). Dann gilt:

(1) Ist 0 : V — V' eine semilineare Bijektion, dann ist 6 : P — P'; K — o(z)K’
eine Kollineation, die von o induzierte Kollineation.
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(2) Ist ¢ : P — P’ eine Kollineation, dann existiert eine semilineare Bijektion
o: V=V mit p=
Beweis. (1) Genau wie in (0.8]).

(2) Sei H eine Hyperebene in P. Dann ist H' := ¢(H) wegen (@2117) eine Hyperebene
von P'. Wegen ([[L3) sind W := [Jycpy X und W' := Uy, X' Hyperebenen des
Vektorraums. Sei aK € P\ H. Dann existiert a’ € V' \ W’ mit ¢'K’ = p(aK) und es
git V=WeaaK, V' =W ddK'.

Die Abbildungen x: K x W — V; (\,z) — 2z +a)X und &' : K' x W' = V'; (N,2') —
x'+a’ ) sind lineare Bijektionen. Die Surjektivitit folgt aus V' = W4a K, die Injektivitét
aus

kN z)=kr(p,y) = z+ald=y+au = Wosz—y=alp— ) € ak
und W NaK ={0}. x und «’ induzieren wegen (1) Kollineationen:
R PG(K x W,K) — PG(V,K) und & :PG(K' x W', K') — PG(V', K').

Sei nun AG(W, K) der projektive Abschluss von AG(W, K) mit Fernhyperebene F'.

Nach (IT2) gibt es einen Isomorphismus ¢* : AG(W,K) — PG(K x W, K). Setze
a=FkKo . Es gilt

a(F) = Ro(F)=& ({(0,2)K; 2 € W*}) = {k(0,2)K ; x € W*}
= {zK; zeW"*}=H.

Entsprechend existiert fiir den projektiven Abschluss AGWK ) von AG(W', K') mit
Fernhyperebene F’ eine Kollineation 3 : AG(W', K') — PG(V', K') mit S(F') = H'.

/

PG(K x W,K)

x PG(V, K)

Wir restringieren die Kollineation 7* := 37! oo« und erhalten wegen H' = o(H) und
™(F)=p"'ogpoa(F)=F' den Isomorphismus

—~

AG(W, K) AG(W', K")

/

a PG(K' x W', K"

\

PG(V', K")

T =7lacow, k) P AGIV, K) — AG(W", K').

a(0) = ko (0)=k((1,0)K) = x(1, O)K =aK (und analog: 3(0) = a'K")
— 7(0) = flopoa(0)=pF"op(aK)=p"(dK")=0.



Nach ([[Z112) ist also 7 : W — W’ eine semilineare Bijektion. Es gilt fiir alle x € W'

p((z+a)K) = pok((l,z)K)=¢pok((v)) =¢poa(r)=LpForT(x)
= Ko M(r(x) = /(1 7(2)K') = (7(z) + ') K.
DaV=W&aK und V' =W'&® d K’ ist
o: VoV o4a\— 7(x)+d7T(N)

wohldefiniert und bijektiv. Die Abbildung o ist semilinear mit Begleitisomorphismus
o =7 (Ubung).

Nun gilt ¢|p \H = alp \ H und 7, sind Kollineationen P — P’. Wegen ([ILIA3)
folgt p = 7. m

12.5) Folgerung. (1) Koordinatisierender Vektorraum und Korper desarquesscher
g g
projektiver Riaume mit dim > 2 sind bis auf Isomorphie eindeutig bestimmd.

(2) Ist (V,K) ein Vektorraum mit dimV > 3, dann ist die Abbildung
I'L(V,K) — Aut(PG(V,K)); o — & ein Epimorphismus
(surjektiver Gruppenhomomorphismus) mit Kern
ok ‘={oan; A€ K\{0}}, wobei Vr eV :p\(x)=uzx\
FEs gilt also PTL(V,K) :=TL(V,K)/ox = Aut(PG(V, K)).

(12.6) Bemerkung. 1. Wegen (IT2), (I2Z2) und ([ZH) werden affine Rdume und ihre
projektiven Abschliisse iiber demselben Korper (bis auf Isomorphie!) koordinatisiert
und die Dimensionen ihrer Vektorrdume unterscheiden sich um 1.

2. Seien B und B’ Basen der Vektorraume (V, K) bzw. (V'  K'). Zu jeder Bijektion
k : B — B’ und jedem Korperisomorphismus ¢ : K — K’ existiert genau eine
semilineare Bijektion o : V' — V' mit o|p = k und 7 = p. Jedes x € V lédsst
sich eindeutig als Linearkombination x = >, b\, darstellen (X, € K, fast alle
Ap = 0) und es gilt o(z) = 3", 5 k(b)o(Ny) (Ubung). Es existiert also eine semilineare
Bijektion

VoV << dmV=dmV'AK =K'

3. Desarguessche projektive Rdume sind somit durch ihre Dimension und ,,den“ ko-
ordinatisierenden Korper bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Insbesondere sind
desarguessche projektive Ebenen bis auf Isomorphie durch ,,den“ koordinatisierenden
Korper bestimmt.

4. Der Fundamentalsatz gilt auch fiir PG(V, Z,). Ubung.
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