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Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit wihrend der Veran-
staltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen zusétzlichen Erlduterungen sind
diese Unterlagen unvollstindig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder
Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wihrend der Veranstaltung ange-
sagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT'! Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer
Stelle ist untersagt!
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Beispielaufgabe:

Geben Sie eine Funktionsvorschrift f: M — S, z +— f(z) an, die

M :={z€C; |z]| <R, Re(z) >0}

fiir ein festes R € RT so auf den Halbstreifen
S:={z€C; -1<Re(z) <1,Im(z) >1}

abbildet, dass die Symmetrie des Urbildes bzgl. der reellen Achse in eine Symmetrie des
Bildes bzgl. der imaginéren Achse tibergeht und f(R) =1 gilt.

Zur Erinnerung: wir konnen bereits

Schieben : Addition

Drehen / Strecken : Multiplikation

Sektoren vergrofliern/verkleinern : Potenzieren
Streifen <— Ring : exp bzw. Log

Streifen <— Sektor : exp bzw. Log

exp(z) = "t = e%(cos(y) + isin(y)),
o] = 6, arg(e) = I (2)
Inz = Inlz| + i(p), Vz=re¥ e C\ {0}, p € —m,m|

3

Abbildung 1: Streifen parallel zur y— Achse — Ring
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Abbildung 2: Streifen parallel zur z— Achse — Sektor

Zuriick zur Aufgabe:
M:={z€C; |z] <R,Re(z) >0} —
S:={z€C; -1<Re(z) <1,Im(z) >1}

1. Schritt) Log. bildet Kreis auf Streifen
Definiere fi(2) := In(z) = In(|z|) + iarg (2).

fliM—> Sl,
Si={weC: —oco<Re(w)<In(R),}
—-2 <Im(z) < I}

Damit haben wir schon einen Halbstreifen.
Dieser muss noch gedreht,
gestaucht und verschoben werden.

2. Schritt) Drehung um —7

fa(2) = €73 filz) = —i- filz).

fo: M — Sy,

Sy={weC:—-In(R) <Im(z) < o0,}
—2 <Re(z) <1}

3. Schritt) Stauchen um Faktor 2

fa(z) == 2 - fo(2).

fz: M — S3,

2
S = {weC ; —%ln(R) < Im(z) < o0, —1 < Re(z) < 1}

Der Halbstreifen hat jetzt die richtige Orientierung und die richtige Breite. Wir schieben
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ihn noch in die Richtige Position: Im(z) > 1.

4. Schritt) Schieben

™

fie) = fi2) + (3 In(R) + 1)

_ (3 In(R) — 2In(z) + 1) "

= (2 (R) ~ >(in(je]) +i - arg (2)) + 1)

_ (% In(R) — %ln(\z|)+1) i+ %arg(z)

f4IM—)S.

Symmetrie: gefordert Re f(2) = —Re f(2), Im f(2) = Im f(z2).
falz) = (2 W(R) — 2 In(jel) +1)i + Zarg (2).

fia(2) = (% In(R) — ; In(|z]) +1)i + %arg(z).

also Re (f1(2)) = —Re (fa(2)) und Im (f4(2)) = Im (fs(2)) .

Vorgegebener Funktionswert:

fa(R) = <3 In(R) — %ln(z) + 1) xy
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az+b
cz+d’

Zur Untersuchung dieser Funktionen betrachte die stereographische Projektion:

Mobius-Transformation: 7: - — ad #be, ¢#0

Sy := die Oberfliiche der Einheitskugel im R® = Riemannsche Zahlenkugel
Sy =X =(X1, Xy, X3,) € R || X]2 =1

wird auf die Ebene (Xj, X3) abgebildet und diese wiederum wird mit C* := C U oo
identifiziert. Nordpol der Kugel =: N = (0,0,1)”

_1.5_

_27

=2 -15 -1 05 0 05 1 15 2 2

Abbildungsvorschrift: bestimme den Schnittpunkt (z,y)” der Geraden durch X und N
mit der X, Xy — Ebene bzw. mit C*. Identifiziere X mit = 4 iy.

Bijektive Abbildung P: C — Sy \ {N}
Durch die Festlegung P~'(N) =: oo
erhélt man eine bijektive Abbildung P : C* — S;.

X
Rechenvorschrift: z=a+iy = 1_;{3 4+ - _2( -~
2z 2y 1422 4 ¢ c+z 12—z |fP—1
X = : : - L |
1—|—x2+y2 1+l’2+y2 1+1’2+y2 1—|—|Z|2 i 1+|Z|2 1+|Z|2

Gerade in C* <— Kreis auf Sy der durch N geht.
Ebene durch N geschnitten mit Kugeloberfliche S,

Kreis in C* <— Kreis auf S, der nicht durch N geht.
Kegel mit Spitze in N geschnitten mit Kugeloberfliche S,

Verallgemeinerte Kreise (= Kreise oder Geraden )werden auf verallgemeinerte Kreise
abgebildet.
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Beispielaufgaben:

A) Essei X dassphiérische Bild von z = z+iy . Bestimmen Sie das sphérische Bild von % .

B) Bestimmen Sie das Bild des Grofikreises X7 + X2 = 1 unter der stereographische
Projektion. (Klausur 2004 Struckmeier/Rothe)

s 1 -z |1
Zu A) Es gilt: X:(Z+Z 2=z L )

T+ 220 1422 1+ 22

Wir suchen also:

st 1osos o1y

1+LX70 1+ 1+L )
Zu B) Sowohl N als auch der GroBkreis X7 + X2 = 1 liegen in der Ebene X, = 0. Das
Bild ist die reelle Achse.

X Xs X1

ToX, T 1-X5

Rechnerisch: z = x4+ 1y = +

1
1-Xj5




Komplexe Funktionen, SoSe 2011, Anleitung 3, 29.04.2011, ( Kiani)

Mobius-Transformation

az+b

m, ad;ébc, C#O

C* :=C U oo, T(o0) =4 T(-%) = oc.
Verallgemeinerte Kreise : Kreise oder Geraden

Kreistreue:
—4 ¢ | Kreis* = T'(,,Kreis*) = Gerade

—% ¢ | Kreis“ = T'(,,Kreis“) = echter Kreis
Kreissymmetrie : Symmetrien bzgl. ,,Kreise* bleiben erhalten
Symmetrie bzgl. einer Gerade : klar (Spiegelung)
z, 2/ symmetrisch bzgl. Kreis mit Radius R und Mittelpunkt M <=
z, 2/ liegen auf einem von M ausgehenden Strahl und
|z — M|-|2' — M| = R?

= (z—M)-(Z -M) = R?
Mittelpunkt M und oo sind symmetr. bzgl. Kreis
Denn: z—00 — |z—M|—00— |ZZ=M|—=0
Fiir jede Mobius-Transt- T gilt daher:
T (M), T(oc0) sind symmetrisch bzgl. Bild, kreis*

Beispiel:

a) Bestimmen Sie eine Mobius-Tranformation 7" : z — w mit
T(2i) =0, T(=2i) =00, T(0) =1.

b) Welches sind die Bilder von

> =
i
~—
N
m
a
o
I
(\»)
——

|2 <8 7
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Losung:

a) Aus T'(2i) =0, T'(—2i) = oo folgt
z—2

T p—
(2) =k ——;

Damit ist 7(0) = —k bzw. k= —1 und

21—z
TG =57

(i) Bild von iR : Gerade, da T(—2i) = oo.
T(0)=1und T(2:) =0 = T(R) =R

(ii) Bild von R : echter Kreis, symmetrisch zum
Bild von iR also symmetrisch zur reelle Ach-
se. Wegen
T(0)=1 und T(o0) =—1
handelt es sich um den Einheitskreis.

(iii) Bild des Kreises |z| = 2:
Der Punkt —2¢ liegt auf dem Kreis, also ist
das Bild eine Gerade. Sie geht wegen T'(2i) =
0 durch 0 und ist symmetrisch zu T'(iR) =
R . Das Bild ist die imaginére Achse.

Alternativ : T'(2) =i: Also Bild Gerade durch 0 und 1.

(iv) Die Nullstelle des Nenners —2i liegt nicht
auf der GeradeN Rez = —1. Das Bild ist ein echter Kreis.

Im Bildraum sind oo und der Mittelpunkt M
des Bildkreises symmetrisch bzgl. des Bildkreises.

Es gilt T71(o00) = —2i-
= T~ Y(M) ist symmetrisch zu —2i
bzgl. der Geraden Rez = —1.
T (M) = —2 — 2 —

204+ 2421
M=T(-2-2)= 27272

= M= —-1-— 2 ’

Zum Beispiel aus

T(—1—2i) = —1— 4i

oder

T(x) = -1

folgt, dass der Bildkreis den Radius R = 2 hat.
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(v) Bild von
Q={z€C:z=x+iy, x,y > 0}:
Das Bild von iR ist R.
Die linke Halbebene wird wegen
T(—2—2i) = —1—2¢ auf die obere Halbebene
abgebildet. Das Bild von R ist der Einheits-
kreis.
Die obere Halbebene wird wegen T'(2i) = 0
auf das Innere des Kreises abgebildet.
Damit ist das Bild von () die obere Halfte
des Inneren des Einheitskreises (ohne Rand).
(vi) Bild von |z| < 8 : Das Bild von |z] = 8
ist ein echter Kreis symmetrisch zu R, da
Urbild symmetrisch zu ‘R. Mit

3 5
T(8i) =—= T(—8i) = —=
8)=-;.  T(-8)=—

erhdlt man den Mittelpunkt M und den

Radius R:

wol(3_5y__ 1T
2 5 3 15

Wegen T'(0) =1 wird das Innere des Kreises
|z| < 8 auf das Auflere des obigen Kreises
abgebildet.



