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Lineare Differentialgleichungssysteme,
lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit während der Veranstal-

tung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen zusätzlichen Erläuterungen sind diese

Unterlagen unvollständig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp– oder Schreib-

fehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur mündlich während der Veranstaltung angesagt. Eine

Korrektur im Netz erfolgt NICHT! Eine Veröffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist

untersagt!
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Lineare Differentialgleichungssysteme

Gesucht : Funktion y : D → Rn, D ⊂ R mit

ẏ (t) = A (t) y (t) + h (t)

Lösung der homogenen Aufgabe: siehe letzte Anleitung

Die Menge der Lösungen der homogenen Aufgabe bildet einen linearen Raum.
Dimension des Lösungsraumes = n .

y h(t) =
n∑
k=1

ck · y [k](t) =
(
y[1], y[2], . . . y[n]

)

c1
c2
...
cn

 =: Y (t) · c

Y (t) heißt Fundamentalmatrix und die
Funktionen y [1], y [2], . . . , y [n] heißen Fundamentalsystem

⇐⇒
Die y [k] sind linear unabhängige Lösungen der homogenen Aufgabe.

Lösung der inhomogenen Aufgabe ẏ (t) = A (t) y (t) + h (t)

Wie im skalaren Fall gilt

y (t) = y p(t) +
n∑
k=1

ck · y [k](t) =
(
y[1], y[2], . . . y[n]

)

c1
c2
...
cn

+ y p(t)

d.h. : Allgemeine Lösung der inhomogenen Aufgabe = allgemeine Lösung der homogenen
Aufgabe + eine partikuläre Lösung der inhomogenen Aufgabe.

Variation der Konstanten

Im skalaren Fall hatten wir:
Ansatz yp = yh(t)c(t)+ DGL liefert =⇒ yh(t) · ċ(t) = h(t)

Analog gilt bei Systemen

Ansatz y p(t) := Y (t) · c (t) eingestzt in DGL liefert Y (t) · ċ (t) = h (t)!

Beispiel A:

ẏ (t) :=

(
ẏ1(t)
ẏ2(t)

)
=

(
0 1
− 1

t
1+t
t

)
·
(
y1(t)
y2(t)

)
+

(
1 + cos(t)(1 + t)

1 + cos(t)

)
.

Aus der letzten Anleitung kennen wir das Fundamentalsystem Y (t) :=

(
1 + t et

1 et

)
.

Variation der Konstanten liefert den Ansatz:

y p(t) := Y (t) · c (t) =

(
1 + t et

1 et

)
·
(
c1(t)
c2(t)

)
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Dies eingesetzt in das DGL-System ergibt das folgnde Gleichungssystem für ċ1, ċ2(
1 + t et

1 et

)
·
(
ċ1(t)
ċ2(t)

)
=

(
1 + cos(t)(1 + t)

1 + cos(t)

)
.


(1 + t)ċ1 + etċ2 = 1 + cos t+ t cos t

=⇒
ċ1 + etċ2 = 1 + cos t


ċ1 = cos t

cos t+ etċ2 = 1 + cos t

Wähle z.B. c 1(t) = sin t c2(t) = −e−t

yp(t) = sin(t) ·
(

1 + t
1

)
− e−t

(
et

et

)
=

(
(1 + t) sin(t)− 1

sin(t)− 1

)
Allgemeine Lösung der inhomogenen Aufgabe

y (t) = c1

(
1 + t

1

)
+ c2

(
et

et

)
+

(
(1 + t) sin(t)− 1

sin(t)− 1

)

Lineare DGL-Systeme mit Konstanten Koeffizienten

y ′(t) = A · y (t) + h (t) A ∈ Rn×n konstant

Lösung der homogenen Aufgabe: y (t) = A · y (t) .

Ist λk ein Eigenwert von A und v [k] ein zugehöriger Eigenvektor, so löst

y [k](t) := eλt · v [k]

das System.

Falls A diagonalisierbar

∃ n linear unabhängige Eigenvektoren v [1], v [2], · · · , v [n]

=⇒ eλ1t v [1], eλ2t v [2], · · · , eλnt v [n]

bildet Fundamentalsystem, wobei nicht notwendig λi 6= λj

Falls A nicht diagonalisierbar

Es gibt keine n linear unabhängige Eigenvektoren v [1], v [2], · · · , v [n]

∃λk : a(λk) > g(λk) =⇒

bestimme Hauptvektoren Stufe 1 bis Stufe (a(λk)− g(λk)
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v[1] : Eigenvektor zum EW λ

(A− λI)v[1] = 0

v[2] : Hauptvektor Stufe 1 zum EW λ, v[1]

(A− λI)v[2] = v[1]

v[3] : Hauptvektor Stufe 2 zum EW λ, v[1], v[2]

(A− λI)v[3] = v[2]

...
...

y[1](t) := eλt · v[1] wie gehabt

y[2](t) := eλt
[
t1

1!
· v[1] + v[2]

]
y[3](t) := eλt

[
t2

2!
· v[1] +

t1

1!
· v[2] + v[3]

]
...

y[r](t) := eλt
[

tr−1

(r − 1)!
· v[1] +

t(r−2)

(r − 2)!
· v[2] + . . . + v[r−1]

]
Wobei r = a(λ) und g(λ) = 1

ACHTUNG: Kettenbedingung beachten:

(A− λI)v [j] = v [j−1] j = 2, 3, · · · , r .

Beispiel B) Gegeben seien die Matrix

A :=

 2 1 −1
1/3 2 0
−2/3 0 2

 sowie der Vektor b(t) :=

 e−t

0
2e−t


Bestimmen Sie die allgemeine Lösung des Differentialgleichungssystems

ẏ(t) = Ay(t) + b(t) ·

Eine einfache Rechnung ergibt für das charakteristische Polynom

p(λ) = (2− λ)(λ2 − 4λ+ 3) = (2− λ)(1− λ)(3− λ) .

Die Matrix A hat also die einfachen reellen Eigenwerte
λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3.



Differentialgleichungen I, WiSe 2010/11, Anleitung 4, 07.12.2010 ( Kiani) 5

Als zugehörige Eigenvektoren erhält man (natürlich bis auf skalare, nichtver-
schwindende Vielfache):

v1 =

 3
−1
2

 v2 =

0
1
1

 v3 =

 3
1
−2


Die allgemeine Lösung des homogenen Systems ist also mit beliebigen Kon-
stanten c1, c2, c3 ∈ R gegeben durch:

yh(t) = c1e
t

 3
−1
2

 + c2e
2t

0
1
1

 + c3e
3t

 3
1
−2

 ·
Eine partikuläre Lösung der inhomogenen Aufgabe: Variation der Konstanten
oder spezieller Ansatz:

yp(t) = e−t

ab
c


an. Einsetzen dieses Ansatzes in die DGL liefert das Gleichungssystem

−e−t
ab
c

 = e−t

 2 1 −1
1/3 2 0

−2/3 0 2


ab
c

 + e−t

1
0
2


mit der eindeutigen Lösung a = − 5

8
, b =

5

72
, c = − 29

36
.

Die allgemeine Lösung des inhomogenen Systems ist also mit beliebigen Kon-
stanten c1, c2, c3 ∈ R gegeben durch:

y(t) = c1e
t

 3
−1
2

 + c2e
2t

0
1
1

 + c3e
3t

 3
1
−2

 + e−t


−5

8
5

72

−29

36

 ·
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Beispiel C) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

y′(t) =


5 1 0 0
0 5 0 1
0 0 −1 1
0 0 0 −3

 y(t).

Bestimmen Sie die allgemeine Lösung.

Die Eigenwerte sind offensichtlich.
Eigenvektoren:

λ1 = −3 :


8 1 0 0
0 8 0 1
0 0 2 1
0 0 0 0

 v [1] =


0
0
0
0

 =⇒ v [1] = c ·


−1

8

1
4
−8



λ2 = −1 :


6 1 0 0
0 6 0 1
0 0 0 1
0 0 0 −2

 v [2] =


0
0
0
0

 =⇒ v [2] = k ·


0
0
1
0



λ3 = 5 :


0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 −6 1
0 0 0 −8

 v [3] =


0
0
0
0

 =⇒ v [3] = k ·


1
0
0
0


Weitere Eigenvektorrichtungen gibt es nicht. Es gilt a(5)− g(5) = 1

Hauptvektor der Stufe 1 zu λ3 = 5, v [3] :
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 −6 1
0 0 0 −8

 v [4] = v [3] =


1
0
0
0

 =⇒ v [4] =


0
1
0
0

 (+k̃ v [3])

Jede Lösung des Systems lässt sich mit geeigneten konstanten c1, c2, c3, c4

wie folgt darstellen:

y (t) = c1e
−3t v [1] + c2e

−t v [2] + c3e
5t v [3] + c4e

5t(tv [3] + v [4])
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Lineare DGL-Systeme mit komplexen Eigenwerten

Gesucht Lösung der homogenen Aufgabe: y ′(t) = A · y (t), A ∈ Rn×n

Ist λ = a+ ib, b 6= 0 ein komplexer Eigenwert von A und v ein zugehöriger
Eigenvektor, so gilt für y (t) = eλt v

ẏ (t) := λ eλt · v = eλt · Av = Aeλt v = Ay (t)

=⇒ λ eλt · v = Aeλt · v ⇐⇒ λ eλ̄t · v̄ = Aeλ̄t · v̄

=⇒ d
dt (eλ̄t · v̄ ) = Aeλ̄t · v̄

D.h. mit λ ist auch λ̄ ein Eigenwert und zwar mit zugehörigem Eigenvektor
v̄ .

Komplexe Eigenwerte reeller Matrizen tauchen immer paarweise als λ1,2 =
a± ib auf.

Die zugehörigen Lösungen der DGL sind

ỹ[1](t) = eλt · v , ỹ[2](t) = eλ̄t · v̄ ) = ỹ[1](t)

Will man ein reelles Fundamentalsystem, so bildet man

y[1](t) :=
1

2
(ỹ[1](t) + ỹ[2](t)) = Re(ỹ[1](t))

y[2](t) :=
1

2i
(ỹ[1](t)− ỹ[2](t)) = Im(ỹ[1](t))
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Beispiel D) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

y ′ =

 2 0 3
2 1 2
−3 0 2

 y +

 1
1

5 + e2 t

 .

a) Bestimmen Sie ein (reelles) Fundamentalsystem des zugehörigen homo-
genen Differentialgleichungssystems.

b) Bestimmen Sie (mittels geeigneter Ansätze) eine partikuläre Lösung und
damit auch die allgemeine Lösung des inhomogenen Systems.

Lösungsskizze:

a) ∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 3

2 1− λ 2
−3 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)

∣∣∣∣ 2− λ 3
−3 2− λ

∣∣∣∣
= (1− λ)[(2− λ)2 + 9].

Die Eigenwerte der Systemmatrix sind

λ1 = 1 , λ2,3 = 2± 3i .

Zum Eigenwert 1 errechnet man den Eigenvektor2− 1 0 3
2 1− 1 2
−3 0 2− 1

 v = 0 ⇐⇒ v =

0
a

0


mit der zugehörigen Fundamentallösung y 1(t) = et

0
1
0

 . Zum

Eigenwert 2-3i errechnet man den Eigenvektor 3i 0 3
2 3i− 1 2
−3 0 3i

 w = 0 ⇐⇒


w3 = −iw1

2w1 + (3i− 1)w2 − 2iw1 = 0

−3w1 + 3i(−iw1) = 0

Aus der zweiten Zeile rechnet man w2 =
2(1− i)w1

1− 3i
.

Die Wahl w1 := 1− 3i liefert die komplexe Lösung z(t) :

w =

1− 3i
2− 2i
−3− i

 =⇒ z(t) = e(2−3i)t

1− 3i
2− 2i
−3− i


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z(t) = e2te−3it

1− 3i
2− 2i
−3− i

 = e2t(cos(3t)− i sin(3t))

1− 3i
2− 2i
−3− i


= e2t

 cos(3t)− 3i cos(3t)− i sin(3t)− 3 sin(3t)
2 cos(3t)− 2i cos(3t)− 2i sin(3t)− 2 sin(3t)
−3 cos(3t)− i cos(3t) + 3i sin(3t)− sin(3t)


und damit die reellen Lösungen

y 2(t) = e2t

 cos(3t)− 3 sin(3t)
2 cos(3t)− 2 sin(3t)
−3 cos(3t)− sin(3t)

 y 3(t) = e2t

 − sin(3t)− 3 cos(3t)
−2 sin(3t)− 2 cos(3t)

3 sin(3t)− cos(3t)


Die allgemeine Lösung lautet
y h(t) = c1 y 1(t) + c2 y 2(t) + c3 y 3(t) .

b) Zur Lösung der inhomogenen Aufgabe lösen wir die zwei Aufgaben:

y ′ = Ay +

 1
1
5

 , bzw. y ′ = Ay +

 0
0
e2 t

 .

Im ersten Fall machen wir den Ansatz yp,1 = (a, b, c)T und erhalten 0
0
0

 =

 2 0 3
2 1 2
−3 0 2

  a

b
c

 +

 1
1
5


mit dem Ergebnis yp,1 = (1, 1,−1)T .

Im zweiten Fall machen wir den Ansatz yp,2 = e2t(a, b, c)T und erhalten

2e2t

 a
b
c

 =

 2 0 3
2 1 2
−3 0 2

 e2t

 a
b
c

 +

 0
0
e2 t


mit dem Ergebnis yp,2 =

e2t

3
(1, 2, 0)T

Die allgemeine Lösung der inhomogenen Aufgabe lautet

y (t) = yh(t) + yp,1(t) + yp,2(t) .
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Homogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Für a0, · · · , an−1 ∈ R sei gesucht y : D → R, D ⊂ R mit

y(n) + an−1y
(n−1) + · · · + a1y

′ + a0y = 0

Charakteristisches Polynom:

P (λ) := λn + an−1λ
n−1 + · · · + a1λ + a0 = 0

Ist λk eine Nullstelle von P (λ) mit der Vielfachheit rk ≥ 1 , so sind

t0eλkt, t1eλkt, · · · , trk−1eλkt

Lösungen der Differentialgleichung. Mit allen Nullstellen erhält man so ein

Fundamentalsysten : y[1](t), · · · , y[n](t) .

Allgemeine Lösung : y(t) = c1y
[1](t) + · · · + cny

[n](t) .

Beispiel E: Gesucht sei reelle Darstellung der Lösung der RWA

y′′′ + 2y′′ +

(
1 +

π2

4

)
y′ = 0

y(0) = 0, y′(0) = 1, y(1) = 1.

Lösungsskizze:
Schritt 1: Nullstellen des charakteristischen Ploynoms

λ3 + 2λ2 +
(

1 + π2

4

)
λ = 0

=⇒ λ1 = 0, λ2,3 = −1± iπ2 .

Schritt 2: Komplexes Fundamentalsystem:

y1(t) = 1

z2(t) = e(−1+iπ2 )t

z3(t) = e(−1−iπ2 )t

Schritt 3: Reelles Fundamentalsystem:

y1(t) = 1

y2(t) = e−t cos
(π

2
t
)

y3(t) = e−t sin
(π

2
t
)

Schritt 4 : Allgemeine Lösung

y(t) = c1 + e−t
(
c2 cos

(
π
2 t
)

+ c3 sin
(
π
2 t
))
.
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Schritt 5: Anfangs- und Randwerte

y(t) = c1 + e−t
(
c2 cos

(
π
2 t
)

+ c3 sin
(
π
2 t
))
.

y′(t) = e−t
(
(−c2 + π

2c3) cos
(
π
2 t
)

+ (−c3 − π
2c2) sin

(
π
2 t
))
.

y(0) = c1 + c2 = 0 ⇐⇒ c2 = −c1

y(1) = c1 + c3e
−1 = 1 ⇐⇒ c3 = (1− c1)e

1

y′(0) = −c2 +
π

2
c3 = c1 +

π

2
(1− c1)e

1 = 1 ⇐⇒ c1 = 1

y(t) = 1− e−t cos
(π

2
t
)
.

Inhomogene lineare DGL n-ter Ordnung

Gesucht y : D → R, D ⊂ R mit

y(n) + an−1y
n−1 + · · · + a1y

′ + a0y = h(t) .

Allgemeine Lösung = Allgemeine Lösung der homogenen Aufgabe + parti-
kuläre Lösung der inhomogenen Aufgabe

Partikuläre Lösung im allg. über Variation der Konstanten. Bei speziellen
rechten Seiten (Inhomogenitäten h ) oft einfacher: spezielle Ansätze.

Inhomogenität Ansatz

(β0 + β1t+ · · ·+ βnt
n)eαt yp(t) := (b0 + b1t+ · · ·+ bnt

n)eαt

P (α) 6= 0

α k − fache Nullstelle
von P (λ) yp(t) := (b0 + b1t+ · · ·+ bnt

n)tk eαt

Beispiel F:

Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der inhomogenen Differentialglei-
chung

y′′′ + y′′ = 2 .

λ2(λ+ 1) = 0 =⇒ λ1 = λ2 = 0, λ3 = −1

y1(t) = e0t = 1, y2(t) = te0t = t, y3(t) = e−t

yh(t) = c1 + c2t+ c3e
−t .
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Ansatz für yp = αt2 · e0 eingesetzt in die Dgl. ergibt 2α = 2 .

Also hat man die yp = t2 und die allgemeine Lösung:

y(t) = c1 + c2t+ t2 + c3e
−t .

Variation der Konstanten: Mit

y (t) :=


y1(t)
y2(t)
y3(t)

...
yn(t)

 :=


y(t)
y′(t)
y′′(t)

...

y(n−1)(t)



ẏ (t) =


y′(t)
y′′(t)

y(3)(t)
...

y(n)(t)

 =


y2(t)
y3(t)
y4(t)

...

y(n)(t)


ist die DGL n-ter Ordnung

y(n) + an−1y
n−1 + · · · + a1y

′ + a0y = h(t)

äquivalent mit dem System

ẏ(t) =


y′(t)
y′′(t)

...

...

y(n)(t)



=



0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 0 . . .
...

... . . . . . . . . .

... . . . 0
0 0 0 1
−a0 −a1 −a2 . . . −an−2 −an−1


·


y(t)
y′(t)
y′′(t)

...

y(n−1)(t)

 +


0
0
...
0
h(t)


=: Ay(t) + h(t) .
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Das Fundamentalsystem der Dgl. n-ter Ordnung

y[1](t), · · · , y[n](t)

entspricht dann folgendem Fundamentalsystem des Dgl-Systems

y[1](t) y[2](t) · · · y[n](t)

(y[1])′(t) (y[2])′(t) · · · (y[n])′t)

(y[1])′′(t) (y[2])′′(t) · · · (y[n])′′(t)

...
...

...
...

(y[1])(n−1)(t) (y[2])(n−1)(t) · · · (y[n])(n−1)(t)


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Beispiel G:
y′′′ + 3y′′ + 3y′ + y = 2t3e−t

Lösung der homogenen Gleichung:

λ3 + 3λ2 + 3λ+ 1 = (λ+ 1)3 = 0

Allgemeine Lösung

yh(t) = c1e
−t + c2te

−t + c3t
2e−t

Ansatz für yp wäre

yp(t) = t3(at3 + bt2 + ct+ d)e−t

Einsetzen in DGL nicht sehr angenehm.

Alternative: Variation der Konstanten:

Bei Systemen hatten wir :
y p(t) := Y (t) · c (t)+ DGL liefert =⇒ Y (t) · ċ (t) = h (t)!

Hier haben wir als zugehöriges Fundamentalsystem:

Y (t) =

 y[1] y[2] y[3]

(y[1])′ (y[2])′ (y[3])′

(y[1])′′ (y[2])′′ (y[3])′′


Y (t) =

 e−t te−t t2e−t

−e−t (te−t)′ (t2e−t)′

e−t (te−t)′′ (t2e−t)′′


Zu lösen ist Y (t) · c ′(t) = (0, 0, h(t))T also e−t te−t t2e−t

−e−t (1− t)e−t (2t− t2)e−t
e−t (t− 2)e−t (t2 − 4t+ 2)e−t

 ·
c′1c′2
c′3

 =

 0
0

2t3e−t


c′1 + tc′2 + t2c′3 = 0 ,

−c′1 + c′2 − tc′2 + 2tc′3 − t2c′3 = 0 ,

c′1 −2 c′2 + tc′2 +2c′3 − 4tc′3 + t2c′3 = 2t3

Also c′3 = t3, c′2 = −2 t4, c′1 = t5

und damit c3 =
1

4
t4, c2 = − 2

5
t5, c1 =

1

6
t6

und yp(t) = e−t(c1 + c2t+ c3t
2) =

1

60
t6 .


