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Anleitung zu Blatt 4 Differentialgleichungen I fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Lineare Differentialgleichungssysteme,
lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit wiahrend der Veranstal-
tung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen zusétzlichen Erlduterungen sind diese
Unterlagen unvollstéindig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreib-
fehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wiahrend der Veranstaltung angesagt. Eine
Korrektur im Netz erfolgt NICHT! Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist
untersagt!
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Lineare Differentialgleichungssysteme

Gesucht : Funktion y : D — R*, D C R mit

y() = A y @)+ h()

Losung der homogenen Aufgabe: siehe letzte Anleitung

Die Menge der Losungen der homogenen Aufgabe bildet einen linearen Raum.
Dimension des Losungsraumes = n .

(&1
n Cy
yut) =Y -y = (U, ¥y gl T =Y()- e
k=1 :
Cn

Y (t) heift Fundamentalmatrix und die
Funktionen y ™, y® ... y[ heiBen Fundamentalsystem
<~
Die y ¥ sind linear unabhiingige Losungen der homogenen Aufgabe.

Losung der inhomogenen Aufgabe| 4(t) = A(#) y(t) + h(t)

Wie im skalaren Fall gilt

C1
n Co
y(t) =y, +> a-y¥E) = (" o o) T+ y,0
k=1 .
Cn

d.h. : Allgemeine Losung der inhomogenen Aufgabe = allgemeine Losung der homogenen
Aufgabe 4+ eine partikuldre Losung der inhomogenen Aufgabe.

Variation der Konstanten

Im skalaren Fall hatten wir:
Ansatz  y, = yn(t)c(t)+ DGL liefert = y(t) - ¢(t) = h(t)

Analog gilt bei Systemen
Ansatz | y,(t):= Y (t)- c(t) |eingestzt in DGL liefert | Y (f) - ¢(t) = h(t)!

Beispiel A:
vio= (50) = () b)) + (7l )

t
Aus der letzten Anleitung kennen wir das Fundamentalsystem Y (t) := (1 let ;)

Variation der Konstanten liefert den Ansatz:

wn=roren= (37 2) ()
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Dies eingesetzt in das DGL-System ergibt das folgnde Gleichungssystem fiir ¢4, ¢
L+t e\ (e(t)) _ (1+cos(t)(1+1)
1 € e(t)y) 1 + cos(t) '
(14t)éy + €'éa =1+ cost + tcost ¢1 = cost

¢1+eléyg =14 cost cost + elcg =1+ cost

Wiéhle z.B.  ¢(t) =sint co(t) = —e!

i = (1) e (0) = ()

Allgemeine Losung der inhomogenen Aufgabe

- (1) () ()

Lineare DGL-Systeme mit Konstanten Koeffizienten

y'(t)y = A-y(t) + h(t) A € R™™ konstant

Lésung der homogenen Aufgabe: y(t)y=A-y(t).

(]

Ist A\ ein Eigenwert von A und v '™ ein zugehoriger Eigenvektor, so 16st

yH(t) = M.y

das System.

Falls A diagonalisierbar

3 n linear unabhingige Eigenvektoren v, v ... ol

Mgl ety L et ]

bildet Fundamentalsystem, wobei nicht notwendig \; # A;

Falls A nicht diagonalisierbar

Es gibt keine n linear unabhéngige Eigenvektoren v, v ... o
ANk a(Mg) > g(\) =

bestimme Hauptvektoren Stufe 1 bis Stufe (a(A\x) — g(Ax)
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v[l] : Eigenvektor zum EW A
(A= XDvll =0
v[2] : Hauptvektor Stufe 1 zum EW ), vl!
(A = Ao = oll]
v[3] : Hauptvektor Stufe 2 zum EW X, vl!, vZ

(A = Aol = o

yl(t) =M. ol wie gehabt
2y o [
yt) =e T + v
By = oM [ Lol o Ly
vy ol 1!
tr—l t(?"—2)
vt = {(7‘ —1)! ol (r —2)! T

Wobei r = a(A) und g(A) =1
ACHTUNG: Kettenbedingung beachten:

(A=) wll = pli-1l J=2,3,---,r.

Beispiel B) Gegeben seien die Matrix

2 1 -1 et
A = /3 2 0 sowie der Vektor b(t):= | 0
~2/3 0 2 2¢!

Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems
y(t) = Ay(t) + b(t)-

Eine einfache Rechnung ergibt fiir das charakteristische Polynom
pPA) =2 =N\ =4A+3)=2-N1-=N)B-N).

Die Matrix A hat also die einfachen reellen Eigenwerte
M =1 =2 A3=3.
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Als zugehorige Eigenvektoren erhélt man (natiirlich bis auf skalare, nichtver-
schwindende Vielfache):

3 0 3
(A —1 Vg = 1 V3 = 1
2 1 -2

Die allgemeine Losung des homogenen Systems ist also mit beliebigen Kon-
stanten cq,c9, c3 € R gegeben durch:

3 0 3
yn(t) =crel | =1 +ce® | 1] +e3e¥ | 1
2 1 —2

Eine partikulédre Losung der inhomogenen Aufgabe: Variation der Konstanten

oder spezieller Ansatz:
a

an. Einsetzen dieses Ansatzes in die DGL liefert das Gleichungssystem

a 2 1 -1 a 1

—e ' |b]|=et| /3 2 0 b +e ' |0

c —2/3 0 2 c 2
5 5 29
it der eindeuti Lo =—=b==c=—=—.
mit der eindeutigen Losung a % w5 € 26

Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems ist also mit beliebigen Kon-
stanten cp,co,c3 € R gegeben durch:
( O
8

3 0 3 5
y(t) =ce! | 1] + et (1] e [ 1 ]+t | =
2 1 2 72

29
\"36
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Beispiel C) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

51 0 0
105 0 1
00 0 -3
Bestimmen Sie die allgemeine Losung.
Die Eigenwerte sind offensichtlich.
Eigenvektoren:
8100 0 -1
0801 0 1
_ _ 9. [1] — 1 _ ..
Al 3 002 1|7 0 — v c A
0000 0 -8
6 1 0 0 0 0
06 0 1 2] 0 2. |0
000 1|"° o| = v =M |
000 =2 0 0
01 0 O 0 1
00 0 1 3] 0 B _ . |0
A3 =05: 00 —6 1 v 0 — v =k 0
00 0 =8 0 0
Weitere Eigenvektorrichtungen gibt es nicht. Es gilt a(5) — g(5) =1

Hauptvektor der Stufe 1 zu Ay = 5, v %

01 0 0 1 0
000 1w e~ | 4|1 fol
00 6 11T EYE == (+kv)
00 0 -8 0 0

Jede Losung des Systems lédsst sich mit geeigneten konstanten ci,cs,c3, ¢y
wie folgt darstellen:

y(t) =cre ol + et + 3Bl 4y’ (to Bl 4 v )
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Lineare DGL-Systeme mit komplexen Eigenwerten

Gesucht Losung der homogenen Aufgabe: y'(t)=A-y(t), Ae R

Ist A =a+1b, b # 0 ein komplexer Eigenwert von A und v ein zugehoriger

Eigenvektor, so gilt fiir y (t) = eMwv

Yy (t) =X eM. v =M. Av = AeMw = Ay (1)

— AeM. v = AeM . v <= e =AM D

— %(ej‘t-@) = AeM. B

D.h. mit A ist auch X\ ein Eigenwert und zwar mit zugehorigem Eigenvektor

v.

Komplexe Eigenwerte reeller Matrizen tauchen immer paarweise als A\j o =
a + ib auf.

Die zugehorigen Losungen der DGL sind

gt =e" v, gt =" o) =gl
Will man ein reelles Fundamentalsystem, so bildet man

o) = 5 )+ 70)) = Re(3)

o00) = o 1)~ 770) = ()
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Beispiel D) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

2 0 3 1
v = 212y + 1
-3 0 2 5+ et

a) Bestimmen Sie ein (reelles) Fundamentalsystem des zugehorigen homo-
genen Differentialgleichungssystems.

b) Bestimmen Sie (mittels geeigneter Ansétze) eine partikuldre Losung und
damit auch die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems.

Losungsskizze:

a)

2-1 0 3
2 1-X 2 :(1—»‘2:;2_i‘
-3 02—

= (1=XN[2=XN2+9]
Die Eigenwerte der Systemmatrix sind

M =1, Mg =2+30.

Zum FEigenwert 1 errechnet man den Eigenvektor

2—1 0 3 0
2 1-1 2 v =04 v =
-3 0 2-1 0
0
mit der zugehorigen Fundamentallosung — y,(t) = ¢ | 1| . Zum
Eigenwert 2-3i errechnet man den Eigenvektor
3i 0 3 w3 = —1wW
2 3i—1 2] w =0<+= (2w + (3i — 1wy — 2iw; =0
-3 0 3 —3w; + 3i(—iw;) =0
2(1 — z)wl

Aus der zweiten Zeile rechnet man  wy =

1 -3
Die Wahl wy := 1 — 3i liefert die komplexe Losung z(t):
1 -3 1 =3
w=|2-2| = 2(t) =e?" [ 2 -2

—3—1 —3—1
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1—3i 1—3i
2(t) =e*e™ | 2—-2i | = e*(cos(3t) —isin(3t)) | 2 —2i
3~ —3 i

cos(3t) — 3icos(3t) — isin(3t) — 3sin(3t)
= ¢* | 2cos(3t) — 2i cos(3t) — 2isin(3t) — 2sin(3t)
—3 cos(3t) — i cos(3t) + 3isin(3t) — sin(3t)

und damit die reellen Lésungen

cos(3t) — 3sin(3t) —sin(3t) — 3 cos(3t)
yo(t) = e | 2cos(3t) — 2sin(3t) | y;(t) = e* | —2sin(3t) — 2 cos(3t)
—3 cos(3t) — sin(3t) 3sin(3t) — cos(3t)

Die allgemeine Losung lautet
yu(t) =y () + c2ys(t) + cys(t).

Zur Losung der inhomogenen Aufgabe 16sen wir die zwei Aufgaben:

1 0
y = Ay +| 1| ,bzw. ¢y’ = Ay + 0
5 €2t

Im ersten Fall machen wir den Ansatz v, = (a, b, c)T und erhalten

0 203 a 1
0 = 21 2 + | 1
0 -3 0 2 5}

mit dem Ergebnis y,; = (1,1, —-1)7 .

Im zweiten Fall machen wir den Ansatz y,2 = ¢*(a,b,¢)T und erhalten

a 2 0 3 a 0
2% | b | = 2121 v | + 0
-3 0 2 c e2t

2t

mit dem Ergebnis yEQ::%;(1,2¢nT

Die allgemeine Losung der inhomogenen Aufgabe lautet

y(t) = yu(t) + ypa(t) + ypa(t) .
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Homogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung
Fir ag, -+ ,a,-1 € R sei gesucht y: D - R, D C R mit
Charakteristisches Polynom:

PO :=X"+ ap NP4+ ah+ap =0

Ist Az eine Nullstelle von P(A) mit der Vielfachheit r; > 1, so sind
tOe/\kt tle/\kt . t’/‘kfleAkt

Losungen der Differentialgleichung. Mit allen Nullstellen erhélt man so ein
Fundamentalsysten : yl(¢), ---, y(¢).
Allgemeine Losung : y(t) = ciyM(t) + -+ + cyl(1).

Beispiel E: Gesucht sei reelle Darstellung der Losung der RWA

2
y/// _|_ 2y// + <1+Z> y/ — O
y(0) =0, ¢'(0) =1, y(1) = L.

Losungsskizze:
Schritt 1: Nullstellen des charakteristischen Ploynoms

N 20 4 (145)A=0

:>)\1:O, )\273:—1:|:’lg.

Schritt 2: Komplexes Fundamentalsystem: — 22(t) = e(—1+ig)t

Schritt 3: Reelles Fundamentalsystem:

Schritt 4 : Allgemeine Losung
y(t) = c1 4+ e " (cacos (5t) + egsin (5t)) .
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Schritt 5: Anfangs- und Randwerte

y(t) =c1+ e (cacos (5t) + egsin (5t)) .
y'(t)=e" ((—02 + 5c3) cos (gt) + (—c3 — §ca) sin (%t)) :

y0)=c14+ =0 <= cn=—q

y(l) =1+ 636_1 =1 << c3= (1 — 01)61

y’(O):—02+g03:cl+g(1—61)61:1 — =1

y(t) =1— e "cos (gt) :

Inhomogene lineare DGL n-ter Ordnung

Gesucht y: D - R, D C R mit

v+ a4 ay + ay = h(t).
Allgemeine Losung = Allgemeine Losung der homogenen Aufgabe + parti-
kuldre Losung der inhomogenen Aufgabe

Partikuldre Losung im allg. iiber Variation der Konstanten. Bei speziellen
rechten Seiten (Inhomogenitiaten h) oft einfacher: spezielle Ansétze.

Inhomogenitét Ansatz

(Bo 4 But 4+ 4 But™)e | yp(t) := (bo 4 byt + - - - 4 bpt™) e
P(a) #0

a  k — fache Nullstelle
von P(\) Yp(t) := (bg + bit + - - - + bt")tk e

Beispiel F:

Bestimmen Sie die allgemeine Loésung der inhomogenen Differentialglei-
chung

y///_l_y//: 9
)\2()\+1)=O = A1 =X =0, \3=—1

yl(t) - GOt — 17 yQ(t) - te()t = ta y3(t) - e_t
yn(t) = c1 + ot + c3e7 "
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Ansatz fiir y, = at? - €’ eingesetzt in die Dgl. ergibt 2a = 2.

Also hat man die y, = t* und die allgemeine Losung:

y(t) = c1+ ot + 2 + cze".

Variation der Konstanten: Mit

ist die DGL n-ter Ordnung

dquivalent mit dem System

y(t)

y1(1)
ya(t)

y(t) = | uys(d) | =

v+ a1y + 4 ay + agy = A(t)

y'(t)
Y
y(”) ()
s
R

—: Ay(t) + h(t).

0

\—CLO —Qa1 —as ...

0 0
0 1

—Qp—2 —0ap-1

)

12
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Das Fundamentalsystem der Dgl. n-ter Ordnung

( Yyl (t) y12(t) yll(t) \
(yM) (1) W@ - WM
(O I (75 KO IR (R ()

K(y[”)(’;‘”(t) (y[2})(ﬁ—1)(t) (y[n})(ﬁ—l)(t))

13
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Beispiel G:

y" + 3y + 3y + y=2t%"
Losung der homogenen Gleichung;:

N3N+ +1=A+1)P=0
Allgemeine Losung

yn(t) = cre™t + cote™t + cat?e”!
Ansatz fiir y, wére

y,(t) = t*(at® + bt* + ct + d)e’
Einsetzen in DGL nicht sehr angenehm.

Alternative: Variation der Konstanten:

Bei Systemen hatten wir :
y,(t) ;==Y (t)- c(t)+ DGL liefert = Y (t)- ¢(t) = h(?)

Hier haben wir als zugehoriges Fundamentalsystem:

(y[l])// (y[2])// (y[iﬂ)//

et tet t2et

S 8 B
Y(t)=| Uy @y (y[?’])’)

Zu losen ist Y (¢) - ¢/(t) = (0,0, h(t))T also

et te™? t2et | 0
—e b (1=tet (2t —t%)e™ | = 0
et (t—2)et (2 —4t+2)e ! oA 2371
c +tch +t3dy, =0,
- +dy,— td, +2tcy — t3¢y =0,
) —2dy+ tcy +2cy — dtcy + t3c = 23
Also cy =13, chy = —2t4, =t
und damit c3 = 1754 Co = —2755 g = =15
47 5 6

1
und y,(t) = e (1 + cot + c3t?) = & to .



