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Aufgabe 1:

(a) Sei o = [ag, ..., a,+1] ein endlicher Kettenbruch mit Ndherungsbriichen g und mit
a; € R. Zeigen Sie
(="

Qna -
an+1Qn + Qn-1

(b) Sei @ = [ay, - . ., ay.1] ein endlicher Kettenbruch mit a; € R und a; > 1 fiir ¢ > 0. Fiir
2<i<n+42seif= gff

1
Q?L(an-&-l + 5n+1) ‘

(c) Finden Sie die Kettenbruchentwicklung von %ﬁ’
(d) Sei a = %5 Zeigen Sie

P, 1
a— "=

Qul V5
und schliefsen Sie, dass es fiir ¢ < \}g nur endlich viele Naherungsbruehe Lo von « gibt,
sodass

lim Q2

n—oo

P, &
a —_— — —
Qn Qn
Aufgabe 2
Sei a € R\ Q mit Kettenbruchentwicklung [ag,al, ...], Néherungsbriichen £ und voll-

Qi

standigen Quotienten ;. Fiir i > 2 sei f; = 872
(a) Zeigen Sie, dass aus o; + 3; < /5 fiir i = n,n — 1 die folgende Abschiitzung folgt:

5n <\/5 - 1)

(Hinweis: Zeigen Sie zunéchst i + B_n <V5)
(b) Zeigen Sie, dass

a; + B > \/g
fir ein i € {n — 1,n,n + 1} gelten muss.

(Hinweis: Verwenden Sie z. B. die Ungleichung 1 < a,, = Qn—Qn=2

B Q" 2 fiir einen Widerspruchs-
beweis. )

(c) Beweisen Sie den folgenden Satz von Borel (1903):

Fiir mindestens ein ¢ € {n — 1,n,n+ 1} gilt

= 1

— | < 5=

Qi|  V5Q?
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(d) Beweisen Sie den folgenden Satz von Hurwitz (1891):
(i) Fiir jedes v € R\ Q gibt es unendlich viele £ € Q mit

1
V52

a—8’<

q

(ii) Hierbei ist ¢ = \/Lg die optimale Konstante, d.h. die Aussage ist falsch fiir ¢ < \/Lg

Aufgabe 3:
Sei @ € R und seien p,q € Z mit ¢ > 1 und
0
a-L= 6—2 # 0,
q 9

wobei 0 < 6 < 1 und ¢ € {£1} gelten. Sei £ = [bo, b1, ..., bo1] diejenige Kettenbruch-

_ . . P
n=1 — ¢ gilt und seien £ —n-l

OO die Nédherungsbriiche

entwicklung von £, fiir die (1)
dieses Kettenbruchs.

(a) Zeigen Sie, dass es ein w € R gibt, sodass

(,L)Pn,1 + Pn72
o = .
anfl + Qn72

(b) Zeigen Sie
Qn—l

0= )
an—l + Qn—Q

(c) Schliefsen Sie w > 1.



