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Mathematische Stochastik

Erginzungen zu 6.8: Allgemeine Koppelung (vgl. B/N §20 + 22)
Ziel: Allg. Koppelung P := P,®P} und mehrstufiges Integral.
Definition: P; heiit Ubergangs-W-Maf von (€, .4;) nach (€, Ay),

wenn Pj eine Abbildung (94, 4) — IR st
mit Ay — Pj(wy; Ag) ist W-MaBl Vwy,
und  wy — P}(wy; Ag) st Aj-messbar VA .

Definition: P := P,®P} heift Koppelung von P, und Pj
wenn P ein W-MaB auf (4,.4;) ist
und  PJ ein UW-MaB von (€, A;) nach (s, Ay)
und (1) P@PHAxA,) = /AlPl(dwl)le(wl,Ag) mit A; €Ay, Ay Ay,

bzw. (2) P(A) = [Pi(dw) [ P} (wr;dwn)la(wn,ws) mit A€ Ai@A,.

Zum Beweis von (2) benétigt man
(a) die Messbarkeit von wy — 14(wy,ws) bzgl. Ay Vwy ,
(b) die Messbarkeit von wy +— /P;(wl; dws)1 4(wy1,ws) bzgl. Ay Vws, .

Den Beweis zu (a) findet man in B/N, Aufg. 20.2+3.
Der Beweis zu (b) ist aufwendig, er benttigt ,, Dynkin-Systeme* wie im Beweis
des Eindeutigkeitssatzes fiir Mafie (s. B/N, Lemma 40.1).

Fiir iterierte Integrale iber W-Mafle mit R-/A- oder Z-Dichten benétigt man:
Folgerung: Fiir ein UW-Maf Py mit U-Dichte h(wy;ws) bzgl. eines o-endlichen
MaBes pu gilt entsprechend zu (2):
(3) P(A) = /Pl(dwl)/ﬂ(dwg)h(wl;wg)lA(wl,wg) mit A€ A4®A;.

Beweis: Zu einem o-endl. Maf} auf 25 gibt es eine Folge (FE,) mit p(FE,) < oo
und ) E,= . Also gelten auch hierfiir obige Eigenschaften.

Satz von Fubini: Fiir eine A; ® A»>-IR-messb. Fkt. g und P, P21 wie oben

gilt /gd(P1®P21) = /Pl(dxl)/le(ﬂfl; dxs) g(21,22)
falls g >0 oder die r.S. fir g* oder g~ (oder |g|) endlich ist.
Entsprechend gilt fiir o-endliche Mafle 11, o

/gd(m®uz) - /Ml(dfﬁl)//i?(d@)g(xlafz) - /Mz(d@)/ul(d%)g(fﬂla@)-

Bemerkung: Die Koppelung von mehr als 2 Faktoren erhdlt man induktiv
mit Identifikation von (2yx...xQ, 1) und (21 x...xXQ) X Qi1 ...




