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6 B. Grenzwerte und stationire Verteilungen

Wann existieren stationiire Verteilungen? Wann sind sie eindeutig? Gibt es eine , Struktur“?
Wir beschrénken uns zunéchst auf irreduzible HMK, d.h. I ist einzige Klasse (und abgeschlossen).

6.5 Satz. Sei (X,,) irred.: (a) (X,) transient oder null-rek. = es gibt keine stat. Verteilung.
(b) Ist (X,) positiv-rekurrent, so ist (m;:= m%ﬁ,ie[) die einzige stationdre Verteilung.
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Sei also (u;) eine stat. Verteilung und P(Xo=1)= ;. Dann gilt p; =P (X, =7)=Ycr thi p(").
Fiir Fall (a) folgt mit 6.3 (c) p; (n) — 0 u. mit maj. Konv. ;=0 (V5), im Widerspruch zu > p; =1.
Fiir Fall (b) reicht 6.3 (b) nlcht aber mit 6. 4( ) (Césaro-Mittel) folgt:
&:% ?/’LJ:Z'LEI,U'L% ?pz('])_) Zzelu/z zgm” (*)1 also mit 4.6 (b) - ';;:1 V’l,] _:u’j:ijj'
(2) Fiir (b) muss man noch zeigen dass (m;) = (7= —) eine stat. Vert. ist, also dass (G) und (N) gilt.
Statt (N) reicht 0<Y;c; = g <00. Denn dann ist (7 Z) eine stat. Vert. und mit (1) folgt c=1.

Beweis. (1) Wir zeigen in Fall (a)u. (b): Fiir jede stationdre Verteilung (u;) gilt p; = m:=——

Im positiv-rekurrenten Fall ist jedenfalls 77— >0 und aus 3¢, pi; (™) =1 folgt (bei d;=1) mit
1
6.3 (b) und L.v.Fatou Y ;; mL“ <1. Aus pZZ =Yjer p(" )pji folgt ebenso mLu >Yjer ijjpji,
bei d;#1 mit Césaro-Limes. Durch Summation iiber 7 folgt Wid. zu ,>*, also ,=“, = (G).
6.6 Satz. X sei eine beliebige HMK. Dann gilt:
(a) Es existiert eine stationdre Verteilung <= es existiert eine positiv-rekurrente Klasse.

(b) Ist {Ky, £ € L} die Menge der positiv-rek. Klassen und (ay, £ € L) eine Z#&hl-Dichte auf L,
S0 ist f1; := Doper, el (z)mL“ eine stat. Vert., und jede stat. Vert. hat diese Struktur.

Beweis. (a) folgt aus (b): ,<=“: klar, ,=“: wenn Zihl-Dichte auf L ex., dann L#{.
(b1) Ist (p;) stat. Vert., dann gilt u; = S pi f;;mL” (s. (*) im Beweisteil (1) zu Satz6.5),
Fir j¢UK, gilt p;=0. Sei ap := Y ;ck, i, dann folgt > ,cp ap=1.
Ist i€ Ky, j€ Ky, dannist f%=du , also fiir K() =Ky pj = ik, Hi mL” = mﬂfj
(b2) Auf K, existiert eine stationire Verteilung (m;= mL“), also m; = Yk () iPij, J € Ko (+).
Sei Yypep =1, aj:=qy fiir i € K;, = 0 sonst, = p; = o7y, 2.2. qjTj = Y5 0T Pij
Fir j¢UK, oder i¢ K(j) ist p;;=0, sonst a; = a, also 1.S. = Yicx) Q@ TiPij @ Q; ;.
6.7 Beispiel Warteschlange, (s. 4 C.Bsp. 3 u.5.7): Existenz von stationiren Verteilungen:
Ubersicht: oy := 1) 1 /Gms Wy G/ D=0/ (Pncn)s  Pa=P, Ga=0, an=(5)"

X ist transient = Y0 1/(ppay) <0 pP>q

X ist null-rekurrent < Y0 1/ (pnay) =00, > o, =00 p=gq Z?anzl/(l—%)
X ist pos.-rekurrent < Y 1/ (ppan)=00, 3 ap<oo p<gq

die stat. Verteilung ist =) X an = 1/my; = (1—%)(%)Z

6.8 Satz. Sei X eine HMK mit endlichem Zustandsraum I und P = (p;;).

(a) P besitzt den Eigenwert A;=1. [ T = Yier TiDij |

(b) 1 :=(1,1,...,1)T ist rechter Eigenvektor zu A\; =1. [ Yjerpij-1=1]

(c) Jede stationdire Verteilung (u;, 7€ I) ist linker Eigenvektor zu A;y=1.  [s. (a)]
(d) Fiir alle Eigenwerte A von P gilt |A| < 1.
(e) Sei T:={iel,itransient}, Pp:=(p;j, 1,j€T) = |A| <1 fiir alle Eigenwerte A von Pr.
Beweis. (a) folgt aus (b), (b) und (c) sind trivial.
(d) Sei Ax=Px, d.h. Az; =), pijx;Vi. Sei |z;|=max; |z;| = |A| SZpij|ﬁ—Z|§Epij:1.
(e) Sei Ax=Prx = )\"x—P(Tn) x Vn. Sei |z;| =max; |z;| (wie oben).
Zui€T ex. jo¢ T und m mit p{7” >0 = |/\m\—zjelp(m) : \ﬁ—g\gzjgpg”) <1-p™ < 1.
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