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4. Rekurrenz und Transienz
Bisher: Erreichbarkeit — ja oder nein? Jetzt: — W(,ja“) =? — Wann im Mittel? - Wie oft?

Beispiele: 1. Riickstellungen eines Versicherers, I =1INg, i=0 = ,Ruin“: — W(,Ruin“)? -~ Wann?
2. Wasserstand eines Staudamms, I={0,1,...,r}: - W(Uberlauf)?, W(,,lduft leer*)? (Fische!).
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3. Warteschlangenlidnge, I:=INj, Do lpl ﬂ 2p2 ﬂ 3103 ﬂ !

Di = Diji+1, 9 *=Dii—1, T'i -= Piis T /1\ 2 4 T
gi+ri+p; =1, go=0: Wann leer? ’ C@L | )‘ ( - g3 N2 44 (94_

4. Symmetrische ,Irrfahrt“ auf I=2Z, p;= Ruckkehrze1t‘7 Entsprechend auf Z?2, Z3.

5. Einfaches Beispiel: I = {1,2,3}, p11=.2,p12= 4 ,P13=-4,paa =1, p31 = .4, p33 =6, sonst 0.
Wie grofl ist die W (f}), bei Start in 7=1 irgendwann nach j=1,2,3 zu kommen?
Wie lange wird es im Mlttel dauern? Vermutung: my; = mp = myz3 = 7

4.1 Definition: (a) 7; := inf{ne€ IN* : X,,=j} heifit Ersteintrittszeit (in j) (inf #=o0),

fi(j") = P(1;=n|Xo=1) = P(X,=J,X,#J,0<s<n|Xo=1), die W., erstes j z.Zt.n,

fi5 = P(1;<00|Xo=i) = P(In>0 mit X,,=j|X,=1), die W., iiberhaupt nach j zu kommen,

mij = E(1;| Xo=1) = Yoo, nf(" + oo (1 f7) heiit mittlere Ubergangs- /Riickkehrzeit.

(b) i€ heifit rekurrent, falls f =1, andernfalls transient.

Ein rekurrenter Zustand 7 heif3t positiv rekurrent, falls m;; < oo, sonst nullrekurrent.

Bemerkung: 1. Bei m;; < oo ist die mittlere Aufenthalts-W. in (: ) >0, daher pos.rek..
2. Falls P(Xy=1)=0, sei P(...X,...|Xo=1) def. durch P(.. X¢+n |X[—Z)
4.2 Berechnung von fi(jn), [ mig: (a) fi(jl) = pi;, flir n>1: fij =Yt pikf;ﬁ?_l)

(b) ;; = ;.LOZI z'(jn)a ;} = pij + Ek;éj pikfl:j' (C) mi; =1+ Zk;ﬁj DikMg;.
4.3 Folgerung: (a) i ~ j <= [} > 0 (Beweis?), (b) 7 transient = m;; =00 (nicht umgek.).
Beispiel 5: f;,=0.6, f5,=1, f35=0.8, m12=>5, mgoy=1, mg; =2.5, mse =7.5, sonst oo, also?
Beispiel 4, Symmetrische Irrfahrt auf Z: fj; =7 Fiir i>0 induktiv f,, , = fiy +i(fi—1).
Daraus fj,=1, ebenso fiir <0, also auch foo = 5(flo+ [0 =1
Aus my = |i| myo (warum?) und miy =1+ mg() =1+ myy folgt myg=m,y=00.
4.4 Definition: A; := >>°, 1;x,—;; = Anzahl der Besuche in j, dazu Verteilung und Erw.wert:

4.5 Folgerung: (a) gg;)—f]_gg“)igw ng fzjgﬂ V= f{;(fj*g)k*l; 915 =135 9i5= 13 (f};)>

00 n k
(b) Byy=52 b1y =552 05y = £/ (1= f), aus Bjy=o00 [<od] folgt fi;=1[f;=Ey/(1+Ey)]
(c) Rekurrenz-Kriterium: i rekurrent [trans1ent] <~ g;=1]0] <:> E;i=00[<o0].

Beweis zu 4.5: (al) aus Def., (a2) gfj = P(4; >k|X0_z) ;’f VP(rj=n,A;>k|Xo=1) =

= Y00, P(rj=n|Xo=1)P(4; >k\Tj:n,X0:z) o U P(A;>k—1|Xo=j) =
= ?Lo 1 Z])g_gj )_ ij g§J ) cele = Z]( J])k 1, auch fiir £ — oo.

(b2) mit EX=)72, P(X >k) fiir X(2) CINy, (b3) aus (a), (b4) aus (b3), (c) aus (a),(b).
Bemerkung: 1. Der Beweis an der Stelle (?) folgt aus der ,starken Markov-Eigenschaft®,

d.h. nach dem Ereignis {7;=n} (wobei 7; eine ,Stoppzeit* ist) beginnt die HMK neu

als (X)), aber mit Start in j (s.u.).

2. gij=(0oder 1) folgt auch aus dem 0-1-Gesetz, ebenso ,,sz] <00 = g;; =0¢,

aber die Umkehrung ,,Zpij =00 = g;; =1 enthélt die Unabhiingigkeit der Prozessverldufe
zwischen den Besuchen in j.




