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4 B. Rekurrenz und Transienz als Klasseneigenschaft
4.6 Satz: (a) Ist ¢ rekurrent [bzw. transient], dann sind auch alle j € K (i) rekurrent [transient).
(b) Ist i rekurrent und i~ j, dann ist f* =1,j€K () und es gilt f% =1, g; = 1.
Beweis: (a) Mit 4.5 (¢2) gilt E; =32 lpu =00, zu zeigen ist Ej;=o00
Fiir j € K (i) existiert m,l mit p;; ™ >0, p( )>0,
= EM >y p ;;“LmH) 0 lpﬁ)pgzn)pgn) p;f)pw v pi™ also gilt i rek. = j rek.*.
(bl) = 1: Nach Vorauss. existiert i9=1,...,%, =7 mit p;,_,;,>0, daraus folgt induktiv
L=fF = DPig_rit Xomati Pig_yymSmi < 2om Dig_ym =1, also fi ;=1 mit m=1.
Aus (bl) folgt j ~ i, also (b2), mit 74> j folgt (b3) und aus Folg. 4.5 (a) (b4).
Bemerkung: Wg. 4.6 (a) heifit mit ¢ auch die Klasse K (i) transient bzw. (pos./null-)rekurrent.
Dass auch ,positiv rek.“ und ,,null-rek.“ Klasseneigenschaften sind, wird spéter gezeigt.

4 C. Ein (niitzliches) Kriterium fiir Transienz/Rekurrenz
4.7 Satz: (a) K (i) nicht abgeschlossen = K () ist transient.
(b) K (i) abgeschlossen, endlich = K(i) ist rekurrent.

Beweis: (a) mit 4.6 (b), (b) 3j : g;;>0 = f5;=1 mit 4.5(a).
Fiir den verbleibenden Fall | K (i) abgeschlossen, nicht endlich® ist offen: fi=1/> 1.

Die dazu benétigten Ideen und Schritte entwickeln wir an einem Beispiel:

Beispiel 3: Warteschlange. ﬂrlpl ﬂ7“2p2 ﬂr 3 ﬂT 4
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" CC q3 ~ Q

Zu l6sen ist nach 4.2 (b): | (xi;) ff5 =pi + Zk;&j pikf]:j Vi, j € K (3).

Idee 1: Wegen 4.6(a) reicht die Bestimmung von f; fiir ein 4o, hier 4o = 0, dazu alle f,.

Zu losen ist also: | (xjo) fly = Pjo + Xizj PirSro Vi EK(Z) — immer noch oo viele Gleichungen.

Idee 2: fg, ergibt sich aus (f;,7>1) mit (00) f3o = Poo + X0 Porfro-

Lose also (*jo) fiir j > 1. Mit y; := f7, 7 > 1 und yo := 1 ergibt sich | (*;) v; = Xier PirYs-

Fiir Beispiel 3: y; = q;yj—1 + 7;y; + pjyj41 (>1) mit 7'] =1—gq;—pj ( € [0,1]).
Eingesetzt: 0= q;(yj—1—¥;) —p;j([¥j = Yj+1) <= Yj = Yj+1 = (ZUJ 1 —yg) p] Z; (1-y1) =t ¢;- d.

Die Teleskop-Summe iiber j=1,...,nund 1—y; =d erg1bt (rnlt co=1) |1 —yny1 =>0¢;-

Losungen: ,trivial“ y; = 1Vj, d =0, ,,minimal® nur fiir ¢ := }{°¢; < co mit d = 1/c.
Die minimale Losung ist bei ¢ < oo die richtige fiir y; = f,, Beweis s.u. Zusammenfassend gilt:
4.8 Satz: Sei K (i) abgeschlossen, o€ K (i). Dann ist (y;:= f};,, j#1%) die kleinste Losung > 0
von | (%) y; = Ykek ) Pik Yr> JF %05 Yio=1 (fii, aus 4.2 (b), s.o. Idee2) und es gilt:
K (i) transient <= 3j€ K (i), j#ip mit f5; <1.

Beweis: (1): (y;:= f};,) ist Losung (s.0.), (2) kleinste Losung: sei P wie P aufer fi,; := 6iy0-
5 (1) ~ k
y=Py & y=Py = y=P"y = y; > o) - 1=30, [l =S Fi0 Vi = 05 > Fia

(3): L, mit f*. =... und Zpi0j=1.
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Bemerkung: Wir werden zeigen, dass es keine endlichen null-rekurrenten Klassen gibt.
Deshalb folgt pos. rekurrent/transient bei endl. K (i) (bzw.I) schon aus abgeschl./nicht-abgeschl.




