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Aufgabe H 11.1: ([Super-]Martingale und Stoppzeiten, vgl. H 3.2)

Gegeben sei ein [Super-]Martingal (Xt) bzgl. (At, t ∈ I) mit I = {1, . . . ,m}
(I endlich!) und zwei Stopzeiten S und T bzgl. (At) mit S ≤ T .

(a) Zeigen Sie, dass Sk := min(S + k, T ), k = 0, 1, . . . ,m−1, eine
aufsteigende Folge von Stoppzeiten bildet mit Sk+1 − Sk ≤ 1.

(b) Zeigen Sie für T − S ≤ 1, dass E(XT −XS | AS) = 0 [bzw. ≤ 0].

Hinweis: Zerlegen Sie XT−XS mit Ω =
∑m

1 {S = i} und zeigen Sie,
dass für A ∈ AS gilt: A ∩ {S = i} ∩ {T > S} ∈ Ai.

Aufgabe H 11.2:

Sei A eine I×J-Matrix (I, J abz.). Die Norm von A sei ||A|| := supi
∑

j |Aij|.
(a) Zeigen Sie (zum Aufwärmen):

||A + B|| ≤ ||A||+ ||B|| , ||AB|| ≤ ||A|| · ||B|| und |Aij| ≤ ||A|| .

Für eine I×I-Matrix A mit ||A|| < ∞ sei Ak das k-fache Matrixprodukt
(A0 :=E :=(δij)) und eA :=

∑∞
k=0 Ak/k! (Existenz s. (b)).

Zeigen Sie:

(b) Für alle i, j ∈ I ist die Reihe in (eA)ij absolut konvergent.

(c) ||eA|| ≤ e||A|| und ecE = ec ·E, c ∈ IR.

(d) Für ||A|| < ∞, ||B|| < ∞ und AB = BA ist eA+B = eA ·eB.

(e) Falls Aij ≥ 0, i, j ∈ I gilt auch (eA)ij ≥ 0, i, j ∈ I.

(f) Ist B := A + c E ≥ 0, ||A|| < ∞, c>0, dann gilt

ebenfalls (eA)ij ≥ 0, i, j ∈ I.


