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Stochastische Prozesse 11

1.1 Stochastische Kontroll-Theorie: Feedback-Steuerung

Die Stochastische Kontroll-Theorie basiert auf Stochastischen Differentialgleichungen,
und diese auf dem Ito-Integral B(t) = fot b(s) dWs, wobei (W) ein Brownscher Prozess ist
und (b(s)) ein stochastischer Prozess mit f: |b(s)|*ds < oo, der bzgl. (WW;) nicht vorgreifend ist.

Ein Stochastisches Differential d.X; = a(t) dt + b(t) dW; (1.1)
ist — mit gegebenem X, — die Kurzschreibweise fiir
Xy = Xo+ [, a(s)ds + [, b(s)dW,, te[0,T). (1.2)

[Dabei ist (a(s)) ein bzgl. (W) nicht vorgreifender stoch. Prozess mit fot la(s)|ds < o0.]

Eine Stochastische Differentialgleichung

dX; = a(Xy, t) dt + b( Xy, t) dW; (Xo gegeben) (1.3)
ist die Aufgabe, einen Prozess (X;) (mit gewissen Eigenschaften) zu finden, der (1.3) erfiillt.
Man beachte, dass (1.3) auch auf der rechten Seite vom Prozess (X;) abhéngt.

Die Prozesse X; und W; konnen auch mehrdimensional sein, z.B. X; € IR", W, € IR™.
Dann ist a( ) ein n-Vektor und b( ) eine n x m-Matrix aus entsprechenden Funktionen.

Ein Steuerungs-Problem benotigt zusitzlich noch einen Steuerungsprozess (Uy).

Bei einem Feedback-Steuerungs-Problem ist U, = 4(X;,t) fiir geeignete Fkt. u(x,t).

Ein Feedback-Steuerungs-Problem besteht aus
— einer Bewegungsgleichung dX; = a(Xy, a(Xy,t),t) dt + b( Xy, u(Xy, t),t) dW, (1.4)
— mit Anfangszustand X,

— einer Kostenrate L(x,u,t), Endkosten ®(zr) und damit
— einer Zielfunktion [I(zg,a):=F [fOT L(X:, 0( Xy, t),t) dt + O(Xr)| ngxo} (1.5)

Gesucht ist eine Steuerungsfunktion u(z,t), z.B. @ : IR x [0,T] — D C R4,
die eine Losung von (1.4) ermdglicht und mit der I(z, @) fir alle g minimal wird.

Bedingungen an a,b, L, ®,u, Xy :
a:R"x D x[0,T] — IR" stetig und es ex. K >0 mit ||a(x,u,t)|| < K(1+||z||+||ul|)

und [la(z, u, t) —a(y, v, )] < K([lz=y[[+[lu=v]]) Y(z,u,1), (y,v,1),
b: R"x D x[0,T] — R"™ stetig und es ex. K >0 mit ||b(z,u,t)|| < K(14||z||+]|u]|)

und [[b(z, u, t) =b(y, v, )| < K([|lz—yl[+[[u—vl]) ¥V(z,u,1), (y, v, 1),
L:R"xDx|0,T] — IR stetig und es ex. K >0 mit ||L(z,u,t)|| < K(1+||z||+||ul])* V(z,u,t),
® : R" — IR stetig und es ex. K >0 mit ||®(2)|| < K(1+]|z]|)? Vz,,
G : IR x [0,T] — D stetig und es ex. K >0 mit ||u(z,t)|| < K(1+]|x|])

und [[a(z, t)—a(y, )| < Kllz—yl| Y(z,1), (y,1),

Xo : 2 — IR" stoch. unabhéngig von (W;) und F'||X,|]* < co.

Weiteres Vorgehen: Man betrachtet die Zielfunktion auch fiir alle Zwischenpunkte (s, z),
also I(s,z,u) :=F [fST L(Xy, u(Xy, 1), t) dt + &(X7)| stx} und hiervon das Differential,
das bei einer optimalen Steuerung fiir alle (s, ) minimal sein miisste. Daraus erhélt man
hinreichende Bedingungen fiir den optimalen Wert und eine optimale Steuerung.




