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Stochastische Prozesse 11

2.1 Erneuerungsprozesse: Beispiele und Laplace-Transformation

Beispiel B1: Sei P"* = P2 = Exp(a) = F(z) =1—e ", P5 =T, , = (Exp(a))™

I'n o, die Gamma-Verteilung, hat die Dichte +, o(z) = OEZ) 2" e (g o) (z) [T'(n) = (n—1)!]

und die Verteilungsfunktion [j v, q(z)dr = 1-37; _"t(at =€ e—at (e’ (=P(N;> n)).

A
Also gilt: P(N;=n) = e-otlet® = pN: Poisson(at), Ul(t ) EN;=at, v=oAg, = a);.

I

Interpretation: Die S, sind auf R, (im Mittel) gleichméBig verteilt: v([a, b]) = a-A([a, b]).

Bemerkung: 1. Bei P¥ = Exp(a) altern die Ersatzteile nicht: ﬂp%l P(Yy> 1).

2. Wg. PMt=r(at) heiBt (IV;) Poisson-Zihlprozess, (S,) Poisson-Erneuerungsprozess.
Beispiel B2: PY1=PY2=PB(p). PS»=? PM=? 2.7 U(t)= 1%” +[t]- 5. Skizze fiir p =2/37
Definition: Sei u ein MaB auf R, und es sei ¢, (¢) := fe " u(dz) endlich Vt> a> 0,

dann heifit ¢, die Laplace-Transformierte (LT) von px. [,die LT von p existiert® ]
Ist p=PX, soheifit 1x :=1, auch die LT von X - und es gilt ¥x(t) = Fe .

Beispiele: Ypyp)(t) = o/ (a+t), Ype)(t) =1-p+pe™, ¥\, (t) =1/t (t>0).
Et 2.1 Folgerung: (a) v,xs(t) = e "x(at), a >0, b > 0. [einsetzen und ausklammern!]

(b) Y = Y-y und Yxyy = x- Gy, falls X, Y stou. [Ee tXHY) = Be X BetY]
(¢) EX = =/ (0+), EX2 = L (04), EX" = (—=1)" (0+) < oo Vn. [ AbL vert. erlaubt |
(d) Die Zuordnung g — 1), ist umkehrbar eindeutig. [s. z.B. Feller II |
(€) Yy, =Yy & pn = p (& F,, (x) = F,(z) Vz: F, stetig in z) [s. z.B. Feller IT |
Andere Transformierte: (Faltung, Ableitungen, Eindeutigkeit, Stetigkeit entspr.)
Fourier-Transformierte (=char. Fkt.) ¢x () := Ee®™ = 1y (—it), [ex. Vi€ R]
Momentenerzeugende Funktion Mx(t) := Ee!X = 1x(—t), [bei Abl. ohne ,,—¢]

Erzeugende Funktion gx(s):= Es* =¢x(—Ins) fir X : Q — INy. [ Umkehr einf. |

Et 2.2 Folgerung: g, ¥r seien die LT von Pg bzw. Pp, dann gilt:

, Ya(t)
v hat die LT t — v, (t) = ————, t>0.
Beweis: Sei t >0, dann ist ¢p(t) = [e ®P¥2(dz) < 1, sogar < 1, da sonst P(Yy=0) = 1.

= (1) = Je 7 (252, P5)(de) = £, [ = 208, s, (t) = £52, e () (Wr(1)" " = 1.8,

Beispiele: Bl: G=F, y(t) = ¢Yp(t) = a/(a—|—t) ( ), Uu(t) = a/t VYar, (t) = a/t (s. 0)

B2: ¢p(t)=1-p(l-e ) (s.0), ¢y, = A =1 L 1=Lq4letqple2yle sy,

Et 2.3 Folgerung: Bei einem normalen Erneuerungsprozess bestimmen sich folgende Grofien
gegenseitig (eindeutig): PY: W pd (0 5—3 )g (PNt) g (ENy) =U &, 0 Yy,
insbesondere ist durch (EN,) bereits Pt bestlmmt, sogar(®) PNepNey),

Beweis: (1) u. (6) ist klar, (2) u. (7) s. Et2.1(d), (3) folgt mit ¥ <> (YF)" = ¢s, > P5n,
(4) folgt aus {N,>n} = {S, <t} (Et1.1(a)), X ist klar, £ folgt aus (6),(7), ¥y ¢ vr
(Et 2.2 mit G=F) und (3),(4). Mit * folgt auch (PY) "=} P(SuirsSu) —y pWViyyesNiy),




