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6 B. Grenzwerte und stationire Verteilungen

Wann existieren stationire Verteilungen? Wann sind sie eindeutig? Gibt es eine ,, Struktur“?
Wir beschrénken uns zunéichst auf irreduzible HMK, d.h. I ist einzige Klasse (und abgeschlossen).

6.5 Satz. Sei (X,,) irred.: (a) (X,) transient oder null-rek. = es gibt keine stat. Verteilung.
(b) Ist (X,) positiv-rekurrent, so ist (m;:= %,ie[ ) die einzige stationdre Verteilung.

Beweis. (1) Wir zeigen: Fiir jede stationédre Verteilung (u;) gilt p; = m;:= ,niu

Daraus folgt dann (a) (weil (7;) = 0 keine stat. Vert. ist) und die Eindeutigkeit in (b).

Sei also (u;) eine stat. Verteilung und P(Xo=1)=p;. Dann gilt p;=P(X,,=7) =Y ics 1 p( ).
Fiir (a) folgt mit 6.3 (c) pgj)—>0 u. mit maj. Konv. p1; =0 (Vj), (1;) ist also keine stat. Vert..
Fiir (b) reicht 6.3 nicht, man muss 6.4 (a) anwenden, also das Césaro-Mittel bilden.

Dann folgt p1; = Sier tti [ 7 (%), also mit 4.6 (b) — f5=1Vi,j — p;=7

(2) Fiir (b) muss man noch zelgen dass (m;) =( 1“) eine stat. Vert. ist, also dass (G) und (N) gilt.
Statt (N) reicht 0< Y ;c; = mm;; <00. Denn dann ist (== m;;) eine stat. Vert. und mit (1) folgt c=1.

Im positiv-rekurrenten Fall ist jedenfalls 7—>0 und aus ¥ ;e; pij) =1 folgt (be1 d;=1) mit

6.3 (b) und L.v.Fatou Y ;c; = e <1. Aus pu —del p(" 2 pji folgt ebenso —— m _Ejef mng; Piis
bei d;# 1 mit Césaro-Limes. Durch Summation iiber ¢ folgt Wid. zu ,,>*, also »=" = (G).

6.6 Satz. X sei eine beliebige HMK. Dann gilt:
(a) Es existiert eine stationére Verteilung <= es existiert eine positiv-rekurrente Klasse.
(b) Ist {K,,r€ J} die Menge der positiv-rek. Klassen und (., 7 € J) eine Zihl-Dichte auf J,
so ist p; = ey a,mLiilKr (i) eine stat. Vert., und jede stat. Vert. hat diese Struktur.

Beweis. (a) folgt aus (b): ,<=“: klar, ,=“: wenn Zéihl Dichte auf J ex., dann J# ).
(b1) Ist (u;) stat. Vert., dann gilt p; — Y pi f7; mﬂ (s. (x) im Beweisteil (1) zu 4.6),
Fir j¢UK, gilt p;=0. Sei a, := Y, pi, dann folgt > ,c; op=1.
Ist i€K,, j€Ky, dannist f=0d,., also fiir K(j)=K, ;= Yk, M mLN = %’J‘Lj
(b2) Auf K, existiert eine stationére Verteilung (m;=7,-), also m; = Yiek(j) mi pij-
Sei Y,e; =1, a;:=qy fiir i € K,, = 0sonst. Z.z. a;7; = Y ;1 04 T; Pij:
Fir ]ﬁéUKr oder Z¢K(]) ist pij:(), also r.S. = ZieK(j) Q; Ty Pij = O Tj.
6.7 Beispiel Warteschlange, (s. 4 C. Bsp. 3 u.5.7): Existenz von stationiren Verteilungen:
Ubersicht: o, =" _, pr_1/@m, 1%_| Gn/Pm=00/(Pn), speziell p,=p, ¢,=q

X ist transient < Y 1/(pnay) <00 pP>q

X ist null-rekurrent = Y0 1/(ppan) =00, ¥ ap=00 p=

X ist pos.-rekurrent = Y0 1/(ppan) =00, 3 ap <00 p<q

die stat. Verteilung ist T =0/ 25 = 1/my; T = (1—%)(%’)Z

6.8 Satz. Sei X eine HMK mit endlichem Zustandsraum I und P = (p;;).
(a) P besitzt den Eigenwert A;=1.
(b) 1:= (1,1,...,1)T ist rechter Eigenvektor zu \;=1.
(c) Jede stationére Verteilung (u;, i€ I) ist linker Eigenvektor zu A; =1.
(d) Fiir alle Eigenwerte A von P gilt [A| < 1.
(e) Sei T:={iel,itransient}, Pyp:=(p;;, 1,7 €T) = |A| <1 fiir alle Eigenwerte A\ von Pr.
Beweis. (a) folgt aus (b), (b) und (c) sind trivial.
(d) Sei Ax=Px, d.h. Az; =3, pij x; Vi. Sei |z;| =max; |z;| = || SZpij\%|§Zpij:1.
(e) Sei Ax=Prx = \"x=PrxVn. Sei |z;|=max; |z;| (wie oben).
Zu i€T ex.jo¢T und m mit >0 = A <Y Esz(;n) (s.(d)) < 1.
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