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6. Grenzwertsitze fiir HMK

Wann konvergiert pgb) und wogegen? Daraus folgt die Konv. Von P(X,=7)=%; P(Xo=1) pgb).
Vorbemerkung : Falls pgz) konvergiert, dann auch ) D 1pz (Cesaro Limes) gegen den selben

Wert (s.6.1), die langfristig je Takt erwartete Anzahl der Besuche in i (=1/my;,s.6.2).

6.1 Hilfssatz: (Grenzwertsatz fiir die gleitende Gewichtung einer Folge durch Faltung)
Sei a,>0, a,/>p_oar—0, b€ R, ne INy (z.B. >p_ar<oc/ (ay) beschr. /a, =1). Dann gilt:

(a) Tm (R g arbn r/ Xhooax) < Timby, Hm (SF_garbn &/ Xioax) > limb,,
(b) Aus by—sb folgt 37y axbn_r/ ST_g ax — b,

Beweis: (a) Sei b:=limb,: Sei b endlich (b=+o00 ist trivial, b= —o0 analog, lim entspr.).
EIN by <b+e Vn>N,IM € R : b,—b<M VYn = Y }_; ar(bp_r—b) < X 1= aks—i-zk N1 O M
= 2 <el+(M—e) XNt anm/ S0 ap = im= <e, da ay_pm/ X0 akgan m/ X0 " ap— 0.

6.2 Satz (Spezialfiille des allgemeinen Grenzwertsatzes):

(a) Sei 4,j€1, j transient = pz(?)

— 0, (b) i rekurrent, d;=1 = pg?) — mL“ (n— 00).

(n)

Beweis: (a) folgt aus 4.5 (c): j transient = E;j=3 2% 1sz) <oo = p;;’ —0.
(b) ,,pgl ) W% “ ist das ,,Erneuerungstheorem®, angevvandt auf die Folge Tz-(l) =T, T,i(z), TZ-(3), -
Wir zeigen (b1l): Wenn pgz) konvergiert, dann gegen ——. [zu (b2): ,,pZ(?) konv.“ s. CHUNG, S. 30]

Sei ry, := P(1;>n|Xo=1), dann gilt m; = E(TZ|X0—Z) o P(ri>n|Xo=1) = X222 -

Aus >0 Orkp;” M=1 (%) (s.u.) folgt mit 6.1 11_11123,(-,‘") < mLu < Mpg?), also (bl).

(*) folgt mit Methode des letzten Besuchs: 1 = >°7_ P(bis n letzter Besuch in ¢ z.Zt. n—k|X,=1)
=Y 1o P(X,_r =1, nichste Riickkehrzeit 7; > k| Xo=1i) = > }_ opzf k) P> k| Xy =1, Xo=1)
() DY pz(?_k) P(ri>k|Xo=1) =Y}, p,(?_k) i (s.auch CHUNG, S.29 (4)).

6.3 Allgemeiner Grenzwertsatz: Sei i, j €1, d; =Periode von j. Dann gilt:

(nd'—|—r (kdj+r)
() pij m]] > he ofzj , 1<r<d;, n—oc.

(b) j rekurrent, i€ K(j),j€ K, (i) = pgldﬁr) — —d]LJ, pm ) =0 fiir m#r (mod d;).

(c) j transient oder null-rekurrent = P = 0 fiir n — oo.

ij
Beweis: (1) i=7, i rekurrent: Dann ist X := (X, Xg,, Xaq,, - . .) mit P(X, € Ky(i))=1 nach 3.7 (d)
eine HMK mit Periode 1 (und 7 ist rekurrent) (mit 6.2 (b)) pr®) = 5™ — mL“ = mdzl_

(2) Allg. gilt pZ" G = "dﬂ *) fz ”dﬂ *r=h) (¢ ist Zeitpunkt des ersten Besuchs in j).

Fiir Summanden >0 gilt r— E—O (moddj) also p(ndﬁr p szkdﬁr (ndj—hd;)

Mit (1) folgt (a) fiir ,,j rekurrent“. Aus 6.2 (a) und m;; =0 fiir ,,j null- rekurrent“ folgt (c).

6.4 Folgerung: (a) & Zﬁzlpg?) — f5/mj; (Césaro-Limes: a, —a = + ¥} a;—a).
(b) Positive Rekurrenz und Null-Rekurrenz sind Klasseneigenschaften.
(¢) In einer endl. HMK ex. mind. eine positiv-rekurrente und keine null-rekurrente Klasse.

Beweis: (a) j rek., d:=d;: —— Y4 pgc) =y ( Iy ZMH)) + (Rest)

T Ez_ (m” Ze szed+g)+0: "/mjj’ da Zd 12@ Of(ed+g z]

(b) Sei j pos.-rek., i€ K(j) = lim pﬂ >0 und es ex. m,n mit p\" Tt E > pz(;")pgj )pg?) > 0.

(c1) Nach 3.5 (d) ex. mind. 1 abgeschlossene und nach 4.7 (b) rekurrente Klasse.
c2) Sei j rek., 1€ K(j). Wegen > .. p; (M) 1 ist Yierlimy, oo p(”d i) =1, also kdnnen
j€ 2] jE
nicht alle Zustiinde in K (j) null-rekurrent sein und damit nach (b) keiner.




