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4. Rekurrenz und Transienz
Bisher: Erreichbarkeit — ja oder nein? Jetzt: — W(,,ja*) =? — Wann im Mittel? — Wie oft?
Beispiele: 1. Riickstellungen eines Versicherers, /=1INy, i=0 = ,Ruin: — W(,,Ruin“)? - Wann?
2. Wasserstand eines Staudamms, /={0,1,...,7}: - W(Uberlauf)‘? W(,,lauft leer“)? (Fische!).
3. Warteschlangenliange, I:=INj, po p1 ﬂr2p2 ﬂr?’pS ﬂm

p’i::p’i,’H-l’Qi::pi,iflﬂri::pii, r C) ‘ 2 ( ) (Q_’ ..
gi+ri+pi =1, go=0: Wann leer? 0 a3

4. Symmetrische | Irrfahrt“ auf I=2Z, p;=¢q;= 5: Ruckkehrzelt? Entsprechend auf Z2, Z3.

5. Einfaches Beispiel: I = {1,2,3}, p11=.2,p12=-4, p13=.4, p2o=1, p31 = .4, p33 =6, sonst 0.
Wie grof§ ist die W (f;%), bei Start in i=1 irgendwann nach j=1, 2,3 zu kommen?
Wie lange wird es im Mlttel dauern? Vermutung: my; = mp =  myz3 = 7

4.1 Definition: (a) 7; := inf{n€ IN* : X,, =75} heifit Ersteintrittszeit (in j) (inf }=00),
fz(]n) = P(1; _n|X0_z) P(X,=7,X:#7,0<s<n|Xo=1), die W., erstes j z.Zt.n,
= P(1j<00|Xyp=1) = P(In>0 mit X,,=j|X,=1), die W., {iberhaupt nach j zu kommen,

mij = E(1;|Xo=1) =X,2n fi(;l) + 0o (1—f;) heilt mittlere Ubergangs-/Riickkehrzeit.

(b) i€ heifit rekurrent, falls f; =1, andernfalls transient.

Ein rekurrenter Zustand ¢ heifit positiv rekurrent, falls m;; < oo, sonst nullrekurrent.

Bemerkung: 1. Bei m;; <oo ist d1e mittlere Aufenthalts-W. in i (= -1 —-) >0, daher pos.rek..
2. Falls P(Xo=1)=0, sei P(... X,...|Xo=1) def. durch P(... X¢p .. |X@Z’L)

4.2 Berechnung von fZ » [i5 Mg (a) fz-(jl) = p;j, fir n>1: f,-j =D k) pz'kf;gkl)
(b) f75 =20 i(jn)7 i = Pij + Lz Pinij- (€) mig =14 Ypsj Dk

4.3 Folgerung: (a) i ~ j <= f7 > 0 (Beweis?), (b) i transient = m;;=oo (nicht umgek.).

Beispiel 5: f{,=0.6, f5,=1, f35=0.8, mi2=>5, mgoa=1, mg; =2.5, mgy=7.5, sonst oo, also?

Beispiel 4, Symmetrische Irrfahrt auf Z: fj; =7 Fir i>0 induktiv f,,= fi +i(fi—1)-
Daraus f;, =1, ebenso fiir <0, also auch foo s(flo+fri) =1.
Aus myo = |i| myo (warum?) und mqy =1+ m20 14+ mqy folgt myig=m4=00.

4.4 Definition: A; := 3>°7° | 1;x,-;; = Anzahl der Besuche in j, dazu Verteilung und Erw.wert:
o) = P(A;>k|Xo=i), gi:=P(Aj=00|Xo=1), Ei; = E(Aj|Xo=1).

4.5 Folgerung: (a) g, =/ > g4’ L 9w, 95 =595 V=150 Y 9u= 15 9= 5 ()™

(b) Eij=3%32 1p§gn) PP g(k) f;}/(l_ffj)v aus Ej;= o0 [<oo] folgt [i=1 [fij_EZJ/(1+EJJ)]'

(c) Rekurrenz-Kriterium: i rekurrent [transient] <= g¢;;=1[0] <= E;=00[<].

Beweis zu 4.5: (al) aus Def., (a2) g\ = P(A, >k\X0_z) o P(rj=n,A;>k|Xo=1) =

/A n=1
_ 201P(T]—n|Xo:z)P£A >l{5‘Tj:TL,X0:Z) ;’Lol Z] P(A;>k—1|Xo=7) =
0 (n * 1 * *
= n=1 : J(J )_ zygy(] ) e = ij( jj)k 1, auch fir £ — oo.

(b2) mit E’X_Zk_1 P(X >k) fiir X(Q2) CINy, (b3) aus (a), (b4) aus (b3), (c) aus (a),(b).
Bemerkung: 1. Der Beweis an der Stelle (?) folgt aus der ,starken Markov-Eigenschaft®,

d.h. nach dem Ereignis {7;=n} (wobei 7; eine ,, Stoppzeit* ist) beginnt die HMK neu
als (X)), aber mit Start in j (s.u.).

2. g;;=(0oder 1) folgt auch aus dem 0-1-Gesetz, ebenso ,,pr <00 = ¢;;=0%,

aber die Umkehrung ,,sz-j =00 = g;; =1 enthélt die Unabhiingigkeit der Prozessverldufe
zwischen den Besuchen in j.




