
10.5 Verglei
he mehrerer Sti
hproben, Varianz-Analyse 187Als letztes Problem dieses Abs
hnitts soll ein Verglei
h von mehr als zwei Sti
hpro-ben behandelt werden. Dieses Problem und der Lösungsansatz sollen einen erstenEinbli
k in das Gebiet der Varianz-Analyse ermögli
hen.Varianz-Analysea1= : : :=ak ? Gegeben seien k st.u. Messreihen X(j) = (X(j)1 ; : : : ; X(j)nj ) mit(i.Allg. unters
hiedli
hen) Längen und jeweils N (aj; �2)-verteil-ten st.u. Komponenten. Diese Messreihen sollen auf Glei
hheitder aj, also bzgl. der Hypothese �a1= : : :=ak getestet werden.Hierzu soll na
h den am Anfang des Abs
hnitts ges
hilderten Prinzipien ein geeig-netes Verfahren aufgebaut werden. Dabei sei a der über alle n = Pkj=1 nj Wertegemittelte Erwartungswert. Als Teil-Statistiken stehen zur Verfügung:(1) X(j)nj , das individuelle Sti
hprobenmittel, N (aj; �2=nj)-verteilt (j=1; : : : ; k),(2) V (j)nj , die individuelle Sti
hproben-Varianz, st.u. von X(j)nj , mit EV (j)nj = �2und �2nj�1-Verteilung von (nj�1)V (j)nj =�2 (s. Folg. 10.2 (b) zur t-Vert.),(3) V ind := 1n�k Pkj=1(nj�1)V (j)nj , die mittlere individuelle Sti
hproben-Varianz,st.u. von (X(1)n1 ; : : : ; X(k)nk ), mit Erwartungswert EV ind = �2und �2n�k-Verteilung von (n� k)V ind=�2 (weil V (1)n1 ; : : : ; V (k)nk st.u.),(4) Xn := 1n Pkj=1Pnji=1X(j)i = 1n Pkj=1 njX(j)nj , das Gesamt-Sti
hprobenmittel,st.u. von V ind , mit N (a; �2=n)-Verteilung,(5) Vzw := 1k�1 Pkj=1 nj(X(j)nj �Xn)2, die Varianz zwis
hen den Sti
hproben,st.u. von V ind (s. (3),(4)), mit Erwartungswert EVzw = �2 + 1k�1d 2 ,wobei d 2 :=Pkj=1 nj(aj � a)2 den Unters
hied von E(X(j)i ) = aj undE(Xn) = a berü
ksi
htigt. EVzw ergibt si
h aus der Aufspaltung(X(j)nj �Xn)2 = h(X(j)nj � aj)� (Xn � a) + (aj � a)i2. Falls d = 0, besitzt(k � 1)V zw=�2 eine �2k�1-Verteilung (für nj = n=k s. (2), sonst analog).(6) V n := 1n�1 Pkj=1Pnji=1(X(j)i �Xn)2, die Gesamt-Sti
hproben-Varianz mit der�Varianz-Zerlegung� (n�1)V n = (n�k)V ind + (k�1)Vzw (Probe!)Die Abwei
hung der ai vom Gesamtmittel a wird also dur
h die Gröÿe d 2 (s. (5))ausgedrü
kt. Daher ist bei groÿen Werten von Vzw die Hypothese glei
her ai ab-zulehnen. Hierzu bietet si
h die Teststatistik T (X) := Vzw=V ind an. Diese besitztwegen der sto
h. Unabhängigkeit von Vzw und V ind und der �2k�1- bzw. �2n�k-Verteilung (s. (3),(5)) eine Fisher(k�1; n�k)-Verteilung.Test vona1= : : :=ak ?mit Vzw=V ind Für das oben bes
hriebene statistis
he Modell und die Hypothe-se �a1= : : :=ak�, die äquivalent ist zu �d 2 := Pkj=1 nj(aj � a)2= 0 �, erhält man einen Test zum Niveau � dur
h den (einseiti-gen) kritis
hen Berei
hK := �Vzw=V ind � Fk�1;n�k;1��	 : (10.21)


