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0 Wiederholungen und Erginzungen

0.1 Komplexe Zahlen

Bemerkungen 0.1.1.
Wir erinnern an grundlegende Definitionen:

1. C={z +iy|z,y € R},

Im

x = Rez ist der Realteil, y = Imz der Imaginérteil von z = x + iy € C. Die durch

C =- C
z=xHy = Zi=T—1y

gegebene Abbildung heiBt kompleze Konjugation. Fiir den Betrag |z| einer komplexen

Zahl z =z 4+ 1y € C gilt
|z| == Va2 +y? =2z

2. Zu jedem z € C gibt es 7 € R>g und ¢ € R, so dass z = re' gilt. Es ist r = |2| eindeutig
bestimmt; fir z € C* = C\ {0} ist der Winkel ¢ bis auf ein additives Vielfaches von 27
eindeutig bestimmt. Fordert man ¢ € (—m, 7|, so heiBt ¢ =: arg z, das (Haupt-)Argument
von z; es ist eindeutig bestimmt.

Es gilt dann '
z = |z]e"” = exp(In|z| + i arg z).

Fir z € C\ R ist dies eine Darstellung von z in Polarkoordinaten.

Es gilt:
x
arccos ———— fiir y > 0,

xr2 + y2
x
—arccos ——=fiir y < 0.
VvVt 4?2
3. C ist ein Korper; in Polarkoordinaten schreibt sich die Multiplikation (z, z’) — zz’ und
die Inversenbildung z — 2~! besonders einfach,

arg z =

27 = |z||z'|ei(‘p+“’,), =z e



Bemerkungen 0.1.2.

1. Es ist C mit der durch
d(z1,22) = |21 — 29| flir 21,29 € C

definierten Metrik ein vollsténdiger metrischer Raum (und als solcher homdomorph zu
R? mit der metrischen Struktur, die aus der Norm auf R? folgt). Es ist also definiert, was
eine offene Menge U C C ist: U heifit offen, wenn es zu jedem a € U ein r > 0 gibt, so
dass die offene Kreisscheibe

B.(a) :={z€C|lz—a| <r}
in U enthalten ist.

2. Wie bei jedem metrischen Raum haben wir Begriffe wie Konvergenz und Stetigkeit. Da
C vollsténdig ist, konvergieren komplexe Cauchy-Folgen in C gegen einen (eindeutig be-
stimmten) Grenzwert.

Betrachtung 0.1.3 (Die Logarithmus-Funktion).

1. Wir definieren den Hauptzweig des komplexen Logarithmus (zunéchst) durch
log: C* — S :={z+iyly € (—m, 7|},

log z :=1In|z| + i arg 2.
Hierbei wdhlen wir das Hauptargument aus Bemerkung|0.1.1.2. Dann ist log die Umkehr-

funktion der Exponentialfunktion

exp: S — C*.

2. Die Funktion log: C* — S ist allerdings auf der negativen reellen Achse nicht stetig: Sei
r € R, dann ist —z € R* auf der negativen Halbachse, und sowohl

(m—1 i(—m+1)

T, = ze'" %) als auch 1/, := ze

sind Folgen, die gegen —z konvergieren, denn e = e¢~" = —1. Da die Folgenglieder
beider Folgen, m — 1 und —m + 1 im halbofffenen Interval (—, 7] liegen, folgt

1 1
logz, =Inz +i(r — =) und loga!, = Inz +i(—7 + —),
n n

lim logz,, = Inz + ir = log(—x),
n—oo

lim logz,, = Inx — im # log(—x).

n—oo

3. Im Rahmen der Vorlesung werden wir oft nicht mehr C* als Definitionsbereich fiir den
Hauptzweig des komplexen Logarithmus verwenden, sondern auf die geschlitzte Ebene
C* \ R_ einschrénken: Die Restrikition

log: C*\R_. — S={z+iyeClye (—mmn)}

logz = In|z|+iargz
ist bijektiv, mit der Umkehrfunktion

exp: S — C*\R_.
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Satz 0.1.4 (und Definition).
1. Ist

Zan(z —2p)" mit a,€C YneN
n=0

eine Potenzreihe (mit Entwicklungspunkt zo € C), die auch fiir z; # 2, konvergiert, so ist
sie absolut konvergent in der offenen Kreisscheibe B, _.;(20), und gleichméfig konvergent
in B,(z) fiir jedes p < |21 — 2.

2. In der Situation von (1.) existiert ein eindeutig bestimmtes R € R, U {00}, der Konver-
genzradius der Potenzreihe Y a,(z — z)", so dass die Reihe fiir alle z mit |z — 2| < R
absolut konvergiert und fiir alle z mit |z — 29| > R divergiert.

3. Der Konvergenzradius lésst sich durch die Cauchy-Hadamardsche Formel

R= 7 mit L := limsup {/|ay,|

n—oo

1
0

1

berechnen. In diesem Zusammenhang setzt man § := oo und — :=0.

Des Weiteren gilt, falls alle a,, # 0:

lim inf ) < R < limsup ) (Quotientenkriterium).
n—00 |41 n—oo |Any1
Beweis.
Ubung, vgl. MfP I und [R1], Kap. 4, §1 und §3. O

0.2 Integration von Differentialformen und der Stokessche Integral-
satz

Wir folgen [EF3] §20-§21].

Definition 0.2.1
Seien U C R™ und V' C R™ offen, sei

1<j1<...<jp<n



eine k-Form auf U und p: V — U eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann ist

P'w = Z (firgw 0 @)dpsy Ao Ndpj, .
1<j1<...<jp<n
eine k-Form auf V| der Riicktransport oder Pullback p*w.

Wir halten ohne Beweis die wichtigsten Eigenschaften des Riicktransports fest:

Satz 0.2.2.
1. Der Riicktransport * ist linear: fiir A;, Ao € R und wy, ws k-Formen gilt

©*(Awr + Aawsz) = A" (W) + Aep™ (wa).
2. Der Riicktransport ist vertriaglich mit dem Dachprodukt,
@ (wAn) =" (w) Ap*(n).

3. Der Riicktransport ist vertréiglich mit der &ufleren Ableitung: Ist ¢ zweimal stetig diffe-
renzierbar und w eine stetig differenzierbare k-Form, so gilt

d(p*w) = ¢*(dw).
4. Ist weiterhin W C RP offen, v: W — V stetig differenzierbar, so ist
(pov)w=1"(¢w).
Wir brauchen explizitere Formeln fiir den Riicktransport.

Beispiel 0.2.3.
Seien V' C R™ und U C R" offene Teilmengen, p: V' — U eine stetig differenzierbare Abbildung.
Die Differentiale der Koeffizientenfunktionen ¢;: V' — R liefern 1-Formen
0p;
o=y 2 B,

j=1
1. Fiir den Riicktransport einer 1-Form w = )" | fidx; auf U finden wir deshalb

n

Yrw = Z ;0 @)dp; = Z (Z ?9?) dt;

i=1 j=1

2. Sei k = m, so dass die zuriickgezogene Form hochstmoglichen Grad hat. Da Differential-
formen alternierend sind, folgt

3(%1 e S%)

doi, A ... Adg; = det D20 Pir)
i P = S g )

dty A .. N\ dt.

Es folgt fiir den Riicktransport einer m-Form auf R™ zu einer m-Form auf R™:

W= Z fiyipdxiy, Ao ANdxy,

11 <12...<ig

iy - i)
W= Y (firi 09)det ST iy A LA dEy
v ( (f 0 p)de Oty ..., ty) ! K

11 <12...<i



3. Insbesondere gilt im Fall m = k = n fiir w = fdxy A ... Adz,
©'w = fop(detdp)dty A...Adt,. (1)

Formen hochstméglichen Grades transformieren sich also mit der Determinante.

Definition 0.2.4
Sei U C R"™ offen. Eine n-Form
w= fdx; N... Ndzx,

auf U heifit iiber A C U integrierbar, wenn die Koeffizientenfunktion f iiber A im iiblichen
Lebesgueschen Sinne integrierbar ist. Dann setzt man

[ o= [ rae.

Insbesondere existiert fiir jede stetige n-Form das Integral iiber jedes Kompaktum A C R™.

Definition 0.2.5

Seien U,V C R" offen und ¢: U — V ein Diffeomorphismus. Gilt fiir alle x € U, dass
det((dy)z) > 0, bzw. dass det((dy),) < 0, so heiit der Diffeomorphismus ¢ orientierungs-
erhaltend, bzw. orientierungsumkehrend.

Satz 0.2.6.
Seien U,V C R" offen und ¢: U — V ein Diffeomorphismus. Sei U wegzusammenhéngend;
dann ist ¢ entweder orientierungserhaltend oder orientierungsumkehrend. Sei

w= fdxy N... Ndx,

eine stetige n-Form auf V. Sei A C U Kompaktum. Ist ¢ orientierungserhaltend, so gilt

/ w = —/(p*w.
©(A) A
Beweis.

Das folgt sofort aus dem Transformationsverhalten (1)) von Differentialformen in Beispiel
und dem Transformationssatz fiir Integrale. O

Definition 0.2.7
Sei M eine k-dimensionale Untermannigtaltigkeit des R".

1. Unter einem Atlas A fiir M versteht man eine Menge {¢;: T; — V; : j € J} von lokalen
Parametrisierungen von M, deren Bilder M iiberdecken, also | J ; Vi=M.



2. Lésst sich fiir M ein Atlas 2 finden, so dass fiir je zwei sich schneidende lokale Para-
metrisierungen aus 2 der zugehorige Kartenwechsel-Diffeomorphismus T orientierungser-
haltend ist, so nennt man die Untermannigfaltigkeit M orientierbar. (Orientierbarkeit ist
eine Eigenschaft.)

3. Ist M versehen mit einem solchen Atlas, so nennen wir (M,l) eine durch den Atlas 2
orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. (Die Wahl einer Orientierung ist eine
Struktur.)

4. Alle weiteren lokalen Parametrisierungen von M, die wir einem Atlas 21, der eine Ori-
entierung definiert, hinzufiigen kénnen, so dass der Atlas immer noch eine Orientierung
definiert, nennen wir positiv orientiert; alle anderen lokalen Parametrisierungen negativ
orientiert.

Man kann eine Orientierung einer Untermannigfaltigkeit M als Aquivalenzklasse von At-
lanten verstehen. Wenn M zusammenhéngend ist, so gilt: Entweder ist M nicht orientierbar,
oder es existieren genau zwei Orientierungen: Zu jeder Orientierung 2 gibt es auch noch die
entgegengesetzte Orientierung —2U.

Definition 0.2.8
Sei U C R" offen, w eine stetige k-Form auf U. Sei (M, 2l) eine orientierte k-dimensionale Unter-
mannigtaltigkeit des R™ mit M C U. Sei A eine kompakte Teilmenge der Untermannigfaltigkeit
M. Es soll das Integral von der k-Form w iiber (M,l) erklirt werden.

(Man beachte dabei, dass der Grad der Form gleich der Dimension der Untermannigfaltigkeit
ist.)

e FErster Fall: Es gebe eine lokale Parametrisierung ¢: T —~V C M gibt mit A C 'V, und
ohne Einschrédnkung sei ¢ positiv orientiert. Wir setzen

/ W= / Yrw.
(A20) e1(A4)

Aus Satz [0.2.6) und Satz folgt, dass dies unabhéingig von der gewéhlten lokalen
Parametrisierung ¢ ist.

e FEs gebe nun endlich viele beziiglich 2 positiv orientierte lokalen Parametrisierungen

cpj:Tj%ngM,jzl,...,m, mit

AclJv
J
mit einer der Uberdeckung (V}); untergeordneten lokal-integrierbaren stetigen Teilung der
Eins
a;: le — R firj=1,...,m.
l
Wir setzen

A; = AN supp(ey) C V.

und nennen die k-Form w integrierbar iiber A, falls w iiber alle A; im Sinne der vorge-
henden Betrachtung integrierbar ist. Dann setzen wir

w = / (aj 0 ;) - (pjw).
Am qu%ﬂ ’

Jj=1
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Man zeigt (wie bei der Definition des Integrals iiber Untermannigfaltigkeiten), dass diese
Definition der Integrierbarkeit und des Integrals unabhédngig von der Wahl der lokalen
Parametrisierungen und der Teilung der Eins ist.

Definition 0.2.9

1. Sei (M,d) eine durch den Atlas  orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R™ und ¢ eine beziiglich 2 positiv orientierte lokale Parametrisierung. Man nennt fiir
einen Punkt p € M die Basis ((019)(p), ..., (Okp)(p)) des Tangentialraums T,M und alle
gleich-orientierten Basen des Vektorraums T,M (beziiglich 1) positiv orientiert.

2. Ist n > 2 und M spezieller eine Hyperfliche im R™ mit der Standard-Orientierung, so ist
ein beziiglich 2 positiv orientiertes Einheits-Normalenfeld auf M ein stetiges Vektorfeld
v auf M, so dass fiir jedes p € M der Vektor v(p) ein Einheits-Normalenvektor auf M ist,
und so dass gilt: Ist (v1,...,v,—1) eine beziiglich A positiv orientierte Basis von T, M, so
ist (v(p),v1,...,vn—1) eine beziiglich der Standardorientierung des R™ positiv orientierte
Basis von R"™.

Fiir den Beweis der folgenden Aussagen verweisen wir auf [F3] §20].

Bemerkungen 0.2.10.

1. Wenn eine Hyperfliche M C R™ eine Orientierung 2 besitzt, so existiert ein positiv
orientiertes Einheits-Normalenfeld.

2. Eine Orientierung einer Hyperflache lasst sich umgekehrt durch ein Einheits-Normalenfeld
v charakterisieren.

3. Fiir ein Kompaktum A C R"™ mit glattem Rand 0A sprechen wir von der kanoni-
schen Orientierung des Randes A, wenn die Orientierung durch das dufere Normalen-
Einheitsvektorfeld gegeben ist.

Wir erinnern an das vektorielle (Hyper-)Fléchenelement: Dies ist ein n-Tupel von (n — 1)-
Formen, dS := (dSi,...,dS,)T. Somit ist fiir ein stetiges Vektorfeld f = (fi,..., fn): U — R"

=,

der Ausdruck (f,dS) eine stetige (n — 1)-Form auf U.

Wir wollen die Integration von Differentialformen und von Funktionen in Beziehung setzen.

Satz 0.2.11.

Sei U offen im R™ und M C U eine Hyperfliche im R", die durch ein Einheits-Normalenfeld
v: M — R™ orientiert sei. Sei f = (f1,...,fn): U — R" ein stetiges Vektorfeld auf U. Dann
gilt fiir jede kompakte Teilmenge K C M

[ .08 = [ @) vtanase),

Symbolisch wird die Aussage auch in der Form dS = vds geschrieben. Man beachte, dass
auf der linken Seite eine (n — 1)-Form und auf der rechten Seite eine reellwertige Funktion
integriert werden.

Beweis.



Wir betrachten nur den Spezialfall einer parametrisierten Fliche im R3: Es sei U offen im
R3? und M C U eine Fliche im R3, die mit nur einer lokalen Parametrisierung ¢: T' S5 M
beschrieben wird, wobei 7" offen im R? ist.

Es sei f = (f1, fo, f3): U — R3 ein stetiges Vektorfeld und K C M kompakt. Wir wollen
zeigen:

[ 1.8 = [ () v@)asta).
K K
Fiir t € T ist der Einheitsnormalenvektor im Punkt ¢(¢) € M gegeben durch das Vektorprodukt

_ O1p X Doy
Y0 = B x Byl

Wir rechnen dann

fK<f’ d§> = / fldl'g N dl’g — / fgd&?l VAN d.ng + / fgdl'l VAN d.TQ
K K K

= / o (" frdpa A dps — " fodpr A dps + ¢ fsdpr A des)
e~ YK

_ / ‘o Opy Ops Oy Ops
o\ oG o o on

bt f Ops Op1  Ops ¢y
Y2\ o ot, T oty ot

0 0 0 0
+s0*f3< L R gpg))dtl/\dtg

Ot Ot Oty Oty
dp _ O >
= f, = x — ) dt; A dts.
/@1([{) <gp f atl 8752 ! 2

Wir haben dabei erst die Definition des vektoriellen Flichenelements dS eingesetzt, dann die
Definition des Integrals und die Definition des Riicktransports und dann die Ket-
tenregel, gefolgt von der Definition des Kreuzprodukts.

Unser Zwischenergebnis ist das in Definition definierte Integral einer 2-Form iiber die
Teilmenge ¢~ 1(K) C R?. Dieses Integral ist:

/ (f.d5) = / (" (1), Brp x Dyip)dtrdy
K 0~ 1(K)

— [ 0. vlott) [0 x Dugl ey
e~ 1K) d;&)

- /K (f (), (2))dS ().

Definition 0.2.12
1. Sei H;, C R¥ der Halbraum

{(z1,...,2x) eERF |z, < 0}.

Wir versehen den Rand OH;, mit der durch das duflere Normalen-Einheitsvektorfeld v mit
v(x) = e fiir x € OHy gegebenen Orientierung.



2. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und A C M. Ein Punkt p € M
heifit Randpunkt der Teilmenge A relativ zur Untermannigfaltigkeit M, falls in jeder
Umgebung von p sowohl Elemente von A als auch von M \ A liegen. Die Menge aller dieser

Randpunkte bezeichnen wir mit dy; A. Dies ist eine Teilmenge der Untermannigfaltigkeit
M.

3. Wir sagen, ein Kompaktum A C M habe glatten Rand 0y, A, wenn gilt: Es existiert
fiir jedes p € Oy A eine lokale Parametrisierung @: T = V von M mit p € V, so dass
o(Hy,NT)= ANV und p(0H,NT) = 0\ ANV gilt. Eine solche lokale Parametrisierung
von M nennen wir randadaptiert.

Man zeigt:

Betrachtung 0.2.13.

1. Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und A C M kompakt mit glattem
Rand, so ist 0)r A eine kompakte (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

2. Ist die Untermannigfaltigkeit M zusétzlich orientiert, so erhélt man eine induzierte Ori-
entierung auf dem Rand 0p; A: Man wéhle nur randadaptierte lokale Parametrisierungen,
die positiv orientiert sind, und schrinke diese auf den Rand d);A ein.

3. Im Fall £k = n, M C R" offen, A wie in 2, ist die auf dyp;A durch die kanonische
Orientierung von M induzierte Orientierung diejenige, die durch das duflere Normalen-
Einheitsvektorfeld gegeben ist.

Der folgende Satz ist schon ein Spezialfall des Satzes von Stokes:

Lemma 0.2.14.
Sei w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form im R* mit k£ > 2, mit kompaktem Triger. Dann

gilt
/ dw = / w.
Hy OH,,

Bewelis.

e Wir schreiben die (k — 1)-Form w als

k
W= Z(—l)j_lfjdasl Ao Ndxg NN dxg
j=1
mit C'-Funktionen fi,..., fi. In der von der randadaptierten lokalen Parametrisierung
induzierten lokalen Parametrisierung §: R¥=! — 9H, des Randes mit (t1,...,tx_1) —

(07 tl? s 7tk‘—1) gllt
5*w = fl(O,tl, e ,tkfl)dtl VAN dtk,l;

also folgt fiir das Randintegral

/ W = f1(07 tl, ce ,tk_l)dk_lt.
8Hk Rk—1



e Wir berechnen das Integral der k-Form

iiber den Halbraum Hj; = R_ x R¥L Fiir jedes feste (z3,...,2) € RE! folgt, da die
Komponentenfunktion f; kompakten Triager hat

* ofi
a_(th% cee ,[L‘k)d..’['l = fl(oax% cee ,l’k).
—o0 U1

Es folgt durch weitere Integration:

0
a—fl(xl,xg, ooy x)dry .o dag = f1(0, 29, ..., xx)day . . . duxy.
Hy, T Rk-1

Fir 2 <j <k gilt

af; / </ af; > =
—(x1,Za,...,xp)dx1 ... do, = £ —dx; |dz;...dx; ... dzg.
/Hk 093j( b )don ’ r_xgt—> \Jr O7; 7 1 ’ '

Fiir festes (z1,...,%j-1,%+1,...,2;) hat die Funktion z; — f;(z1,...,z;) kompakten
Tréager. Also verschwindet das Integral in der Klammer. Insgesamt ergibt sich

/ dw = fl(O,xg,...,:rk)dxg...dxk:/ w.
Hk Rk—1 BHk

Wir kénnen nun den Stokesschen Integralsatz in seiner vollsténdigen Form formulieren:

Theorem 0.2.15 (Stokesscher Integralsatz im R™).

Sei U offen im R™. Sei M C U eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit (mit
k > 2) und w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form in U. Dann gilt fiir jedes Kompaktum
A C M mit glattem Rand 0y, A, wobei wir 0y A mit der von M induzierten Orientierung

versehen:
/ dw = / w.
A O A

Der Stokessche Integralsatz gilt auch fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten.
Beweis.

e Wie im Beweis des Gauflschen Integralsatzes fithren wir zu einem randadaptierten Atlas
ein feine beliebig oft differenzierbare Teilung der Eins «, . ein und zerlegen die (k—1)-Form

w:
w= E Qp .
p

Es geniigt wieder, den Stokesschen Integralsatz fiir die einzelnen Summanden zu beweisen.
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e Wir nehmen daher an, dass M Nsupp(w) kompakt und ganz in Bild einer lokale Parame-
trisierung ¢: Q@ — V C M aus dem randadaptierten Atlas enthalten ist. Die Differential-
form ¢*w auf Q C R* kann daher durch Null zu einer auf ganz R* stetig differenzierbaren
Differentialform @ mit kompaktem Triager fortgesetzt werden. Es gilt

(%) /dw d—ef/ 0" (dw) 3/ dcp*w—/ do.
A HpNQ HpNQ Hy,

e Betrachte die Einbettung

B: RFT — RF
(ug,...,up—1) +— (0 ug,...,up_1)
und
Qo := BHOH, N Q) CRFL
Dann ist

Vi=pof:Qy—Vy:=0yANV

eine lokale Parametrisierung des Randes 0, A. Dann ist

(xx) / w Yiw = Bro*w = B0 = / .
aMA Q() Q() Rk71 6Hk
Die Gleichheit von (%) und (**) und somit die Behauptung folgt nun aus Lemma [0.2.14]
O

Korollar 0.2.16.
Sei U C R" offen und w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form auf U. Dann gilt fiir jede
orientierte, kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C U

/ dw = 0.
M
Bewelis.

Da M kompakt ist, wahle im Stokesschen Satz [0.2.15| A = M. Da die Mannigfaltigkeit M
keinen Rand hat, ist OM = (). O

Wir leiten aus dem Stokesschen Satz [0.2.15] zwei klassische Integralsétze ab.

Bemerkungen 0.2.17.
1. Sei U C R? offen. Betrachte eine parametrisierte Fliche M C U im R®. Ferner sei ein
differenzierbares Vektorfeld F': U — R? gegeben, das mit dem vektoriellen Linienelement
ds = (dzy,...,dx,)T eine 1-Form w := (F,ds) liefert.

Sei A C M ein Kompaktum in der Fliache M mit glattem Randweg ¢: [a,b] — M, der

-

positiv umlaufend sein soll. Dann erhalten wir mit dw = (rotF, dsS):

[, (rot F(z), v(z))dS(z) BZT /A (rot F, d5) — /A s

/ w= / (F,d3)
oA oM A

- /[ (F0). )

Dies ist der klassische Satz von Stokes.

11



2. Der Spezialfall £ = n des Satzes von Stokes [0.2.15]ist der klassische Satz von Gaufs:
Mit der (n —1)-Form w = (F,dS) ist hierbei dw = (div F) - day A . .. Adx, und wir finden

[, divFd"e = / / / (F,dS)
BMA OmA
hat /(F v)dS(x
0A
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1 Funktionentheorie

1.1 Komplexe Differenzierbarkeit

In der Funktionentheorie beschéftigt man sich mit Funktionen (auf nicht-leeren offenen Teil-
mengen von C), die komplex differenzierbar sind.
Bisher haben wir nur Ableitungen komplexwertiger Funktionen reeller Variablen

f: U — Cmit U CR" offen

definiert. Der Korper der komplexen Zahlen C kann als zwei-dimensionaler reeller Vektorraum
aufgefasst werden. Daher ist der Begriff der reellen Differenzierbarkeit und reellen Ableitung
von Funktionen

f: U — Cmit U C C offen

definiert.
Wir treffen folgende Verabredungen:

e Sei B C C eine Teilmenge. Wenn zo Haufungswert von B\ {z,} ist und g: B\ {20} — C
eine Funktion, so ist mit lim g(z) immer lim g(z) gemeint.
z—20 292
z€B\{20}

e Es bezeichne U C C im folgenden immer eine nicht-leere offene Teilmenge von C. Ist U
zusétzlich wegzusammenhéngend, so sprechen wir von einem Gebiet in C.

Definition 1.1.1
1. Sei U C C wie oben (offen und nicht leer). Eine Funktion f: U — C heifit im Punkt
20 € U komplex differenzierbar, wenn der Grenzwert
lim f(ZO + Z) _ f(ZO) —. f/(zo)

z—0 y4

existiert.

2. Eine Funktion heifit im Punkt zy € U holomorph, wenn sie in einer Umgebung von z,
(also etwa einer Kreisscheibe B.(zy)) komplex differenzierbar ist.

3. Eine holomorphe Funktion auf U ist eine auf U komplex differenzierbare Funktion f.

Beispiel 1.1.2.

1. Ist f konstant gleich ¢ € C, so ist f komplex differenzierbar mit Ableitung f' = 0. Fiir
die Funktion f(z) = z gilt f’(z9) = 1 fiir alle 2y € C.

2. Wir betrachten die komplexe Konjugation:
fC—>C, z—7zZ
Dann gilt fiir 29,2z € C mit z # 0:

flzo+2) = flzo) 20+2—-7

z z

ISENIRS]
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Z 1
Der Grenzwert lim, ,o— existiert nicht: Fiir die Folge u; := — reeller Zahlen mit
z

_ k
limg oo up = 0 gilt limy o U _ 1. Aber fiir die Folge v, := % rein imaginérer Zah-
U e
len, fiir die ebenfalls limy_,, v, = 0 gilt, finden wir limg_, . L —1.
Vg

Die Funktion f ist also in keinem Punkt zy € C komplex differenzierbar, obwohl f in
jedem Punkt zy € C reell stetig differenzierbar ist.

Bemerkungen 1.1.3.

1. Da komplexe Differenzierbarkeit formal genau so definiert ist wie Differentiation im R!,
lassen sich Regeln wie Summen- , Produkt-, Kettenregel und 1’'Hospital analog wie im
Reellen beweisen. (Man muss nur statt Intervallen offene Teilmengen von C als Definiti-
onsbereiche betrachten.) Insbesondere sind polynomiale Funktionen holomorph.

2. Man zeigt auch wie bei reeller Differenzierbarkeit: Eine Funktion f: U — C ist genau
dann in einem Punkt zy € C komplex differenzierbar, wenn es eine Konstante ¢ € C, eine
Kreisscheibe B.(0) mit € > 0 und eine Funktion

¢: B.(0) — C mit limM =0

z—=0 Z

gibt, so dass
f(z0+2) = f(20) + ¢+ 2+ p(2) fir z € B.(0)

gilt. In diesem Fall ist ¢ = f/(z0).

Welcher Zusammenhang besteht zwischen Differentiation in C und Differentiation in R??

Satz 1.1.4.
Sei U C Coffen, zg € U und f: U — C. Man schreibe f(z,y) = u(z,y)+iv(x,y) mit z = z+1y,
wobei (z,y) € R? und u(x,y),v(x,y) reellwertige Funktionen sind.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. fist in zg komplex differenzierbar.

2. fist in (xg,yo) reell-differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differenti-

Dies ist ein System linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die reell-
wertigen Funktionen v und v in zwei Variablen.

Beweis.
Sei f in zy komplex differenzierbar und A := f’(zy) € C. Das ist genau dann der Fall, wenn

Ozlimf(20+z>_f(zo)—Az

z—0 z

(2)
gilt. Wir spalten in Real- und Imaginérteil auf:

A=a+ifund z=h+ik mit ao,p3,hkeR

14



und somit

Az = ah — Bk +i(ak + Bh).
Wir betrachten erst den Fall, dass £ = 0 ist und erhalten

f(zo+h)— f(z) Of ou ov

;11123) - = %(Zo) = %(%,yo) + Z@(xoy?/O)-

Dies stimmt {iberein mit dem Grenzwert

_ flzo+1k) — f(20) .
i ik ~ '8y

0 0 0
f(Zo) = a—Z(xm?Jo) - Za—Z(%,yo)-

Dies ergibt die Cauchy-Riemann-Gleichungen fiir f in zj.
Gelten umgekehrt die Cauchy-Riemann-Gleichungen und setzen wir

%(xo,yo) = a = g—Z(xmyo)
g—Z(ifo,yo) = —F = —%(-To,yo),

so kénnen wir die Jacobi-Matrix A schreiben als g _j . Damit ist die Multiplikation mit A
eine komplex-lineare Abbildung und entspricht der Multiplikation mit o443, so dass gilt. O

Man beachte, dass wir auch die folgende Identitdt mitbeweisen haben:

/ . 0 0 0
(o) =A=a+if= a—z(%,yo) +@£($0,yo) = 8_£(x0’y0)'

Als einfache Folgerung haben wir das

Korollar 1.1.5.
Sei U C C ein Gebiet, und sei f: U — C auf U holomorph und f’(z) = 0 fiir alle z € U. Dann
ist f auf U konstant.

Beweis.
Nach dem vorangegangenen Satz ist dann f auf U differenzierbar und es gelten fiir f =
u + v die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Uy = vy und u, = —v,

sowie f' = u, +iv,. Aus f' = 0 folgt somit u, = v, = 0 und aus den Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen das Verschwinden aller partiellen Ableitungen. Nach einem Satz aus
der Analysis folgt auf dem Gebiet U daher, dass die reellen Funktionen v und v und somit
auch f auf U konstant sind. O
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Korollar 1.1.6.
Ist f = u+ v holomorph auf einem Gebiet U und existieren auch noch stetige zweite partielle
Ableitungen von u und v, so sind u und v harmonische Funktionen, d. h. es gilt in U:

Au= Av=0.

Beweis.
Dies folgt mit direkter Rechnung aus den Cauchy-Riemannschen Gleichungen:

Ugpy = (uz>z - (Uy)x - (Uz)y = _(“y)y = —Uyy-

Beispiel 1.1.7. Fiir die Funktion f(z) = 22 kann man die Giiltigkeit der Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen leicht explizit iiberpriifen. Es ist ebenfalls nicht schwer,
so zu zeigen, dass Polynome f(z) = >_,_, axz" holomorph sind.

Bemerkungen 1.1.8. Mit Hilfe des Differentialoperators

o._1(o 9
0z 2\ 0x Zay

kann man die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen umschreiben zu

Denn: L/ o 5 ) )
5 (g0 i ) 0 i0) = (0 =) + Sy +0) =0

[\]

0

Zum Beispiel erhilt man fiir die Funktion f(z) = z, dass 5 f (z0) = 1 fiir alle z, € C. Es folgt
Z

die aus Beispiel [1.1.2/2 bekannte Tatsache, dass f nicht holomorph ist.

Bemerkungen 1.1.9. Dies rechtfertigt, eine Funktion f auf R? umzuschreiben zu

fen) =1 (56+2.50:-9).

und im Wirtingerkalkiil formal nach unabhéngigen Variablen z, z zu differenzieren. Dabei ist

Pe) = (o) o= (50— 15 ) (utoow) + iv(an, o).
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Satz 1.1.10 (und Definition). Ist

o0
Zanz—z[) mit a, € C VneN

n=0
eine Potenzreihe um 2, mit Konvergenzradius R > 0, und

o0

f: Br(z) — C, f(z Zanz—zo :

n=0

so ist f in jedem z € Bg(zy) komplex differenzierbar, mit

o0
= Znan(z — )"
n=1

Bewelis.

Dies ist eine leichte Folgerung von [0.1.4] Insbesondere zeigt man, dass auch > na,(z — z)" !
n=1

in Bg(zp) absolut konvergiert.

Beispiel 1.1.11.

1. Aus [1.1.10] folgt, dass die Funktionen exp,sin,cos: C — C holomorph sind, und dass
gilt:
exp’ = exp,sin’ = cos, cos’ = —sin.

2. Der auf die geschlitzte Ebene C* \ R_ eingeschréinke (Hauptzweig des) log aus [0.1.3(3.)
ist holomorph, denn es ist

log(z +iy) = In \/xz—l—y +48gn Y - arccos———— -
24y

U(w ) ~ -
v(z,y)

firy >0 @#0) vy

firy<0 /2

mit sgny := { 1_1
woraus durch Differenzieren folgt, fiir y # 0:

Yy i

vz (,y) = T2+ und vy (z,y) = 2+

Zum Beweis der rechten Gleichung:

0 B sgny —x 5 V2 +y? Ty sgny

a_yv(l'ay) - -

y_
_x;f?ﬂ 2(vx2+y2)3 vy (vx2+y2)3
(sgny)’r
x2+y2 _x2+y2'
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Das gilt auch fir z > 0, y = 0, und auflerdem

——= unda u,\r = .
72 + y2 y\ Y 72 y2

Uy (ZE, y) =
Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind also erfiillt, die Funktion log ist
auf C* \ R_ holomorph, und es folgt

f'(2) = (ug + 1) (z,y) = —F5 = — = —.

Die Einschrankung auf die geschlitzte Ebene C* \ R_ war hierbei notwendig: Eine Ver-
groferung des Definitionsbereichs ermoglicht keine stetige Funktion - insbesondere auch
keine holomorphe Funktion.

Bemerkungen 1.1.12. Aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgt, dass die
Jacobische Determinante einer in einer Umgebung von zg € C holomorphen Funktion f dort
gerade gleich

Usly — UyVs = Uy + v = | /()]

ist. Ist speziell f'(zy) # 0, so ist f ein (lokaler) Diffeomorphismus.

Definition 1.1.13

1. Eine lineare Abbildung L: R*¥ — R™ heifit konform, wenn eine der beiden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:
(i) Die Abbildung L ist injektiv und fiir je zwei Vektoren 0 # v,0 # w € R¥ gilt

(Lv, Lw) (v, w)

Lol - 2wl ol - flwll

(ii) Es gibt eine Zahl p # 0, so dass fiir die darstellende Matrix A von L gilt ATA = p*1.

(Es ist leicht zu sehen, dass aus der zweiten Bedingung (Lv, Lw) = p?(v,w) und somit
die erste Bedingung folgt. Fir die andere Richtung verweisen wir auf [Koe, p. 176].)

2. Eine differenzierbare Abbildung f: U — R™ auf einer offenen Menge U C RF heifit
konform im Punkt x € U, wenn ihr Differential df(z): R¥ — R"™ in x eine konforme
lineare Abbildung ist.

Bemerkungen 1.1.14.

1. Aus der ersten Charakterisierung konformer Abbildungen folgt, dass konforme Abbildun-
gen Winkel erhalten.

2. Ist A die darstellende Matrix einer konformen Abbildung und k = n, so ist p LA eine
orthogonale Matrix. Man nennt dann A eine Ahnlichkeitsmatrix.

3. Nach der Kettenregel werden die Tangentialvektoren differenzierbarer Kurven durch den
Punkt = unter f durch das Differential df(x) abgebildet. Daher ist eine differenzierbare
Abbildung f: U — R? konform in z € U, wenn fiir alle differenzierbaren Kurven 71,7,
mit y(0) = 2z = 4,(0) sich die Kurven f o~ und f o~ in f(z) im gleichen Winkel
schneiden wie die Kurven ~; und 7, im Punkt z.
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Satz 1.1.15.
Sei U C R? ein Gebiet und f = u+iv: U — C reell differenzierbar. Dann ist f in z € U genau
dann konform, wenn die beiden folgenden Bedingungen gelten:

(i) Das Paar (u,v) oder das Paar (v,u) erfiillt in z die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen.

(i) Es gilt uZ(2) + v3(z) # 0.

Beweis.
Eine reelle 2 x 2-Matrix ist genau dann orthogonal wenn sie entweder von der Gestalt

a —f a f
(5 a) oder (ﬁ—a)

ist, also eine Drehung oder eine Drehspiegelung ist, und o + 3% = 1 gilt. Also ist die Jacobische

Matrix ( Zx Zy ) genau dann eine Ahnlichkeitsmatrix, wenn die beiden Bedingungen gelten.
a Uy
O

Korollar 1.1.16.
Eine holomorphe Funktion ist genau dann konform im Punkt z € U, wenn f'(z) = u,(2) +
iv.(2) # 0. Holomorphe Funktionen erhalten die Orientierung.

Definition 1.1.17

FEine Funktion f: U — C heifit (komplex-)analytisch, wenn zu jedem Punkt zo € U eine offene
Kreisschreibe B,(z)) € U und eine komplexe Folge (a,)nen existiert, so dass die Funktion
[ sich um z, in eine absolut konvergente Potenzreihe )~ ja,(z — zy)" entwickeln ldsst, mit

f(z) =207 an(z — 2)" fiir jedes z € B,(z).

Bemerkungen 1.1.18.

1
1. Die a,, sind eindeutig bestimmt durch a; = Ef(k)(zo).

2. Wir werden spéter zeigen, dass jede auf der offenen Menge U holomorphe Funktion auf
U analytisch ist.

Satz 1.1.19. Fiir jede analytische Funktion f: U — C,U offen in C, U # (), gilt:

Ist zo € U mit f(z9) = 0, so gibt es ein r > 0, so dass entweder f(z) = 0 fiir alle z € B,(20)
gilt, oder f(z) # 0 fiir alle z € B,.(20) \ {20} gilt (man sagt im zweiten Fall: die Nullstellen sind
isoliert).

Mit anderen Worten: Ist f analytisch auf einem Gebiet A und dort nicht identisch Null, so
besitzen die Nullstellen von f in A keine Haufungspunkte, d.h. es gibt in A keine konvergente
Folge von Nullstellen von f:
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Nullstellen §
\

Nullstellen §

—
. A A
.

nicht so, sondern so.

Beweis. .
Es gibt ein p > 0, so dass f(z) = Y a,(z — 20)" fur alle z € B,(zp) C U ist. Es kann sein, dass
n=0

alle a,, = 0 sind, dann ist
f(z) =0 fiir alle z € B,(2).

Anderenfalls gibt es ein k£ € N mit

a; =...=a_1 =0 aber a; # 0. Dann ist
F2) = an(z—20)" = (2= 20)" Y anyilz — 2)"
n==k n=0

fir z € B,(20). Die Potenzreihe

9(2) = anyil(z — 2)"

konvergiert dann nach dem Kriterium von Cauchy-Hadamard auch dort gleichméBig, wo f
konvergiert, und definiert eine stetige Funktion g: B,(zy) — C.

Zu e = @ gibt es also ein 7 mit 0 < r < p und

19(2) — g(20)| = |9(2) —ar| < e Vz € By(z),

also [g(2)| = lar| = [g9(2) — ax| > |ax| — ==
also ¢g(z) # 0 und damit auch

f(2) = (2= 2)"g(z) #0 Vz € By(20) \ {z0}.
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1.2 Komplexe Kurvenintegrale

Auf R? hatten wir bereits reelle Differentialformen betrachtet; wir betrachten nun auch kom-
plexe Differentialformen auf R?, mit komplexwertigen Koeffizientenfunktionen.

Betrachtung 1.2.1.
1. Sei U C C eine offene Menge und

h:U—C~R? 2z h(2)
eine Funktion, die stetig reell differenzierbar ist beziiglich x und y, mit z = x 4 iy «w
( Z . Wir betrachten Differentialformen auf R? mit komplexwertigen Koeffizienten-

funktionen. Insbesondere ist das Differential dz der Standardkoordinate z = = + iy eine
komplexwertige Einsform auf C und zwar haben wir

dz = dx +idy,
dz = dx —idy.
Die duflere Ableitung dh von h ist, wie immer, durch dh = h,dx + h,dy definiert. Es gilt

de+dz  de—dz
dh = hedo+hydy = b, "2 4 ==

= 1(£—i£> hdz+%(£+i£) hdz

2 \ Ox oy ox dy
Hieraus folgt
oh oh  _
dh = gdz + gdz.

Aulerdem gilt

dz Adz = (dz + idy) A (dx — idy) = idy A dz — idx A dy = —2idx A dy.

2. Sei f : U — C eine komplex differenzierbare Funktion. Wegen der komplexen Differenzier-

barkeit der Funktion f auf U, folgt aus den Cauch-Riemannschen-Differentialgleichungen
und Bemerkung |1.1.8] dass % auf U verschwindet. Daher verschwindet in der Ableitung

df der Term mit dz. Aulerdem gilt mit den Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen

Fz0) = (% f) (z0) = (% ((% —@'8%) (u—i—iv)) (20, o). Somit gilt df — f/(2)dz.

Wir benétigen einige Begriffe:

Definition 1.2.2

Sei f: U — C eine Funktion. Eine Funktion F': U — C heifit (holomorphe) Stammfunktion
von f auf U, falls F' auf U holomorph ist und fiir ihre komplexe Ableitung F'(z) = f(z) auf U
gilt.

Definition 1.2.3
1. Sei I = [a,b] C R ein nicht nur aus einem Punkt bestehendes kompaktes Intervall und
~v: I — C eine stetige Abbildung. Ist vy stiickweise stetig differenzierbar, so nennen wir -y
eine Kurve oder (im Folgenden auch kurz) Weg in C. Das Bild |y| := v(I) nennen wir die
Spur des Wegs. (Sie kann durchaus Selbstiiberschneidungen haben.) Gilt |y| C U C C, so
nennen wir vy eine Kurve in U.

21



2. Der Punkt ~y(a) heift Anfangspunkt, der Punkt «(b) Endpunkt der Kurve. Gilt y(a) =

~(b), so heiBt v geschlossene Kurve. Ist v konstant, so sagen wir, v reduziere sich auf
einen Punkt.

Mit ~v: I := [a,b] — C ist auch v~ : I — C mit v (t) = y(a + b — t) wieder eine Kurve,
die zu v entgegengesetzte Kurve.

Sei I} = [b, ¢] ein weiteres kompaktes Intervall und I := I U ;. Ist dann v, : I; — C eine
auf I definierte Kurve mit ~,(b) = v(b), so definieren wir die Aneinanderreihung als die

Kurve
y(t) fiirt € I,

(yV)(t) = { w(t) fiirt € I,

die auf I, definiert ist.

Definition 1.2.4
Sind 71, v, zwei auf I; bzw. Iy definierte Kurven, so nennen wir ~; und y, dquivalent, wenn eine

monoton wachsende bijektive Abbildung ¢: I; — Iy existiert, so dass ¢ und @~

L stiickweise

stetig differenzierbar sind und v, = 5 o ¢ gilt.

Bemerkungen 1.2.5.

1.

2.

Man macht sich leicht klar, dass eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Wege vorliegt.

Ist der Weg « auf dem Intervall I = [a, b] definiert, so gibt es auf jedem anderen Intervall
I := [e,d] einen zu ~ dquivalenten Weg ~;: Dazu finde eine affine bijektive Abbildung
t— p(t)=at+ F mit a, f € R und a > 0 von [; auf I und betrachte v, := 7y o .

Statt mit stetigen, stiickweise stetig differenzierbaren Wegen arbeitet man manchmal auch
allgemeiner mit Wegen, die Stammfunktionen von Lebesgue-integrierbaren Funktionen
sind.

Betrachtung 1.2.6.

1.

Sei U C C offen und f: U — C stetig. Dann ist f(z)dz eine stetige komplexwertige
Einsform. Wenn wir sie iiber die von 7 parametrisierte ein-dimensionale reelle Unter-
mannigfaltigkeit von C integrieren, miissen wir die stiickweise stetige komplexwertige
Einsform

V' (f(2)dz) = f(y(£))Y (t)dt

tiber das Intervall [a,b] integrieren:
b
[z = [ e
~y a

Nach Betrachtung kénnen wir auch allgemeine komplexe 1-Formen w = fdz + gdz
auf C ~ R? betrachten und diese iiber eine Kurve 7: [a,b] — C integrieren. Wir erhalten

b
/ o= / (FO() -7 (8) + g(v(8) -7 (D).

Diesen allgemeineren Fall werden wir im Folgenden jedoch nicht benotigen.
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Definition 1.2.7
Sei v ein auf I = [a,b] definierter Weg und f eine stetige Abbildung der kompakten Menge
~(I) mit Werten in C (oder allgemeiner einem komplexen Banachraum E). Das Integral

b
[z = [ ra@noa
0 a
wird das Integral von f langs des Wegs oder Wegintegral entlang v genannt.

Die folgenden Aussagen sind klar:

Lemma 1.2.8.
1. Sind die Wege 7 und ~; dquivalent im Sinne von Definition [1.2.4] so folgt aus der Ket-

tenregel
/f(z)dz—/ f(z)dz

2. Fiir den dem Weg v entgegengesetzten Weg ~+ gilt

[w f(2)dz = —/Yf(z)dz

3. Ist die Aneinanderreihung zweier Wege v und v definiert, so gilt
F(2)ds = /f(z)dz + / F(2)dz
Vn v m

4. Sei 7y ein geschlossener Weg auf I = [a, b]. Fiir beliebiges ¢ € I betrachte die Abbildung

Ye:le,e+b—a] — C
(1) = y(t) fir e<t<b
e o yEt—=b+a) fir b<t<c+b—a

Dann ist auch 7, ein geschlossener Weg und es gilt

/7 C F(2)dz = /7 F(2)dz

fiir jede stetige Abbildung f: (/) — E. Das Integral léngs eines geschlossenen Weges ist
also nicht vom Anfang des geschlossenen Weges abhéngig.

Bemerkungen 1.2.9.
Die Funktion f: U — C habe eine holomorphe Stammfunktion F auf U. Sei ¢: [a,b] — C ein
Weg in U. Nach der Kettenregel ist die Ableitung der Funktion

G:[a,b] — C
t o= Fle(t))
gleich
G'(t) = F'(e(t) - ¢'(2).
Also gilt

b
/ f(z)dz = / Fe) (H)at TE G(b) — Gla) = F(e(b) — F(p(a)).

Ist insbesondere der Weg ¢ geschlossen, also ¢(a) = ¢(b), so folgt fcp f(2)dz = 0.
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Beispiel 1.2.10.

1. Sei f: C — C mit f(2) := 2% Durch F(z) := $2° ist cine Stammfunktion von f auf C
gegeben. Fiir den Weg

0:[0,1] = C mit (t):=t-(1+14)

ist das Kurvenintegral

[ s = [reai-aia= [ easpa
1
:(—2+2i)ét3 ; :—%(1—2‘).

Man beachte dabei, dass ¢ kein geschlossener Weg ist.
2. Sei f wie in 1.; fiir den geschlossenen Weg ¢
¢: [0,27] = C mit p(t) := re’ mit r > 0 fest
ist das Kurvenintegral Null nach Bem. Wir iiberpriifen:
3 27

21 ) ) 2 ) ir '
[z = [Teetinetar =it [T erar =" T <o
® 0 0 31

3. Fiir denselben geschlossenen Weg ¢ wie in 2. betrachte die Funktion
1
f: C\ {0} = C mit f(z) :=—.
z

f besitzt auf C\ {0} keine Stammfunktion, denn der komplexe Logarithmus log: C* — C
ist nach Beispiel nur auf der geschlitzten Ebene C* \ R_ differenzierbar. Es gilt

2 . qt 2
/ f(2)dz = / T dt =i / dt = 2ri.
© o Tet 0

Lemma 1.2.11 (Ubung). Sei f: U — C eine stetige Funktion und v: [a,b] — U ein (stiickweise
stetig differenzierbarer) Weg. Dann gilt:

[ ] < maxl )12,

b
wobei L(vy) = [ |7/(t)|dt die Weglénge ist.

a
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Definition 1.2.12
Seien 7g,v1 zwei auf demselben kompakten Intervall I definierte Kurven und U eine offene
Menge in C, die sowohl (1) als auch ~, (1) umfasst.

1. Eine Homotopie von 7y, in 7, innerhalb von U ist eine stetige Abbildung
o: I x[a, 5] > U

mit o < f und o, f € R, so dass ¢(t, ) = vo(t) und p(t, 5) = 1 (t) fiir alle t € I gilt.

Setzen wir zusétzlich voraus, dass beide Wege gleiche Anfangs- und Endpunkte haben,
und dass die Homotopie Anfangs- und Endpunkte festldsst, so sprechen wir von einer
Homotopie mit festen Endpunkten.

2. Wenn es eine Homotopie von 7, in 7, innerhalb U gibt, so ist offenbar fiir jedes feste
€ € |a, 5] die Abbildung t — ¢(t, &) eine Kurve in U. Sind 7, und v, geschlossene Kurven,
so nennen wir ¢ eine Konturhomotopie von g in ; innerhalb von U, falls t — @(t,§) fiir
jedes & € |a, B] eine geschlossene Kurve ist. Sagen wir, zwei geschlossene Kurven g, 71
seien innerhalb U homotop, so soll das immer besagen, dass eine Konturhomotopie (und
nicht nur eine Homotopie) existiert.

3. Ein (geschlossener) Weg, der homotop zu einem konstanten Weg ist, heifit auf diesen
Punkt zusammenziehbar. Ein einfach zusammenhéngendes Gebiet U C C ist eine weg-
zusammenhédngende offene Menge mit der Figenschaft, dass jeder geschlossene Weg in U
innerhalb von U auf einen Punkt zusammenziehbar ist.

Satz 1.2.13.
Sei U eine offene Teilmenge von C. Die Relation “innerhalb von U homotop sein” ist eine
Aquivalenzrelation von (geschlossenen) Wegen.

Bewelis.

1. Die Reflexivitit folgt aus der im zweiten Argument konstanten Homotopie (t, &) = ~(¢)
fir alle £ € [a, f].

2. Ist ¢: I x |o, B] = U eine Homotopie von 7y auf vy, so ist,

(t,8) = plt,a+B—-5)
eine Homotopie von 7; auf 7 in U. Das zeigt die Symmetrie.

3. Die Transivitét sieht man folgendermaflen: Ist andererseits ¢: I X [o/, '] — U eine Ho-
motopie von 7, auf ¥, in U, so konnen wir eine Homotopie von 7, auf 7, in U definieren:

9:]X[a76’+6_a/] U
0(t,€) = { o(t,€) fir a < €<
) . @b(t,f“—a’—ﬁ) fiir 6§€§6/+/@_a,

Beide Vorschriften liefern die gleiche Funktion fiir £ = 3. Man iiberlegt sich leicht, dass die
Vorschrift stetig ist, Werte in U annimmt und dass gilt §(¢, o) = 7o(t) und 0(¢t, f/+5—a') =
~o(t) fiir alle ¢ € 1.
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Beispiel 1.2.14.

1. Jedes sternformige Gebiet U C C ist einfach zusammenhédngend: Ist U sternférmig in
Bezug auf den Punkt a € U und ist v irgend eine geschlossene Kurve in U, dann ist

p(t,§) =a+(1=¢) (1) —a)

fiir 0 < ¢ < 1 eine Konturhomotopie von  in eine auf den Punkt a reduzierte geschlossene
Kurve.

2. Jede zu einer einfach zusammenhéngenden Menge homéomorphe offene Teilmenge U C C
ist wieder ein einfach zusammenhéngendes Gebiet.

3. Die punktierte komplexe Ebene C\{0} ist nicht einfach zusammenhéngend: Man betrachte
etwa den Weg
on: [0,20] — C\ {0}
t — exp(int)

mit n # 0. (Es wird spéter noch klar werden, dass dieser Weg in C \ {0} nicht zusam-
menziehbar sein kann.)

Bemerkungen 1.2.15.

1. Die Aneinanderreihung vV~ von v und v ist stets ein geschlossener Weg, der homotop
zu einer auf einen Punkt reduzierten Kurve ist.

2. Man iiberlegt sich, dass die Aneinanderreihung von Wegen auf Homotopieklassen asso-
ziativ wird, aber nicht kommutativ.

3. Fiir ein der Homotopie dhnliches, aber nicht dquivalentes Konzept wird der Begriff Ho-
mologie verwendet. Grundlage hierfiir ist die folgende Beobachtung: Fiir die Berechnung
von Wegintegralen wird es es sehr niitzlich sein, zu wissen, wieviele Male (in positiver
Umlaufrichtung) ein geschlossener Weg v um einen (oder mehrere) Punkte ¢ ¢ |v| her-
umlauft.

Diese Information ist bereits durch die Homologieklasse eines Weges bestimmt: Ho-
motopieklassen werden so zu Homologieklassen zusammengefiigt, dass bei gegebenem
fixierten Punkt p € U die Aneinanderreihung von Wegen mit Anfangs- und Endpunkt
p auf Homologieklassen zu einer kommutativen Verkniipfung wird (die wir dann auch

additiv schreiben werden), siche Definition |1.2.17]

T

c c .
c
1 mal —1 mal
2 mal
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4. Der Weg '
©0n: [0,27] — C,  @,(t) =™,

dessen Bild der Einheitskreis U(1) := {z € C||z| = 1} ist, lauft n-mal um den Nullpunkt
herum. Er heifit der n-fach durchlaufene Finheitskreis.
Fiir den Weg ¢,, ist

2

2
1 1 1 : int
[ Cde=— [ dt_ﬁ/dt_n.
2m
0

21 | 2 271 eint
Pn 0

Im folgenden Satz, den wir aus Zeitgriinden nicht beweisen, berechnen wir analog diese
“Windungszahl” n € 7Z fiir beliebige Wege.

Satz 1.2.16 (und Definition). Sei ¢: [a,b] — C ein geschlossener Weg und ¢ € C mit ¢ ¢ |¢|.

Dann ist

1 dz

J(Ge) = omi ) io¢

%)

eine ganze Zahl. Sie heifit Index oder die Windungszahl des Punktes ( in Bezug auf den Weg
¢ oder auch Index des Weges ¢ in Bezug auf den Punkt (. Das Integral auf der rechten Seite
dndert sich nicht, wenn man ¢ durch einen zu ¢ in C\ {{} homotopen Weg ¢ ersetzt.

Definition 1.2.17

1. Sei U C C und seien
90:[G7b]—>U7 w:[alabl]—>U

zwei geschlossene (stiickweise stetig differenzierbare) Wege in U. Dann heiBen ¢ und 1
homolog in U, in Zeichen:
@ ~u Y, wenn

Ve e C\U: j(z;¢) = jla;1))
gilt, d.h. wenn ¢ und v um alle Punkte des Komplements von U gleich oft herumlaufen.

Ist ein geschlossener Weg ¢ in U homolog zu einem Weg g, der nur aus einem Punkt
29 € U besteht, so heifit ¢ nullhomolog in U, man schreibt

® ~u 0.

2. Sein € N und

eine Familie von Paaren von geschlossenen (stiickweise stetig differenzierbaren) Wegen =,
in U und ganzen Zahlen k;. Man schreibt dafiir

I'= Z ki
=1

und nennt I' einen Zyklus oder Zykel in U. Fiir stetiges f: U — C setzt man

/f(z)dz :zikzl/f(z)dz.

r
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Man nennt |I'| :== |J || die Spur von I', und fiir ¢ € C, ¢ ¢ |I'| nennt man
=1

i(eT) = kijle;m)

den Index von ¢ beziiglich I'. Es heifit I" nullhomolog in U , wenn

Vee C\U: j(¢T) =0 ist.

Bemerkungen 1.2.18. Man kann zeigen, dass genau dann jede stiickweise glatte geschlossene
Kurve in einer zusammenhéngenden offenen Menge U C C null-homolog ist, wenn jede glatte
geschlossene Kurve in U zusammenziehbar ist [Sal Korollar 5.19].

Beispiel 1.2.19. 1) Die folgenden Wege sind in U nullhomolog:

2) Es gilt
jle; 1) = =1, j(c;93) = 0, also @1 4y @3




J(d; 1) = 0,5(d; p2) = —1, also @1 %y o,
J(d; p2) = =1, j(d; p3) = 0, also 2 Ay 3.

3) Wir konnen statt iiber einzelne Wege in U also auch iiber Zyklen integrieren, die keine

Wege sind, wie z. B.
271 + 372

N
N

R

Bemerkungen 1.2.20. Ist U berandet durch Wege ~;, so dass (beziiglich des Umlaufsinns der
Wege) U stets links liegt, so schreiben wir fiir das Integral {iber den durch ), ~; gegebenen

Zyklus kurz [, vgl. (1.2.8).
oU

1.3 Cauchyscher Integralsatz und Integralformel

Bemerkungen 1.3.1. Wir wollen uns nun iiberlegen, dass es bei der Berechnung von Wegin-
tegralen von einem geschlossenen Weg nur auf die umschlossenen “Singularitdten” ankommt,
also auf die Punkte, in denen f nicht komplex differenzierbar (bzw. nicht definiert) ist.

Gibt es zu f: U — C eine Stammfunktion auf U, so ist das Wegintegral von f fiir jeden

geschlossenen Weg in U Null, siehe (|1.2.9)).
Sei f komplex differenzierbar. Dann betrachten wir die komplexwertige Einsform

w= fdz = (u+ w)(dz + idy)

auf U, wobei u, v reellwertige Funktionen sind. Dann folgt aus den Cauchy-Riemannschen Dif-

ferentialgleichungen:

dw = (uy + vy)(dy Adx) + i(u, + iv,)da A dy
= (—uy —vy)dz Ady +i(—vy + uz)dz Ady =0
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Wir erinnern an das Lemma von Poincaré: Uber jeder sternférmigen offenen Menge ist jede
stetig differenzierbare geschlossene k-Form (k > 1) auch exakt.

Und wir erinnern an die Integralsitze: Sei A (hinreichend) glatt berandetes Kompaktum in
R2, A offen, OA der orientierte Rand von A. Nach dem Satz von Stokes ist fiir jede auf einer
Umgebung von A definierte stetig differenzierbare 1-Form:

/w = /dw
A A

Wir folgern (mit Liicken: unter anderem muss man die Stetigkeit der Ableitung komplex-
differenzierbarer Funktionen zeigen) hieraus fiir w = f(z)dz, bei holomorphem f:

[z = [agea) = [ L aznas—o
0A

A A N~~~ 2i dzAdy
0

Indem man noch fiir Zyklen argumentiert, und insbesondere Wege aneinanderreiht, kommt man
zum folgenden fiir die Funktionentheorie zentralen Satz (siehe z.B. [FL]).

Theorem 1.3.2 (Cauchyscher Integralsatz).
Sei U C C offen, U # (), f: U — C holomorph und I ein in U nullhomologer Zyklus. Dann

gilt
/f(z)dz = 0.
r

Speziell gilt: Ist U einfach zusammenhéngend, so ist f7 f(2)dz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg
v in U.

Zum Beweis: Wir betrachten den Fall, dass die komplexe Ableitung der Funktion f auch
stetig ist, und dass der Zyklus I" durch einen einzigen Weg ~: [a,b] — U gegeben ist, der im
mathematisch positiven Sinn als Randweg ein Gebiet S umléuft.

In dieser Situation kann der (in der MfP IIT bewiesene) Satz von Green

/ab (Fl(V(t))aFQ(’Y(t)))(Qgg)dtZ/S(%Fg(x,y)—%Fl(x,y))dxdy

(F ein C'-Vektorfeld auf U, S: die von I umlaufene Teilmenge von R?) verwendet werden:
Das Weg-Integral [, f(z)dz kann mit Hilfe von f = w4 iv und v(t) = 7 (t) + i72(t) als
Summe von zwei reellen Wegintegralen geschrieben werden

[ 71z = [ o) +ivG @) 610+ i)
b i [ 0
= [t o) (24 ar+i [ @i e (5)a @

Fiir Real- und Imaginérteil von kann dann jeweils der Satz von Green angewendet
werden. Damit ergibt sich:

AﬂWMZA(ﬂM%w—%mwMMwHAOM%w—%mwﬂwy

Beide Terme verschwinden aufgrund der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.
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Es existieren Beweise, die nicht die stetige Differenzierbarkeit von f voraussetzen [Ahl [Sa].
Mithilfe des Cauchyschen Integralsatzes werden wir zeigen, dass sich aus komplexer Differen-
zierbarkeit die Existenz aller hoheren Ableitungen ergibt. Insbesondere sind die Ableitungen
komplex differenzierbarer Funktionen also immer stetig. O]

Korollar 1.3.3. Sei U offen in C, f: U — C holomorph, und I'y,I'; seien in U homologe
Zyklen, d.h. j(¢;T1) = j(¢;Ty) Ve e C\ U. Dann gilt:

/ f(z)dz = / F(2)d=.

Beweis.
Seien
n n+m
I = Zkl% und I'y = Z (—k)y
=1 I=n+1
zwei in U homologe Zyklen, dann ist
n+m

Fi=Ty—Te = ki
1=1
nullhomolog in U, und aus

/f(z)dz = 0 folgt die Behauptung.
r
O

1 1/1 1
Beispiel 1.3.4. Sei f: C\ {0, -2} - C,z — m =3 (; T 2). Ist ¢ ein beliebiger

geschlossener Weg, der {0, —2} nicht trifft und der Windungszahl 0 um ¢; = —2 und Win-

dungszahl 2n um ¢, = 0 hat, so stimmt das Integral [ f(z)dz iiberein mit 27in, der Hélfte des
©

1
Integrals von — iiber den 2n-fach durchlaufenen Einheitskreis.
z

Korollar 1.3.5. Es seien vy; und 7, zwei Wege in einer offenen Menge U C C mit dem gleichen
Anfangspunkt u und dem gleichen Endpunkt v. Es gebe ferner eine Homotopie

e: [a,b] x [a, f] = U

von v in 7 innerhalb von U, welche Anfangs- und Endpunkte festlésst, d. h. ¢(a,£) = u und
(b, &) = v fiir alle £ € [a, #]. Dann gilt fiir jede auf U holomorphe Funktion f die Beziehung

/71 f(z)dz = /V2 f(z)dz.
Beweis.

Der Weg v3(t) := 5 (t —b+a) mit t € [b,2b—a] ist zu 7 dquivalent. Die Aneinanderreihungen
Y1 V 3 und 7, V 3 sind jeweils geschlossene Wege. Sie sind auch in U homotop:

] oet,6) fiira <t <0,
Y(t, ) = { v3(t) fiir b < t < 2b— a,
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ist ein Konturhomotopie innerhalb von U. Der Cauchysche Integralsatz bzw. Korollar
[1.3.3 liefert

/ f(z)dz+/ f(z)dz:/ f(z)dz+/ f(2)dz

71 73 72 V3

und damit die Behauptung. O

Wir halten noch fest:

Bemerkungen 1.3.6.

1. Seiy: I — C ein geschlossener Weg. Der Index j(-;7) ist auf jeder Zusammenhangskom-
ponente des Komplements C \ (/) der kompakten Menge () konstant.

2. Ist ein geschlossener Weg ~y in einer abgeschlossenen Kreisscheibe B,.(zp) enthalten, so ist
J(z;7v) = 0 fiir jedes z mit |z — zg| > r.

Definition 1.3.7 Sei U offen in C, ( € U und f: U \ {(} — C holomorph. Dann heifit
hebbare Singularitit von f, wenn es eine Umgebung B.(¢) € U von ( gibt, so dass f auf
B.(¢) \ {¢} definiert, beschrédnkt und differenzierbar ist.

Beispiel 1.3.8. 1) Sei f: C* — C, f(z) := ex, so ist 0 keine hebbare Singularitiat von f,

denn wegen lim e” = oo gibt es keine Umgebung U von 0, so dass f in U \ {0} beschrénkt ist.
zeR

2)Sei f: C*—=C, f(z):= "M Dann ist 0 eine hebbare Singularitit von f: Wegen
z

sin z sinz — sin0

lim = lim —_0 = cos0
o e
gibt es zu € := 1 ein § > 0 mit
sin z sin z
—1‘ <1, also < 2 fiir z € B;(0).
z z

(Es stellt sich heraus, dass man f in jeder hebbaren Singularitit stetig ergénzen kann.)

Bemerkungen 1.3.9 (Ubung). Sei U offen in C, ¢ € U,
fUN{¢—=C
sei differenzierbar und ( sei eine hebbare Singularitit von f. Sei
¢: la,b] = C

ein geschlossener Weg mit |p| C U \ {¢}. Es sei ¢ nullhomolog in U. Dann ist

/f(z)dz = 0.
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Dies folgert man mit Hilfe der Formel aus ((1.2.11]).

Theorem 1.3.10 (Cauchysche Integralformel). Sei U offen in C, ¢ ein geschlossener Weg in
U, und ¢ sei nullhomolog in U. Weiterhin sei ¢ € U, ¢ ¢ |p|. Dann gilt fiir jede holomorphe
Funktion f: U — C

L fz)
%/ngz—y(c,s&)%(o-

Hierbei wird fiir die Windungszahl j((; ¢) die offene Menge U \ {(} betrachtet.
Die Aussage gilt analog auch fiir Zykel I" statt Wege ¢.

Beweis.
Wir beweisen den Spezialfall I' = ¢. (Fiir den allgemeinen Satz, siche z.B. [FL]).
Es ist g(z) := Lg(o auf U \ {¢} definiert und holomorph. Es existiert
Z —_—

lim g(z) = f'(¢),

z—(

27#¢

also gibt es zu € > 0 eine Umgebung U von ¢, so dass gilt

2 e UN{C} = lg(2) = (Ol <,

also |g(2)| < |f'(¢)| +¢ fiir z € U\ {¢}. Damit ist also g auf U \ {¢} beschrénkt und ¢ ist somit
hebbare Singularitit von g. Deshalb ist

/g(z)dz =0, also

@

(), _ (SO,
z—{dz_ Z—Cd

12 ®

und die rechte Seite ist, nach (|1.2.16)), gleich

f(Q) - 2mi- §(C5 ).
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Bemerkungen 1.3.11. 1) Die Formel ist oft niitzlich, um Integrale auszurechnen.
2) Ist j(G @) # 0, so gilt

v e,
m‘zm-j(c;so)! —

d.h. man kann den Funktionswert f({) einer holomorphen Funktion f in einem Punkt ¢ im
Inneren von |p| ausrechnen, wenn man f(z) fiir z € |p|, also auf dem Rand der von ¢ einge-
schlossenen Menge, kennt.

Betrachtet man eine holomorphe Funktion f und eine Kreisscheibe um ¢, so ist f(¢) ins-
besondere durch ein Mittel iiber den Rand der Kreisscheibe festgelegt; ein entsprechender Satz
gilt allgemein fiir harmonische Funktionen (vgl. MfP III 4.2.1), und es sind ja nach Korollar
die beiden reellwertigen Funktionen Ref und Imjf harmonisch, wenn f zweimal stetig
differenzierbar ist.

Theorem 1.3.12. Sei f: U — C holomorph. Dann ist f komplex-analytisch. Genauer: Sei
2o € Uund p € R, p >0, so dass B,(z9) C U ist, dann gibt es eine Potenzreihe ) a,(z — 2)"

n=0
mit einem Konvergenzradius > p, so dass

f(z) = Zan(z — 2p)" fiir alle z € B,(z),
n=0

und fiir jedes r mit 0 < r < p gilt

1 f(2)
Y e A —
a ~ / (2 — zp)mH! <
OBr(z0)

wobei 0B, (%) der einmal positiv durchlaufene Rand von B, (zy) ist. Des Weiteren gilt fiir die
Koeffizienten a,, die Abschéitzung:

la,| < % mit M, = max{|f(§)|,( € Br(zo)}

fiir jedes r mit 0 < r < p.

Beweis.
Fir z € B,(z) wahlen wir ein festes r mit |z — 29| < r < p und betrachten den Weg
B: 10,27 — C, B(t) := 29 + re®.
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Nach der Cauchyschen Integralformel gilt
1 f

dc. (4)

Fir ¢ € |B] ist | — 20| =7 > |z — 20|. In dem Fall ist:

1 B 1 . 1 B 1 s Z— 2 n . B B
(—z (—z l1—z=2 ¢ Z(C—Zo) fir |z — 2| < |¢ — 2o (5)

— Z
¢—=0 0 n=0

Man sieht nun leicht, dass ein wesentlicher Teil der Behauptung folgen wiirde, wenn man den
Integranden auf der rechten Seite von (4]) mithilfe von als eine Potenzreihe in Potenzen von
2z — zp darstellt, und die Integration mit der Summation vertauschen diirfte,

1 [ f(C 1 ; f(¢ > .
f(Z>:%/BC<_)ZdC:%n:0(Z—Zo) /ﬁﬁdcznz:o(z—zo) A, -

Um die Vertauschbarkeit von Summation und Integration zu zeigen, sehen wir uns das Integral
in (4) etwas genauer an:

(&)
f@2m!<2:ww%WH 5@)“

n=0
12”i (2 = 20)"f (20 + re™)
z2—20)" f(zg + 7€) -1
= n t dt7 n t = .
27'('7: ( 70‘9 ( >> g ( ) rneznt
0 n=

Die Funktion f ist in B,(z) holomorph, insbesondere stetig, also auf der kompakten Menge
B,(zp) beschrénkt:

F(O) < M, fiir ¢ € By(z0).

Daher ist | o, | X
z — zZo|" M, Z— 2y
< 4 = = =7
n(0)] < 2y ()
——"
<1

Fiir ¢t € [0, 27] sind die Summanden g, (¢) beschrénkt und es existiert eine konvergente Majo-
rante fiir die Reihe Y 7 |, (t)|, also konvergiert die Reihe > g, (t) gleichméBig und absolut
auf [0, 27], und wir konnen Summation und Integration vertauschen:

2T
- =1 (z—20)"f(re" 4+ z0)i , > | ()
fz) = Z% 2 / rneint dt = ZO(Z — )" 271 / (¢ — Zo)nﬂdc7
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wobei dieses Integral unabhéngig von r ist fiir r < p.
Die letzte Aussage des Satzes folgt aus der Formel fiir a,, im Beweis oben:

1 f(Q)
n=5— [ 75 5d
o (¢ — zp)nt1 ¢
B
mit der Abschitzungsformel (1.2.11)), wobei L(3) = 2. O

Korollar 1.3.13.

1. Sei U C C offen und f: U — C einmal komplex differenzierbar. Dann ist die Funktion f
in U beliebig oft komplex differenzierbar und somit beliebig oft stetig differenzierbar. Es
folgt auch, dass Real- und Imaginérteil einer holomorphen Funktion harmonische glatte
reellwertige Funktionen sind.

2. Die Nullstellenmenge jeder iiber einem Gebiet A nicht konstanten holomorphen Funktion
besitzt in A keine Haufungspunkte.

Beweis.
Nach Satz[1.3.12]ist f in jedem z € U analytisch,

Zan(z —20)" = f(2).

Nach Satz [L.1.10 ist .
f'(z) = Z na,(z —a)" ",
n=1

und wir erhalten erneut eine komplex differenzierbare Funktion auf U. Aus dem Prinzip der
Isoliertheit der Nullstellen analytischer Funktionen [1.1.19]folgt auch die zweite Behauptung. O

Satz 1.3.14 (Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen). Sei f: U — C holomorph,
2o € U und p > 0 mit B,(zp) € U. Dann gilt fiir r < p

f(”)(zo):n—! / Lz)dz

271 (z — zo)"H!
9B, (20)

oder allgemeiner, fiir einen in U nullhomologen Zyklus I' mit zy ¢ |I'|:

HaniT) - £00) = o [ Lo
r

(Wieder wird fiir j(2o; ") die Menge U \ {29} betrachtet.)

Beweis. .
Wieder fiir den Spezialfall I' = ¢ = 9B,.(z0): Mit f(z) = > an(z — 20)" fiir |2 — 29| < p und
n=0
der Formel aus [1.3.12] folgt
1
I = 5 / %dzfﬁrjedesrm1t0<r<p.
9By (20)
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1
Aus Satz [1.1.10 erhdlt man a,, = —'f(")(zo) und die Behauptung. O
n!

Bemerkungen 1.3.15. Es gibt offenbar nicht konstante reell-differenzierbare Funktionen wie
z.B. sin: R — R, die auf ganz R differenzierbar und beschréankt sind. Aus der Abschétzungs-
formel fiir die Koeffizienten a,, im Satz (1.3.12)) erhélt man jedoch fiir komplex-differenzierbare
Funktionen den folgenden Satz.

Satz 1.3.16 (Satz von Liouville). Jede auf ganz C holomorphe beschrinkte Funktion mit
Werten in C (oder allgemeiner einem komplexen Banachraum F) ist konstant.

Beweis.

Ist f auf C beschrénkt, so gibt es ein M € R, mit

lf(z)| <M VzeC.

Da f auf ganz C komplex differenzierbar ist, hat man fiir jedes p > 0 eine Potenzreihenent-
wicklung

f(z) =3 a2 fiir 2] < p,
n=0

die nach dem Cauchyschen Integralsatz nicht von p abhéngt, also gilt fiir alle z € C:

f(z) = ianz" mit a, = L (Z)d
n=0

o2mi ntl
0By (0)

fiir beliebiges > 0. Aus der Abschitzungsformel (|1.2.11)) wissen wir

M
la,| < —.
/rn'n

Da hier r beliebig grofi gewéahlt werden kann, folgt
la,| =0 Vn>1,

Also f(z) = ap. O

Mit Hilfe des Satzes von Liouville erhalt man einen kurzen Beweis fiir den Fundamentalsatz
der Algebra (siche MfP I):

Korollar 1.3.17 (Fundamentalsatz der Algebra).
Es sei P(z) ein nicht-konstantes Polynom mit komplexen Koeffizienten. Dann hat P(z) eine
komplexe Nullstelle.

Beweis.
Beweis durch Widerspruch: Die allgemeine Aussage folgt leicht aus dem Fall, dass P(z) die
Form P(z) = ag+ a1z + ...+ ap_12"" '+ 2" mit n > 1 hat. Angenommen, es gilt P(z) # 0 fiir

alle z € C. Dann ist )

P(z)

f:C—=C, f(z):=
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nach der Quotientenregel in ganz C holomorph. Wir setzen

1
R:= 2n-max{|a0|,...,|an_1|,2—} > 1,
n

Als stetige Funktion ist f auf jeder kompakten Menge beschréankt, insbesondere auf der kom-
pakten Menge Br(0). Auch auBerhalb dieser Kreisscheibe ist f(z) = 5 beschrinkt, denn

P(2)
P(z) lasst sich fiir |z] > R wie folgt abschétzen:
5~ ol _ Ll B
PG 2 el = Y faellelt 2 [of" = 32 Zjape g EE DS 2L
k=0 k=0
1 2
also < — fir |z| > R.
|P(z)] = R"

(Im ersten Schritt benutzen wir die Dreiecksungleichung, im zweiten Schritt |ax| < R/2n <
|z|/2n fir k = 1,...,n — 1, was aus der Definition von R und R < |z| folgt, und im dritten
Schritt |z[* < |z| fiir k < n.)

Nach dem Satz von Liouville ist f konstant in C und damit auch P. Aber P hat Grad

n > 1, kann somit nicht konstant sein. Aus dem Widerspruch folgt die Existenz einer Nullstelle.
(I
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1.4 Laurentzerlegung

Der Satz von Liouville zeigt, dass es “wenige” holomorphe Funktionen gibt; zum Beispiel gibt
es wenige auf C doppelt-periodische Funktionen. Es ist daher wichtig, eine groflere Funktionen-
klasse zur Verfiigung zu haben. Dazu lassen wir einzelne Punkte einem Gebiet der komplexen
Ebene zu, an denen eine holomorphe Funktion nicht definiert sein muss, sogenannte isolierte
Singularitdten.

Definition 1.4.1
1. Unter einer unendlichen Reihe der Form )

[e.9]
n=—oo

Eine solche Reihe heifit konvergent, wenn die beiden Reihen ) . a, und >~ a_, kon-

vergieren. Dann heifit ihre Summe ) > ja, + > -, a_, der Grenzwert von ) .~ a

n=-—oo ~N*

a, versteht man das Paar von Reihen

2. Analog fiihrt man die Begriffe der absoluten und der gleichméfigen Konvergenz fiir solche
Reihen ein.

3. Eine Laurentreihe mit Entwicklungspunkt z, € C und Werten in C ist, wie in 1.), gegeben
durch die Reihe bzw. Reihen

o0 o0 1 n o
n\< — "= -n n\~ — n’ it ne@,
Z an(z — 29) a (z—zo) +nZ:%a (z — 20)", mita

n=-—o00 n=1
NG

-~ -~

h g

welche man Hauptteil (h) bzw. Nebenteil (g) nennt. Insbesondere: Die Laurentreihe heifst
konvergent in z, wenn sowohl der Haupt- als auch der Nebenteil in z konvergieren.

Bemerkungen 1.4.2. Bei einer Laurentreihe ) > ja,(z — 29)™ ist der Nebenteil eine Potenz-
reihe in z — 2y und es gibt einen Konvergenzradius R € [0, 00|, so dass

oo
Z an(z — z9)" fur |z — 29| < R konvergiert,

n=0

und der Hauptteil ist eine Potenzreihe in ( := =50 ©8 gibt also einen Konvergenzradius p €

[0, 00] von >~ a_,¢", d.h. fir r:= % € [0, o] konvergiert

o0
Za_n(z —29)" " wenn |z — zg| >
n=1

Insgesamt haben wir also ein (eventuell leeres) Ringgebiet
K, r(z) :={2 € Clr < |z — 2| < R},

in dem die Laurentreihe konvergiert. Des Weiteren gilt:

(i) Es seien ', R mit r < " < R’ < R, dann konvergiert die Laurentreihe in der Menge
{z € C|r' < |z — 20| < R’} gleichméBig.

(ii) Fir |2 — 20| <7 oder |z — z| > R divergiert die Laurentreihe.
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Mit (i) erhélt man:

Korollar 1.4.3. Die Laurentreihe f(z) :==> .72 _ a,(z — 29)" konvergiere im Kreisring

K, r(z) ={z € Clr < |z — %| < R}.

Dann ist durch f dort eine komplex differenzierbare Funktion gegeben, mit

o0

Fz)= ) nan(z—z)"

n=—oo

Ist a_; =0, so ist

an n ..
F(z):= Z - 1(2 — 29)" fiir 2 € K, p(20)

eine Stammfunktion von f.

Beispiel 1.4.4. Sei

J(z):= z(z—li(z—Q):%(i_2iz)'

Mit der geometrischen Reihe erhélt man fiir die drei Kreisringe um 0, in denen f holomorph

ist, die folgenden Laurent-Entwicklungen:

Mo 0

Koy.1(0) K 5(0) K5 +(0)

1 1 1 1 1

= -——:+: — _ = — —_— _ _— = _—
22 1—z71 22 1-2/z 22 zn 22 Zn z"

n=0 n= n=3

Satz 1.4.5 (Integralformel fiir die Laurentkoeffizienten). Konvergiert >

Kreisring K, r(zp) gegen die Funktion f, so gilt

_ 1 f(©)
"o ) T

Kp
fiir jeden kreisférmigen Weg

Kp: 0,27 = C, K,(t) == 20 + pe't, mit p € (r, R).
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Beweis.

Nach Folgerung besitzt

_fE)

z— 2z 2z — 2z

eine Stammfunktion in K, g(2), also ist

P P

Mit [ % = 2mi folgt die Behauptung. O

4 {—z0

Fiir Folgerung gilt auch die Umkehrung:

Satz 1.4.6. Jede in einem Kreisring K, (%) holomorphe Funktion f besitzt in diesem eine
Laurententwicklung

o

noo 1 J(¢
f(z) = Zan(z—z()) mit n =5 Hp#d(, n € Z,

n=—oo

wobei p € (r, R) und A
Kp: [0,27] = C, k,(t) := 20 + pe™.

Wie in Satz (|1.4.5)) gilt hierbei die Eindeutigkeit der Entwicklung bzw. der Koeffizienten a,,.

Beweis.
Sei z € K, g(z), dann wihlen wir ry,ro mit r <r; < |z — 29| <rs < R

und den Zyklus
[:=a; —a; mit a;: [0,27] = C, a;(t) := 2o + ;e

Beziiglich K, g(z0) \ {2z} ist j(2;T') = j(z; a2) = 1, und nach der Cauchyschen Integralformel

f6) =5 | 1O 4,

2w Jr (=2
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denn I ist nullhomolog in K, g(2), also

f(z) =g(z) + h(z), g(z) = i mdC, h(z) := —L/ &dc.

270 J o, C — 2 270 Jo, C— 2
Hauptteil: Fur ¢ € |oy| haben wir
¢ — 20

|C— Zo| =T, |Z - zo| >y, also
Z— 20

<1,

und wir konnen —C% folgendermaflen in negative Potenzen von ﬁ entwickeln:

IS N S (S )

B IE=SCEENL

-z Z—Z — St
C o 1 z—20 p=1

eine auf {¢ € C|¢ € |ay|} gleichmé&Big konvergente Reihe. Wir haben also

1 . 1
—5= €_ng Zb z—2)7P mit b= /f ¢ — )P~ ldC.

aq

Wir setzen a_,, := b, fiir n € N; das ergibt den Hauptteil der Laurentreihe.

Nebenteil: Fir ¢ € |as| benutzen wir eine Entwicklung in positive Potenzen von z — zy:

I — 20| =79, |2— 20| <7, also Sy I 1,
1 1 1 = (z—z)"
C_ZZC_Z,O == T)HH’ und somit
—ZO n= O
1 f(Q)
d n(z — it a,:= ——=—dC.
/ -2 (= Za z—2z)" mit a 9 =z ¢

Das ergibt den Nebenteil der Laurentreihe. Da man r5 beliebig nahe an R und r; beliebig nahe
an r wihlen kann, und da die a, nach ([1.4.5)) eindeutig bestimmt sind, folgt

o

flz) = Z an(z — 29)" fur r < |z — 29| < R,

n=—oo

und da sich die Integrale iiber o; und ay nicht &ndern, wenn man 7, und ry innerhalb von (r, R)

andert, folgt
1 f(©)

o v, (C— 20)H1 d¢

mit beliebigem p € (7, R). O

ap =

Beispiel 1.4.7. Die gebrochen rationale Funktion

2
/(z) = 22 —4z+3
ist auf C\ {1,3} definiert. Wir konnen sie schreiben als
1 1
J2) = —: =3
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Wir suchen die Laurententwicklung von f auf dem Ringgebiet K; 3(0). Fiir |2| > 1 gilt

o0 oo

1 11 1 1 1
i v D D Dby
z n=0 n=0
Fiir |z| < 3 gilt dagegen
1 1 1 1 o= /2\" .
z—3__§'1—§__§';<§> __nz_o?’"“'

Auf dem Ringgebiet K 3(0) ist somit f(z) = g(z) + h(1/z), mit der fiir |2| < 1 konvergenten
Reihe

h(z) = — Z 2"
n=1
und der fiir |z| < 3 konvergenten Reihe
oo Zn
9(2) = _Z gnt1’
n=0

Bemerkungen 1.4.8. Es sei U C C offen und z ein isolierter Punkt von {2} U(C\ U); ohne
Einschréankung betrachten wir eine punktierte Umgebung U der Form {z € C | 0 < |z—2| < €}
von zy, die keine weiteren Punkte von C\ U trifft. Es sei

f:U—=C

holomorph. Wir wollen die Art der “isolierten Singularitit” z; naher beschreiben. Zun#chst:
2o kann eine hebbare Singularitét sein, siehe ([1.3.7)). Ist zy hebbar, so kann f holomorph in zy
fortgesetzt werden:

Satz 1.4.9 (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Sei U C C offen zp € U und f: U \ {20} — C
holomorph. Es sei z; eine hebbare Singularitit von f. Dann gibt es eine holomorphe Funktion
g: U — C mit

I {0} =

Beweis.
Nach der Definition hebbarer Singularitéiten gibt es ein r > 0, so dass f in B,(z0) \ {20}
beschrankt ist, etwa |f(2)| < M fir z € B,(z0) \ {z0}. Wir setzen

p:U—=C, ¢lz):= { (2= 20)7f(2) fiir 2 # 2,

0 fiir z = 2.

Dann ist ¢ in U \ {z} differenzierbar, und auch in zp, denn es existiert

. p(2) — o) _ _
. A a) () =0

z#20 2#20

wegen |f(z)| < M fir z € B,(2) \ {20}, also ist

¢'(20) = 0.
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Daher hat ¢ in B,(2g) eine Potenzreihenentwicklung

[o.¢]
E an(z — z)"

n=0

mit ag = ¢(29) = 0 und a1 = ¢'(zp) = 0. Somit ist ¢(z) = i n(z — 20)",

= Zan(z — 20)"? fiir z € B,(20) \ {20},

n=2

und ¢(z) := > 07, an(z — 20)"? ist die gesuchte Fortsetzung von f. O

Definition 1.4.10 Sei U C C offen und f: U — C sei in einer (punktierten) Umgebung von
2o € U holomorph. Wir definieren im Folgenden die Ordnung w(zo; f) von zy beziiglich f und
unterscheiden dabei drei Fiélle.

1. Ist zy hebbare Singularitéit oder ist f in zy holomorph, so definieren wir w(zy; f) durch die
Nullstellenordnung von zy. Genauer: Existiert eine Umgebung von zy, auf der f konstant
0 ist, setzen wir w(zg; f) = oco. Ist m die grofite natiirliche Zahl k fiir die (z — 29) 7% - f(2)
in zg holomorph fortsetzbar ist, so ist w(zg; f) = m.

2. Wir nennen z, einen Pol von f, wenn z, nicht hebbar ist, aber eine Zahl k € N existiert,
so dass zy eine hebbare Singularitéit von (z — 29)* - f(2) ist. Das kleinste k € N mit dieser
FEigenschaft heifit die Polstellenordnung von zy. In dem Fall, dass zy ein Pol der Ordnung
k > 1 ist, definieren wir w(zo; f) = —k. (Man beachte das Vorzeichen: Fiir Pole ist w(zo; f)
negativ.)

3. Wir nennen z, einen wesentlich singuldren Punkt oder eine wesentliche Singularitéit von
f, wenn zy weder hebbar noch ein Pol ist. Wenn z, eine wesentliche Singularitét von f
ist, dann setzen wir w(zo; f) = —o0.

Beispiel 1.4.11. Die Funktion f(z) = %, die auf C\ {0} definiert ist, hat in z = 0 einen Pol
der Ordnung 2.

Bemerkungen 1.4.12 (Laurentzerlegung). Sei U offen in C, zp € U, f: U \ {2z} — C holo-
morph und z; eine isolierte Singularitit von f. Dann hat man eine Laurent-Entwicklung von f
um 2g in Ko g(z0):

f(2) = ¢(2) + h(z),
wobei ¢(z) der Nebenteil und h(z) der Hauptteil ist, also

M=

Die Koeffizienten der Laurentreihe sind eindeutig bestimmt, siche ([1.4.5)). Deshalb gilt:

1.) 2 ist genau dann eine hebbare Singularitit, wenn h = 0 ist.



2.) zp ist genau dann ein Pol von f, wenn h eine von 0 verschiedene endliche Summe ist, und
zwar ist 2y genau dann ein Pol der Ordnung k, wenn gilt

k

h(z) = Z (za——,zo)” mit a_g # 0.

n=1

3.) zp ist genau dann eine wesentliche Singularitdt, wenn unendlich viele a_,,n € N im
Hauptteil h(z) ungleich 0 sind.

Man zeigt leicht:

Lemma 1.4.13.

1. Sind sowohl f als auch g auf U = {z € C| 0 < |z — 2| < r} definierte holomorphe
Funktionen mit Werten in C, so gilt:

Es ist w(zo; f +g) = min (w(z0; f), w(20; 9)), wobei w(zo; f + g) = min (w(20; f), w(z0; 9)),
wenn w(zo; f) und w(zp; g) verschieden sind.

Es ist w(zo; fg) = w(zo0; f) +w(20; g), falls beide Zahlen w(zo; f) und w(zp; ¢g) endlich sind.

2. Ist f auf U holomorph und ist die Ordnung m von z, beziiglich f endlich, so existiert
ein 7’ mit 0 < 7’ < r, so dass 1/f auf der durch 0 < |z — 29| < 7’ gegebenen, offenen
punktierten Kreisscheibe holomorph ist, mit

w(20;1/f) = —w(zo; ).

1
Beispiel 1.4.14. 1) Sei f: C\ {0} — C, f(z) := sin —, dann ist fiir z # 0:
2

00 (2—1)2n+1 > »—2n—1
1) = 20 oy = LY o
1 =3 55
BT TI

Das ist die Laurententwicklung von f um 0. Hier sind unendlich viele der a_,, ungleich 0 (die
mit ungeradem n). Also ist 0 eine wesentliche Singularitéit von f.

2) Sei f: B,(0)\ {0} = C, f(z):= ﬁ dann existiert

z

li = li = 1.
200 /) y—% sin z !
z#0 270

Damit ist 0 also eine hebbare Singularitdt von f, denn g: B,(0) — C,

1 fiir 2 =0,
9(z) = - fiir 2 # 0,

sin z

ist in B;(0) holomorph (mit ¢’(0) = 0) und setzt f fort.
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1 1
3)Sei f: B-(0)\{0} - C, f(z):= ——. Dannist f(z) = —-g(z) mit der in (2) definierten,
sin z z
auf B,(0) holomorphen, Funktion g , also gibt es ag, aj, ... € C mit

g(z) = Z a,z" fir |z] < 7 und damit

n=0

a - :
f(z) = ;0 + Zlanz”_l mit ag = ¢g(0) =1#0,

also ist 0 ein Pol der Ordnung 1 von f.

Definition 1.4.15 Sei U C C offen. Es gebe eine Menge S C U von isolierten Punkten, so
dass

(i) f: U\ S — C holomorph ist, und

(ii) die Elemente von S sdmtlich Pole oder hebbare Singularitédten von f sind.

Dann heifit f eine meromorphe Funktion auf U.

Beispiel 1.4.16. 1. Sei R eine komplexe rationale Funktion, also
P
R(z) = £&)
Q(z)

mit Polynomfunktionen P, Q) € C[z], wobei @) (ohne Einschriankung) normiert sei. Dann
ist nach dem Fundamentalsatz der Algebra die Menge S := {z € C| Q(z) = 0} endlich,
und R: C\ S — C holomorph, und wir kénnen )(z) in Linearfaktoren zerlegen,

Qz) = H(z —¢)° mit s, € N.
qgeSs
Fiir alle p € S kénnen wir in einer passenden Umgebung
1
— . f(z
(z —p)r )

mit einer in p holomorphen Funktion f schreiben, d.h. dass R in p also einen Pol der
Vielfachheit hochstens s, hat, wenn s, die Vielfachheit der Nullstelle p von Q(z) ist.

R(z) =

2. Fiir die Tangensfunktion tan: C — C findet man: tan ist meromorph, alle Pole sind
einfache Pole.

Wir wollen noch die Situation an wesentlichen Singularitdten beschreiben:

Theorem 1.4.17 (Satz von Picard).
Sei 29 € C eine wesentliche Singularitét der analytischen Funktion f: U — C. Dann sind

nur zwei Félle méglich: Fiir jede punktierte Umgebung U von z gilt f (U) = C, oder es gilt
f(U) =C\ {c} fiir genau ein ¢ € C.

Mit anderen Worten: eine analytische Funktion nimmt in jeder Umgebung einer wesentlichen
Singularitéit zg jeden Wert mit hochstens einer Ausnahme an. FEine komplexwertige Funktion
f ist also “extrem nervos” in der Néhe einer wesentlichen Singularitdt. Als Beispiel betrachte
man die Funktion f(z) = e'/# um den Punkt z, = 0.

Die fiir den Beweis dieser Aussage nétigen Methoden kénnen wir allerdings in dieser Vor-
lesung nicht bereit stellen. Wir verweisen auf Kapitel 10.4 von Reinhold Remmert und Georg
Schumacher: Funktionentheorie 2, dritte Auflage, Springer 2007.
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1.5 Der Residuensatz

Wir hatten schon im Korollar gesehen, dass fiir jeden geschlossenen Weg ¢ das Integral
f@ 2Fdz fiir k # —1 verschwindet, weil die monomiale Funktion z + 2*¥ dann eine Stamm-
funktion hat. Dies legt eine besondere Rolle des Koeffizienten a_; in einer Laurententwicklung
nahe.

Definition 1.5.1
Sei eine Funktion f mit Werten in C (oder einem Banachraum E), auf der offenen Menge
U:={z¢€ C|0< |z— 2| < r} analytisch, und z, eine Singularitit von f. Der Koeffizient
a_1 im Hauptteil der Laurententwicklung von f um zy wird das Residuum von f im Punkt z,
genannt. Wir schreiben

a_y =: Res,—,, f.

Bemerkungen 1.5.2.
1. Nach der Koeffizientenformel aus Satz fiir Laurentreihen ist das Residuum gleich
dem Mittelungsintegral

fiir p klein genug.

2. Ist die Singularitdt von f in zy hebbar, so ist nach dem Cauchyschen Integralsatz [1.3.2]
das Residuum Res,_,, f = 0.

3. Eine analytische Funktion f(z) habe einen Pol der Ordnung m an der Stelle zy, so dass
wir als Laurentreihe finden

f(Z) = a—m(z - ZO)_m + a—m+1(Z — Zo)_m+1 4+ ...,
Dann hat die Funktion
(Z - ZO>mf(Z) = G_m + a_m.H(Z — Zo) + ...

eine hebbare Singularitét in z5. Wir setzen sie holomorph fort. Dann gilt die fiir praktische
Rechnungen wichtige Formel

o dmfl
() Resf o =t (G- a9,

Beispiel 1.5.3.
1. Betrachte fiir z # 0 die Funktion f(z) = . Aus der Reihenentwicklung der cosinus-

Funktion )

COSZ:1—§:|:...

fiir alle z € C folgt Res,—o f = 1.
2. Betrachte fiir z # 0 die Funktion f(z) = e'/?. Wegen der Reihenentwicklung

o

11
= i

n=0

fiir z # 0 folgt Res.—qe'/* = 1.
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3. Betrachte fiir z # 0 die Funktion f(z) = ¢!/ = Aus der gleichen Reihenentwicklung fiir
= # 0 folgt Res,_g e/ = 0.

4. Sei U offen in C und zy € U. Die Funktionen g,h: U — C seien holomorph. Ferner gelte
g(z0) # 0 und h habe in zy eine einfache Nullstelle, d.h. es gibt eine Potenzreihenentwick-

lung h(z) = > 7 by(z — 20)™ mit h'(z9) = by # 0.

Dann existiert

Im =00y =7
und
Res (2) = 9(z0)
=\ h'(z0)
z+2

5. Die Funktion f(z) := hat in 2y = 3 einen dreifachen Pol. Sei

(z—=3)3(2+3)

z+2 1
= (z—3)* = =1-
o) = (=3P = e =1
so ist ¢"(z) = (z—_i——3)3’ also wegen (%)
1 -2 1
Res, 5 f=—— = ——
e A TN EWRE R VT;

6. Sei U offen in C, z5 € U, und 0 # f meromorph auf U. Dann gilt fiir die logarithmische
Ableitung

F:U\{2}—C, F(z2):=

Res.—.,(F) = w(zo0; f).
Denn: Es existiert ein m € Z,
f(z) = (2= 20)"9(2),
wobei g(zp) # 0 und g holomorph in einer Umgebung von zy. Es ist
f'(z) =m(z — 2)""g(2) + (2 = 20)"¢ (),

e m d()
f(2) z—z  g(2)

F(z)

(
9(2)

wobei wegen ¢(zp) # 0 in einer Umgebung von zy holomorph ist. Also ist

Res,—.,(F) = m.

Wir konnen nun einen weiteren zentralen Satz der Funktionentheorie formulieren:
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Theorem 1.5.4 (Residuensatz). Sei U offen in C, (b,) eine endliche oder unendliche Folge
verschiedener Punkte von U und S die Menge der Punkte dieser Folge. Alle Punkte von S seien
in U isolierte Punkte. Es sei

f: U\ S — C holomorph,

I sei ein Zyklus in U \ S, T nullhomolog in U. Dann gilt
[ #:)d =25 Y 0T Resc, .
r n

Dabei gibt es auf der rechten Seite nur endliche viele von Null verschiedene Glieder.

/;/——+»

-

Bewelis.

1. Wir kénnen die holomorphe Funktion f auf alle hebbaren singuldren Punkte in S analy-
tisch ausdehnen. Wegen Res,_;, f = 0 fiir hebbare singulédre oder nicht-singulédre Punkte
tragen solche b, zur Summe auf der rechten Seite nicht bei. Daher kénnen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass jedes b, € S ein nicht hebbarer singulérer
Punkt fiir f ist.

2. Es ist der Abschluss

G eUi(=T) £ 0}
der Menge der Punkte, die in Bezug auf I" nicht-verschwindenen Index haben, in C kom-
pakt und in der offenen Menge U enthalten, vgl. Bem.[1.3.6] Das heiit, {z € U|j(2;T) # 0}
ist eine relativ kompakte Teilmenge von U. Eine relativ kompakte Teilmenge von U ohne
Hiaufungspunkte enthilt aber nur endlich viele Punkte. Daher sei ab jetzt S = {by,...,b,}
mit n € N.

3. Sei -
T=> k
j=1

mit k; € Z, m € N und geschlossenen Wegen ~; in U \ S. Um jedes b; nehmen wir einen
kleinen Kreis mit Radius 7;, so dass

By (b) \{br} SUN\S

ist, und dazu einen Weg ¢;, der den Rand dieses Kreises genau j(b;; I')-mal durchlauft.
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4. Sei .
d = Z 1,
I=1

Dann ist auch ® ~¢ 0, und es gilt
P ~ins T

Nach dem Cauchyschen Integralsatz, genauer der Folgerung [1.3.3] gilt

[ 568" [ s :i [ ftepa:

=271 > j(bi;T) Res.—, f,
[
wobei wir im letzten Schritt die Entwicklung in eine gleichméfig konvergente Laurent-
Reihe, siche Satz [1.4.6] und die Definition des Residuums benutzt haben.

O

Der Residuensatz erlaubt es, explizit bestimmte Integrale auszurechnen, die zum Teil im
Rahmen der reellen Analysis nicht elementar zugénglich sind. Wir bringen ein erstes Beispiel
und diskutieren einige Beispielklassen.

Beispiel 1.5.5. Zu berechnen ist das Integral ffooo COC;”EI. Dazu integrieren wir die Funktion
L iiber den Rand ¢, des folgenden Rechtecks

cosh z

Im

_71+Z7T T+Z7T

Y

Re

und finden fiir das Integral {iber den Rand ¢,

/ dz _/r dt /T dt +/” 1dt /7r idt
oo coshz ) cosht ) cosh(t+im) J, cosh(r+it) Jy cosh(—r+it)’

Nun gilt

" dt 1
— | <7m- su
/0 cosh(r + it) ‘ - te[oﬁ] | cosh 7 cost + isinh 7 sin ¢|

1 T
=7 sup =

= — ’
t€[0,m] \/ cosh®rcos2t + sinh?rsin?¢  sinhr

da das Minimum der Funktion t ~ cosh®r cos?t + sinh®rsin?¢ im Intervall [0, 7] bei t = 7/2
angenommen wird.

Wegen lim,_,, sinh r = oo ergibt sich der Grenzwert des Randintegrals zu

. dz /OO dt /Oo dt
im = - _—
r—oc J, coshz _wcosht J__ cosh(t+im)’

20




wegen cosh(t + im) = — cosht folgt aus dem Residuensatz

*dt , 1
2/00 cosht 2m Z Res:— (COShZ) ’

O0<Ima<mn

denn auf der reellen Achse hat die Funktion @ keine Singularitdten. Fiir 0 < Ima < 7 ist

cosha = 0 nur fiir @ = 7. Es ist ¢ ein einfacher Pol wegen cosh'(i5) = sinh(i5) = isinf =

i # 0. Nach Formel (1.5.3))(4.) ist daher das Residuum

1 1
Res,—;x = = —1,
2 \ cosh z cosh (z%)

/ < dt R 1
= im Res,—;r =T.
_oo COsht 2 cosh z

und somit schliefllich

Korollar 1.5.6 (Typ 1).
Seien p(z,y) und ¢(z,y) Polynome mit reellen bzw. komplexen Koeffizienten in zwei Unbe-
stimmten. Sei ¢(z,y) # 0 fiir alle z,y € R mit 22 + y? = 1. Setze

R(z,y) =

Dann gilt
27
/ R(cost,sint)dt = 27 Z Res,—q f,
0

a€B1(0)

wobei f die rationale Funktion

f(2) = LR+ 1), Az~ 1)

ist. Man beachte, dass in der Summe wieder tatséchlich nur endlich viele Terme beitragen.

Beweis.

e Fiir alle z € C mit |z| =1 ist 7= 1 und daher

1 1 1 1 1 1
— —_ = — ) = _ —_—) = — — 7 :I
5 (z + z) i (2 4+ %) = Rez, % (2 z) 5 (z—2z) =Imz

reell. Wegen (Rez)? + (Imz)? = 1 ist g(Rez, Imz) # 0 fiir alle z auf dem Einheitskreis in
der komplexen Ebene, also hat die rationale Funktion f auf dem Einheitskreis keine Pole.

e Nach dem Residuensatz ist daher

1
27 Z Res,—, f = 7 /BBl(O) f(2)dz

a€B1(0)

1 1
= —/ “R(3(z+1),2:(2—1))dz  [Defn. von f]
8B, (0)

7 z

1 [ , . 4 . L 2m
== / R(5(e" +e™™), (" —e ™)) e tie"dt = / R(cost,sint)dt.
tJo 0
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Beispiel 1.5.7 (zu Typ 1).
Wir berechnen

/27r dt
o a-+cost

fiir « € R und a > 1. Es ist R(x,y) = ——, also

a+x’

1 1 2

f(z):;.a—i—%(z—l—%) T 24241

Es gilt 22 + 2az + 1 = (2 — a)(z — ) mit Nullstellen
a=—-a+va*—1, [f=—-a—Va*—1.

Wegen der Voraussetzung a > 1 sind beide Wurzeln reell. Man rechnet leicht nach, dass aus
a > 1 folgt || < 1. Wegen a - 3 = 1 folgt |8 > 1. Wir finden somit nach Korollar [1.5.6]

2
dt 2 1
/ ———— =21Res,.y ————— = 47 Res,—,
o @+ cost 224+ 2za+1 (z—a)(z—p)
1 1
=47 =27
a—pf az—1

Wir kommen nun zu einer zweiten Klasse von Integralen, die man mit Hilfe des Residuen-
satzes ausrechnen kann.

Korollar 1.5.8 (Typ 2a).
Seien p(z) und ¢(x) zwei polynomiale Funktionen mit reellen Koeffizienten mit ¢(z) # 0 fir
alle z € R. Betrachte die rationale Funktion

die keine Pole auf der reellen Achse hat. Es gelte
degq > 2 4 degp.
Dann gilt:
1. Die uneigentlichen Integrale der Funktionen |R(z)| und R(x) iiber R existieren.
2. Das Integral ergibt sich zu

o k
/ R(z)dz = 2mi Z Res.—q; R(2),

wobei aq, ag, ... a; die Polstellen der Funktion R(z) in der komplexen oberen Halbebene
H = {z € C|Im(z) > 0} sind.

Mit Hilfe der analytischen Fortsetzung der auf R definierten Funktion auf die obere Halb-
ebene lassen sich so reelle Integrale berechnen.
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Beweis.

e Wegen der Annahme iiber das Nennerpolynom ¢ ist die rationale Funktion R stetig auf

R. Sei
Zb 2" und q(z Zc,,

mitn—mZQundcn#O.Furz%Oﬁnde

bo
m + +bm
R(z) = p() = e =
q(z) L+t

Fiir |z| — oo strebt der zweite Faktor gegen b,,/c,, ist also insbesondere beschrénkt. Also
existiert M > 0 und ¢ > 0, so dass

|R(2)| < |z - M fiir alle |z] > ¢

gilt. Wegen n —m > 2 folgt

1
|R(z)| < E M fir alle |z] > c. (6)

Insbesondere gilt fiir z = x reell und fiir 0 < ¢ < A

/OA| (@ |dx—/|R |da:+/A|R< )ldz
/|R |dx+M/ [wegen (§)]

/|R o)lde+ M(=5 + )

M
§/ |R(x)|dx+7 < 00.
0

Das Integral fOA | R(x)|dx mit nicht-negativem Integranden ist offenbar monoton wachsend
als Funktion von A und gleichméBig in A beschrénkt. Es folgt, dass der Grenzwert

A
lim |R(x)|dx

A—o0 0

existiert und einen endlichen Wert hat. Gleichermafien schlief3t man fiir

0
lim |R(z)|dz.

B—o0 _B

e Wir betrachten fiir jedes r > 0 den geschlossenen Weg ~, mit

() = t fir —r<t<r
V=Y et fiir 0<t<m.
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Die Kurve ist also die Aneinanderhéngung des Intervalls [—r, r] auf der reellen Achse mit
einem Halbkreis «,. in der oberen Halbebene vom Radius r. Da ¢ ein Polynom ist, hat
R hochstens endlich viele Polstellen in der oberen Halbebene. Wir wihlen der Radius r
des Halbkreises ;. so grof, dass der Halbkreis alle Polstellen der rationalen Funktion R
in der oberen Halbebene umfasst. Dann gilt nach dem Residuensatz

/ar R(z)dz + /" R(z)dz = /7 R(z)dz = 2m’iResz_aj R(2).

T

Wir schétzen das erste Integral iiber den Halbkreis av,. ab:

/R(z)dz /R(re“)rieitdt‘gr/ |R(re™)|dt
o 0 0

M Mm
<r—m=-—

wobei wir wieder die Abschéitzung @ benutzt haben. Dieser Beitrag geht fiir r — oo

gegen Null. Da auflerdem gilt

9

72 r

lim R(x)dx:/ R(x)dz,
r—oo | _

T o0

folgt die Behauptung.

Beispiel 1.5.9 (zu Typ 2a).

Wir zeigen
oo dzx . r
= lim arctanz| =m.

2
o T —|—1 r—00

Es gilt 2* + 1 = (2 — i)(z + 1), also hat die Funktion ' genau eine Polstelle in der oberen

Halbebene H, namlich +. Es gilt
1
Res,—; —— = lim L - = l
2241 z—iz+1 2

Mit dem vorangegangenen Satz folgt

< dz 1
= 27— = T.
T2+ 1 2i
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Man kann mit dem Residuensatz auch Fourierintegrale berechnen:

Korollar 1.5.10 (Typ 2b).

Sei f eine Funktion, die in allen z € C mit Imz > 0 komplex differenzierbar ist, mit Ausnahme

endlich vieler isolierter Singularitéten z, fiir die Imzy # 0 ist, und es gelte |1‘im |f(2)] = 0.
Z|—00

Im(z)>0
Dann gilt

/_00 f(z)e“dr = 2mi Z Res,—, (f(2)e”).

Imzp>0

Beweis.
Man integriert die Funktion f(z) - €% iiber denselben Weg wie in Korollar und erhélt

[ s =omi 3 Reseea(4(:)e) ~ lim [ f(e)ea
- Imzo>0 o

mit dem Halbkreis a,.: [0, 7] — C mit «,.(t) := re®, falls der Limes existiert. Mit der Schranke
M, = sup{|f(2)],|z| = r,Im(z) > 0} gilt:

/a | f(2)e”dz

/ Flre®)eire" 'ireitdt' < / r|f(re®)| - eS| dt
0 0

m , 3 .
< TMT/ e st = QTMT/ e sty

0 0

2
Im Intervall [0, 7] ist sint > —¢ und daher
m

us ™ %
2 2 2 ™ _2r
e rsmtdtS e Wrtdt: —— e ot
0 0 2r

. 2
/ f(2)e”dz

T(l-eT) < -

also <7m-M,—0 firr— oo.

Bemerkungen 1.5.11 (Typ 2b’).
Sei f eine Funktion auf der unteren Halbebene, Imz; < 0, die mit Ausnahme endlich vieler
Singularitéiten zy, fiir die Im 2y # 0 ist, holomorph ist. Indem man statt den Weg aus Korollar

einen Weg der Form
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betrachtet, um ffooo f(z)e *®dx zu berechnen, erhiilt man die Formel

/_oo f(x>€*lmdx:—2ﬂ'1 Z Reszzzo(f(z)efiz)’

Imzp<0

Zu summieren ist hier iiber alle Singularitdten in der unteren Halbebene, und man muss vor-
aussetzen, dass
lim |f(2)] =0.

|z] =00
Im(2)<0

Beispiel 1.5.12 (zu Typ 2b).

Es ist -
CoS T 1 o gl 510 , e’
/1+$2d$ = §Re/_oo 1 +x2dﬂj’ =" Re <Z7T Z RGSZ:ZO (m)) 5
0

Imzo>0

wobei iiber alle Pole in der oberen Halbebene summiert wird. Die Voraussetzung von Korollar

1.5.10]ist erfiillt: fiir z = re” und f(2) = 57 gilt

1
1. I e l'l I —_— p—t
|z|1%oo |f<Z>| trel[(})?:'] 1+ r2e2it ’

weil |57 < = gilt. Nun hat die Funktion - nur bei 2y = i einen einfachen Pol mit
1+r2e2it r2—1

1tz
Imzy > 0. Fiir das Residuum gilt nach Beispiel (1.5.3))(4.):

iz 120 2 1
Res,—; _c Ze—ze—.z—.,
1+ 22 220 21 2ie

/°° ST, T

r=—.
o 1+ a? 2e
Korollar 1.5.13 (Typ 3a).

Sei 0 < a < 1 und R eine reelle rationale Funktion, die auf der positiven Halbachse R} U {0}
definiert ist und fiir die lim,_,, R(z) = 0 gilt. Wir setzen fiir z = |z|e? mit § € (0,27) auf der
geschlitzten komplexen Ebene

also gilt

(%) 2% = |z|%e.
Dann gilt:
* R(t) 270 R(z)
/0 to dt = 1 — ¢—2mic ’ Z ReSZZZO ( e )
2070
Beweis.

Nach den Voraussetzungen an die rationale Funktion R gibt es eine Konstante ¢ mit |R(z)| < £
fiir alle x > 1. Wegen }R(x)x*a‘ < cx™ ! folgt, dass das Integral [ R(z)z*dz fir 0 < «
konvergiert. Ferner ist die Funktion R(z) auf dem Intervall [0, 1] stetig und somit beschrinkt.
Also konvergiert das Integral fol R(z)z~*dx fiir a < 1. Insgesamt konvergiert das uneigentliche
Integral [~ R(z)z~*dx fiir alle 0 < o < 1.

Wir betrachten nun den folgenden geschlossenen Weg in C* \ R,, der aus vier Wegen
V1, Pr, P2, P Zusammengesetzt ist:
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Pr

Pe

©1
)

Wir integrieren nun R(z)z~%, wobei z* die in () definierte Funktion ist. Bei der Wahl von 6 in
(*) haben wir die Funktion z* so definiert, dass sie in der geschlitzten Ebene C*\ R, holomorph
ist. Wir wéhlen r so grofl und € und ¢ so klein, dass fiir alle Pole 2, # 0 von @ der Index von
¢ gleich 1 ist, j(zo; ) = 1. Dann gilt

27riZResz:ZOR;j)—/¥dz—</ +/ +/ +/)%dz.

2070

Aus lim, .o R(z) = 0 und 0 < a < 1 folgt nun, dass die Integrale iiber die Kreissegmente ¢,
und ¢, fiir r — oo und € — 0 gegen 0 gehen. Man erhélt

r iy r i(2r—8)y
/—R(Z)dz: lim (/ —R(t,i )e"sdt—/ —R(t,ez 5 )61(2”_5)dt>
’ A r—00,6—0 . (tel )O‘ . (t@l( [ ))04

S i 00 i(2wr—§
_ 6—m5/ R(te )6i5dt _ emé—%m/ R(te( ))ei@”_é)dt.
0 t 0 t

Wir bilden nun den Limes fiir § — 0:

2mi ) Res,_., (%f)) = (1 — e2mio) /O - @dt.

2070
O
Beispiel 1.5.14 (zu Typ 3a). Wir wollen das Integral
~ d
I::/ —xﬁiroze((),l)
o z%(1+a)
berechnen. Die Funktion R(z)z~* := m hat nur bei zp = —1 einen von Null verschiedenen

Pol erster Ordnung. Es ist fiir 2* wie in Korollar [1.5.13| definiert:

R(z) .. Rz) . 1 1 1 1
Res.=—1 2o zl—l>r£11(z +1) 2o zl—>—l 2 (=D (1-eim)a  gan
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Daher ist das Integral
1 2me B 2me 7
elam 1 _ g—2mia - eita _ g—ima o SiH(T('Oé) ’
Korollar 1.5.15 (Typ 3b).
Sei R eine reelle rationale Funktion, die auf der positiven Halbachse R, U {0} keine Pole hat
und fiir die gilt

lim zR(z) = 0.

T—r00
Wir betrachten einen Zweig [(z) des Logarithmus, der auf der geschlitzten komplexen Ebene
C* \ R, holomorph ist:

(x%)l: C*\ Ry — C, [(re”) :=1Inr +i6, mit 6 € (0, 27).

Dann gilt
/ " R@)dz = — (Z ResZ_ZO(R(z)l(z)2)>
0 2070
/OO R(z)Inzdzr = —%Re (Z ResZ:ZO(R(z)l(z)2)> .
0 2070
Beweis.

Wir nehmen denselben Integrationsweg ¢ wie in Korollar [1.5.13] und integrieren die Funktion
R(2)I(z)? iiber . Wiederum lésst sich zeigen, dass die Wegintegrale iiber die Strecken ¢, und
@. fiir r — oo und € — 0 gegen 0 gehen. Damit folgt fiir 6 — O:

27 Z Res.—., R(2)I(2)* = / R(te”)(In t+i5)2ei5dt—/ R(te’®™ =) (Int+i(2m—0))%e' > dt,
20720 0 0
und fiir 6 — 0:

- / R()(Int)2dt — / R(#)(Int + 2mi)2dt — —dri / R(t) Intdt + 472 / R(t)dt.
0 0 0 0
also

9 / R(t) Intdt — 2mi / R(t)dt = 3" Res—, R(:)I(2)?.
0 0 20720
Da die Funktion R nach Voraussetzung auf R nur reelle Werte annimmt, kénnen wir auf beiden
Seiten dieser Gleichung Imaginér- und Realteil bilden und erhalten die angegebenen Formeln. O

Beispiel 1.5.16 (zu Typ 3b). Wir wollen das Integral

> ]
I ::/ ldx
o (1+uxz)?

berechnen. Fiir die Funktion R(z) := m gilt lim, o ﬁ = (. Ferner hat die Funktion
R(z) = ﬁ an der Stelle zyp = —1 einen dreifachen Pol. Nach Bem. [1.5.2/3 ist
Res.1(R(I(?) = & lim -2 (: + DPR(:)I()°
es;——1(R(2)U(2)°) = 5 lim —— (2 (=
1 2., 1. d 1
=5 Jim 5l()" =5 Tim, 4 (Q“Z) | ;)
1 1 (-

- zli>H_11 (; - ; a Z(Z) 2’ N <_1)2 (_1)
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Damit erhalten wir aus Korollar [1.5.15] dass
1 1
I = —§Re(1 —im) = 3

und nebenbei noch

/000 (1d—x = —ilm(l —im) = —i(—ﬁ L

+ z)3 27 27 2

~—
|

Bemerkungen 1.5.17.

1. Wir kénnen nun auch eine andere Form “generalisierter Funktionen” einfiithren, die Distri-
butionen einschlieflen. Eine Hyperfunktion auf R ist ein Paar (f, g), wobei f eine holomor-
phe Funktion auf der oberen und g eine holomorphe Funktion auf der unteren komplexen
Halbebene ist. Fiir jede auf ganz C holomorphe Funktion h: C — C identifizieren wir die
Hyperfunktionen (f, g) und (f—h, g—h). Jede auf ganz C holomorphe Funktion h kénnen
wir als Hyperfunktion (0, k) ansehen. Informell stellen wir uns eine Hyperfunktion als das
vor, was die Differenz g — f auf der reellen Achse R wére.

2. Hyperfunktionen bilden einen Vektorraum; sie konnen komponentenweise differenziert
werden.

3. Ein Punkt a € R heifit holomorpher Punkt der Hyperfunktion f = (f., f_), wenn die
Einschrinkung f auf eine Umgebung von a #quivalent zu einer holomorphen Funktion
ist. Sind a,b holomorphe Punkte von f, so wihlen wir Kurven ~vy: [0,1] — C. mit
Anfangspunkt ¢ und Endpunkt b, die in der oberen bzw. unteren Halbebene verlaufen.

Wir setzen dann ,
/ f= —/ f+dz+/ f-dz.
a o v-

Da die obere und untere Halbebene einfach zusammenhéngend sind, ist dieser Ausdruck
wegen des Cauchyschen Integralsatzes bzw. Korollar von der Wahl der Wege ~4
unabhéngig.

4. Ist ¢ eine (komplex-)analytische Funktion auf (einer Umgebung von) R und f eine Hy-
perfunktion mit kompaktem Trager (die auflerhalb eines kompakten Intervalls von R nur
holomorphe Punkte hat), so haben wir eine bilineare Paarung

(f,sO)H/f-so,

die den Dualraum O’(R) des Raumes O(R) der analytischen Funktionen mit dem Raum
der Hyperfunktionen mit kompaktem Tréger sogar identifiziert.

5. Wir betrachten nun die von Null verschiedene Hyperfunktion § := (52—, 52). Wir finden
fir jede Funktion ¢ € O(R):

1
0-p= / —p(z)dz = ¢(0),
Joe= ] smetz=e0)

wobei wir im letzten Schritt die Cauchysche Integralformel [1.3.10] benutzt haben. Damit
haben wir eine Hyperfunktion gefunden, die der Dirac-Distribution entspricht.
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6. Sei nun g eine beliebige Distribution mit Tréger in einem kompakten Intervall /. Dann

1
definieren wir durch Faltung von g mit §, also f(z) = 50 / g(x)z —

funktion, die an der reellen Achse auf [ “springt”. Mit Hilfe einer Zerlegung der Eins
kann man so jede Distribution in die Hyperfunktionen einbetten. Aber Funktionen mit
wesentlichen Singularititen wie e'/? liefern Hyperfunktionen, die keine Distributionen

sind.

dx, eine Hyper-

60



2 Funktionalanalysis

Die Zusténde werden in der Quantenmechanik durch komplexwertige Wellenfunktionen ¥ be-
schrieben. In einfachen Beispielen ist ¥ eine Funktion ¥ : R® — C. Ein wichtiges Element fiir
die physikalische Interpretation ist

Pl = /I]\I/(x)|2d3x,

die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen, dessen Zustand durch die Wellenfunktion ¥ beschrieben
ist, im Intervall I anzutreffen. Insbesondere muss dann [g, | (z)[*d*z = 1 gelten. Insbesondere
muss ¥ € L3(R?) gelten.

Die Quantenmechanik macht Vorhersagen zu Fragen wie

(i) Welche Messwerte der Energie konnen iiberhaupt in Messungen moglicherweise beobach-
tet werden (diskretes oder nicht diskretes Spektrum)?

(ii)) Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Teilchen ein Wert fiir die Energie
gemessen wird, welcher im Intervall I liegt?

Zur Beantwortung dieser Fragen wird messbaren Grossen wie der Energie F ein Operator H
zugeordnet, eine lineare Abbildung, welche Wellenfunktionen ¥ abbildet auf ¥/ = HW, mit

(HT)(z) = ( - %A + V(x)) U(z).

Um Fragen wie (i) und (ii) zu beantworten, benétigt die Quantenmechanik eine mathematische
Theorie, welche das Problem verallgemeinert, die Eigenwerte von Matrizen zu bestimmen. Da
Operatoren wie H im Allgemeinen nicht durch endliche Matrizen dargestellt werden konnen,
ist das schwieriger als in der endlich-dimensionalen linearen Algebra.

Im folgenden Teil der Vorlesung wollen wir einen ersten Eindruck davon vermitteln, welche
Art von mathematischer Theorie benotigt wird, um derartige Fragen zu beantworten.

2.1 Hilbertraume und Banachriume - Erinnerung
Wir erinnern in diesem Abschnitt an bekannte Tatsachen, Begriffe und Sétze. Sei V' ein C-

Vektorraum.

Definition 2.1.1

1. Ein Banachraum ist ein normierter Vektorraum V', der beziiglich der zur Norm gehérenden
Metrik mit d(z,y) = ||z — y|| fiir z,y € V vollstéindig ist, fiir den also jede Cauchy-Folge
konvergiert.

2. FEin Hilbertraum ist ein Hermitescher Vektorraum V', der beziiglich der vom Skalarprodukt
induzierten Metrik d vollstidndig ist.

3. Ein metrischer Raum (X, d) heift separabel, falls es eine abzéhlbare dichte Teilmenge in
X gibt.

4. Wir vereinbaren, dass ein Hilbertraum in der Folge stets ein unendlich-dimensionaler
separabler Hilbertraum ist.

61



Beispiel 2.1.2.
1. Der Vektorraum der quadratisch summierbaren komplexen Zahlenfolgen

oo
x, € C, Z |z |? < oo}

n=0

= { ($n>n€N

mit dem Hermiteschen Skalarprodukt

(@,9) =) Tayn
n=0

ist ein (unendlich-dimensionaler, separabler) Hilbertraum. Endliche Linearkombinationen
der Einheitsvektoren ey, dargestellt durch die Folgen (z,,)neny mit z, = 0 fir n # k, z;, = 1,
spannen einen dichten Unterraum von ¢2 auf.

2. Eine Funktion f auf R™ heifit eine L?>-Funktion wenn die Funktion |f]? integrierbar ist.
Wir definieren den Funktionenraum

L2R™) :={f: R" - CU{cc} | f ist L*-Funktion}.

Dies ist ein komplexer Vektorraum mit der Halbnorm

fellflla= | |fffd",
Rn
Weiterhin sei
L*(R™) == L*R")/N, N ={f:R"— CU{oc}| f =0 fast iiberall}.

Mit der [|-||>-Norm ist L?*(R™) ein normierter Vektorraum.

Der Satz von Riesz-Fischer gilt hier analog: Er besagt, dass der normierte Vektorraum
L*(R™) ein Banachraum, also vollstindig ist. Das heisst, dass jede L*-Cauchyfolge (f),
in £L2(R™) gegen einen Grenzwert f € L?(R™) konvergiert. Es gilt (fx) — f in L*(R")
genau dann, wenn ||f — f||2 — 0. Durch Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge kann
man punktweise Konvergenz gegen f fast iiberall erreichen.

In diesem Fall liegt ein Skalarproduktraum vor: Setzt man fiir f, g € £*(R"):

(f,9) = f(x)g(x)dz.

R

und weiter:

(f+N g+ N):={f,9),
so ist (, ) ein Skalarprodukt auf L?(R™), mit zugehoriger Norm
If + NI = (F + N, f+ N2

L*(R™) erhilt durch dieses Skalarprodukt die Struktur eines (separablen) Hilbertraums;
die Menge der rationalen Treppenfunktionen ist abzdhlbar und liegt dicht in £2(R™).

Wir erinnern an ein Resultat:
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Satz 2.1.3. [Orthogonalprojektion auf vollstindige Unterraume]
Sei V' ein Hilbertraum und U C V ein abgeschlossener Unterraum; sei

Ut = {v e V|{u,v) =0 fiir alle u € U}
das orthogonale Komplement:
1. Dann existiert zu jedem x € V genau ein xy € U mit kleinstem Abstand zu z, d.h.

|z — 2yl <[z -yl firale yeU.

2. Das Element zy; € U ist durch  — xy € U+ eindeutig charakterisiert.

3. Es gilt V = U @ U+, der Vektorraum V ist die direkte orthogonale Summe der abge-
schlossenen Unterrdume U und U-+.

4. Die Zuordnung = — xy definiert eine stetige lineare Abbildung P: V' — U, die orthogo-
nale Projektion auf U.

Wir erinnern daran, dass die stetigen linearen Abbildungen zwischen zwei normierten Vek-
torrdumen genau die beschrénkten linearen Abbildungen sind, also die linearen Abbildungen
F:. Vi = V5, fiir die die Operatornorm

F
1F] = sup [[Fa)]) = sup L2
lzll=1 e20 ||z

endlich ist. Fiir die Operatornorm gilt fiir beschrankte f1, fo: V — V :

[fre foll < LAl (121

dies folgt sofort aus der Abschétzung

1o f) (@) < (LAl - ILf2(@) ]l < LA (A0 [,

die fiir jedes z € V gilt.

Definition 2.1.4
1. Es seien V und W komplexe Banachraume. Mit

L(V,W) := Ly(V, W)

bezeichnen wir den Banachraum aller stetigen C-linearen Abbildungen f:V — W, ver-
sehen mit der Operatornorm.

2. Speziell bezeichnen wir L(V') := L(V,V') die stetigen Selbstabbildungen und mit V' die
stetigen linearen Funktionale,
V.= L(V,C).
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Satz 2.1.5. [Darstellungssatz von Riesz]
Sei V' ein Hilbertraum und V' der Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen V' — C.
Dann ist durch

p:V = Vv
x = Px)
mit
¢(x) == (z,-)
ein konjugiert-linearer Isomorphismus normierter Vektorrdume ¢: V' — V' gegeben, mit

lp(@)l] = =]

Insbesondere ist jede stetige Linearform (“bra”) auf einem Hilbertraum V' durch das Ska-
larprodukt mit einem Vektor in V' (“ket”) darstellbar. Dies ist eine Grundlage des Diracschen

Formalismus in der Quantenmechanik.
Wir erinnern (vgl. MfP II) an den

Beweis.
e Die Stetigkeit der Linearform ¢(z): V' — C ergibt sich aus der Cauchy-Schwarzschen-
Ungleichung;:
o) ()| = (2, 9)] < llz]] - [ly[| fiir alle y € V.
Dies liefert zunéchst ||p(x)]| < |||

Fiir y = x erhalten wir Gleichheit in der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung und somit
llo(x)|| = ||=||- Es ist klar, dass ¢ konjugiert-linear ist, denn das Hermitesche Skalarpro-
dukt ist in unserer Konvention konjugiert-linear im ersten Argument. Da ¢ die Norm
erhélt, ist ¢ injektiv.

e Es bleibt noch die Surjektivitit von ¢ zu zeigen. Sei dazu 0 # « € V’'. Wir finden dann
v € V mit a(v) = 1. Aufgrund der Stetigkeit von « ist U = ker & C V' ein abgeschlossener
und somit vollstindiger Unterraum. Wir finden eine orthogonale Zerlegung V = U @ U+,

Wir setzen zy := v — vy € U+, wobei vy € U die Orthogonalprojektion von v auf U ist.
Dann gilt a(zg) = a(v) — a(vy) = 1 — 0 = 1. Fiir ein beliebiges y € V' ist daher die
orthogonale Zerlegung

y = (y — aly)z) +a(y)zo € U e U™,
—_———

eker o

(0, o)

Somit ist (2=, y) = a(y)

T . Wir kénnen also schreiben: o = ¢(-22).
[lzoll%”

llzoll

Definition 2.1.6
Eine Teilmenge U eines (Euklidischen oder) Hermiteschen Vektorraums V ist eine orthonormale
Familie, wenn (u,u) =1 fiir alle w € U und (u,v) = 0 fiir alle u,v € U mit u # v gilt.
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Bemerkungen 2.1.7.

1. Aus einer abzdhlbaren Menge {u, : n € N} von linear unabhingigen Vektoren des Her-
miteschen Vektorraums V' kann man immer eine orthonormale Familie konstruieren. Wir
beginnen mit vy := wug, und konstruieren Vektoren v,, w, per vollstdndiger Induktion.
Wenn die Vektoren vy, wy, fiir alle k = 0,...,n — 1 bereits definiert sind, dann definieren
wir v,,, w, durch

n—1
1
Uy = Up — Zakwk, Wy 1= ——p.
p [[onl
Es gilt dabei (wg,v,) = 0 fiur alle £ = 0,...,n — 1 genau dann, wenn ay = (wg, u,) gilt,

was wir nun annehmen wollen.
2. Ist V separabel, so ist jede orthonormale Familie (v;);c; hochstens abzahlbar.

Satz 2.1.8 (Besselsche Ungleichung und Parsevalsche Gleichung).

Sei V ein Hilbertraum und (vg, vy, . . .) eine (abzéhlbare) orthonormale Familie. Fiir einen Vektor
x € V nennen wir oy, := (vg,z) den k-ten Fourierkoeffizienten von z beziiglich der Familie
(vo,v1,...). Dann gilt fiir alle z € V:

> laul® < .

k

Die Folge (>, _, asvy) ist Cauchy-Folge in V. Da V' als Hilbertraum vollsténdig ist, besitzt
sie in V' einen Grenzwert. Dieser Grenzwert ist gleich x ist genau dann, wenn

> lawf? =l
k

Definition 2.1.9
Sei V' ein Hermitescher Vektorraum. Eine orthonormale Familie (v, v, . ..) heifit Hilbertbasis,
wenn jeder Vektor x € V eine Darstellung als Reihe x =Y ;- (vg, z)vy, besitzt.

Bemerkungen 2.1.10.

1. Vorsicht: Eine Hilbertbasis ist im Allgemeinen keine Basis im Sinne einer Vektorraumba-
sis.

2. Die Funktionen ¢,(z) = z"¢~*" liegen in L*(R). Mit dem obigen Verfahren erhélt man
eine orthonormale Familie von Funktionen ¢,, € L*(R). Wir werden bald sehen, dass diese
eine Hilbertbasis darstellen.

Der folgende Satz aus der MfP II gibt niitzliche Charakterisierungen von Hilbertbasen.

Theorem 2.1.11.
Fiir eine orthonormale Familie B = (by, by, ...) von Vektoren eines Hermiteschen Vektorraums
V sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Der Unterraum span{by, by, ...}, der von der Familie B durch (endliche) Linearkombina-
tionen erzeugt wird, ist dicht in V.

2. B ist eine Hilbertbasis.
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3. Fir alle z,y € V gilt

(z,y) = Z (O, ) (br, ) (7)

k=1

4. Fiir alle x € V gilt die Parsevalsche Gleichung

lzl* =) [bw, 2)
k=1

Wir erinnern an den
Bewelis.

1. = 2.: Da das Erzeugnis von B dicht liegt, existiert zu jedem x € V eine Folge x; €
span{by, by, ...} mit x = lim; o z;. Wir definieren N; so, dass

x; € Ul = span{bl, e ,bNi},

wobei wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen koénnen, dass N; € N eine
monoton wachsende Folge ist.

Fiir die orthogonale Projektion z) := ZkNil(bk,@bk des Vektors x auf den endlich-
dimensionalen und daher abgeschlossenen Unterraum U; gilt nach Satz

lz — 2]l < llz — |-

Fiir ¢ — oo folgt daraus ||z — || — 0, und somit

p— ] , p—
T = }E?oxz = ;(bk, )by

2. = 3.
Wenn B = (by, bs, . ..) eine Hilbertbasis ist, so konnen wir z,y € V schreiben als

xr = Zl’lbl, Yy = Zyjbj’
i=1 j=1
mit x; = (b;, x) und y; = (b;, y). Daraus folgt
i=1
j=1

i=1
> = yilbiby) = i
j=1
und somit .
i=1
3. = 4.: Setze x = y.

4. = 1.: Aus der Parsevalschen Gleichung folgt nach dem vorhergehenden Satz dass
x =Y, (b, )by, fiir alle x € V' ist. Damit gilt 1.
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Lemma 2.1.12. Die in Bemerkung [2.1.10| definierten Funktionen ,, bilden eine Hilbertbasis
von L?(R).

Beweis.
Sei U der Abschluss der von den Funktionen 1), aufgespannten Unterrdume von L?(R), und sei
f ein Element im orthogonalen Komplement U+ von U. Dann gilt insbesondere

(dn, f) = / 2"e ™ f(a)dr =0 fiir alle n=0,1,2,.. ..
R

Wir kénnen eine Funktion F': C — C durch das folgende Integral definieren:

2

F(z):= / e f(x)dw.
R
Die Funktion F' ist auf ganz C analytisch, und es gilt
F™(0) =" / 2"e ™ f(x)dx = 0 fir alle n =0,1,....
R

Da alle Koeffizienten der Taylor-Reihe von F' um z = 0 verschwinden, gilt F' = 0. Das aber
impliziert das Verschwinden der Fourier-Transformation der Funktion g(z) = e~*" f(z). Dank
der Inversionsformel fiir die Fourier-Transformation folgt daraus g = 0, und somit f = 0.
Somit ist U+ = {0}, und L*(R) =U & U+ =U. O

Die Folgen sind bemerkenswert: Beliebige Funktionen f € L?*(R) lassen sich als (unendliche)
Linearkombinationen von den einfachen Funktionen ,, oder ¢, darstellen,

Weiterhin werden wir in Satz sehen, dass ® : f — (f.)nen eine bijektive Abbildung
P : L*(R) — ¢* definiert, mit der Eigenschaft, dass

(f, 9>L2(R) =(2(f), 2(9)) e,

eine unmittelbare Konsequenz von Gleichung . In anderen Worten: L?(R) ist als Hilbertraum
isomorph zu (2.

Satz 2.1.13 (Existenz von Hilbertbasen).
Jeder (unendlich-dimensionale, separable) Hilbertraum V' besitzt eine abzihlbare Hilbertbasis
B == (bb bQ, .. )
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Funktionenrdume bilden wichtige Beispiele fiir Hilbertraume und Banachrdume. Umgekehrt
erlauben es die Begriffsbildungen der Funktionalanalysis, {iber Rd4ume von Funktionen geome-
trisch zu denken. Es war ein wichtiger Schritt in der Entwicklung der Analysis, iber Rdume
von Funktionen und nicht nur iiber einzelne Funktionen nachzudenken.

Definition 2.1.14
Seip € R, p > 1. Sei U C R" offen. Fiir eine beliebige Funktion f: U — C U {oo} ist die
LP?—Halbnorm beziiglich U C R™ wie folgt erklért:

A1y = /1wl

wobei wir fy = f1ly und /oo := oo setzen.

Lemma 2.1.15.
Fiir die LP-Halbnorm beziiglich U C R" gelten die folgenden Aussagen:

1.
2.

|| fll, = 0 dann und nur dann, wenn f = 0 fast iiberall gilt.
Die Halbnorm ist homogen, |cf|, = |c| - || f]l-

Die Halbnorm ist monoton: |f| < |g| = ||fll, < llgll,-

. Es gilt die Dreiecksungleichung: || f + g, < || £, + [|9]l,-

. Hat U endliches Volumen, v(U) < oo, so gilt || f|l; < v(U)Y4-||f],, wobei 1/p+1/q =1

1st.

Bemerkungen 2.1.16.

1.

Sei ) # U C R" eine abzihlbare Vereinigung kompakter Mengen und sei die Funktion
f: U — CU{oo} lokal-integrierbar. Dann heifit f eine LP-Funktion oder p-fach integrier-
bar, wenn die Funktion |f|P integrierbar ist.

Eine lokal-integrierbare Funktion f: U — C U {oo} ist genau dann p-fach integrierbar,
wenn || f|l, < oo gilt. Fiir p = 2 sprechen wir von quadratintegrierbaren Funktionen.

. Wir erinnern an die Bezeichnung des Funktionenraums

LP(U):={f:U—-CuU{oo} | f ist LP-Funktion},

dies ist ein komplexer Vektorraum mit der Halbnorm || - ||, ,

und an die Bezeichnung des Quotientenraums
LP(U) .= LP(U) /N
nach dem Unterraum
N ={f:U— CU{oo}| f =0 fast iiberall}.
Mit der ||-||,-Norm ist LP(U) ein normierter Vektorraum.

Aus dem Satz von Riesz-Fischer folgt, dass der normierte Vektorraum LP(U) ein Ba-
nachraum ist, also vollstidndig ist, also dass jede LP-Cauchyfolge (fx)r in L£P(U) gegen
einen LP-Grenzwert f konvergiert. Durch Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge kann
man punktweise Konvergenz gegen f fast {iberall erreichen.
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4. Bei der L?-Konvergenz sprechen wir auch von Konvergenz im quadratischen Mittel. Es
gilt (fx) — f bzgl. L? genau dann, wenn || f — fi|l2 — 0.

In diesem Fall liegt ein Skalarproduktraum vor:

Satz 2.1.17.
Sei U C R™ eine nicht-leere offene Menge. Setzt man fiir f,g € £2(U):

(f,9) iz/ljmg(x)dx.

und weiter:

(f+ N, g+ N) = (f9),
so ist (, ) ein Skalarprodukt auf L?(U), mit zugehoriger Norm

If + N = (f + N, f+N)2.

L*(U) erhilt durch dieses Skalarprodukt die Struktur eines (separablen) Hilbertraums; die
Menge der rationalen Treppenfunktionen mit Trager in U ist abzdhlbar und liegt dicht in
L2(U).

Bemerkungen 2.1.18.

Es gibt noch andere wichtige Hilbert-Raume. Ein Beispiel sind Sobolev-Rdume, die zum Beispiel
in der Theorie partieller Differentialgleichungen und von Schrédinger-Operatoren eine wichtige
Rolle spielen.

Sei U C R" offen. Jede Funktion in £P(U) ist insbesondere lokal integrierbar und definiert
daher eine reguldre Distribution und hat eine Ableitung im distributionellen Sinne, die schwache
Ableitung von f, die wir jetzt mit D“f bezeichnen.

Das Beispiel der Heavisideschen Sprungfunktion zeigt, dass die schwache Ableitung nicht un-
bedingt eine regulédre Distribution ist. Wir kénnen aber auf diejenigen Funktionen einschréanken,
fiir die dies der Fall ist.

Der Sobolev-Raum W fiir p > 1 und k € N ist

Wk2(U) .= {f € LP(U)|D*f € LP(U) fiir alle Multiindizes |o| < k}.

Mit der Sobolev-Norm

fllko = o) D (1D fllp)”

lal<k

erhédlt man Banachraume. Fiir p = 2 erhélt man einen Hilbertraum mit Skalarprodukt

(u,v) = Z (D%u, D“v).

o] <k

Auch in diesen Banachraumen liegt der Unterraum C2°(U) der glatten Funktionen mit kom-
pakten Trager dicht.

Soweit die Erinnerung (an MfP IT und Mf{P III).
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2.2 Grundlegendes zu Operatoren auf Hilbertrdumen

Messbaren Grossen werden in der Quantenmechanik Operatoren auf einem Hilbert-Raum (wie
z.B. dem Raum L*(R?)) zugeordnet. Was genau mit dem Begriff “Operator” gemeint ist, bedarf
einiger Erkldrungen. In diesem Abschnitt wollen wir wichtige Beispiele, und einige wichtige
Klassen von Operatoren kennenlernen.

Eine besonders wichtige Rolle spielen fiir die Quantenmechanik die selbstadjungierten Opera-
toren. Reellwertigen Messgrofien ordnet die Axiomatik der Quantenmechanik selbstadjungierte
Operatoren zu. Wir werden sehen, dass die Eigenschaft der Selbstadjungiertheit garantiert,
dass der mathematische Formalismus der Quantenmechanik immer nur rein reelle Werte fiir
die Messwerte selbstadjungierter Operatoren vorhersagt. Die genaue Definition der Eigenschaft,
selbstadjungiert zu sein, erweist sich allerdings als etwas subtil. Beispiele fiir Operatoren, die
sich als selbstadjungiert herausstellen werden, sind:

Ortsoperator & : ¢ (x) — (2¢)(x) = z¢(x),

G, e L*(R).
Impulsoperator p: ¢(x) — (pY)(z) = ;%w(:c) ()

Beachten Sie, dass wir fiir das Resultat der Anwendung einer linearen Abbildung F' auf
einen Vektor v eines (normierten) Vektorraums sowohl die Notation F'(v) oft auch die “Opera-
tornotation” F'v verwenden.

Bei der Verwendung der oben angegebenen Operatoren ist Vorsicht geboten. Der Ortsopera-
tor &, z.B., ist keine lineare Abbildung von L?(R) nach L?(R). Die Funktion ¢ (z) = (1+22)~%/2,
z.B., ist in L2(R), (#)(z) = x(1 4+ 22)~/2 ist aber nicht in L?(R). Zur vollstindigen Definition
des Operators £ wird man daher inshesondere die Menge derjenigen Funktionen v definieren
miissen, auf denen & definiert sein soll. Dies ist zu beachten, wenn man eine konsistente phy-
sikalische Theorie entwickeln will, die auf der Mathematik von Operatoren auf Hilbertraumen
aufbaut.

Der Operator z ist ein Beispiel fiir einen Operator, der nicht beschrénkt sein kann: Der durch
die Funktion 1 (z) = (1 + z%)~'/? dargestellte Vektor ¢ € L*(R) erfiillt ||[¢[|> = [, [¢(z)[*dz <
oo, aber [|Z(¥)||* = [ |z (z)Pde = oo, somit gilt ||Z]| = co. In einigen Anwendungen kann
man die damit verbundenen mathematischen Schwierigkeiten umgehen: Wenn der Operator &
die Ortsmessung beschreibt, dann ist es naheliegend, der Messung einer Funktion f : R — R
des Ortes einen Operator my, definiert durch ¢ — myp, (mp))(z) == f(x)Y(x) als “Ersatz”
fir den Operator & zuzuordnen. Wenn f beschrankt ist, |f(z)| < M fiir alle z € R, dann ist

Iy @)|? = / (@) () Pl = / (@) Pl P < M2 / () Pz = M|o]]? < oo,

und insbesondere gilt dann ||m|| = M und my ist somit beschrankt. Wenn f auch noch stetig
und monoton ist, dann kann man den Ort z eindeutig durch “Messung” von f(z) bestimmen.

Wichtige Klassen von beschrankten Operatoren sind die isometrischen und die unitéren
Operatoren. Unitdre Operatoren zum Beispiel werden in der Quantenmechanik zur Beschrei-
bung von Symmetrien physikalischer Systeme benutzt.

Definition 2.2.1
Es seien H, und Hy Hilbertrdume, D ein Untervektorraum von H, und R ein Untervektorraum
von H,y. Sei f: D — R eine surjektive lineare Abbildung.

1. Dann heifit f isometrisch oder Isometrie, wenn fiir alle x € D die Gleichheit || f(x)|| = ||=||
gilt. (Dabei haben wir dasselbe Zeichen || - || fiir die Normen in den Hilbertrdumen H,
und H, verwendet.) Insbesondere sind isometrische Abbildungen stetig.
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2. Eine isometrische Abbildung heifit unitar, wenn zusétzlich D = H, und R = H, gilt.

Beispiel 2.2.2. Der Translationsoperator
To: L*R) —» L*(R),  (T)(z) = ¥(z — a),
ist unitér, weil
Tl = [ oo = a)fde = [ oo = o
In der zweiten Gleichung wurde die Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles verwendet.
Wir brauchen einige Hilfsmittel zum Skalarprodukt:

Lemma 2.2.3 (Polarisierung).
Sei H ein Hilbertraum. Dann legt die Norm das Skalarprodukt eindeutig fest: Es gilt fiir alle
x,y € H:

T W e

r+y r—y
Re(z,y) = == I = == 5 5

: > und Im(z, y) = |

Beweis.
Es handelt sich um eine direkte Rechnung:

Hx+y”2_“x—y”2 _ r+y r+vy Ty Ty
2 2 2 72 2 72

1

2

Fiir den Imaginérteil beachten wir

EE T = Re(a, iy) = Re i, ) = ~Tm(, ).

O
Beschriankte Operatoren f sind durch die Menge ihrer Erwartungswerte (z, f(z)) eindeutig
bestimmt:

Korollar 2.2.4.
Seien f,g € L(H) und gelte fiir alle z € H

(z, [(2)) = (x, g(x)).

Dann ist f = g.

Beweis.
Fiir x,y € H ist in Verallgemeinerung von Lemma [2.2.3

N, fly) = (z+y, fla+y)—(v—y flz—y))
+i(z — iy, f(z —iy)) —i{x + iy, f(z +1iy)).

Damit folgt nach der Voraussetzung 4(z, f(y)) = 4(z,g(y)) fiir alle z,y € H, also
(,(f —g)(y)) = 0. Da das Skalarprodukt nicht ausgeartet ist, folgt f = g. O
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Lemma 2.2.5.
Sei f: D — Hy, mit D C Hy, eine isometrische lineare Abbildung. Dann gilt

(f(@), f(y)) = (w,y) firallez,y € D.
Auf dem Wertebereich R = im f existiert eine isometrische lineare Umkehrfunktion
f'*R—D.

Ist f unitér, so ist auch die Umkehrfunktion f~! unitér.

Beweis.
e Erhilt nun f die Norm, so erhélt f nach Lemma auch das Skalarprodukt.

e Eine isometrische Abbildung ist injektiv: Es sei # € ker f, dann gilt 0 = || f(z)|| = ||zl
woraus x = 0 folgt. Also ist f bijektiv und es gibt eine Umkehrfunktion

f':R—D.

Umbkehrabbildungen linearer Abbildungen sind linear. f~! ist isometrisch, denn zu y € R
gibt es z € D mit f(z) =y, also

Iyl = 11f @)= llzl = [/ @)

Ist f unitér, so hat man D = H; und R = H,, also ist auch f~! unitér.

Satz 2.2.6.
Sei H ein separabler Hilbertraum, dann gibt es eine unitére lineare Abbildung

f: H— 2

Beweis.
Sei (v;)jen eine Hilbertbasis von H. Jeden Vektor € H konnen wir nach der Definition [2.1.9]
einer Hilbertbasis in der Form

T = Zﬂkvk mit pi := (v, T)
k=1

schreiben. Wir setzen f(z) := (ux)ren. Wegen der Besselschen Ungleichung >, |kl < ||z||? ist
die Folge f(z) quadratsummierbar, also f(z) € ¢2. Die so definierte Abbildung f: H — (? ist
linear. Nach der Parsevalschen Gleichung gilt

LA @) = lwl® = |z,
k=1

also ist f eine Isometrie. Wir miissen daher nur noch zeigen, dass f surjektiv ist. Sei (8g)x>0 € €%
dann ist >, [8k]* < oo. Betrachte die Folge

n
Ty = Zﬁkvk cH
k=1
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und finde fiir n > m: )

= Z |ﬁk’2'

k=m+1

Z Bror

k=m+1

|2n — meQ =

Also ist (z,)nen eine Cauchyfolge in H. Da H vollsténdig ist, existiert

e.)
r:= lim z, = Zﬁkvk € H.
k=0

n—oo
Es gilt f(z) = (Bt)ren- Da f: H — ¢? die Norm erhélt, ist f unitér. O

Nach Lemma ist auch die Umkehrfunktion einer unitéren linearen Abbildung unitér.
Fiir f: Hy — (%2 und ¢g: Hy — (? ist daher auch ¢g~' o f: H;, — H, unitir. Daher sind alle
Hilbertrdaume zueinander isomorph:

Korollar 2.2.7.
Zwischen zwei beliebigen Hilbertrdumen H; und H, gibt es eine unitére lineare Abbildung.

Bemerkungen 2.2.8.

1. Entscheidend sind also nicht Hilbertraume, sondern Abbildungen zwischen Hilbertrdumen.
Man kann mit einigen Zusatziiberlegungen zeigen, dass die Fouriertransformation zu einer
unitdren Abbildung L*(R™) — L*(R") fiihrt. Obwohl hier der gleiche Funktionenraum
vorliegt, wird man in Anwendungen die Rdume nicht identifizieren und z.B. zwischen
Impuls- und Ortsraum unterscheiden. Ferner sind die Rdume L?(R") fiir verschiedene n
unitér isomorph, ohne dass es ausgezeichnete Isomorphismen gibt.

2. Tatsédchlich konnen die Funktionenrdume noch deutlich verschiedener definiert sein: Sei
p € L*(R") eine Funktion, die wir uns als Dichteverteilung vorstellen. Dann berechnen
wir fiir jede affine Hyperebene im R"™ das Integral der Dichteverteilung p iiber diese
Hypereben. Man nehme etwa den Fall einer affinen Ebene, n = 2, und stelle sich vor,
mit Hilfe eines Rontgentomographen habe man mit einem Rontgenstrahl entlang jeder
Geraden in der Ebene die Gesamtdichte entlang der Geraden gemessen.

Wir beschreiben eine affine Hyperebene durch ihren Einheitsnormalenvektor o € R™ und
die Gleichung (o, z) = s mit s € R. Da die Paare («, s) und (—a, —s) die gleiche affine
Hyperebene beschreiben, ist der Raum der Hyperebenen gleich (S"~! x R)/(Z/2Z). Die
Radontransformierte der Funktion p € L?(R") ist dann die Funktion

Rp: S"1'xR — R
(,8) = [qm—sp(@)dS(2).
Sie setzt L2-Funktionenrdiume auf verschiedenen Mannigfaltigkeiten in Beziehung,
nimlich R” und ™! x R.

Die Frage nach Umkehrabbildungen der Radontransformierten ist von grofler praktischer
Bedeutung. Wir berechnen die Fouriertransformierte p der Dichteverteilung p im Punkt
ra € R™

ﬁ(TOé> d:ef / dx€—27ri(ra,a:>p(x) _ / dS/ 6—2m‘(ra,r>p(x>
n —00 (z,0)=s

= / dse™?™" Rp(a, s).

o0
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Somit legt die Radontransformierte Rp die Fouriertransformierte von p und somit nach
dem Umkehrtheorem auch die Dichteverteilung p selbst fest. (Fiir die numerische Imple-
mentierung werden allerdings andere Methoden verwendet.)

In unseren Uberlegungen hat dabei die Tatsache, dass die fraglichen Funktionenrdume
abstrakt isomorph sind, iiberhaupt keine Rolle gespielt.

Satz 2.2.9.
Sei H ein Hilbertraum. Dann gibt es zu jedem f € L(H) genau eine lineare Abbildung f* €
L(H), so dass fiir alle z,y € H gilt

{y, f(2)) = (f*(y), x).
Es gilt [[f*]| = £l und f* = f.

Definition 2.2.10
Der Operator f* heiit der zu f adjungierte Operator. (Beschridnkte) Operatoren f mit
(y, f(x)) = (f(y), ), fiir alle x,y € H, nennen wir symmetrisch oder auch selbstadjungiert.

Beweis.
e Sei x € H fest. Dann ist die Linearform

ge: H = Cmit g, (y) == (z, f(y))
stetig, denn fiir ||y|| < 1 ist nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

g ()| < izl - [LF @I < Nl - [ £1]-

Also ist g, € H’ und nach dem Rieszschen Darstellungssatz [2.1.5 gibt es genau ein
h(x) € H mit
9z(y) = (h(z),y) fur alle y € H,

also

(h(z),y) = (z, f(y)) fir alle z,y € H.
e Die so definierte Abbildung h: H — H ist linear, denn fiir y,z, 2" € H und A\, u € C gilt
(b + p'), y) = (e + pa', f(y)) = Ma, f(y)) + 52, [(y))

= Mh(z),y) + m(h(@),y) = (A(z) + ph(z'),y).
Da h(Az + px') € H eindeutig bestimmt ist, folgt

h(Az + pa') = Ah(z) + ph(z').
Die Abbildung h ist stetig, denn fiir x,y € H und ||z| < 1 gilt

[(h(@), )| = [z, Fn ] < =l < M=lANyl < AT

Mit y = h(z) folgt
1a(@)I* < A IIA)I], also [l < [If]-

Also ist h € L(H). Wir finden somit
() LF 1< A1
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o Aus

(z,h(y)) = (h(y), z) = (y, f(x)) = (f(2),y)
fir alle z,y € H folgt h* = f, also (f*)* = f.

e Die erneute Anwendung von (x) liefert

A= G < 1

so dass wir die Gleichheit || f|| = || f*|| gezeigt haben.

Beispiel 2.2.11.

Sei H = (2. Dann hat der Verschiebeoperator (nach rechts) T' € L(H) mit T(xzg, z1, Ts,...) =
(0, xg, 1,2, ...) Norm Eins. Sein adjungierter Operator ist der Verschiebeoperator nach links
T*(zo, 1, T, .. .) = (71, T2, T3, . ..), denn es gilt fiir alle x,y € (%

<y7T‘T> = ZExi—l = <T*y7$>
i=1

Ahnlich wie fiir formal adjungierte Operatoren zeigt man:

Lemma 2.2.12.
Sei H ein Hilbertraum; seien f, fi, fo € L(H) und f*, f], f5 die zugehorigen adjungierten
Operatoren. Dann gilt:

1. Adjunktion ist konjugiert linear: (A1 fi + Aofa)* = A ff + Aofs fiir A, Ay € C.
2. (fao i) = fiof5.

3. Existiert der inverse Operator f~' € L(H), so existiert auch (f*)~* € L(H) und es ist
()=
Lemma 2.2.13.
Fiir einen selbstadjungierten beschréinkten Operator A : H — H auf einem Hilbertraum H gilt

[Al = sup [(Az, )]

=<1

Bewelis.

e Sei
vi= sup |(Az, )|

el <1
es gilt nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir alle x € H mit ||z| < 1:
[{A(z), z)| < [A@)I| - ll=[ < (Al - ll2l® < AL,

und somit v < ||A]|.

75



e Wir erinnern an die Parallelogrammgleichung, die fiir Normen gilt, die von einem Skalar-
produkt herkommen:

() o+ wl® + [l = wl* = 2(jv]]* + [[w]?) fir v,w e H.

Es gilt fiir alle A € Ry und x € H mit [|z|| < 1 die Abschétzung:

4| A(z)||? = 2(Ax, Az) + 2(A%x, x) [A selbstadjungiert]
_ <A(/\x + ;A(x)), e+ %A(x)> - <A(/\x - %A(m)), o — ;A(x)>

1 1
<v- (||/\m + XA(x)HQ + || Az — XA(QU)”Q)

() 1
= 2w(Nz|* + pHA(x)HQ)-

Fiir A(x) # 0 setzen wir A := % und erhalten

4 A@)]* < 2v - 2|z || A(2)]),

und somit

[A@)]| < v [l
Die Ungleichung gilt sicher auch fiir A(x) = 0; somit folgt auch [|A| < v.

Korollar 2.2.14.
Hieraus folgt die wichtige Eigenschaft der Operatornorm

o) EZI3 s
|77 "= sup (T*Tz,2)| = sup ||Tx|* = ||T|.

f[=]I<1 =<1

Satz 2.2.15.
Sei H ein Hilbertraum.

1. Sei p orthogonaler Projektor auf einen abgeschlossenen Unterraum U. Dann gilt p € L(H)
und p? = p (man sagt: p ist idempotent, d.h. ein Projektor) und auBerdem gilt p* = p
(d.h. p ist selbstadjungierter Operator auf H).

2. Sei umgekehrt p € L(H) ein stetiger linearer Operator, fiir den p* = p und p? = p gilt;
dann ist p ein orthogonaler Projektor auf einen abgeschlossenen Unterraum.

Bewelis.

e Sei H ein Hilbertraum und U C H ein abgeschlossener Untervektorraum. Nach Satz [2.1.3]
gibt es die orthogonale Zerlegung H = U @ U+, die es uns erlaubt, jedem z € H eindeutig
r1 € U und 25 € Ut mit © = 21 + 25 zuzuordnen. Der orthogonale Projektor von H auf
U ist dann

p(z) = 1.
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Die Abbildung p ist offenbar linear. Wegen
2] = Ny + wol* = (21 + 22, 21 + 22) = [ [* + [[22]* = [[p(2)]1%,

gilt ||p(z)|| < ||z]] und damit ||p|| < 1. Ist U = {0}, so ist p = 0 und damit ||p|| = 0. Ist
U # {0}, so gibt es ein z € U mit ||z]| = 1. Es gilt p(z) = 2z und somit ||p(z)|| = ||z]|, also
lp|l = 1. Insbesondere ist ein orthogonaler Projektor p stetig.

Um zu sehen, dass p selbstadjungiert ist, finde fiir x,y € H eindeutig bestimmte Vektoren
x1,y1 € U und 29, y» € U+ mit @ = 21 + 25 und y = y; + y». Wir rechnen:

(p(x),y) = (21,91 +y2) = (21,91) = (21 + 22, 91) = (2,(Y)),
also ist p selbstadjungiert, p* = p.
Fiir ¢ = 21 + 2o mit 1 € U, 2o € UL ist
p(p(x)) = p(z1) = 21 = p(x),
also sind orthogonale Projektoren Idempotente, p? = p .

Sei nun umgekehrt p € L(H) ein stetiger linearer Operator, fiir den p* = p und p? = p
gilt. Wir setzen U := {z € H|p(z) = z}. Da p linear ist, ist

U={zeH|(p—idy)(z) = 0} = ker(p — idy)

ein Untervektorraum; U = (p—idg)~'({0}) ist als Urbild des abgeschlossenen Unterraums
{0} unter der stetigen Abbildung p—idy abgeschlossen. Jedes = € H lésst sich als Summe

x =p(z) + (z - p(z))
schreiben. Wegen p(p(z)) = p*(x) = p(z) gilt p(z) € U. Fiir jedes z € U gilt
2.) — (p(2), ) [wogen p* =]
= (z—p(2),z) =(0,2) =0.

Also ist © — p(x) € U*. Nach Satz ist p der orthogonale Projektor von H auf den
abgeschlossenen Unterraum U.

O

Wir halten gleich einige Eigenschaften von orthogonalen Projektoren fest. Dafiir brauchen

Definition 2.2.16
Sei H ein Hilbertraum. Ein Operator T' € L(H) heifit positiv, wenn (T'z,z) > 0 fiir allex € H
gilt. Wir schreiben dann T' > 0 und, falls T, — T7 > 0 gilt, auch T, > T7.

Man zeigt leicht:

Bemerkungen 2.2.17.
Es seien p, p1, pa orthogonale Projektoren auf abgeschlossene Unterrdume von H. Wir setzen
U:=p(H)und U; :=p;(H). Es sei f € L(H).
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1. Esgilt f(U) C U genau dann, wenn fop=po f op gilt.
2. Es gilt f(U) CU und f(U+) C U+ genau dann, wenn fop=po f gilt.
3. Gilt p; o ps = py 0 pq, so ist auch p; o py ein orthogonaler Projektor mit Bild

(prope)(H) =UNUs.

4. Gilt p; o ps = 0, so gilt auch py o p; = 0. In diesem Fall sind die Unterrdume U; und U,
zueinander orthogonal und p; + ps ist der orthogonale Projektor auf den abgeschlossenen
Untervektorraum

UeUy= {Ul +U2|U1 € U; und uy € UQ}

5. Es gilt p; < ps genau dann, wenn fiir alle z € H gilt ||pi(z)|| < ||p2(z)]]. Insbesondere gilt
fiir einen orthogonalen Projektor 0 < p <idy.

Lemma 2.2.18.
Seien py, po orthogonale Projektoren auf H. Wir setzen U, := p;(H) fiir j = 1, 2. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

Beweis.
(i) = (ii) Da p, ein orthogonaler Projektor ist, gilt auch (id —ps)? = id —po und (id —ps)* = id —po,
also ist auch id — p, ein orthogonaler Projektor. Somit gilt

I((Gd = p2) o pr)(@)[* = ((id = p2)(p1()), (id — p2)(p1(2)))
= ((id = p2)(p1 (@), pr(2)).

Aus p; < ps folgt id — py < id — py, somit konnen wir den Ausdruck abschétzen
- < ((id = p1)(p1(2)), pr()) = (0, pr(2)) = 0.
Es folgt (id — pa) o p1 = 0 und somit p; = ps o p;. Andererseits gilt
pr=pi = (p2op)" =pjop;=piopy.
(i) = (ili) Firy € U, ist
y=p1(y) = (P20 p1)(y) = p2(y), und somit y € U,.

(iii) = (iv) Esist (p2 — p1)* = p5 — pi = p2 — p1, und jedes x € H ldsst sich eindeutig zerlegen in
T = 1y + 2" mit x5 € Uy und 2" € Us-.

Wegen U; C U, kann man z, weiter zerlegen in xy = 2y + 2/ mit 21 € U; und 2’ € Ui
Insgesamt finden wir eine Zerlegung

x=x+2 +2",
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Beachten wir, dass p;(z) = x; gilt, so finden wir fir alle z € H

(p1op2)(z) = pi(wy + ) = 21 = py ()
und
(p2 o p1)(x) = pa(1) = 71 = p1(7)
und rechnen damit
(]92 - p1>2(5€) = Pz(x) - (pz Opl)(l‘) - (pl Opz)(iﬁ) +p1(:z:) = p2($) - Pl(l'),

also gilt auch (py — p1)? = p — p1.

(iv) = (i) Es gilt fiir alle z € H

((p2 — p1)(@),2) = ((p2 — p1)(x), (P2 — p1)(7)) >0,

also ist py > py.

Definition 2.2.19
Seien M und M' metrische Raume. Eine Abbildung f: M — M’ heifit eine offene Abbildung,
wenn fiir jede offene Teilmenge U C M das Bild f(U) offen in M’ ist.

Den folgenden Satz mochten wir hier nicht beweisen und verweisen auf [HL §39]; er wird
aber noch wichtig sein:

Theorem 2.2.20 (Satz von der offenen Abbildung).
Seien V, W komplexe Banachriume.

1. Die C-lineare Abbildung f: V — W sei stetig. Genau dann, wenn der Bildraum f(V') C
W abgeschlossen ist, ist die (surjektive) Abbildung f: V' — f(V) offen.

2. Insbesondere ist jede lineare surjektive stetige Abbildung f: V — W offen.

Korollar 2.2.21.
Seien VW komplexe Banachrdume und f: V' — W eine C—lineare, stetige und bijektive
Abbildung. Dann ist die Umkehrabbildung f~': W — V stetig.

Man kann diese Aussage auch so ausdriicken: Ist die inhomogene lineare Gleichung f(z) = w
mit f stetig fiir jedes w € W eindeutig losbar, so hangt die Losung stetig von w ab.

Wir brauchen héufiger das folgende Lemma:

Lemma 2.2.22.

Seien Vi, V5 Banachraume und W; C V] ein dichter Unterraum (d.h. der Abschluss W, ist der
Banachraum V}). Sei T': W, — Vj eine beschrdnkte lineare Abbildung. Dann kann T eindeutig zu
einem beschréinkten (linearen) Operator T Vi — Vj mit der gleichen Norm fortgesetzt werden.

Beweis.
e Sei (x,) eine Folge im Unterraum Wi, die gegen ein Element v € V; konvergiert. Diese
Folge ist als konvergente Folge insbesondere eine Cauchy-Folge. Wegen ||Tx,, — Tx,,|| <
T ||Zn—xum]| ist auch die Folge Tz, aller Bildwerte eine Cauchy-Folge. Da V5, vollstandig
ist, konvergiert diese Folge.
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e Der Grenzwert héngt nur von v € V; ab: denn sei (/) eine weitere Folge in V', die auch
gegen v konvergiert, so hat hat nach dem gleichen Argument auch die Folge (T'z!)) einen
Grenzwert in V5. Da auch die Folge Txy, Tx, Txo, Txh, ... einen Grenzwert hat, miissen
die Grenzwerte der beiden Folgen iibereinstimmen. Setze T'(v) gleich diesem Grenzwert.

e Man iiberpriift leicht, dass T eindeutig bestimmt und linear ist, und es ist klar, dass
7| > ||T|| gilt. Aus der Stetigkeit der Norm und von 7' folgt mit

[Te]l = | lim T, || = lim [T < T - [Je]

die Stetigkeit von 7" und die Ungleichung ||T|| < ||T]|.

Den folgenden Konvergenzbegriff werden wir noch bendttigen:

Definition 2.2.23

Sei V' ein komplexer Banachraum. Eine Folge (x,),eny von Elementen z,, € V' heifit schwach
konvergent gegen x € V, wenn fiir jede stetige Linearform A € V' = L(V, C) die Folge komplexer
Zahlen \(z,,) gegen \(x) konvergiert. Wir schreiben dann z,, — x.

Betrachtung 2.2.24.
1. Als Folgerungen zweier Hauptsétze der Funktionalanalysis, die wir aber in dieser Vorle-
sung nicht behandeln mochten (siehe aber z.B. [H]), halten wir fest:

Jede schwach konvergente Folge eines normierten Vektorraums ist beschriankt (Folgerung
aus dem Satz von Banach-Steinhaus).

Wenn eine Folge schwach konvergiert, so ist ihr Grenzwert eindeutig. Denn wiirde gelten
x, — x und x, — y fiir x # y, so wiirde fiir jede stetige Linearform \ € V' gelten, dass
A(z) = Ay). Man zeigt aber, dass es ein beschrénktes A € V' mit A(z) # A(y) gibt (Satz
von Hahn-Banach).

2. Wegen der Ungleichung |A(x, — x)| < ||A||||zn — || fir A € V' sind konvergente Folgen
insbesondere schwach konvergent mit gleichem Grenzwert.

3. Sei H ein Hilbertraum und (e;) eine Hilbertbasis. Fiir eine Folge (¢,,) in H betrachte die

Folgen (3%) der Fourierkoeffizienten ¢! = (e;,4,). Dann gilt ¥,, — 1 genau dann, wenn
lim,, 00 Y% = {e4,7) fiir alle 4 gilt und wenn die Folge ||4, || beschrinkt ist.
[ Denn gilt ¢, — 1, so folgt die erste Eigenschaft aus der Definition von schwacher
Konvergenz angewandt auf die Linearform (e;, —) und die zweite nach Punkt 1. Umgekehrt
sei F' = span(e;) und ¢ € F. Dann folgt aus der ersten Eigenschaft (¢, 1,) — (p,v) fir
alle ¢ € F. Da F dicht in H liegt, finde fiir beliebiges ¢ € H eine Folge (¢;) mit ¢, € F,
die stark gegen ein vorgegebenes ¢ € H konvergiert. Wir schétzen dann ab:

K(P,T?n)—@ﬂ/})’ < |<90_()0l7wn>’+’<9017¢n_w>’+’<901_907w>‘
< e+ [19l) - llee — el + e, ¥ — D).

Fiir e > 0 wéhle ein [, das so grof} ist, dass ||¢; — ¢|| < € gilt. Dann gibt es ein Ny, so dass
fiir alle n > Ny folgt |{¢1, 1 — )| < €. Dies zeigt die schwache Konvergenz v, — 1. |

4. Insbesondere besitzt jede beschrinkte Folge in einem Hilbertraum eine schwach konver-
gente Teilfolge.
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2.3 Resolvente und Spektrum

Wir machen zunéchst einige Bemerkungen zu Eigenwertproblemen in Banach- und Hilbert-
raumen.

Bemerkungen 2.3.1.

1. Wir erinnern uns an die Bestimmung von Eigenwerten: Ist V' ein endlich-dimensionaler
komplexer Vektorraum und F' : V — V eine lineare Abbildung, so gibt es fiir jedes A € C
genau zwei Moglichkeiten:

e Die Abbildung F' — Aidy ist nicht injektiv. Dann ist ker(F — Aidy) # {0}; von Null
verschiedene Elemente des Kerns heiflen Eigenvektoren; A\ heifit dann ein Figenwert
von F'.

e Die Abbildung F — Aidy ist injektiv. Dann ist A kein Eigenwert von f. Nach der
Dimensionsformel ist F' — Aidy in diesem Fall auch surjektiv, und es gibt eine Um-
kehrfunktion (F — Aidy)~! € L(V).

2. Die Dimensionsformel kénnen wir im Fall eines unendlich-dimensionalen Vektorraums V'
nicht anwenden. Es kann sein, dass ein A zwar kein Eigenwert von F' ist, also (F' — Aidy)
injektiv ist, aber dennoch (£ — Aidy ) nicht surjektiv ist.

Betrachte etwa V = L?*(U) mit U C R" offen. Sei f eine beschrinkte (und stetige)
Funktion f € C(U). Dann ist der Multiplikationsoperator F': ¢ — f-p ein stetiger linearer
Operator mit der Operatornorm || f||o. Ist die Funktion f nirgends lokal konstant, so hat
dieser Multiplikationsoperator keine Eigenvektoren. Hat die Funktion f eine Nullstelle,
so ist der Multiplikationsoperator nicht surjektiv.

Definition 2.3.2
Sei B ein komplexer Banachraum und D(T) ein dichter Unterraum. (Wir lassen natiirlich auch
D(T)= B zu.) Sei T: D(T') — B eine C—lineare Abbildung.

1. Dann heifit
p(T) :={\ € C|T — Xidp(ry : D(T) — B bijektiv, (T — Xidpr))~" € L(B)}
die Resolventenmenge von T'. Fiir jedes \ € p(T) heifit die Umkehrabbildung
R\(T) := (MNidpry — T) "
die Resolvente von T' zu .

2. Das Komplement o(T) := C\ p(T') der Resolventenmenge heifit das Spektrum des Ope-
rators T'. (Wir werden spéter in Bemerkung die Definition von Resolventenmenge
und Spektrum in bestimmten Féllen noch etwas modifizieren.)

Man nennt

0,(T) == {X € C| ker(T — Xidp(ry) # {0}}
das Punktspektrum von T'. Wir setzen noch o.(T) := o(T) \ 0,(T).

81



Bemerkungen 2.3.3. Sei B ein Banachraum und 7': B — B linear und stetig,

1. Es existiere fir A € C die Umkehrabbildung (7' — Aidg)™': B — B. In dem Fall folgt
schon nach dem Korollar aus dem Satz von der offenen Abbildung, dass dann die
lineare Abbildung (T — Aidg) ™! stetig ist, also Element von L(B) ist (und die Abbildung
(T — Aidp) offen). Somit ist dann

p(T) :={\ € C|T — Aidp : B — B bijektiv}.

2. Es sei A € C kein Eigenwert von T', aber A € o(T"). Wir nehmen jetzt an, dass der
Operator (T — Aidp)™': D((T — MNidp)™' = im(T — Midg) — B unbeschrinkt ist. Es
existiert dann eine Folge von Vektoren ¢, € D((T — Aidg)™!) mit

SR A

- =0.
n=voo [[(T' = Aidp) ' n||

Definiert man v, := (T — M\idg) ¢, so folgt

iy I = Aldp)dn]|
n—boo [40nl

Wiirde die Folge der Vektoren v, gegen ein Element ) € B konvergieren, dann ist der
Grenzwert ein Element in ker(7'— Aidp(ry)), d.h. ein Eigenvektor zu A € 0,(T"). Wir sehen,
dass neben der Moglichkeit, Eigenwert zu sein, immerhin noch die Moglichkeit existiert,
dass der Fehler, den man macht, wenn man 7', durch A, approximiert, fiir geniigend
grofles n im Vergleich zu der Linge von 1, beliebig klein wird. Wir sprechen dann von
einem verallgemeinerten Figenwert \ von T

0. (8)

Zum Beispiel ist der Multiplikationsoperator # auf H = L?([0, 1]) beschrénkt, und sein
Spektrum ist gegeben durch o(z) = [0, 1]:

Es ist ||z¢] < ||¢|| und (¢, 2¢) = (2¢, 1) fiir alle ¢,¢p € H, und wir werden sehen, dass
dann o(Z) nur eine beschrénkte abgeschlossene Teilmenge von R sein kann. Fiir gegebenes
A € (0,1) kann man die Funktionen v, := \/ﬁl[/\_%’H%] betrachten (mit n grof§ genug).
Es gilt o

1
Ao Moy 2n

(& Nid )P = / (&= A\ () Pz = n / (o-APde =S| = 2

L A 3(2n)%

sowie |[¢h,]|? = 1. Die Folge (¢, )nen erfiillt also (8)), man kann aber leicht priifen, dass die
Folge (der trivialen Fortsetzungen) in L?(R) nicht konvergiert. Es folgt, dass (0,1) C o(%)
und somit (aufgrund der Abgeschlossenheit) auch [0, 1] C o(z) gilt.

Falls A ¢ [0, 1], dann ist die Funktion 1/(z — A) beschrénkt im Intervall [0, 1]. Es folgt,
dass der inverse Operator zu & — Aidy, dargestellt als Multiplikation mit der Funktion
1/(x — \), beschrankt ist. Also ist A ¢ o(Z).

3. Man iiberlegt sich leicht, dass ein orthogonaler Projektor 0 # p # id das Spektrum
o(p) = op(p) = {0, 1} hat.
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Betrachtung 2.3.4.
Sei B ein Banachraum und 7': B — B linear. Sei p(7) die Resolventenmenge und Xy € p(7').
Die formale Rechnung
1 1 1 1
A=T A= X+N-T) X—-T1-32=
— (Mo —A\"
1
=)

n=1

X —T

legt es nahe, fiir die Resolvente den Potenzreihenansatz
RA(T) = R (T) (idB +3 (o= N)" (RAO(T))”>
n=1

zu machen. Wegen ||(Ry,(T))"|| < || R, (T)||™ konvergiert die Reihe fiir |[A—Xo| < ||(Ra, (T))| 7
Man zeigt in diesem Fall, dass sie in der Tat ein Inverses zu (Aid — T") gibt. Ist also |A — A|
geniigend klein, so ist A € p(T). Es folgt:

Die Resolventenmenge p(T') ist eine offene Teilmenge von C, und R_(T): p(T) — L(B) ist
eine analytische L(B)-wertige Funktion.

Weiterhin gilt: Fiir je zwei Werte A\, € p(T") kommutieren die Resolventen R, (7") und
R, (T'); genauer: Es gilt die Resolventenformel

RA(T) = Ry(T) = (11~ NRA(T)R,(T).
Dies ergibt sich aus der Rechnung
RA(T) = Ry(T) = Ry(T) (id — T)Ry(T) = By(T)(Nid — T)Ry(T) = (1 — N RA(T) Ru(T).

Korollar 2.3.5.
Sei B ein komplexer Banachraum und 7" € L(B) ein beschriankter Operator.
Dann ist das Spektrum o(7') nicht leer. Ferner gilt o(T") C By (0) C C.

Beweis.
e Die formale Rechnung

legt die Neumann-Reihe

als Ansatz fiir die Resolvente nahe. Diese Reihe konvergiert fur |A| > ||7'|| und gibt fur
diese Werte von A eine Resolvente Ry (T').

e Es gilt {iberdies limp\oo [|[RA(T)]| = 0. Wére nun o(7") die leere Menge, so wére
R_(T): p(T') = C — L(B) eine auf ganz C analytische, beschrinkte Funktion mit Werten

im Banachraum L(B) und nach dem Satz von Liouville |1.3.16| iberall gleich Null. Dies
kann aber nicht gelten.

O
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Satz 2.3.6.
Sei T' ein beschrankter Operator auf einem Banachraum B. Man nennt

r(T) = sup |}
Xeo(T)

den Spektralradius von T'. Es ist
r(T) = lim |7
n—oo

ist B sogar ein Hilbertraum H und ist A symmetrischer Operator H — H, so gilt r(A) = || A]|.

Beweis.

e Wir fassen die Neumann-Reihe als (Laurent-)Reihe in der Variablen % auf. Fiir diese kann
man mit der Formel von Cauchy-Hadamard [0.1.4] ihren Konvergenzradius 7 bestimmen
zu

—1
T = (lim sup ||T"||1/”) .
n—oo
Man zeigt dann noch mit einem weiteren Argument [RS, VI, Problem 11], dass die Folge
| 77||*/™ sogar konvergiert.

e Wir wollen zeigen, dass der Spektralradius 7(T') gleich 77! ist; dann ist die Behauptung

gezeigt. Wir haben in Betrachtung gesehen, dass die Resolvente R_(T') eine analy-
tische Funktion auf der Resolventenmenge p(7') ist, und in Korollar m, dass alle z mit
|z| > r(T) in der Resolventenmenge liegen. Die Neumann-Reihe muss also fiir |A| > r(7")
bzw. ﬁ < r(T)~! konvergieren. Also muss fiir den Konvergenzradius der Neumann-Reihe
gelten 7 > r(T)~L.

Andererseits haben wir gesehen, dass dort, wo die Neumann-Reihe konvergiert, die Re-
solvente existiert. Dies ist wie bei jeder Potenzreihe der Fall fiir alle ﬁ < 1, also fiir
alle |\| > 7=, Wire nun 7 > 7(T)~!, so wiirde die Neumann-Reihe auch fiir alle A mit
71 < |\ < r(T) konvergieren und eine Resolvente liefern. Dies steht im Widerspruch zur

Definition des Spektralradius (7). Daher muss der Konvergenzradius 7 = r(T") ™! sein.

e Ist B = H ein Hilbertraum und A selbstadjungiert, so gilt [[A*|| = [[A*Al| = ||A||* (nach
Korollar[2.2.14)). Daraus folgt ||A*"|| = || A[|*" und somit durch Ubergang zu einer Teilfolge

r(A) = lim [|A"["" = lim [A%")2" = [|A].
n—o0 n—o0 a
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2.4 Kompakte Operatoren

Wir beschéftigen uns mit einer Klasse von Operatoren, deren Eigenschaften recht nah an denen
linearer Abbildungen endlich-dimensionaler Vektorrdume sind: den kompakten Operatoren. Sie
haben wichtige Anwendungen in der Theorie partieller Differentialgleichungen und in der Quan-
tenmechanik, die wir aber erst verstehen konnen, wenn wir etwas mehr iiber diese Operatoren
wissen.

Definition 2.4.1

Seien V und W komplexe Banachrdume. Eine C-lineare Abbildung f : V' — W heifit kompakte
Abbildung, wenn fiir jede beschrinkte Folge (x,)neny in V' die Folge (f(xy,))neny In W eine
konvergente Teilfolge besitzt.

Satz 2.4.2.
Seien V und W komplexe Banachrdume.

1. Eine kompakte Abbildung 7': V' — W bildet schwach konvergente Folgen auf konvergente
Folgen ab.

2. Jede kompakte Abbildung T: V' — W ist stetig.

Beweis.
Die zweite Aussage ist ein Spezialfall der ersten Aussage, da konvergente Folgen insbesondere
schwach konvergent sind, siehe Bem. [2.2.24]2. Man iiberlegt sich zunichst aber auch direkt,
dass fiir einen unbeschrénkten Operator f: V' — W beschrinkte Folgen (z,,),en in V' existieren
miissen, deren Bildfolge (f(z,))nen keine konvergente Teilfolge hat.

Sei nun T" kompakt. Es gelte z,, — z. Setze y,, := T'x,,. Dann gilt fiir jedes A € W’

Ayn) = My) = (T'M)(wn — ),

wobei die Linearform T”\ definiert ist durch (7'\)(x) = A(T'z); wie oben iiberlegt man sich,
dass die Linearform 7"\ nicht unbeschrinkt sein kann. Es folgt v, — y mit y = Tax € W. Wire
die Folge (y,,) nicht auch normkonvergent gegen y, so gibe es eine Teilfolge mit ||y, —y|| > € fir
ein € > 0. Da aber die Folge z,, als schwach konvergente Folge nach Bem. [2.2.24]1 beschrankt
ist und 7" kompakt ist, hat die Teilfolge y,, ihrerseits eine konvergente Teilfolge mit einem
Grenzwert y # y. Diese Teilfolge muss dann auch schwach gegen ¢ konvergieren, im Widerspruch
zur schwachen Konvergenz gegen y. Also gilt y, — .

O

Definition 2.4.3
Sei B ein komplexer Banachraum. Ein beschrédnkter Operator T € L(B) mit Wertebereich
R =imT heiit von endlichem Rang, wenn dim¢ R < oo gilt.

Bemerkungen 2.4.4.

1. Schwach konvergente Folgen sind beschrénkt; beschriankte Operatoren sind stetig und
bilden die schwach-konvergente Folge auf eine beschriankte Folge ab. Ist der Wertebereich
endlich-dimensional, so hat die Folge eine konvergente Teilfolge. Also sind Operatoren
von endlichem Rang kompakte Operatoren.

Insbesondere sind alle linearen Abbildungen in einen endlich-dimensionalen Banachraum
kompalkt.
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2. Im Fall eines unendlich-dimensionalen Banachraums gibt es stetige Operatoren, die nicht

kompakt sind.

Wir betrachten den Fall eines (separablen) Hilbertraums H mit Hilbertbasis (e,), und
darin die Folge, die durch die Hilbertbasis (e,) gegeben ist. Alle Folgenglieder liegen in
der Einheitskugel von H.

Es gilt |le; — e;]|? = 2 fiir i # j, also konvergiert die Folge nicht (stark). Insbesondere ist
die Einheitskugel (im unendlich-dimensionalen Fall) nicht mehr kompakt.

Andererseits gibt es nach dem Rieszschen Darstellungssatz fiir jede stetige Linear-
form A € H' einen Vektor v =Y °  v,e, € H mit A(-) = (v, ). Es ist dann

Aen) = (v,e,) =T, — 0,

so dass e, — 0 gilt. Man sagt: Die Einheitskugel ist immerhin noch schwach kompakt.

Nun ist die Identitdat idgy: H — H sicher stetig mit Norm 1, bildet aber die schwach
konvergente Folge e,, — 0 auf eine Folge ab, die wegen ||e; — ¢;]|* = 2 keine konvergente
Teilfolge hat.

. Man kann allgemeiner zeigen, dass genau dann alle beschrédnkten Operatoren auf einem

komplexen Banachraum V' kompakt sind, wenn V' endlich-dimensional ist.

Satz 2.4.5.
Seien VW komplexe Banachraume und L(V, W) der Banachraum der beschriankten linearen
Abbildungen mit der Operatornorm ||T'[| := supj,<; [|Tz]-

1. Gilt T;, — T bzgl. der Operatornorm und sind alle Operatoren 7;, kompakt, so ist auch

T kompakt. Die kompakten linearen Abbildungen bilden also einen abgeschlossenen Un-
tervektorraum des Banachraums L(V, W).

. Sei Z ein weiterer Banachraum und S € L(W, Z) und T' € L(V,W). Ist S oder T' kompakt,

dann ist S o T kompakt.

Ist insbesondere Z = V = W, so besagt dies (per Definition), dass der Unterraum der
kompakten Operatoren 7': W — W ein sogenanntes beidseitiges /deal der Banachalgebra
L(W) bildet.

Bewelis.

Ubg

[

0. Wir zeigen zunéchst, dass kompakte Operatoren einen Untervektorraum bilden. Seien

T, S kompakt und A, u € C. Sei (z;),en eine beliebige beschriankte Folge in V; finde eine
Teilfolge (xj, )ken, so dass die Folge (S(z;,))ken in W konvergiert. Finde davon wiederum
eine Teilfolge (2, )nen, so dass auch die Folge (T'(z;,, ))ren konvergiert. Dann konvergiert
auch die Folge (AS(xj, )+ uT' (2, ))nen. Also ist auch die Linearkombination AS + uT
ein kompakter Operator.

. Sei (T))nen eine in L(V, W) konvergente Folge kompakter linearer Abbildungen. Sei

(x)jen eine beliebige beschrankte Folge in V, also ||z;|| < ¢ fiir alle j € N. Dann gibt
es eine Teilfolge (z1;);en der Folge () en, so dass (T1(x1;))jen konvergiert; von dieser
Teilfolge finde wiederum eine Teilfolge (x3;) en, so dass auch (T5(z2;));jen konvergiert. In-
duktiv finde eine Teilfolge (z,41,5)jen von (z,;) en, so dass (T4+1(2n+1,))jen konvergiert.
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Betrachte die Folge der Diagonalglieder y; := z,;; offenbar konvergiert T,,(y;) fir jedes
n € N. Fiir gegebenes ¢ > 0 gibt es wegen der Normkonvergenz ein ng € N |, so dass
fiir alle n > ng die Abschétzung ||T,, — T'|| < € gilt. Finde dann ky € N, so dass fiir alle
Ik > ko

||T7L0(yl) - Tno(?ﬂﬂ)” <é

gilt. Fiir diese [, k gilt dann die Abschéatzung

1T (ye) = T (i)l < 1T (1) = Do Wl + 1 Tog (1) — Tong () | + 1| Tp () — ()

<ellyll + ¢ +ellykll < (2¢+1)e.

Also ist (T'(yx))ken eine Cauchy-Folge im Banachraum W und damit eine konvergente
Teilfolge von (T'(x;)),en.

2. Sei (xn) eine beschrénkte Folge in V. Da T stetig ist, ist dann (T(mn)) beschrankt in
W. Falls S kompakt ist, besitzt (S(T(x,))) eine konvergente Teilfolge, also ist ST nach
Definition kompakt. Falls T kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (T'(zy,)).
Dann konvergiert die Folge (S(T'(z,,))) wegen der Stetigkeit von S.

Wir betrachten nun wieder kompakte Operatoren auf Hilbertrdumen.

Lemma 2.4.6.
Sei H ein Hilbertraum und 7' € L(H) ein Operator von endlichem Rang. Dann gibt es endliche
linear unabhéngige Familien (e;);=1,.. % und (€});j=1,..x in H mit k = dimim(7’), so dass

..........

VR

T(x) = Z(e”f z)e; fiir alle x € H.

Der adjungierte Operator T™* ist ebenfalls von endlichem Rang. Es gilt dimim(7™*) = k und

k

T"(x) = Z(ej,@e;f.

=1

Beweis.

1. Dies beweist man durch einfache Rechnungen. Sei (e;),—1. .. j eine beliebige Orthonormal-

basis des Bildes R = im 7. Entwickle fiir x € H

.....

k

T(x) =) aj(z)e,

J=1

wobei
a(z) = (e, T(x)) = (T"e, x).

Wir setzen e} := T™¢; und haben



2. Fiir beliebige x,y € H gilt

(0 T() = S (s a)y,e;) = <Z<ej7y>e;f,x> |

j:l j:l

Der Vergleich mit der definierenden Gleichung (y, T'(z)) = (T*(y), z) liefert die Darstel-

lung
k

T*(y) = > (e y)e;.

j=1
des adjungierten Operators T*. Also ist auch 7™ von endlichem Rang und die Familie
(€7)j=1....k ist ein Erzeugendensystem des Bildes im(7™); es folgt dim im(7™) < dim im(7').
Aus (T%)* =T, vgl. Satz[2.2.9] folgt auch die umgekehrte Ungleichung

dimim(7) = dimim((7*)*) < dimim(7™).

Satz 2.4.7.
Sei H ein Hilbertraum und T' € L(H).

1. Der Operator T ist genau dann kompakt, wenn es eine Folge (7});en von Operatoren von
endlichem Rang gibt mit lim;_, ||T"— T}|| = 0.

2. Ein Operator T ist genau dann kompakt, wenn der adjungierte Operator T kompakt ist.

Beweis.

1. Da Operatoren von endlichem Rang nach Bem. 1 kompakt sind, folgt aus Satz
sofort, dass Operatoren im Normabschluss des Unterraums von Operatoren endlichen
Ranges kompakt sind.

2. Sei nun umgekehrt 7" kompakt. Wir miissen 7" durch Operatoren endlichen Rangs appro-
ximieren. Wéhle eine Hilbertbasis (e;) von H und setze

T L

lle||=1,1p€span(eq,...en)

dies ist eine monoton fallende Folge mit A, > 0, die also gegen einen Grenzwert A € R
konvergiert.

Wihle nun eine Folge 1, € span(e, . .. e,)" mit [[1,]| = 1 und ||[T9,|| > A/2. Aus ¢, — 0
folgt wegen Satz [2.4.2/1, dass T, — 0. Also ist A = 0. Fiir x € H gilt nun

n

1T (x) =Y (e, a)Tles) || < Al

J=0

[ J/

~
T+ mit yespan(eq,...en )L

n

so dass die Operatoren endlichen Rangs » % (e;, —)T'(¢;) gegen den kompakten Operator
T konvergieren.
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3. Sei T kompakt. Dann gibt es nach 2. eine Folge von Operatoren 7}, von endlichem Rang,
die gegen 7' konvergieren. Nach Lemma sind die adjungierten Operatoren 77 auch
von endlichem Rang; ferner gilt nach Satz

17" =Tl = T = Tll;

also auch lim,, o, T0¥ = T™. Nach Satz ist T™ als Grenzwert von Operatoren endlichen
Rangs kompakt. Ist umgekehrt 7* kompakt, so folgt mit gleichem Schluss, dass T' = (T™)*
kompakt ist.

Um kompakte Operatoren anwenden zu kénnen, betrachten wir noch:

Satz 2.4.8 (Analytisches Fredholm-Theorem).

Sei H ein Hilbertraum. Sei D C C ein Gebiet. Sei f: D — L(H) eine analytische operatorwer-
tige Funktion, so dass f(z) fiir alle z € D ein kompakter Operator ist. Dann gilt die folgende
Alternative: Entweder gilt

e Der Operator (idg — f(2))! existiert in L(H) fiir kein z € D.
oder es gilt

e Der Operator (idg — f(2))7! existiert in L(H) fiir alle z € D\ S, wo bei S eine diskrete
Untermenge von D ist, d.h. keinen Haufungspunkt in D besitzt. Dann ist (idg — f(2))™!
analytisch auf D\ S und hat Pole als Singularitéiten in S. Die Residuen an den Polen sind
Operatoren von endlichem Rang. Fiir z € S hat die Eigenvektorgleichung f(z)1 = 1 eine
von Null verschiedene Losung in H.

Bewelis.

[ Es geht entscheidend das Prinzip der Isoliertheit der Nullstellen fiir analytische
Funktionen ein.

Wir zeigen, dass in der Umgebung jedes Punktes zy € D eine der beiden Aussagen gilt. Da
D zusammenhéngend ist, folgt dann die Behauptung.

e Wihle 7 > 0, so dass aus |z — z| < r folgt || f(z) — f(20)|| < 3. Da f(z0) ein kompakter
Operator ist, finde mit Satz[2.4.7)einen Operator endlichen Rangs F', so dass || f(zo) —F|| <
+ gilt. Dann ist fiir z € B,(z) nach der Dreiecksungleichung || f(z) — F|| < 1. Daher
existiert fiir z € B,(z9) die Abbildung

(idy = f(z) + F) ' =idu + ) _(f(z) = F)"

und ist in z analytisch. Da F' endlichen Rang hat, finden wir nach Lemma linear

unabhingige Vektoren (¢;);=1,.. n und Vektoren (¢;);—1__n, so dass
N
Fv) = Z(qﬁn,v)wn fir alle v € H.
n=1
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e Fiihre nun fiir z € B,(zp) die Familie von Vektoren
Gn(2) := (idg — f(2)+ F) "¢, € H
und die Familie von Abbildungen

9(2) = Fo(idy — (=) + F)™ = T (60, (du — 1) + F) 7
RTINS

ein. Die Gleichung
(idg — f(2)) = (idg — g(2)) o (idy — f(2) + F)

zeigt, dass (idg — f(z)) fiir 2 € B,.(2p) genau dann invertierbar ist, wenn idy — g(2)
invertierbar ist, und dass die Eigenvektorgleichung 1) = f(2)¢ genau dann eine Losung
1 # 0 hat, wenn die Gleichung ¢ = g(z)p eine Losung ¢ # 0 hat. Somit reicht es aus,
alle Aussagen fiir die Familie g(z) von Abbildungen endlichen Rangs zu zeigen.

e Entwickle eine Losung ¢ von g(z)p = ¢ in Komponenten, ¢ = ij:l Butby, mit B, €
C. Dann ist ¢ genau dann Losung, wenn die komplexen Zahlen (f,) eine Losung des
homogenen linearen Gleichungssystems

N

m=1

sind. Daher gibt es eine von Null verschiedene Losung genau dann, wenn

d(Z) = det((sm,n - <¢n(z)a wm» =0

gilt. Da die Matrixelemente analytische Funktionen sind, ist auch die Funktion d(z) ana-
lytisch. Nach dem Prinzip der Isoliertheit der Nullstellen [1.1.19|ist die Nullstellenmenge
S von d(z) entweder ganz B, (zy) oder eine diskrete Menge, entsprechend der Alternative.
Verschwindet d auf ganz B,.(zg), so gibt es nirgendwo ein Inverses und wir sind im ersten
Fall der Alternative. Im zweiten Fall betrachten wir den Unterfall, dass z ¢ S, also z nicht
in der Nullstellenmenge liegt; fiir gegebenes ¢ konnen wir die Gleichung (id — g(2))p = ¢
durch den Ansatz

N
p=0+>_ Butn
n=1

l6sen, wenn wir Losungen (5,) mit

N

B = (6n(2),0) + D> (6n(2), Yrm) Bon-

n=1

finden. Dieses inhomogene lineare Gleichungssystem hat wegen d(z) # 0 eine nicht-triviale
Losung. Also existiert (id — g(2))™! und somit (id — f(z))~! genau fiir 2 € S.

e Dass (id — f(z))~! analytisch ist bis auf Pole in S und dort als Residuen Operatoren
endlichen Rangs hat, folgt aus expliziten Formeln fiir die 3,,.
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Korollar 2.4.9 (Fredholmsche Alternative).
Sei A ein kompakter Operator auf H. Dann existiert entweder der inverse Operator (idg — A)™!
in L(H), oder die Eigenvektorgleichung Aty = 1 hat eine von Null verschiedene Losung.

Beweis.

Betrachte die analytische Funktion f(z) = zA. Im analytischen Fredholmtheorem kann
die erste Alternative nicht zutreffen, da fiir z = 0 der Operator idy — zA = idy invertierbar
ist. In der zweiten Alternative gilt entweder 1 € S, dann ist die Eigenvektorgleichung losbar,
oder 1 ¢ S, dann existiert das Inverse (idy — A)~%. O

Bemerkungen 2.4.10.

1. Eine wichtige Anwendung der Fredholmschen Alternative ist das Studium von Loésungs-
mengen von inhomogenen linearen Gleichungen der Form (idy — A)y) = ¢ mit gegebenem
kompakten Operator A und fiir gegebenes ¢ € H. Angenommen, wir wissen, dass fiir
irgendein ¢ € H hdchstens eine Losung vy existieren kann. Dann kann die Eigenvektor-
gleichung Aty = 1) keine von Null verschiedene Losung ¢ haben (denn dann wére mit
auch 1 + 1 eine weitere Losung). Nach der Fredholmschen Alternative muss dann
(id— A)~! existieren. Also impliziert in diesem Fall Eindeutigkeit fiir eine Inhomogenitét ¢
und Kompaktheit von A die eindeutige Losbarkeit fiir alle ¢ und die stetige Abhéngigkeit
der Losung von ¢.

2. Sei § eine beschriinkte offene Teilmenge des R™ und k € L*(Q2 x Q). Man kann zeigen,
vgl. [RS, Theorem VI.22|, dass der Operator K : L?(Q) — L?(Q) mit dem Integralkern %k

(K f)() = / ke, y)f(y)d"y fir f € LA(Q)

Q

kompakt ist.

3. Sei D C R3 offen und beschrinkt mit glattem Rand 0D. Wir ~suchen fiir eine vorgegebene
stetige Funktion f auf D eine Funktion v € C?*(D,R) N C(D,R) mit

Au(xz) =0 fiir z € D und u(zx) = f(z) fir x € 9D.

Existenz und Eindeutigkeit der Losung dieses elliptischen Randwertproblems (und die
stetige Abhéngigkeit von den Randwerten) lassen sich mit Hilfe obiger Theorie zeigen,
indem man eine (kompakte!) Abbildung

T.C@OD) — C(9D)
(To)(x) = /a & Ym0 nas(y)

D 27T|»T - y|3

betrachtet (wobei n, den dufleren Normalenvektor in y € 0D bezeichnet).

Wir machen nun Aussagen iiber das Spektrum kompakter Operatoren:

Satz 2.4.11 (Riesz-Schauder).

Das Spektrum eines kompakten Operators A auf einem Hilbertraum H ist die hochstens
abzidhlbare Menge der Eigenwerte, eventuell vereinigt mit {0}. Es ist 0 der einzige mogliche
Haufungspunkt im Spektrum. Die Eigenrdume der von Null verschiedenen Eigenwerte sind
endlich-dimensional.
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Beweis.
Betrachte die auf der ganzen komplexen Ebene definierte analytische Funktion f(z) := zA. Fiir
z = 0 existiert (idg — f(2))~! = idpy; wir sind also in der zweiten Alternative von Satz [2.4.8|
Daher ist die Menge

C :={z € C|zAyY = 9 hat eine Losung }

diskret. Sei A € C, A # 0. Genau dann, wenn % in C ist, ist A Eigenwert von A.
Ist % nicht in der diskreten Menge C', so existiert der Operator

. , 1. 1. .-

()\ldH — A) 1 = X(ldH — XA) 1
und A gehort zur Resolventenmenge p(A). Somit ist o(A) die Menge der Eigenwerte,
eventuell vereinigt mit {0}. Da C keinen H&ufungspunkt besitzt, ist 0 der einzig mdogliche
Héufungspunkt der Inversen der Elemente von C. Die Tatsache, dass die Eigenrdume zu
Eigenwerten ungleich Null endlich-dimensional sind, folgt direkt aus der Kompaktheit von A. O

Wir kénnen nun auch zeigen, dass sich kompakte selbstadjungierte Operatoren ganz &hnlich
verhalten wie endlich-dimensionale selbstadjungierte Operatoren:

Satz 2.4.12 (Hilbert-Schmidt).
Sei A ein selbstadjungierter kompakter Operator auf einem separablen Hilbertraum H. Dann
gibt es eine Hilbertbasis (e, ) von H, so dass Ae, = A\,e, mit lim,_,,, A\, = 0.

Beweis.

e Wihle fiir den Eigenraum zu jedem Eigenwert eine Orthonormalbasis. Da Eigenrdume
eines selbstadjungierten Operators zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal stehen, er-
halten wir so eine orthonormale Familie (e;) in H. Sei U der Abschluss des Erzeugnisses
dieser Familie in H.

e Es gilt A(U) C U und, da A selbstadjungiert ist, A(U*) C UL. Setze A := A|y.; auch A
ist selbstadjungiert und kompakt. Ferner gilt fiir das Spektrum o(A) C o(A). Nach dem
Satz von Riesz-Schauder ist jedes A € o(A)\ {0} ein Eigenwert, daher existiert ein
Eigenvektor von A zu diesem Eigenwert, der aber dann in U liegen muss. Also ist r(A) = 0
und wegen Bemerkung gilt ||A|]| = 0. Aber Vektoren im Kern sind Eigenvektoren

und somit in U, also U+ = {0}.
e Die Folge (\,) ist beschriankt, vgl. Satz Aus dem Satz [2.4.11] von Riesz-Schauder

folgt nun die Aussage lim,,_so A, = 0.

O

Wir zeigen nun, wie sich Lemma [2.4.6| von Operatoren endlichen Rangs auf kompakte Ope-
ratoren verallgemeinert:

Korollar 2.4.13.
Sei T' ein kompakter Operator auf H. Dann gibt es (nicht-notwendigerweise vollstandige) or-
thonormale Familien (ey,)n=1,.n, (€))n=1,..n, mit N € NU {co}, und positive reelle Zahlen



Die Summe kann endlich oder unendlich sein; im letzteren Fall konvergiert sie bzgl. der Ope-
ratornorm.

Beweis.

Ubg.

[ Weil T kompakt ist, ist nach Satz auch 7™ und nach Satz auch der selbstadjungier-
te und positive Operator T*T kompakt. Nach dem Satz finde eine orthonormale Menge
(en)n=1,.n so dass T*Te, = pipe, gilt mit p, > 0 und dass 77" auf dem orthogonalen Kom-
plement des Erzeugnisses der Familie verschwindet. Sei A, := |/u, die positive Quadratwurzel.
Setze e} 1= ﬁTen. Dann gilt

1 m
<€n7 €m> )\ )\ <Ten7T€m> = )\ /\ <en7T T€m> = )\M—)\<€n7€m> = 5n,m7
so dass auch die Familie (e} ),=1.n orthonormal ist. Damit ist wie in Lemma -
N
Tv:ZT*e* vyer —Z)\ €n, UV
n=1

wobei wir benutzt haben

T*et = \- 17" Te, = %

n

€n = AnCn.

Man beachte: wenn 7" = A selbstadjungiert und positiv ist, gilt e} = ﬁAen = e,, und man
erhélt die Aussage von Satz [2.4.12| als Spezialfall. | O

Wir erinnern an den Begriff eines positiven Operators A aus Definition [2.2.16} dies sind
Operatoren, fiir die gilt (z, Az) > 0 fiir alle z € H. Man zeigt dann zum Beispiel mit Hilfe der
Potenzreihenentwicklung der analytischen Funktion /1 — z fiir |z] < 1:

Satz 2.4.14.
Sei A € L(H) positiv. Dann gibt es einen eindeutigen positiven Operator B € L(H) mit B? = A.
Der Operator B kommutiert mit jedem beschréinkten Operator, der mit A kommutiert. Wir

schreiben B = v/ A.

Bemerkungen 2.4.15.
1. Fiir jeden Operator A € L(H) ist der Operator A*A positiv, denn es gilt (A*Az,z) =
(Azx, Ax) > 0. Wir betrachten daher den positiven selbstadjungierten Operator

|A] := VA*A.

Ist A kompakt, so sind die Eigenwerte von |A| die sogenannten singuldren Werte A, in

Satz 2.4.13]
2. Man beachte, dass im Allgemeinen nicht gilt |AB| = |A| o | B| oder |A| = |A*|.

3. Das Analogon zur Polarzerlegung komplexer Zahlen fiir beschrinkte Operatoren als Pro-
dukt A = U|A| mit U unitér und |A| positiv ist etwas subtil: Man zeigt [RS, Theorem
VI.10], dass jeder beschrinkte Operator A € L(H) eindeutig in der Form A = U|A| ge-
schrieben werden kann, mit einer partiellen Isometrie U mit ker U = ker A. Ein Operator
U € L(H) heifit partielle Isometrie, wenn die Restriktion von U auf den abgeschlossenen
Unterraum (ker U)* eine Isometrie ist.

Man betrachte zum Beispiel A: #2 — (2 die Verschiebung nach rechts, wie in Beispiel
dann ist A* die Verschiebung nach links, und A*A = idx, also |A| = VA*A = id.
In dem Fall ist also A = U|A|, mit U = A, wobei natiirlich A und A* nicht unitér sind.)
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Bemerkungen 2.4.16.

1.

Wir berichten noch iiber interessante Unterklassen der kompakten Operatoren. Dies ist
von praktischer Bedeutung, da man oft leichter zeigt, dass ein konkret gegebener Operator
in einer der Unterklassen liegt.

Sei hierfiir H ein Hilbertraum mit Orthonormalbasis (e;). Fiir einen positiven Operator
A € L(H) definieren wir die Spur durch

o0

tr(A) := Z(en,Aen) € [0, oo.

n=0

Sie ist unabhéngig von der Orthonormalbasis, linear, invariant unter Konjugation mit
einem unitiren Operator U, d.h. trtUAU ! = tr(A4), und monoton: aus 0 < A < B folgt
tr(A) < tr(B).

. Ein Operator A € L(H) heifit Operator von Spurklasse, wenn tr|A| < oo gilt. Wir

bezeichnen die Menge der Spurklasseoperatoren in L(H) mit Z.

. Die Operatoren von Spurklasse bilden ein beidseitiges *-Ideal von L(H): Sie sind ein

Untervektorraum, aus A € Z; und B € L(H) folgt Ao B € Z; und B o A € Z;, und mit
A liegt auch A* in Z;.

Mit der Norm || A||; := tr|A| wird Z; zur Banachalgebra. Es gilt ||A]| < ||A|:. Spurklasse-
Operatoren sind kompakte Operatoren. Ein kompakter Operator A ist Spurklasse genau
dann, wenn fiir die positiven Zahlen \; aus Korollar [2.4.13|gilt > > | A, < co.

. Dichtematrizen oder statistische Matrizen in der Quantenmechanik sind selbstadjungier-

te positive Operatoren von Spurklasse mit Spur 1 und somit insbesondere kompakt. Die
nicht-negativen Zahlen \; aus Korollar mit Z;’Zl A; = 1 haben dann die Interpreta-
tion klassischer Wahrscheinlichkeiten. Die Zerlegung in Eigenrdume nach dem Satz
von Hilbert-Schmidt besagt, dass wir den gemischten Zustand als Superposition reiner
Zusténde schreiben konnen.

Man nennt einen Operator T € L(H) einen Hilbert-Schmidt Operator, wenn trT*T < oo
gilt. Wir erhalten ein weiteres *-Ideal Z, von L(H), das mit der Struktur eines Hilber-
traums versehen werden kann (mit (A, B) = trA*B), siehe [RS]. Hilbert-Schmidt Opera-
toren sind kompakt. Ein kompakter Operator A ist Hilbert-Schmidt, genau dann wenn
fiir die positiven Zahlen \; aus Korollar gilt Y7 A2 < oo. Man kann nun fiir
1 < p < oo analog zu den L”-Riumen weitere Ideale Z, einfiihren, die Schattenideale mit

Norm [|A[, = (522, \)? < cc.
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2.5 Die Spektralsitze fiir beschrinkte symmetrische Operatoren

Sei A ein symmetrischer Operator auf einem endlich-dimensionalen Hilbertraum. Dann kénnen
wir A diagonalisieren. In einer Basis (v;)i=1,., von Eigenvektoren zu den Eigenwerten \; €
o(A) C R schreiben wir, wenn p; € End(H) der Projektor auf den Unterraum Cu; ist,

=1

Sei jetzt H wieder ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum. In diesem Abschnitt
betrachten wir die stetigen, d.h. beschrinkten, symmetrischen Operatoren H — H. Wir haben
bereits gesehen, dass es wichtige Unterschiede zum endlichdimensionalen Fall gibt: Es kann
z.B. verallgemeinerte Eigenwerte A geben, zu denen es keine Eigenvektoren gibt. Die Menge der
verallgemeinerten Eigenwerte kann kontinuierliche Komponenten haben, die Gesamtheit solcher
Komponenten nennt man das kontinuierliche Spektrum. Das ist physikalisch sehr relevant.
Zum Beispiel hat der Hamiltonoperator fiir das Wasserstoffatom ein Spektrum von gebundenen
Zustanden mit diskreten Energie-Eigenwerten, aber dariiber hinaus auch einen kontinuierlichen
Teil des Spektrums.

Fiir Anwendungen in der Quantenmechanik ist es nicht ausreichend, beschréankte Operatoren
zu betrachten. Spéter (im néchsten Abschnitt) betrachten wir auch unbeschréankte Operatoren
(selbstadjungiert, im Zusammenhang mit der Forderung nach reellen Messwerten). Wir fithren
deshalb einige Begriffe gleich allgemeiner ein, bevor wir uns wieder auf stetige Operatoren
konzentrieren.

Definition 2.5.1

Seien (X, || - ||x), (Y,|| - |ly) Banachrdume. Dann ist der Vektorraum X x Y mit der Norm
Iz, y)|xxv = ||lz|lx + ||ylly wieder ein Banachraum. Sei f: D — Y mit D C X eine nicht
notwendigerweise stetige lineare Abbildung.

1. Der Graph der Abbildung f ist die Teilmenge
Graph(f) :={(z, f(z))|lx € D} C X x Y.
Fiir eine lineare Abbildung ist Graph(f) ein Untervektorraum.

2. Eine lineare Abbildung f heifit abgeschlossen, falls Graph(f) ein abgeschlossener Unter-
raum des Produktraums X x Y ist.

Explizit bedeutet dies:
(Ab)  Fiir jede Folge (x,)nen in D, die gegen ein x € X konvergiert und fiir die die
Folge der Bildwerte (f(x,))nen gegen ein y € Y konvergiert, gilt x € D und f(x) = y.

Wir hatten bereits in Definition dicht definierte Operatoren zugelassen.

Definition 2.5.2
Sei H ein Hilbertraum und D(f) ein dichter Unterraum von H, d.h. D(f) = H. Eine lineare
Abbildung f: D(f) — H heifit ein dicht definierter Operator auf H. Wir setzen

D*:={y € H|3y" € H mit (f(x),y) = (z,y") fiir alle x € D(f)}.
Zu jedem y € D* ist y* € H mit

(f(x),y) = (x,y") fiir alle x € D(f)

95



eindeutig bestimmt. Wir betrachten den Operator f*: D* — H mit f*(y) := y* und D(f*) :=
D*. Dann ist f* ist linear und heifit der zu f adjungierte Operator.

Definition 2.5.3
Sei H ein Hilbertraum, D(f) C H ein dichter Unterraum und f: D(f) — H linear.

1. Dann heifit f symmetrisch, wenn gilt

(Sy) (=, f(y)) = (f(x),y) fiir alle z,y € D(f). (Dann gilt D* 2 D(f).)

2. Ein symmetrischer Operator f heifit selbstadjungiert, wenn gilt

(Se) D(f) = D(f*). (Dann gilt f* = f.)

Satz 2.5.4.
Sei f: D(f) — H ein auf D(f) C H dicht definierter Operator. Dann ist der zu f adjungierte
Operator f*: D* — H abgeschlossen.

Insbesondere sind selbstadjungierte Operatoren abgeschlossen.

Beweis.
Sei (x,,) eine Folge in D(f*) mit x,, — = € H, die die Eigenschaft hat, dass auch ihre Bildwerte
f*(z,) gegen ein y € H konvergieren. Fiir jedes z € D(f) gilt

(f(z),2) = lim (f(2),2n) = lim (z, f*(zn)) = (2,9)-

n—0o0 n—oo

Also ist z € D*, und es gilt f*(z) = y. O

Bemerkungen 2.5.5.
Wir werden spéter (siehe Satz [2.6.14]) zeigen:

1. Das Spektrum eines selbstadjungierten Operators ist stets reell.

Man zeigt (UA) mit Satz [2.2.20}

2. Sei f: X — Y eine nicht notwendigerweise stetige lineare Abbildung von Banachriumen.
Dann ist f genau dann stetig, wenn f abgeschlossen ist.

3. Satz von Hellinger-Toeplitz: Sei H ein Hilbertraum und sei f: H — H eine symmetrische
lineare Abbildung, von der wir nicht voraussetzen, dass sie stetig ist, aber dass sie iiberall
definiert ist: D(f) = H. Dann ist f stetig.

Im Rest des Abschnitts sei stets H ein Hilbertraum, und wir betrachten nun wieder be-
schrankte Operatoren f: D(f) = H — H. Das bedeutet insbesondere, dass alle symmetrischen
Operatoren A selbstadjungiert sind.

Wir mochten den Spektralsatz, genauer: mehrere Varianten des Spektralsatzes, zeigen.

Der Spektralsatz erlaubt es uns insbesondere, grofie Klassen von Funktionen f(A) eines
selbstadjungierten Operators A zu definieren. Die Version, die wir als néchstes zeigen werden,
startet direkt mit diesem Aspekt.
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Theorem 2.5.6 (Spektralsatz - stetiger Funktionalkalkiil).
Sei H Hilbertraum und A ein symmetrischer Operator in L(H). Dann gibt es eine eindeutige
Abbildung

®: C(o(A)) — L(H)

von den komplexwertigen stetigen Funktionen auf dem Spektrum o(A) in die beschrankten
Operatoren mit den folgenden Eigenschaften:

1. ® ist ein unitaler x-Algebra-Morphismus, d.h. ® ist linear und es gilt
O(1) = idp, D(f - g) = ©(f) () und &(f) = (f)*
fir alle f,g € C(c(A)).
2. ® ist stetig: Es gibt eine Konstante C' > 0 mit || ®(f)||za) < C|| fl[oo-
3. Fiir die Funktion f(z) =z auf o(A) gilt ®(f) = A.

® hat die weiteren Eigenschaften:
4. Aus Ay = \p mit ¢ € H folgt ®(f)y = f(N).
5. Das Spektrum von ®(f) ist {f(A)|A € o(A)}.
6. Aus f > 0 folgt ®(f) > 0.
7. Die Eigenschaft 2. wird verschérft zu der Aussage ||®(f)|lo) = | f|loo-

Bemerkungen 2.5.7.

Wir schreiben auch f(A) fur ®(f). Es ist klar, dass durch die Eigenschaften 1. und 3. die
Abbildung ® auf Polynomen festgelegt wird. (Im eingangs betracheten endlich-dimensionalen
Fall erhalten wir fiir A = >""" | Aip; gerade f(A) = >, f(\)pi).

Andererseits liegen Polynome im Raum der stetigen Funktionen auf der kompakten Menge
0(A) beziiglich der Supremumsnorm dicht, wie der Weierstrafische Approximationssatz besagt.
(Man beweist ihn mit &hnlichen Methoden, mit denen in MfP II die gleichm#fige Approximation
von stetigen periodischen Funktionen durch trigonometrische Polynome gezeigt wurde.)

Auch wenn f(z) =3 >° | a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > || A|| ist, konver-
giert die Potenzreihe Y ° | a, A" im Banachraum L(H) absolut und ergibt einen Kandidaten
fiir ®(f). So kann man einen analytischen Funktionalkalkiil fiir beschrankte Operatoren sogar
auf Banachrdumen entwickeln.

Satz 2.5.8 (Weierstrafischer Approximationssatz).
Sei [a, b] ein kompaktes reelles Intervall und f € C([a,b]). Dann gibt es eine Folge (pg)ken poly-
nomialer Funktionen py, die auf dem kompakten Intervall [a, b] gleichmé&Big gegen f konvergiert.

Fiir den Beweis von Satz benotigen wir:

Lemma 2.5.9.
Fiir P(z) = Y. an2" € Clz] setze P(A) = SN a,A" € L(H). Dann ist das Spektrum

a(P(A)) ={PN)|A € o(A)}.

Beweis.
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D Sei A € 0(A). Da A trivialerweise eine Nullstelle des Polynoms P(z) — P()) ist, schreiben
wir
P(z) = P(A) = (z = M)Q(2)
mit einem Polynom @Q(z). Daher ist P(A) — P(\)idy = (A — Aidg)Q(A). Da A — Xidy
kein beschrianktes Inverses hat, hat auch P(A) — P(\)idg kein beschrénktes Inverses, also
ist P(\) € o(P(A)).
C Sei umgekehrt p € o(P(A)). Zerlege in Linearfaktoren

Plz)—p=alz—X ) - (x— An).

Angenommen, keine der Nullstellen \; wére in o(A). Dann gébe es den beschrinkten
Operator
(P(A) — /LidH)_l = a_l(A — )\ﬂdH)_l cee (A — /\NidH)_l.

und es gibe ein beschrinktes Inverses zu P(A) — uidy, im Widerspruch zu p € o(P(A)).
Also gilt A; € 0(A) fiir ein i. Also ist p = P(\) fur ein A € o(A).

O

Nun berechnen wir die Norm von P(A), um Lemma [2.2.22] anwenden zu kénnen:

Lemma 2.5.10.
Sei weiterhin P(z) = Zgzo a,x"™ € Clz] und A ein symmetrischer Operator aus L(H). Dann
gilt

IP(A)] = sup [P(A)].

A€o (A)
Beweis.
Wir rechnen:
IP(A)|* = [[PA)*PA) [Korollar [2.2.14]
I1(PP)(A) [® Homomorphismus auf Polynomen]
— s A [Sa234
Aea(PP(A))
— sup [PPOV)]  [Lemma[59)
Ao (A)
= (sup |[P(N)])?
Ao (A)

Wir konnen nun Theorem beweisen:

Beweis.

Nach dem Weierstrafischen Approximationsatz liegen die Polynome in den stetigen Funktionen
auf der kompakten Menge o(A) dicht. Wegen der Identitéat der Normen in Lemma hat die
Abbildung P +— P(A) auf Polynomen eine eindeutige Fortsetzung ® auf C(o(A)). Wir erhalten
eine Abbildung @, die die Eigenschaften 1.-7. erfiillt. Wir zeigen hier die Eigenschaften 4. und
6. (die anderen Eigenschaften sind klar bzw. Ubg):

Eigenschaft 4. folgt durch Grenziibergang, weil aus Ay = A\ fiir Polynome P die Gleichung
O(P)yp = P(N\) gilt. Zu 6.: Ist f > 0, so schreibe die Funktion f = g* mit g reell, g € C(a(A)).
Dann gilt ®(f) = ®(g)? mit ®(g) symmetrisch, woraus ®(f) > 0 folgt.

O
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Bemerkungen 2.5.11.
1. Esist ®(f) > 0 genau dann, wenn f > 0.

2. Da Funktionen eine kommutative Algebra bilden, fg = g¢f fir alle f,g € C(o(A)), ist
{f(A)|f € C(c(A))} eine kommutative Unteralgebra von L(H). Da ® die Norm erhélt,
ist diese Algebra unter der Norm vollstédndig und somit eine sogenannte C*-Algebra und
als solche isomorph zur C*-Algebra C'(c(A)).

3. Als Anwendung des Funktionalkalkiils erhalten wir fiir positive Operatoren einen (alter-
nativen) Beweis von Satz[2.4.14] der Existenz einer Quadratwurzel positiver Operatoren.

Wir kommen nun zu einer weiteren Formulierung des Spektralsatzes fiir symmetrische Ope-
ratoren A aus L(H), der uns ndher an die mathematische Struktur der Quantemechanik bringt.
Wir folgen [RS], lassen einige Details weg, brauchen jedoch noch einige Tatsachen aus der Maf3-
theorie. Fiir Anwendungen in der Quantenmechanik wird eine Folgerung des Spektralsatzes
zentral sein: Fiir jede offene Teilmenge M von R, und jeden Vektor ¢ € H existiert eine reelle
Zahl p,, (M), die als die Wahrscheinlichkeit interpretiert werden kann, fir die dem Operator A
zugeordneten Messgrofle im Zustand ¢ einen Wert zu finden, der in der Menge M enthalten
ist.

Fiir einen festgehaltenen Operator A und einen festgehaltenen Vektor ¢ mit [[¢)|| = 1 hat
die Abbildung M — (M) := py(M) die folgenden Eigenschaften

(i) u(®) =0, (i) #(U Mi) = Z,u(Mi) falls M; N M; = 0 Vi, j,

(i) w(R) = 1.
Eine Abbildung M +— (M) mit den Eigenschaften (i) und (ii) nennt man ein Ma$, und wenn

zusatzlich (iii) erfiillt ist, spricht man von einem Wahrscheinlichkeitsmaf auf R.

Bemerkungen 2.5.12.
1. Das Lebesgue-Integral basierte wesentlich auf dem translationsinvarianten Maf§ auf R mit
p([a,b]) = b— a. Wir arbeiten weiter mit der o-Algebra der Borelmengen von R, also der
kleinsten o-Algebra, die alle offenen (und abgeschlossenen) Teilmengen von R enthélt.

2. Sei a: R — R eine beliebige monoton steigende Funktion. Dann existieren fiir jedes x € R
die einseitigen Grenzwerte

a(a—0) :=lima(x) und a(a +0) := lim a(x).

zta zla

Wir fithren nun fiir offene Intervalle in R ein neues Mafl ein, indem wir Intervalle mit
Hilfe von « unterschiedlich gewichten:

to ((a,0)) := a(b—0) — ala +0).

Dieses Mafl kann man fortsetzen zu einem Mafl auf Borelmengen von R, das die Regula-
ritdtseigenschaft
pu(B)=  sup  p(C)= _inf pU)

CCB,C kompakt U2B,U offen

hat. Man nennt ein Maf} i, das auf kompakten Mengen endlich ist, und diese Regula-
ritdtseigenschaft hat, ein (reguldres) Borelmaf.

Man erhélt
o ([a,0]) := a(b+0) — a(a — 0), speziell p, ({a}) = a(a+0) — a(a —0).
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3. Man fiihrt dann Messbarkeit und Integrierbarkeit ein wie fiir das Lebeguessche Maf}. Man
definiert fiir integrierbare Funktionen ein Integral

4ﬂMwi4Ma

das Lebesque-Stieltjes Integral, das linear und monoton ist (siche z.B. [HO1, XI]). Man
erhélt L'-Réaume, die beziiglich der Metrik dy(f, 9) = [ |f — gldpa vollstéindig sind und
in denen die stetigen Funktionen dicht liegen. Man zeigt fiir die Integrale [ du, Verallge-
meinerungen der uns bekannten Sétze: monotone Konvergenz, majorisierte Konvergenz,
Riesz-Fischer und Fubini.

4. Wenn die Funktion « stetig differenzierbar ist, so gilt

d
/fda:/fgdx, mit g:—a
R R dx

und wir konnen alles mit Hilfe des Lebesgue-Mafles beschreiben.
Als anderes Beispiel betrachten wir fiir a die Heavisidesche Stufenfunktion = 1 ). Es
gilt
1, wenn 0 € B,
Ho(B) = { 0, wenn 0 &€ B,

und [ fd# = f(0). Wir erhalten das sogenannte Diracmaf in 0. Man mache sich klar,
dass fiir dieses MaB3 dy(f,g) = |f(0) — g(0)] gilt, so dass im L'-Raum alle Funktionen
identifiziert werden, die den gleichen Wert an der Stelle 0 haben. Daher ist der L'-Raum
beziiglich des Dirac-Mafles eindimensional.

5. Sei p ein Borel-Mafl auf R. Die hochstens abziahlbare Menge P := {x|u({z}) # 0} heifit
die Menge der reinen Punkte des Mafles p, und wir bezeichnen mit p,, das Maf

tpp(X) = p(PNX) = Z n({x}).

rzePNX

Das Borel-Ma8 j heifit reines Punktmaf, wenn pu(X) = > u({z}) fiir jede Borelmenge
X gilt. Im Gegensatz dazu: Das Mafl i heifit stetig, wenn es keine reinen Punkte hat.
Ein Borel-Maf 1 heifit

o absolut stetig relativ zum Lebesgue-Maj$, wenn es eine nichtnegative Funktion g €
L} (R) gibt, so dass fiir jede beschriinkte Borelfunktion (integrierbare Funktion) f

loc
AﬂMZAfW%

gilt:
e singuldr relativ zum Lebesgue-Mafl, wenn p(S) = 0 gilt, mit einer Teilmenge S C R,
so dass R\ S eine Lebesgue-Nullmenge ist.

6. Man zeigt, dass jedes Borel-Maf} i eindeutig geschrieben werden kann als Summe p =
Lppttactflsing, WOD€l 1, ein reines Punktmaf ist, j1,. absolut stetig relativ zum Lebesgue-
MaB} und fi5ing stetig und singulér zum Lebesgue-Ma$.
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Betrachtung 2.5.13.
Wir sind an der Integration stetiger Funktionen auf einem kompakten Raum (genauer: kom-
paktem Hausdorff-Raum) X interessiert.

Ein positives lineares Funktional ¢: C'(X) — C, ist ein lineares Funktional, so dass fiir alle
f e C(X) mit f(xz) > 0 punktweise, ¢(f) € R und £(f) > 0 gilt.

Sei p ein (reguldres) Borel-Mafl auf X. Wir betrachten die Abbildung

l,: CX) — C
[ [y fdu.

Diese Abbildung ist linear und wegen der Monotonie des Integrals

0,(f)] < /X £l < [ fllsopt(X)

stetig. Es folgt ||¢,]| < p(X). Die konstante Funktion f = 1x zeigt, dass sogar [|{,| = u(X)
gilt.

AuBlerdem ist das Funktional ¢,, positiv.

Zu einem gegebenen positiven Funktional ¢ auf C'(X) méchten wir nun ein reguldres Borel-
Mafl i auf X so bestimmen, so dass fiir die (durch ein regulires Borel-Mafl auf X bestimmten)
Funktionale ¢,, das Maf} ;1 zuriick gewonnen wird.

Der Ansatz ist dann, fiir kompakte Mengen K,

p(K) = if{£(f)|f € C(X), f = 1k}

zu setzen, wobei 1 die charakteristische Funktion der Menge K ist.
Wir bemerken zunéchst

Lemma 2.5.14.
Sei X ein kompakter metrischer Raum und ¢: C(X) — C ein positives lineares Funktional.
Dann ist ¢ beziiglich des Supremumsnorm auf C'(X) stetig und es gilt ||| = ¢(1x).

Beweis.

1. Wenn f reelle Werte annimmt, folgt aus —||f|lc < f < [|fllc Wegen der Positivitét
—L(D[flloe < £(f) < L[ flloo und somit [£(f)] < [[f]loof(1)-

2. Fiir eine beliebige Funktion f folgt aus der Polarzerlegung ((f) = e~"r
[6(f)] = Reel(f) = €(Re[e” f]) < [[Re(e"f)[|c (1) < £L)]| floc-

Die erste Ungleichung folgt aus Teil 1; die zweite Ungleichung folgt, da |Re(e® f)| < | f|
gilt.

O

Wir verwenden den (folgenden) Satz von Riesz-Markov (und verweisen auf |[RS], Chapter
IV.) Wir setzen voraus, dass X ein kompakter metrischer Raum ist. Allgemeiner wird der
Satz fiir kompakte Hausdorff-Rdume formuliert. (Dann muss man allerdings statt mit Maflen
auf der Borel-Algebra mit Maflen arbeiten, die auf der o-Algebra definiert sind, welche von
den kompakten Gs-Mengen von X erzeugt wird. Eine Gs-Menge ist dabei per Definition ein
abzdhlbarer Durchschnitt offener Mengen.)
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Theorem 2.5.15 (Riesz-Markov).
Sei X ein kompakter metrischer Raum. Gegeben sei ein positives lineares Funktional
¢: C(X) — C. Dann existiert ein eindeutiges endliches Borelma$ 1 auf X mit

o= [ ran

Betrachtung 2.5.16.
Sei A ein symmetrischer Operator aus L(H), sei X = o(A). Sei ¢ € H. Dann ist

[ (0, f(A))

ein positives lineares Funktional ¢ auf C(X).
Der Satz von Riesz-Markov [2.5.15| besagt, dass es zu einem solchen Funktional ¢ ein eindeu-
tiges BorelmaB p,, auf der kompakten Menge X = o(A) gibt mit

{0, F(A)) = FN)dpy (A).

o(A)

Das Maf3 p,, heifit das Spektralmaff des Operators A zum Vektor ¢ € H.

Man beachte, dass nach Theorem 1 fur die konstante Funktion f =1 gilt f(A) =idy
und somit

polo(A) = [ dmy = ol

o(A)

(Spektralmafle sind endliche Mafle.)

Wir kénnen nun den Funktionalkalkiil aus Theorem [2.5.6] von stetigen Funktionen auf die
Algebra B(R) der beschrinkten Borelfunktionen auf R ausdehnen. Wir definieren fiir eine Bo-
relfunktion g € B(R) und einen symmetrischen Operator A aus L(H) zunédchst die Diagonal-
matrixelemente

(W, g(A)p) = / IO,

und erhalten daraus (¢, g(A)¢) durch Polarisierung, vgl. Lemma2.2.3 und daraus den Operator
g(A) mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes [2.1.5]

Wir erhalten

Theorem 2.5.17 (Spektralsatz - beschrankter Funktionalkalkiil).
Sei A ein symmetrischer Operator aus L(H), H Hilbertraum. Dann gibt es eine eindeutige
Abbildung

d: B(R) - L(H)

von den beschriankten Borelfunktionen auf R in die beschrankten Operatoren mit den folgenden
Eigenschaften:

1. ® ist ein unitaler x-Algebra-Morphismus.
2. & ist stetig: | S(f)e) < I1flloe-
3. Fiir die Funktion f(z) = z auf o(A) gilt ®(f) = A.

4. Es gelte f(x) — f(x) fast iiberall und || f,||c sei beschrinkt. Dann gilt ®(f,) — @(f)
beziiglich der Norm. (Hier geht der Satz {iber majorisierte Konvergenz ein.)

® hat die weiteren Eigenschaften:
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5. Aus Ay = Mo folgt D(f)eh = f(N\)e.
6. Aus f > 0 folgt d(f) > 0.
7. Aus BA = AB folgt ®(f)B = Bd(f).

Aus dem Struktursatz iiber Mafie in Bem. [2.5.12|1, der Zerlegung 1 = ftpp + flac + [hsing Mit
einem reinen Punktmafl fi,,, einem Maf} 1,., das absolut stetig zum Lebesgue-Maf ist, und
einem singuléren Anteil, erhalten wir:

Bemerkungen 2.5.18.

1. Sei A symmetrischer Operator aus L(H), H Hilbertraum. Dann setzen wir

H,, = {¢ € H|uy ist reines Punktmafl}
H,. := {¢ € H|uy ist absolut stetig}
Hgng = {9 € H|py ist singulér}

2. Man zeigt, dass man H als Hilbertsche Summe, also als direkte Summe orthogonaler
abgeschlossener Unterrdume

H = pr S¥ Hac 5% Hsing
schreiben kann, wobei alle Unterrdume unter A invariant sind.

3. Setzt man

opp(A) = 0,(A) = {A\|\ ist Eigenwert}
0ac(A) = 0(Aln,.)
Using(A) = U(A Hsing)

so gilt
0(A) = 0pp(A) Uee(A) Uoging(A).

Diese Vereinigung ist aber i.a. nicht disjunkt. Man sollte sie nicht mit der Zerlegung in
Bem. 2.5.28 verwechseln.

Fiir die néchste Formulierung des Spektralsatzes brauchen wir einen weiteren Begrift:

Definition 2.5.19
Sei A ein linearer Operator auf einem Hilbertraum H. Ein Vektor ¢» € H heift zyklisch fiir A,
wenn der von den Vektoren (A"),en erzeugte Unterraum dicht in H ist.

Lemma 2.5.20.
Sei A ein symmetrischer Operator aus L(H) mit zyklischem Vektor ¢» € H. Dann gibt es einen

unitaren Operator
U: H— L*(o(A),duy)

so dass
UAUTF() = AF(N)

gilt, mit Gleichheit im Sinne von L?-R#umen.
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Ein symmetrischer Operator aus L(H), der einen zyklischen Vektor hat, ist also unitér
aquivalent zu einem Multiplikationsoperator.

Beweis.
Wir setzen zunéchst, fiir f stetige Funktion, U®( )1y := f. Um zu zeigen, dass U wohldefiniert
ist, bemerken wir, dass

10 = (0. @ ())B(F)0) = (b, B(F ) = / SO Py

o(A)

gilt, wobei in der letzten Gleichheit die Definition des Spektralmafles p,, benutzt wurde. Daher
folgt aus f = g py-fast tiberall, dass ®(f)y = ®(g)v gilt. Also ist U auf dem dichten Unterraum
{®(f)v|f € C(o(A))} wohldefiniert und normerhaltend. Nach Lemma kann man U
eindeutig zu einer Isometrie auf H in L*(o(A), du,) fortsetzen. Weil die stetigen Funktionen in
L?*(o(A)) dicht liegen, ist die Isometrie surjektiv.

Schlielich rechnen wir fir f € C(o(A))

def

(UAU )N E(UAS(f)y) (A) = (UD(xf)y) (A) EAF(N)

wobei wir bei der zweiten Gleichheit A = ®(z) und die Homomorphismuseigenschaft von
® ausgenutzt haben. Diese Gleichheit setzt sich auf den Abschluss L?*(o(A)) von C(c(A)) fort. O

Nun hat nicht jeder selbstadjungierte Operator einen zyklischen Vektor; es gilt jedoch:

Lemma 2.5.21.

Sei A symmetrischer Operator aus L(H ), H Hilbertraum. Dann gibt es eine (nicht eindeutige)
Zerlegung in eine hochstens abzihlbare direkte Hilbertsche Summe H = @) H, mit N €
{1,2,...,00}, so dass gilt

e A lasst jeden der Unterrdume H,, invariant, d.h. aus ¢» € H,, folgt Ay € H,,.
e Fiir jedes n gibt es einen Vektor 1, € H,, der fiir die Restriktion A|g, zyklisch ist.

Man erhélt damit eine weitere Form des Spektraltheorems fiir symmetrische Operatoren
A € L(H), wobei wir MaBe auf o(A) zu Mafien auf R fortsetzen (siehe auch Bemerkung [2.5.5)):

Theorem 2.5.22 (Spektralsatz - Multiplikationsoperatoren).
Sei A symmetrischer Operator aus L(H), H Hilbertraum. Dann existieren endliche Mafle
(ftn)n>1 auf dem Spektrum o(A) und ein unitérer Operator

N
U: H— @ LR, dp,)

n=1

so dass (UAUf),,(\) = Mn(N) fiir f = (f1, fo,...) € @Y, L*(R,dpu,) gilt. Man nennt dies
eine spektrale Realisierung von A.

Anders ausgedriickt:

Korollar 2.5.23.
Sei A ein symmetrischer Operator aus L(H), H Hilbertraum. Dann gibt es einen endlichen
Mafiraum (M, 1) und eine beschriankte Funktion g auf M und eine unitére Abbildung

U: H— L*(M,duy),

so dass gilt
(AU ) (m) = g(m)p(m).
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Jeder symmetrische Operator aus L(H) ist also dquivalent zu einem Multiplikationsoperator
auf einem endlichen Mafiraum.

Beweis.

Wir withlen die Normierung der zyklischen Vektoren (¢,) so, dass [[1), > = 27 gilt. Als Maf-
raum M wéhlen wir die disjunkte Vereinigung von N Kopien von R; wir definieren das Maf3
durch seine Restriktion auf die i-te Kopie, die p; = p1y, sei. Dann ist

p(M) = ZN@'(R) = ZW < 0.

Das Spektralmafl ist also endlich. Die Einschrankung der Funktion g auf die ¢-te Komponente
ist die Funktion g;(A) = A. O

Bemerkungen 2.5.24.
1. Man beachte, dass in das Spektralmafl in Theorem [2.5.22] und Korollar {2.5.23] Wahlen

eingehen; weder das Mafl noch die Funktion ¢ sind kanonisch bestimmt.

2. Sei A ein symmetrischer Operator auf einem endlich-dimensionalen Hilbertraum,
dimc(H) = n. Dann konnen wir A diagonalisieren, es gibt eine Basis (¢;);=1,..
orthonormalen Eigenvektoren zu den Eigenwerten \; € o(A) C R. Im Fall, dass wir n
verschiedene Eigenwerte A; haben, betrachten wir die Summe g = Y | pg, der Dirac-
MaBe zu den Punkten \; und beachten, dass L*(R,du) gerade C" ist, da alle Funktionen
identifiziert werden, die die gleichen Werte an allen Stellen \; haben. Nun beschreiben
wir f € L*(R,du) durch (f(A\1),...,f(An)), und A — Af(\) aus L*(R,du) entspricht
(M (A1), A f(An)). Dies gibt eine Beschreibung von A als Multiplikationsoperator
auf L*(R,du). Im Fall, dass die Werte A\; mit Multiplizititen > 1 auftreten, benétigt man
@Y | L*(R,du,) mit N > 1 in der Beschreibung aus Satz .

3. Theorem [2.5.22] ist eine rigorose Version der im “Dirac-Formalismus” oft verwendeten
Aussage, dass wir nach Wahl einer “Darstellung” schreiben kénnen

W) = 3 [ Hedn,

A0 = 3 [ G0N,

Die Darstellung ist durch den unitéren Operator U gegeben. Als Beispiele fiir A betrachte
man den Orts- oder den Impulsoperator (unbeschriankt!), die wir im néchsten Abschnitt
behandeln.

Wir definieren eine Familie P = (Py)q von orthogonalen Projektoren, Spektralfamilie ge-
nannt: Da wir den Funktionalkalkiil fiir Borelfunktionen haben, kénnen wir auch Operatoren
aus charakteristischen Funktionen von Borelmengen erhalten.

Definition 2.5.25
Sei A ein symmetrischer Operator aus L(H) und  eine Borelmenge in R. Dann heifit Py :=

A

1o(A) = ®(1g) auch die Spektralprojektion von A zur Borelmenge € in R.

Da & ein Morphismus von *-Algebren ist, folgt aus 13 = 1o und 1g = 1g mit Satz [2.2.15]
dass Py fiir jede Borelmenge €2 ein orthogonaler Projektor ist. Es gilt:
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Theorem 2.5.26 (Spektralsatz - projektorwertige Mafe).
Die Familie (Py)q der Spektralprojektionen eines symmetrischen Operators aus L(H) hat die
folgenden Eigenschaften:

1. Jeder Operator Py ist eine orthogonale Projektion.
2. Pp=0und P4, = idy fiir a grofl genug.
3. Gilt Q = U2, Q, mit Q, NQ,, = 0 fiir alle n # m, so gilt Py = limy e >0y Pa,..

4. Des Weiteren gilt Po, Po, = Po,n,-

Bemerkungen 2.5.27.

1. Eine Familie von Projektoren, die 1. -3. erfiillt, heifit ein beschréinktes projektorwertiges
Maf (wir sprechen auch von einem Spektralmafl, hier im beschriankten Fall). Fiir ein
beschrianktes projektorwertiges Maf folgt Eigenschaft 4. aus allgemeinen Griinden aus
den Axiomen 1. -3. (UA).

2. Man kann iiber projektorwertige Mafle integrieren, die Integrale liegen im Banachraum
L(H). Fiir jedes ¢ € H ist (¢, P.4): Q — (¢, Po) ein gewohnliches Mafl. Fiir jede be-
schriinkte Borelfunktion f auf suppPq gibt es einen eindeutigen Operator B = [ f(A)dP,
so dass gilt

(0.B9) = [ OV, PN,
Es ist dann offensichtlich f(A4) = [ f(A)dP\ € L(H).

3. Es gibt eine Bijektion zwischen den symmetrischen Operatoren A aus L(H) und den
beschrénkten projektorwertigen Maflen P = (Py):

A P = (10(A) und (Py) s A = /)\dPA.

4. Die projektorwertigen Mafle und Spektralmafle geben eine klare Interpretation des quan-
tenmechanischen Formalismus. Man nennt einen eindimensionalen Unterraum von H
einen (reinen) Zustand. Oft beschreibt man Zustédnde durch normierte Vektoren x € H
mit ||z]| = 1; dann muss man z und ez € fiir alle a € R identifizieren.

Eine Observable eines quantenmechanischen Systems wird dann beschrieben durch einen
Operator A auf H, wobei wir im néchsten Abschnitt wieder Operatoren mit dichtem
Definitionsbereich D(A) C H zulassen werden.

Die moglichen Messwerte von A sind dann durch das Spektrum o(A) gegeben. Die For-
derung nach reellen Messwerten fithrt zur Forderung, dass A selbstadjungiert ist. Hierzu
kann dann das projektorwertige Mal P = (Py) zu A und, bei gegebenem Zustand v, das
durch p,, gegebene WahrscheinlichkeitsmaB (¢, P.1)) auf dem Raum o(A) der moglichen
Messwerte betrachtet werden. Konkret gibt dann (i, Pow) die Wahrscheinlichkeit dafiir
an, dass der Messwert der Observablen A im Zustand ¢ in die Borelmenge 2 C o(A)
fallt.

Wir erwdhnen noch eine andere Zerlegung des Spektrums, die nicht mit der aus Bemerkung
[2.5.18 verwechselt werden darf.
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Bemerkungen 2.5.28.

1. Man zeigt zunéchst, dass genau dann A\ € o(A) gilt, wenn fiir die Projektoren gilt
Pir—exte) 7 0 fiir alle € > 0.

2. Man sagt dann A liege im wesentlichen Spektrum, wenn P(y_. y1.) unendlich-dimensionales
Bild hat fiir alle € > 0. Falls A € o(A) gilt, aber fiir ein € > 0 das Bild von P_c i)
endlich-dimensional ist, sagen wir, A liege im diskreten Spektrum.

3. Das wesentliche Spektrum ist abgeschlossen. Das diskrete Spektrum besteht genau aus
den isolierten Punkte von 0,(A), die Eigenwerte endlicher Vielfachheit sind.

2.6 Unbeschrinkte Operatoren: Selbstadjungiertheit und Spek-
tralsitze

Sei H ein Hilbertraum. Wir kommen jetzt zuriick auf dicht definierte Operatoren f: D(f) — H
auf H.

Beispiel 2.6.1.

1. Sei 2 C R offen und nicht-leer. Den Operator %% kénnen wir nicht einfach auf alle
Funktionen ¢ € L*(2) anwenden, denn es hat nicht jede L*-Funktion eine schwache Ab-
leitung, die in L? liegt, vgl. auch Bemerkung[2.1.18] Aber immerhin liegt der Sobolevraum
W12(Q) aus Bemerkung dicht in L?(Q) beziiglich der L*-Norm.

Wir kénnen den dicht definierten Operator A := 14 mit D(A) = L*(Q) N W(Q) C
L*(Q) betrachten. Dieser Operator ist unbeschriinkt und daher nicht stetig: Zum Beispiel
betrachten wir €2 := (—m, 7) und betrachten fiir n € N die Funktion

1
on(t) == 7 sin(nt).
Die Funktionen sind alle normiert:

1 [7 1 (7 T ["
lonl? = %/ sin?(nt)dt = %/ (1 — cos(2nt))dt = %/ 1dt = 1.

—m
Andererseits gilt

2

iy 2 e
| Agn||? = %/ cos?(nt)di %/ (cos(2nt) + 1)dt = n2.

—T

Fiir die normierten Funktionen ¢,, in D(A) bilden die Normen ||Ap,|| eine unbeschriankte
Folge; also ist A unbeschrénkt.

2. Ahnlich betrachte man den Multiplikationsoperator f — x - f, der zum Beispiel auf
dem dichten Unterraum C.(R) C L*(R) der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger
definiert sei. Es ist klar, dass dieser Operator nicht beschréankt ist: Sei ¢ eine Funktion
mit Trager in [—1, 1] mit |[¢||2 = 1, dann haben fiir ¢, (x) := ¢(z — n) die Funktionen
zp, () beliebig grofie L2-Norm.
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Bemerkungen 2.6.2.
1. Fiir den Operator A := 1 L. W12(R) — L%(R) gilt fiir p,% € CH(R) € WH3(R) C L3(R):

Gapet) =1 [ F@) - vps = 1 [ G0 @)ds = (o710

i dx 7
R

weil die Randterme verschwinden. Nun ist zwar A ein (dicht definierter) unbeschrankter
Operator auf L?*(R). Aber verwendet man die Sobolev-Norm || - [|j1.2 auf dem Definiti-
onsbereich, so ist der auf C!(R) C W'?(R) dicht definierte Operator 1-L: (WL3(R), || -
lwi2) = L*(R) stetig und auf das ganze Definitionsgebiet W1%(R) von A stetig fortsetz-
bar. Obige Gleichung gilt damit auf W?(R), d.h. der Operator A ist symmetrisch, siche
Definition 2.5.3

2. Dann liefert die Fouriertransformation
1 .
U= 5- [ e

einen Operator, so dass gilt
1d
Ul-— k)= kU f(k
(Fa7) 09 = kU5

zum Beispiel fiir f € C}(R). Dies legt es nahe, die Fouriertransformation als eine Spekt-
raldarstellung eines unbeschrénkten Operators zu verstehen.

Definition 2.6.3

1. Sei H ein Hilbertraum und seien f: D(f) — H, g: D(g) — H lineare Abbildungen, deren
Definitionsbereiche D(f) und D(g) Untervektorrdaume von H sind. Gilt dann D(f) C
D(g) und f(z) = g(x) fiir alle x € D(f), so heiit g eine Fortsetzung oder Erweiterung
von f. Wir schreiben g D f.

2. Man nennt einen dicht definierten Operator abschlieSbar, wenn es eine abgeschlossene
Fortsetzung gibt.

Beispiel 2.6.4.
Sei f: D(f) — H ein auf D(f) C H dicht definierter Operator. Wir haben in Satz
gesehen, dass der zu f adjungierte Operator f* stets abgeschlossen ist.

Lemma 2.6.5.
Sei f: D(f) — H ein auf D(f) C H dicht definierter Operator.

1. Sei g eine Fortsetzung von f. Dann gilt D(g*) C D(f*).

2. Sei nun f symmetrisch. Dann ist der adjungierte Operator f* eine Fortsetzung von f,
also f* D f. Im Allgemeinen handelt es sich um eine echte Fortsetzung.
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Beweis.
Wir erinnern an Definition 2.5.2} Es ist D(f*) = D* ={y € H| 3 y* € H mit (f(z),y) =
(x,y*) fir alle z € D(f).}. Nun sei g D f, insbesondere D(f) C D(g).
Dann gilt aber {y € H| 3 y* € H mit (g(z),y) = (z,y*) fir alle x € D(g)} C D(f*), da
g(z) = f(x) fur alle z € D(f) gilt.

Sei jetzt f symmetrisch. Dann folgt aus (Sy) fiir alle y,x € D(f):

{y, f(x)) = (y*,x) mit y* = f(y);
insbesondere D(f*) 2 D(f) und f*(y) = f(y) fir alle y € D(f). O

Betrachtung 2.6.6.

Sei H ein Hilbertraum und f: D(f) — H ein dicht definierter abschlieffbarer linearer Operator.
Wir betrachten zunéchst eine beliebige abgeschlossene Fortsetzung g von f.
Es gilt D(f) € D(g). Man setze fiir x,y € D(g)

[z, ylg = (z,y) + (9(2), 9(v));

man rechnet dann direkt nach, dass dies ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum D(g) ist, das
wie iiblich durch

[llg =/l 7]

eine Norm auf D(g) definiert.
Der Vektorraum D(g) ist mit dem Skalarprodukt [ , ], ein Hilbertraum, und ¢ liefert eine
stetige Abbildung D(g) — H.

[

Denn sei (x,,)nen eine Cauchyfolge in D(g); dann gibt es fiir jedes € > 0 ein nyg, so dass
|zn — zmlly < € fiir alle n,m > ny,

was impliziert
|20 — 2| < eund [|g(z,) — g(zm)|| < e

fiir alle n,m > ngy. Da H als Hilbertraum vollstéindig ist, existieren die Grenzwerte der Cauchy-
Folgen (x,) und g(z,) in H:

x = nh_)raloxn und y = nh_}ralog(xn)
Da der Operator g abgeschlossen ist, gilt
x € D(g) und g(z) = y.
Damit folgt aber

Tim o, — a2 = lim (2, — 2|2 + [lg(z,) = g(@)]?) = 0,

also lim,,_, x, = x auch beziiglich der Norm || - ||,. Somit folgt die Behauptung.

]

Wegen g D f gilt D(f) C D(g) und D(f) ist ein Untervektorraum des Hilbertraums D(g).
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Wir definieren nun einen dicht definierten Operator f~ auf H wie folgt: Den Abschluss von
D(f) im Hilbertraum D(g) wéhlen wir als D(f7), und wir bestimmen hierauf f~ durch

f (@) = g(x).

Damit ist f~ linear und stetig beziiglich der Norm || - [|4, und es gilt ¢ D f~ D f.

Wir behaupten, dass der Operator f~ abgeschlossen ist. Auflerdem ist f~ als abgeschlos-
sener Operator durch f eindeutig bestimmt mit der Eigenschaft, dass fiir jede abgeschlossene
Fortsetzung h von f gilt h D f~ D f.

Bewelis.

e Wir wollen zeigen, dass der Operator f abgeschlossen ist. Dazu bemerken wir, dass als
abgeschlossener Unterraum des Hilbertraums D(g) der Definitionsbereich D(f7) beziiglich
der Norm || - ||, = || - ||~ ein Hilbertraum ist. Sei nun (x,),en eine Folge in D(f7) mit

lim z, =z und lim f(x,) =y;
n—00 n—r00

diese Grenzwerte sind im Hilbertraum H zu verstehen. Wegen
0 = @l ;=2 = 20 = 2ll® + 1 (@0) = £ (@) I,

ist (z,,)nen eine Cauchyfolge im Hilbertraum (D(f7),| - ||;-) und damit in (D(g), || - ||4)-
Da D(g) ein Hilbertraum ist, konvergiert sie gegen ein = € D(g). Da D(f~) abgeschlossen
ist, ist x € D(f"), und es gilt

lim ||z — 2,|| =0und lim ||f(z,) — f(x)] = 0.
n—oo n—oo
Also ist der Operator f~ abgeschlossen.

e Sei nun der Operator h eine beliebige abgeschlossene Fortsetzung von f. Da D(f) dicht
in D(f7) liegt, gibt es zu jedem x € D(f") eine Folge (z,)neny mit x, € D(f) und
lim,, o0 ||z — 24| ;- = 0, also

lim ||z —2,|| =0und lim ||f(xz,)— f(z)] =0.
n—oo

n—oo

Da auch h eine Fortsetzung von f ist, folgt aus z,, € D(f) C D(h)

lim h(z,) = lim f(z,) = f(z);

n—oo n—

da h abgeschlossen ist, gilt h(z) = f7(z) und somit h D f~.

Definition 2.6.7

1. Der zum abschlieBbaren linearen Operator f in Betrachtung [2.6.0 definierte Operator f~
heifit der Abschluss von f.

2. Ein symmetrischer Operator A: D(A) — H heifit wesentlich selbstadjungiert, wenn sein
Abschluss selbstadjungiert ist.
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Bemerkungen 2.6.8 (und Definition).
1. Man zeigt (RS, VIII)):

Ein dicht definierter linearer Operator f: D(f) — H auf H ist abschliebar genau dann,
wenn D(f*) dicht in H ist.

In diesem Fall ist (f*)* definiert und es gilt f~ = (f*)*.

. Den Begriff des Spektrums und der Resolventenmenge hatten wir in Definition schon
fiir dicht definierte Operatoren eingefiihrt. Auch die Resolventenformel aus Betrachtung

gilt.

Man zeigt jedoch, dass die Resolventenmenge eines dicht definierten Operators nur dann
nicht-leer ist, wenn der Operator abgeschlossen ist (siehe z.B. [W]). Deshalb modifizieren
wir die Definition sinnvollerweise, indem wir fordern, dass der betrachtete dicht
definierte Operator abgeschlossen oder zumindest abschlieSbar sein soll, wobei wir im Falle
abschliefbarer Operatoren unter dem Spektrum immer das Spektrum des Abschlusses
verstehen.

. In der Quantenmechanik schreibt man oft in einem ersten Schritt symmetrische Opera-
toren hin. Fiir diese muss man dann selbstadjungierte Erweiterungen finden. Zu einem
symmetrischen Operator kann es eine, mehrere oder auch keine Erweiterungen geben.
Man kann zeigen, dass die selbstadjungierten Erweiterungen in Bijektion zu unitéren
Abbildungen

ker(A* — ZldH) — ker(A* +1 ldH)

sind. Diese Rdume werden in der Folge auch eine Rolle spielen.

Lemma 2.6.9.
Sei f: D(f) — H ein selbstadjungierter Operator in H.

1. Dann gilt fiir alle x € D(f)

I(f £ dida) (@)1 = 1 @) + =],
und damit insbesondere ||(f £ ¢idg)(z)|| > ||z

2. Es existieren die Umkehrfunktionen (f +iidz)~'.

Sie sind auf ganz H definierte und stetige Operatoren.

Beweis.
1. Wir rechnen fiir x € D(f)

I(f £ dida) (@) 1* = [1f@)I° + liz]* £ (f (2), i) £ iz, f(2)) = | £ @) + =],

denn, da f symmetrisch ist, gilt wegen der Sesquilinearitiat des Skalarprodukts
. . (Sy) . .
(f(x),iz) = i(f(x),2) = iz, f(2)) = —(iz, f(2)).

2. Es folgt sofort, dass ker(f +iidy) = {0}.
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3. Aus den Ungleichungen folgt sofort, dass die Operatoren (f F ¢id)~! stetige Operatoren
auf den Untervektorrdumen Dy := (f Fiidy)(D(f)) von H sind.

Wir zeigen nun, dass die Unterrdume D, abgeschlossen und gleich H sind.

Wir beschréinken uns hierbei auf den Fall des Operators R := (f — iidy)~! und setzen
D:=D; CH.

Um zu sehen, dass D abgeschlossen ist, sei (2,)nen eine Folge aus D, die gegen ein z € H
konvergiert. Sei

Yn = (f —iidm) ™ (2a) € D(f).

Dann ist wegen der Ungleichungen

5 = ymll = I1(f = dida) ™ (20 — 2m) | < ll20 — 2l

die Folge (yn)nen eine Cauchy-Folge in H. Es existiert also fiir jede solche Folge y :=
lim, .o ¥, € H. Als selbstadjungierter Operator ist f nach Satz abgeschlossen.
Somit ist auch f — iidy abgeschlossen.

Daher folgt aus
(f - ZldH)(Qn) =z, — z und Un — Y

dassy € D(f —iidy) = D(f) und z = (f —iidy)(y) € D gilt. Wegen z € D ist D C H
abgeschlossen.

4. Angenommen, es wiare D # H; da D abgeschlossen ist, hiatten wir dann eine orthogonale
Zerlegung
H=Deo D"

und es gibe ein y € D+ mit y # 0. Fiir dieses y € H gilt dann
(f —iidy)(x),y) = 0= (z,0) fir alle z € D(f —iidg) = D(f).

Also gilt
0=(f—iidg)"(y) = (f +iidu)(y)

im Widerspruch zur Injektivitit des Operators f + iidy.

Wir fassen zusammen und ergénzen:

Korollar 2.6.10.
Sei T ein dicht definierter symmetrischer Operator auf einem Hilbertraum H.

1. Dann sind dquivalent:

(a) Der Operator ist selbstadjungiert.
(b) T ist abgeschlossen und ker(7* +iidy) = {0}.
(c) im(T +iidy) = H
2. Ebenfalls sind dquivalent:
(a) Der Operator ist wesentlich selbstadjungiert.

(b) ker(T* £ iidy) = {0}.
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(¢) im(T £+ iidy) ist dicht in H.

Beweis.
Wir zeigen nur die Aussagen iiber selbstadjungierte Operatoren.

(a)

(b)

()

= (b)
folgt aus Satz und der Ungleichung in Lemma [2.6.9|

= (c)

folgt aus Teil 4. des Beweises von Lemma [2.6.9]

= (a)

Sei v € D(T*). Wegen der Voraussetzung im(7 — iidy) =
(T'—iid)n = (T* — iid)v. Da T symmetrisch ist, gilt D(7T)
D(T*). Somit ist (T* —iidg)(v —n) = 0.

Allgemein gilt nun ker 7* = (im7)*, denn z € kerT* gilt genau dann, wenn 0 =
(T*x,y) = (x, Ty) fiir alle y € D(T) gilt.

Aus der anderen Voraussetzung im(7" +¢idy) = H folgt daher ker(7T* —iidy) = {0}, und
somit v =n € D(T'). Also ist D(T) = D(T™), und T ist selbstadjungiert.

H finde ein n € D(T') mit
C D(T*) und somit v —n €

O

Fiir die spétere Verwendung halten wir fest, dass der Beweis sich leicht so verallgemeinern

lasst,

dass folgt

Korollar 2.6.11.
Sei T' ein dicht definierter symmetrischer Operator auf einem Hilbertraum H. Dann ist 7" genau
dann selbstadjungiert, wenn es ein A € C gibt, so dass im(7'—Aidy) = H und im(7T'—\idy) = H

gilt.

Beispiel 2.6.12 (Differentiationsoperator auf dem Intervall).

Eine Funktion auf einem kompakten Intervall [a,b] C R heifit absolut stetig, wenn fiir
jedes € > 0 ein & > 0 existiert, so dass fiir jede endliche Familie disjunkter Intervalle

[x;, 2f] von Gesamtliange

N

Z]mg—xi\<(5

i=1

gilt
Z f () = fla)] < e

Es gilt: Ist f absolut stetig, so ist f Lebesgue-fast iiberall differenzierbar, mit Ableitung
[ € L'([a,b]) und f ist Stammfunktion von f’. Umgekehrt sind Stammfunktionen von
L'-Funktionen absolut stetig.

Sei
AC(la,b]) :={f: [a,b] — C | f ist absolut stetig und f’ € L*([a,b])}.
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l.% mit
D(T) = {p € AC([0,1])[¢(0) = ©(1) = 0}

ist symmetrisch, wie man durch partielle Integration zeigt. Man zeigt, dass sein adjun-

e Der Operator T' =

gierter Operator gleich T* = 2L mit D(T*) = AC([0,1]) ist. Da e** € D(T*) und
1d i
idz” = Fie™

gilt, ist 7" wegen Korollar [2.6.10 nicht wesentlich selbstadjungiert. Tatséchlich ist T" aber
abgeschlossen (Ubg).

e Es gibt fiir jedes @ € C mit |a] = 1 eine selbstadjungierte Erweiterung von T Dies ist

der Operator T, = %% mit Definitionsbereich

D(Ta) = {p € AC([0,1])[#(0) = ap(1)}.
Es gilt T* D T, D T fiir alle a.

e Schreiben wir a = e~ mit )y € R. Die Eigenfunktionen von T, sind ¢,(z) = e¥®
mit A € \g + 277Z. Somit hingt das Spektrum von « ab! Mit anderen Worten gibt es
damit iiberabzéhlbar viele Versionen des Impulsoperators: Die Wahl der selbstadjungier-
ten Erweiterung hat beobachtbare Konsequenzen und ist Teil der Spezifizierung eines

physikalischen Modells.

Als weitere Beispiele unbeschrénkter Operatoren betrachten wir Multiplikationsoperatoren:

Satz 2.6.13 (Multiplikationsoperatoren).
Sei (M, p) ein Mafiraum mit endlichem Mafl p. Sei f eine messbare, reellwertige Funktion auf
M, die p-fast iiberall endlich ist. Der Multiplikationsoperator T;: ¢ — fo auf L?(M, dp) mit
Definitionsbereich

D(Ty) = {¢|fp € L*(M,du)}
ist selbstadjungiert. Sein Spektrum ist das wesentliche Bild von f, also die Menge der A € R
mit u(f 1A — e, A+ €)) > 0 fiir alle € > 0.

Beweis.

Da f reellwertig ist, ist klar, dass der Multiplikationsoperator T symmetrisch ist. Im Folgenden

zeigen wir die Selbstadjungiertheit; die Aussage iiber das Spektrum ist eine Ubg, vgl. [RS| VIII].
Sei ¢ € D(T7}). Fiir eine gegebene Schranke N € R, setzen wir

1, falls [f(m)| <N,
X (m) = { 0, sonst.

Aus dem Satz iiber monotone Konvergenz folgt

IT79l = theooHXNTWH

lim o0 (supW” 1 e, xnT |) [folgt aus Lemma [2.2.13]
lim o0 (supr” 0 TfXN<p W) |) [Def. adjungierter Operator]
= th—>oo (SupHgoH_l |<§07 XNf¢>|)

= limnoeo [[XnT¥¢| [Lemma [2.2.13].

Man beachte, dass Lemma [2.2.13| fiir beschrédnkte symmetrische Operatoren gilt. Nach dem
Satz iiber monotone Konvergenz ist als punktweiser Grenzwert fi € L?*(M,du) und somit
Y € D(Ty). Somit ist T selbstadjungiert. O
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Satz 2.6.14.
Das Spektrum eines selbstadjungierten Operators A: D(A) — H ist reell, 0(A) C R.

(Fiir dicht definierte selbstadjungierte Operatoren ist das Spektrum im Allgemeinen keine
beschrankte Teilmenge von R!)

Beweis.

1
Sei p = a4 i3 € C nicht-reell, also § # 0. Nach Lemma [2.6.9| angewandt auf B(A — aidy) ist

der Operator

-1
(A - ,uldH)_l = (A - aldH — Zﬁ idH)_l = % (%(A - OzldH) - ZldH)

auf ganz H definiert und stetig. Also gilt u € p(A). O

Das folgende Lemma ist zentral fiir den Spektralkalkiil unbeschriankter Operatoren:

Lemma 2.6.15.
Sei A: D(A) — H ein selbstadjungierter Operator auf H. Dann ist die Cayley- Transformierte

von A
U:=(A—iidy)(A+iidg)™"

ein auf ganz H definierter unitdrer Operator.

Beweis.
Nach Lemma 2.6.9] ist

v H T D(A) = D(A — iidy) S B,

also ist U eine auf ganz H definierte lineare Abbildung. Aus Lemma [2.6.9/1 folgt fiir alle
z € D(A) die Gleichheit
(A —iidp)(@)]| = [[(A +iidg)(2)].

Setzen wir z := (A +iidg) (y) mit y € H, so folgt:
I(A = didp)(A+iidg) " ()] = lly]l-

Also ist U eine Isometrie und insbesondere stetig. Da nach Lemma auch die Umkehrab-

bildung
U'l=(A+iidg)(A—iidy)™': H— H

existiert, ist U auch surjektiv und somit unitér. O

Bemerkungen 2.6.16.
Man kann A aus seiner Cayley-Transformierten U = (A — iidg)(A +iidg) ™! zuriickgewinnen:
Wie man leicht nachrechnet, gilt

A=i(dy +U)(idg —U)™".
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Theorem 2.6.17 (Spektralsatz - Multiplikationsoperatoren).
Sei A ein auf einem dichten Unterraum eines Hilbertraums H definierter selbstadjungierter
Operator. Dann existiert ein Mafiraum (M, i) mit endlichem MaB, ein unitarer Operator

U: H— L*(M,du)
und eine reellwertige Funktion f auf M, die u-fast iiberall endlich ist, so dass gilt
1. v € D(A) genau dann, wenn f(-)(Uv)(:): (m — f(m)(Uv)(m)) € L*(M,dpu).
2. Fiir o € U[D(A)] gilt (UAU™')(m) = f(m)v(m).

Bewelis.

1. Wir wissen aus Korollar 2.6.10] dass die Operatoren (A + iidg)™" beschrinkt sind. Es
folgt dann sofort aus der Betrachtung [2.3.4] dass die Resolventen R_; = —(A + iidy)~*
und R; = —(A —iidg) ! vertauschen.

2. Die Gleichheit fiir v,w € H

((A—iidg)v,w) = (v, (A +iidy)w)

zusammen mit der Tatsache, dass im(A +iidg) = H gilt, zeigt, dass ((A +iidg)~1)* =
(A—iidg)~!'. Also sind die beschréinkten Operatoren (A+iidy)~! normal, d.h. sie vertau-
schen mit ihrem adjungierten Operator. (Ein selbstadjungierter Operator ist trivialerweise
normal.)

3. Man kann das Spektraltheorem auf beschrankte normale Operatoren ausdehnen. Dazu
bemerkt man, dass ein normaler beschrinkter Operator A sich schreiben lasst als A =
Ay + iAs, wobei A; und A, kommutierende selbstadjungierte beschrinkte Operatoren
sind. Dann zeigt man eine Variante des Spektralsatzes in der Formulierung von Korollar
fiir ein N-Tupel (A1, Ay, ..., Ay) kommutierender beschréankter selbstadjungierter
Operatoren, der die gleichzeitige Diagonalisierbarkeit kommutierender selbstadjungierter
Operatoren verallgemeinert: es gibt einen endlichen Mafiraum (M, ) und beschrankte,
reellwertige Borelfunktionen (fi, fo,..., fx) auf (M, 1) und eine unitidre Abbildung

U: H — L*(M,dp),

so dass gilt
(UAU p)(m) = fi(m)p(m).

Wir finden somit einen Mafiraum (M, 1) mit endlichem Maf}; einen unitéren Operator
U: H— L?(M,du) und eine p-messbare, beschriinkte, komplezwertige Funktion g(m), so
dass

(%) U(A+iidg) U o(m) = g(m)p(m) fiir alle ¢ € L*(M,dp).

Weil der Kern ker(A-+iidg) ™! trivial ist, gilt g(m) # 0 p-fast {iberall. Also ist die Funktion

f(m) = @ — i p-fast iiberall endlich.
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4. Es sei v € D(A). Dann schreibe v = (A +7idy) 'w mit einem geeigneten w € H, so dass
wegen (x) gilt Uv = U(A +iidy) *U'Uw = gUw. Weil die Funktion f - g beschrinkt
ist, folgt f - (Uv) = f-g-Uw € L*(M,dpu).

5. Sei umgekehrt (m — f(m)(Uv)(m)) € L?(M,dy). Finde wegen der Surjektivitit von U
ein w € H mit Uw = (f +4)Uv. Dann ist mit f +1i = é wie oben:

gUw = g(f +i)Uv = Uv.

Somit gilt v = (A+iidg)'w. Daher ist v € D(A) mit Av = w —4v und die erste Aussage
bewiesen.

6. Um die zweite Aussage zu zeigen, bemerken wir, dass wenn v € D(A) gilt, sich v in der
Form v = (A+iidy) 'y mit einem ¢ € H schreiben lisst. Es folgt Av = ¢ —iv. Es folgt

v=(A+iidy) o =U"" (g(m)Up(m))

und somit (xx) Uv(m) = g(m)Up(m). Wir rechnen:

(UAv)(m) = (Uep)(m) —i(Uv)(m)
= (g(m)~' =) (Uv)(m)  [wegen (xx)]
= f(m)(Uv)(m). [Definition von f]

7. Es bleibt noch zu zeigen, dass die Funktion f, die im dritten Schritt definiert wurde, auf M
(wesentlich) reellwertig ist. Wir nehmen daher an, es wiirde Im(f) > 0 auf einer Menge von
positivem Maf gelten. Dann gibt es in der komplexen oberen Halbebene eine Teilmenge
B, so dass S := {z € M|f(x) € B} positives Ma$ hat. Dann ist fl1g € L?*(M,du) und
Im(1g, f1g) = Im | ¢ f > 0. Aber der Multiplikationsoperator mit f ist unitér dquivalent
zu A und daher selbstadjungiert, Widerspruch. Also ist f reellwertig.

O

Wir kénnen nun Funktionen eines selbstadjungierten Operators definieren: Fiir eine be-
schrinkte Borelfunktion h auf R setzen wir h(A) := U T}, U. Hierbei ist T,s) der Operator
auf L*(M,du), der durch Multiplikation mit der komplexwertigen Funktion m + h(f(m))
wirkt. Es folgt nun:

Theorem 2.6.18 (Spektralsatz - Funktionalkalkiil).
Sei A ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H. Dann gibt es eine eindeutige
Abbildung von den beschrinkten Borelfunktionen

A

o: B(R) — L(H)
mit den folgenden Eigenschaften:
1. ® ist ein unitaler x-Algebra Morphismus.
2. ® ist stetig: | @()||zemy < [ ]loo-

3. Sei h,(z) eine Folge beschrinkter Borelfunktionen, fiir die punktweise gilt lim,, oq hn(x) =
z und |h,(x)| < |z| fiir alle z und n. Dann gilt fiir alle ¢» € D(A), dass lim,,_,o ¢(hy,)) =

Aih.
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A

4. Es gelte hy,(2z) — h(x) fast iiberall und ||A, o sei beschrinkt. Dann gilt ®(h,) — ®(h)
beziiglich der Norm.

d hat die weiteren Eigenschaften:
5. Aus Ay = M folgt ®(h)p = h(N\)ib.
6. Aus h > 0 folgt <:D(h) > 0.

Bemerkungen 2.6.19. Man konstruiert dann auch wieder Spektralmafle, wobei man einen
Vektor ¢ € H zyklisch fiir A nennt, wenn der Unterraum {g(A)y|g € C*(R)} dicht in H ist.
Gibt es einen zyklischen Vektor, so lidsst sich wieder H identifizieren mit L*(R, dp,), wobei i,
ein Maf ist, fiir das gilt

/R 9(2)dps () = (1, g( A,

und A durch Multiplikation mit x wirkt. Im allgemeinen Fall erhélt man wieder direkte Summen
zyklischer Unterrdume und disjunkte Vereinigungen von Mafirdumen. Schlieflich erhéalt man
auch wieder eine Zerlegung des Spektrums.

Wenn Q2 C R eine p-messbare Menge ist, so konnen wir wieder Projektoren Py = 1g(A)
betrachten und erhalten:

Theorem 2.6.20 (Spektralsatz - projektorwertige Mafle).
Die Familie (Pqg)q der Spektralprojektionen eines selbstadjungierten Operators hat die folgen-
den Eigenschaften:

1. Jeder Operator P ist eine orthogonale Projektion.
2. P@ =0 und P(_oopo) = idH.

3. Gilt Q = U2, 9, mit Q, N Qy, = 0 fiir alle n # m, so gilt Py = limy_e > Pa,..

W

. Es gllt PQIPQ2 = PleQQ.

Bemerkungen 2.6.21.
1. Eine Familie von Projektoren, die 1. -3. erfiillt, heifit ein projektorwertiges Maf. Wir
haben in 2. nicht gefordert, dass P_, ) = idy fiir ein a € R.

2. Fiir jeden Vektor ¢ € H ist (¢, Poy) ein Borelmafl auf R. Fiir eine beschréinkte Borel-
funktion g kénnen wir daher den Operator g(A) definieren durch

¢ {og(A)) = / g d{, P,

o0

Man zeigt, dass dies mit der Definition von g(A) aus Theorem [2.6.18] ibereinstimmt.
3. Fiir eine unbeschrinkte Borelfunktion g setzen wir
D, = {v| / 19\ Pd(v, Pyw) < oo}

Dann ist D, C H ein dichter Unterraum, und wir definieren auf D, den Operator g(A)
durch (x). Wir schreiben symbolisch

g(4) = / g(\dPy;

ist die Borelfunktion g reellwertig, so ist g(A) ein auf D, definierter selbstadjungierter
Operator.
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Theorem 2.6.22.
Es gibt eine Bijektion zwischen selbstadjungierten Operatoren A und projektorwertigen Mafien

auf H, mit
A= / AdP;.
R
Fiir eine reellwertige Borelfunktion g(-) auf R ist
o(4) = [ gar,
R

ein auf D, definierter selbstadjungierter Operator. Fiir beschrénkte Borelfunktionen stimmt
g(A) mit dem Operator ®(A) aus Theorem [2.6.18| tiberein.

Wir bringen nun einige Bemerkungen zur Zeitenwicklung quantenmechanischer Systeme.
Sei H ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator mit dichtem Definitionsbereich,
unter dem wir uns den Hamilton-Operator vorstellen wollen (bis auf einen konstanten Faktor).

Nach Bem. [2.5.27,(4) wird ein (reiner) Zustand des quantenmechanischen Systems beschrieben
durch einen Vektor ¢» € H mit ||¢|| = 1. Die Zeitentwicklung des Zustands soll aus dem
Hamilton-Operator abgeleitet werden, von dem wir annehmen, dass er zeitlich konstant ist.

Satz 2.6.23.
Sei A ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H. Setzen wir mit Hilfe des
Funktionalkalkiils U (¢) := €4, so gilt

1. Fiir jedes ¢t € R ist der Operator U(t) unitir und es gilt U(t + s) = U(t)U(s), speziell
U(0) =idg.

2. Fir alle ¢ € H und 5 € R gilt limy_,;, U(t)yp = Ul(to)1),
speziell lim;_o(U(t)) — U(0))) = 0.

3. Fiir ¢ € D(A) gilt

= A,

4. Wenn fiir ¢» € H der Grenzwert lim; M existiert, dann ist ¢» € D(A).

Bewelis.

e Die Aussagen 1. folgen unmittelbar aus Aussagen iiber die beschrinkte komplexwertige
Borelfunktion ¢ und dem Funktionalkalkiil in Theorem [2.6.18

e Nach dem Funktionalkalkiil gilt
ety — p||? = / € 112d(Pyw, v).
R

Der Integrand |e* — 1] ist beschrinkt durch die Funktion g(\) = 4, die auf einem
endlichen Mafiraum integrierbar ist. Es gilt punktweise in A

lim e — 1|* = 0;
t—0

nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz und dem Funktionalkalkiil folgt
lim; o U(t)v = v und somit Stetigkeit fiir t, = 0. Das Gruppengesetz impliziert, dass
die Funktion fiir beliebige t; € R stetig ist.
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e Fiir die dritte Aussage verwendet man die Abschiitzung |e® — 1| < |z| und &hnliche
Argumente.

e Setze -
D :={y € H|lim vy -y existiert}
t—0 t

und setze 1B := lim;_,q w Man rechnet nach, dass B ein symmetrischer Operator

ist; insbesondere gilt B* D B. Nach 3. gilt B D A, also A* D B* D B D A. Da A nach
Voraussetzung selbstadjungiert ist, also A* = A gilt, folgt A = B.

Bemerkungen 2.6.24.

1. Man beachte, dass wir hier wirklich den vollen Spektralkalkiil brauchen und nicht nur
einen analytischen Spektralkalkiil, da A in realistischen Anwendungen nicht beschrankt
ist.

2. Eine operatorwertige Funktion, die den Bedingungen 1. und 2. aus Satz [2.6.23| gehorcht,
heifit eine stark stetige unitire Finparametergruppe.

3. Zu jeder stark stetigen unitéiren Einparamterergruppe U () auf einem Hilbertraum H gibt
es einen selbstadjungierten Operator A auf H, so dass U(t) = ¢4 gilt. Das besagt Stones
Theorem, fiir das wir auf [RS| Theorem VIII.8| verweisen. Der selbstadjungierte Operator
A heifit der infinitesimale Erzeuger von U(t).

Definition 2.6.25 Man sagt, dass zwei moglicherweise unbeschréankte selbstadjungierte Ope-
ratoren A und B miteinander kommutieren genau dann wenn die Projektoren Ps(M) und
Pg(N) fiir alle Borel-Mengen M, N kommutieren.

Bemerkungen 2.6.26. Seien A und B selbst-adjungierte Operatoren auf einem Hilbertraum
H. Dann zeigt man, dass die folgenden beiden Aussagen dquivalent sind:

(a) A und B kommutieren.
(b) Fiir alle s,t € R gilt ee?B = eisBeit4,

Bemerkungen 2.6.27. Es reicht allerdings nicht, Kommutativitit auf einer dichten Teilmenge
zu priifen.

Bemerkungen 2.6.28. Zum Abschluss mochten wir noch zeigen, dass der freie Hamilton-
Operator, also der Laplace-Operator, auf R"™ selbstadjungiert ist. Die Behandlung von anderen
Hamilton-Operatoren, etwa dem des Wasserstoffatoms, erfordert weitergehende Hilfsmittel.
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Satz 2.6.29.

1.

Der Differentialoperator f auf dem Hilbertraum L?*(R™), der auf dem Sobolev-Raum
W22 C L*(R™) durch schwache Ableitungen definiert ist durch

f(g) = - == 3" 2o mit DJ) = WH(R"),

ist selbstadjungiert.

2. Der Abschluss des Operators fy mit Definitionsbereich D(fy) := C>°(R™) C L*(R") mit
folp) == —Ayp

ist fo = f.
3. Der Operator f ist positiv, f > 0.
4. Das Punktspektrum von f ist leer, 0,(f) = 0, und o.(f) ist die abgeschlossene positive

Halbachse [0, 00).

Beweis.

1. Wir zeigen zunéchst, dass der Operator f symmetrisch ist: seien ¢, € C*(R"), dann

folgt mit partieller Integration, da die Randterme nicht beitragen:

e n n o Op(x) 0p(z)
ole)t) = [ TBp(e)dre = [ 5, So D S g,
Rn R Lj Lj
= [ @) (=A¢(x))d"z = (g, fo(¥)).
RTL

Da C>°(R") auch dicht im Sobolev-Raum W?%2(R") (mit der Sobolev-Norm) liegt, folgt

die Symmetrie von f aus der von f, wie in Beispiel durch Grenziibergang zu ¢, ¢ €

W22(R"). Aulerdem gilt

" 0p(x "
6 e = [ 2D ez,
- Lj
Rn ]_1

also ist f (und fp) positiv und 3. ist gezeigt.

2. Die Selbstadjungiertheit von f zeigen wir mit Hilfe von Korollar [2.6.11; Wir zeigen, dass

fiir beliebiges negatives A\ < 0 gilt im(f — Aidy) = H.
Sei dazu 1 € L*(R") beliebig; wir konstruieren ein Urbild. Man kann zeigen, dass mit
auch die Fouriertransformierte ¢ und die Funktion

1 ~
”kHQ—_)\iﬁ(k)

mit ||%|| der Norm von k& € R™ zum Funktionenraum L?(R") gehoren. Man iiberlegt sich
dann, dass fiir A < 0 auch die Funktion

o 1 —i(k,x) 1
)= G o R

im Sobolev-Raum W?2(R") liegt und findet

R Sy GO I/ POR
(A= Naa) = o [ e STk = v

also ist o ein Urbild von ¢ unter (f — Aidy) und es folgt im(f — Aidy) = H.
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3. Um zu zeigen, dass f der Abschluss des Operators f; ist, miissen wir nach dem Betrach-
tung [2.6.6| zeigen, dass der Sobolev-Raum W?%?2(R™) der Abschluss von D(fy) = C°(R™)
in L*(R") beziiglich der Norm || - || ; mit

lellF = £ (I + llell?

ist. Da der Raum glatter Funktionen mit kompaktem Trager C2°(R™) beziiglich der Norm
von W2%(R") dicht im Sobolev-Raum W?%?(R™) liegt, reicht es aus, zu zeigen, dass die
Sobolev-Norm || — |[22 und die Norm || — || dquivalent sind.

Wir berechnen die erste Norm fiir ¢ € C2°(R"):

2 Aoll? = 2 n 82902
el + 1Aell* = llell* + 1 >25-, RSl 2 |l
Ty

loll2 + (5 02, 355, 02 >
= el + X | To@ o)

2
o]l

Fiir ¢ € C°(R™) erhdlt man hieraus mit partieller Integration:
lell;* = llel® = 34 f 03 Orsp () Opep ()"
= H@H2+Z]k 1 f 0;0p( )3 Opp(x)d"x
= llell® + 225k ||a Oell?

und somit insgesamt
2
lells* = llell + D> 13el® + 2 190k,
7=1 i<k
wobei hier || - || stets die Norm in L?(R"™) bezeichnet.

Andererseits ist per Definition die Sobolev-Norm
lelfee = Xipee J 1070(2)d"a
]Rn
= lell*+ Z1§|/3|§2 ||8590||2
= loll® + 251 17 ll® + 23, 19,0k ll* + 225y 1050117
Der direkte Vergleich liefert also die erste Abschéitzung fiir die Normen
2
lells™ <l
Andererseits gilt fiir die Sobolev-Norm
2 n
lollfyze = Nl + 3251 110512
2 n n
lolly ™+ 2251 [ 10;e(x)*d"
Rn

lells + (f(), 0)
ol + 11 F (@) I* + 1L (@) - el

Da fiir a, B € R stets a8 < a? + (2 gilt, folgt die zweite Abschétzung

lellyae < 2(llel® + 11F @)1 = 2 ol

Es folgt, dass die Normen || |lw2 und || || dquivalent sind, und damit der Operator f
der Abschluss von f ist.

—~
*
~

ING
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4. Wir wollen nun das Spektrum von f untersuchen. Da f selbstadjungiert ist, ist nach Satz
2.6.14] das Spektrum reell, o(f) C R. Wir betrachten zunéchst das Punktspektrum. Ist
A € g,(f), so gibt es eine Eigenfunktion ¢ € D(f) mit ||¢|| =1 und f(¢) = Ap. Es folgt

(o, f(0)) = Allell* = A

Wegen der Positivitdt von f ist die linke Seite nicht-negativ, so dass A > 0 gelten muss.

Die Fouriertransformation erhélt die L2-Norm; daher gilt fiir eine normierte Eigenfunktion
p € W22(R")
161" = llell” = 1.

Fouriertransformation fiithrt Differentiation in Multiplikation iiber; daher folgt aus der
Eigenwertgleichung f(¢) = Ap die Gleichung

lz[I*¢(z) = Ag(2),

also
(2]l = Mg () = o.

Fiir ¢ € L*(R") folgt daraus ¢ = 0 fast iiberall. Dem widerspricht aber [|¢] = 1. Also
gibt es kein A > 0 mit A € o,(f).

5. Wir kommen nun zum nicht diskreten Spektrum: Fiir A < 0 hatten wir schon in 2. gezeigt,
dass
im(f — Ndy) = L*(R") = H
gilt.

Gilt A € 0.(f), dann ist der Operator f — Aidy injektiv, es existiert also ein Umkehrope-
rator

(f — Xidg)™': LA(R™) — D(f).
Wir zeigen zuniichst, dass der Operator (f — Midg)™! fiir A < 0 abgeschlossen ist: sei
(or)ken eine Folge aus D((f — Aidy)™!) = L*(R™) mit
lim ¢, = @ und lim (f — Aid) " (¢r) = .
k—o00 k—o00

Dann ist wegen D((f — Aidy)™") = L*(R") ohnehin klar, dass ¢ € D((f — Xidy)™!) gilt.
Um
(f = Xidp) " () =2

zu zeigen, setzen wir ¥y == (f — Aidgy) ' (px); dann ist
o € D(f — Nidy) = D(f).
Es gilt
lim (f = Aidg)(¢x) = lim gp =

k—o0

und aus limy_,o ¥r = v folgt somit
(%) lim f(¢r) = ¢+ A
k—o0
Nun ist f selbstadjungiert, also nach Satz also abgeschlossen. Aus limy,_,o ¥, = 2

und (**) folgt daher f(¢)) = ¢+ M, also (f —Aidg)(v) = ¢ und damit (f —Aidg) (¢
1. Also ist der Operator (f — Aidg)™* mit D((f — MNdg)™!) = L?(R") abgeschlossen.
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6. Wir hatten bereits in Bem. bemerkt, dass eine abgeschlossene lineare Abbildung
von Banachrdumen automatisch auch stetig ist. Also ist fiir A < 0 immer A € p(f), und
wir haben gezeigt, dass o(f) = o.(f) C [0, c0).

[ Am Beispiel des abgeschlossenen Operators (f — Aidg) ™! mit D((f — Nidy)™") = H =
L?*(R™) kénnen wir das entsprechende (UA-)Argument fiir die Stetigkeit so nachtragen:
Es ist L*(R") x L?(R") mit der Maximum-Norm

10, )| = max{]lgll, 1[I} fiir ¢,2) € L*(R")

ein Banachraum; darin ist der Graph des abgeschlossenen Operators (f — Aidg)™! fiir
A<0

G = {(p. (f = Xidu) ()| € L*(R™)},
ein abgeschlossener Untervektorraum, also selbst ein Banachraum.

Die Projektion
pi: G — LA(R"™) mit pi(p, (f = Nidg) 7 (9)) == ¢

ist linear, stetig und bijektiv. Nach Korollar [2.2.21] zum Satz von der offenen Abbildung
ist

prts LARY) = Gop e (o, (f = Aida) 7' (9)
stetig, also ist auch der Operator (f — Aidgy)~! stetig. ]

7. Wir miissen zeigen, dass jede positive reelle Zahl A € [0, 00) zu o.(f) gehort. Die Idee ist,
fiir jedes A > 0 eine Folge (p;);en von Wellenpaketen in W#?#(R") anzugeben, fiir die gilt

(x % %) (pj)jen besitzt keine konvergente Teilfolge, und lim (f — Aidy)(¢;) = 0.

Jj—00

Wiirde nun (f —Aidg) ™! als stetiger Operator existieren, so wiirde aus der zweiten Aussage
folgen, dass lim;_, ¢; = 0 gilt. Das widerspricht aber der ersten Aussage.

Um eine solche solche Funktionenfolge zu finden, wéhlen wir

e cine Folge positiver reeller Zahlen mit lim;_,, €; = 0.
e cine Glattungsfunktion ¢ € C°(R™) mit ||¢|| > 0 und

e eine Folge (2;)jen aus R™ mit lim; . ||2j]| = 00, so dass die Tréger der Funktionen

Y R — C,
Yi(x) = lei(r — 2))

paarweise disjunkt sind.
Wir withlen k£ € R” mit ||k||*> = A > 0 und setzen
o3(@) 1= 25 F (e — 23)) - exp (il ).
Dann ist ¢; € C°(R") C W**(R") und es gilt

H%ﬁmmzﬁ/ W@@—%mmwz/‘W@WwW4WW>a

—00 —00

[ee)

Da die Funktionen ¢; und ¢ (wie ¢; und 1) fir j # k nach Konstruktion disjunkte
Triger haben, ist ihr Skalarprodukt in L?(R") gleich 0; es folgt

les = @rll® = lloslI* + lloell* = 2[l¥1* > 0
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mit der positiven Konstante ||1||?, so dass die Funktionenfolge (¢;);en keine konvergente
Teilfolge haben kann.

Ferner ist

5]-%¢(5j(x — z)) - A (exp (i{k, z))) =
= _Agj.%¢(6j($ - zj)) exp (Z(k,l’» - _)‘ij('r>7

wegen y v _ (ik,,)? = —\. Fiir f = —A folgt nach der Leibnizregel fiir die zweite Ablei-
tung:

((f = Ad) () (@) =

n
2

:E]

—AP(ei(r—2) =2 3_¢(€j(x - Zj))ikm] ~exp (i(k, z)) .

Wir verwenden nun die Dreiecksungleichung fiir die Norm in L*(R") und fithren anschlie-
Bend die Substitution y := ¢;(x — 2;) aus. Es folgt
2 >
d”y> ;

00 % co N
7 =il <2 ([ 1apray) + 2V ( />
auf der rechten Seite héngt nur noch ¢; vom Index j ab. Diese Folge geht gegen Null, also

- m=1
gilt auch

oY(y)
OYm

lim (f — Aidg)(;) = 0,

Jj—00

Die Funktionenfolge (¢;) en hat also die beiden in (x * %) geforderten Eigenschaften.
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