Mathematik III fiir Studierende der Physik
Vorlesungsskript

Ralf Holtkamp *
Fachbereich Mathematik
Universitat Hamburg
www.math.uni-hamburg.de/home/holtkamp |

Hamburg, Wintersemester 2024 /25

Inhaltsverzeichnis

0 Wiederholungen und Ergianzungen von M1{P 2| 1
[0.1 Riemann-Integral, Fourier-Reihen| . . . . . . . . ... ... ... ... ... 1
(0.2  Mannigtaltigkeiten| . . . . . . .. ... ... oo oo 12

(1 Mehrdimensionale Integrale] 16
[1.1  Zugange zur Lebesgueschen Integrationstheorie] . . . . . . . . .. ... .. 16
(1.2  Das Lebesgue-Integral und zwei “kleine” Satzel . . . . . . . . . .. .. ... 23
(1.3 Volumina und Nullmengen| . . . . . . . . ... ... ... ... ... .... 34
(1.4  Vollstandigkeit von L'(R"), Konvergenzsitze| . . . . . . . . . ... .. ... 46

[I.5  Parameterabhangige Integrale, der Satz von Fubini und der Transformati- [

onssatzl . . ... L 52

Tensorprodukte, Integration auf Mannigfaltigkeiten, Differentialformen| 68

[2.1 Tensorprodukte| . . . . . . . . ... 68

[2.2  Integrationstheorie aut Untermannigfaltigkeiten . . . . . . . . .. .. ... 75

*mit herzlichem Dank an die Dozenten der Vorjahre
tVersion vom 28. Januar 2025



[2.3 Differentialformen und Vektoranalysis im R3| . . . . . ... ... ... ... 84

2.4 Der Gaufische Integralsatz . . . . . ... ... ... ... ... ... .... 93
[2.5 Integration von Differentialformen und der Stokessche Integralsatzf . . . . . 106
B Disicboh [Toun F o0l 116
[3.1 Distributionen, Faltung von Funktionen und Distributionen|. . . . . . . . . 117
[3.2  Fourier-Transformation und temperierte Distributionen| . . . . . . . . . .. 129
[3.3  Einige Bemerkungen zu Funktionenraumen| . . . . . . . ... ... ... .. 140
[4 Partielle Differentialgleichungen| 146
4.1  Grundlegende Definitionenl . . . . . . . . ... 147
4.2 Die Potentialgleichungl . . . . . . .. .. ... ... 0000 151
4.3 Die Warmeleitungsgleichung| . . . . . . ... ... ... ... ... ... 163

4.4  Die Wellengleichungf . . . .. ... ... ... ... ... ... ..., 170

1



0 Wiederholungen und Erginzungen von MfP 2

0.1 Riemann-Integral, Fourier-Reihen

Wir erinnern zunéchst (ohne die Beweise aus MfP I zu wiederholen) an den Riemannschen
Integralbegrift:

Definition 0.1.1 [Reellwertige Treppenfunktion] Eine Funktion ¢: [a,b] — R heifit Trep-
penfunktion, wenn es eine Unterteilung Z : a = xy < x1 < -+ < x,, = b des Intervalls |a, b|
gibt, so dass ¢ auf jedem der offenen Teilintervalle (x;_1, z;) konstant ist, i = 1,2,... n.
(Man beachte, dass hier eingeht, dass R ein geordneter Korper ist.)

L
t t
o Tomoy

Definition 0.1.2 [Integral einer Treppenfunktion]

Sei ¢: |a,b] — R eine Treppenfunktion und a = xy < x; < --- < x,, = b eine Unterteilung
des Intervalls [a,b], so dass ¢|(z, ,4) = ¢ = const, i =1,2,... n.

Wir definieren das Integral der 'Ireppenfunktion ¢ durch

n

/abgo(x)dx = cila —xi).

i=1

Beispiel 0.1.3 (Geometrische Interpretation). Sei F' das zwischen der x-Achse und dem
Graphen der Funktion ¢ liegende Gebiet.

F ist eine endliche Vereinigung von Rechtecken. Sei A(F') der Flacheninhalt von F'.
Wenn ¢ > 0, so ist f; o(z)dr = A(F) > 0.
Wenn ¢ < 0, so ist ff o(z)de = —A(F) <0.

D.h. die Flache oberhalb der z-Achse trigt positiv, die unterhalb der z-Achse negativ
zum Integral bei.



Definition 0.1.4 [Ober- und Unterintegral] Sei f: |a,b] — R eine beschrinkte Funktion.
Das Oberintegral von f ist die Zahl

/a*bf(x)dx = inf {/abgo(x)dx

Das Unterintegral von f ist die Zahl

[ e = { [ ot

Bemerkungen (UA)

¢ Treppenfunktion mit ¢ > f} :

¢ Treppenfunktion mit ¢ < f} :

o f*Zf(x)dx < fa*bf(x)dx.

o f*Zgo(:L')dx = fa*bap(x)dx = fabgo(x)dx fiir jede Treppenfunktion

Untersumme:

Betrachtung 0.1.5.
1. Sei f:[0,1] — R definiert durch

f() = {1, wenn z € Q,

0, sonst.



Dann gilt
1 *1
/ f(z)dz =0 und / flz)dz = 1.
%0 0
Ober- und Unterinteral stimmen also nicht notwendigerweise iiberein.

2. Fir eine nach oben unbeschrankte Funktion wie z.B.

=0,

0,
f:0,1] =R, z—~<1
-, x>0,
xr

gibt es keine Treppenfunktion ¢ mit ¢ > f, und es wird / fdz = oo gesetzt. Ist f

nach unten unbeschrénkt so wird / fdx = —oo gesetzt.

Definition 0.1.6 [Riemann-integrierbare Funktion] FEine beschrinkte Funktion
f: [a,b] — R heiit Riemann-integrierbar, wenn

/a " fa)de = / b f(@)da.

Man definiert dann das (Riemann-)Integral von f als die reelle Zahl

/abf(x)dx — /a*bf(x)dx:/*l;f(x)dx.

Satz 0.1.7. [Integrierbarkeit von Produkten] Es seien f,g: [a,b] — R Riemann-
integrierbare Funktionen und p € [1,00). Dann gilt:

(i) Die Funktion |f|? ist Riemann-integrierbar.

(ii) Die Funktion f - g ist Riemann-integrierbar.

In manchen Féllen reicht es als Verallgemeinerung des Riemannschen Integrals, uneigent-
liche Riemann-Integrale zu betrachten.

Definition 0.1.8 [Integral iiber unbeschréinkte Integrationsbereiche] Sei f : [a,00) — R
eine Funktion, so dass fiir jedes x > a die Einschrankung f |, - beschrankt und integrierbar
ist. Wir nennen f uneigentlich Riemann-integrierbar auf [a, 00), falls der Grenzwert

/OO f@ydt = tim [ F(t)dt

T—r00 a
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existiert. Analog verfdhrt man mit f : (—oo,b] — R.

Eine Funktion f : R — R heifit uneigentlich Riemann-integrierbar auf R, falls fiir c € R

die beiden Integrale
/ f(t)dt wund / f(t)dt

existieren.

Definition 0.1.9 [Integrale unbeschréankter Funktionen] Sei f : (a,b) — R nicht unbe-
dingt beschrénkt, aber fiir jedes Teilintervall [«, ] C (a,b) integrierbar. Falls dann fiir

€ (a,b) die Grenzwerte
h{n/ f(t)dt wund hm/ f(t)

existieren, so nennen wir f iiber das Intervall (a,b) (eventuell uneigentlich) Riemann-
integrierbar, und setzen

b . . /B
/af(t)dt ::i@t%é F(#) dt

Betrachtung 0.1.10. 1. Als Beispiel betrachten wir fiir die unbeschrinkte Funktion
fla)=a"2 = \/LE das Integral
/ —dx

Dieses Integral kann als uneigentliches Integral sinnvoll definiert werden:
/ e = 2yt = 2T~ 2/E 02 (> 0),

Wir kénnen hier nicht direkt mit dem “ersten Teilintervall” der Zerteilung des Ur-
bildbereichs umgehen und nehmen daher einen Grenzwert (in der um uneigentliche
Integrale erweiterten Riemann-Integrationstheorie).

2. Wir betrachten auch ein Beispiel, in dem das uneigentliche Riemann-Integral nicht
existiert: Zwar wire

~*dx ) e dx
——hm —+hm — = lim — — lim —
e—0 e—0 €x e—0 x e—0 x

aber beide Integrale existieren einzeln nicht, da lim._,oIn e nicht existiert. Also exis-
tiert dieses Integral nicht als uneigentliches Integral.
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3. (Ubung:) Fiir s > 0 ist die Gamma-Funktion definiert durch das uneigentliche Inte-
gral

I'(s) ::/ t et dt.
0
Es gilt I'(s+1) = sI'(s) fiir alle s > 0; dabei ist I'(n) = (n— 1)! fir alle n € N,;n > 1.

4. Wir betrachten die stetige Funktion

sinx
fiir x > 0,
fa)={ @
1 fiir x = 0.

Man kann mit funktionentheoretischen Methoden zeigen, dass das uneigentliche In-
tegral existiert:

*sinz ) b sinx T
dz = lim dr = —.
0 X b—oo 0 i 2

Es existiert aber nicht das Integral des Absolutbetrags |f|:

o] OOC
de > — =
J 2

fiir eine geeignete Konstante ¢ > 0.

sinx

T

Definition 0.1.11 Fine auf ganz R definierte reell- oder komplexwertige Funktion f
heifit periodisch mit Periode L > 0, wenn

fle+L)= f(x) firalle xzeR.

e Es ist dann auch f(z + nlL) = f(x) fiir alle n € Z.

e Hat die Funktion f die Periode L, so hat

die Periode 2.

Wir beschranken uns auf solche Funktionen. Sei V' der Vektorraum der 27-periodischen
Funktionen f: R — C, fiir die f|j 2~ Riemann-integrierbar ist.

Wir betrachten auf dem Vektorraum V' der 27-periodischen auf [0,27] Riemann-
integrierbaren Funktionen (unter Beachtung von [0.1.7) die Hermitesche Form

1

) (ha)i= g [ f@al@de, g€V,



Die hermitesche Form (x) ist positiv semi-definit, d.h. (f, f) > 0 fiir alle f € V. Auf dem
Unterraum der stetigen Funktionen ist sie positiv definit und somit ein Skalarprodukt.
Wir schreiben || f||2 :== +/(f, f) (auch im semi-definiten Fall). Auf demselben Unterraum
konnen wir auch die Norm || f[|oc = SUP (9 2q | f ()| betrachten. Aus MfP I wissen wir:

Satz 0.1.12. Die Funktionen ey (z) := exp(ikx) , k € Z, bilden ein orthonormales System
beziiglich der Hermiteschen Form (x).

Die ey (z), k € Z bilden eine Hilbertbasis des Hilbertraums der L>-Funktionen auf [0, 27],
den wir spéter noch einfithren werden.

Definition 0.1.13
Ein trigonometrisches Polynom vom Grad < n ist eine Linearkombination

n

p(x) = Z e mit 4, € C.

Esgilt pe Vund v, = (p,ep) = o= O%p(x)e*““dx,

Definition 0.1.14 FEs sei f: R — C eine 2m-periodische Funktion, so dass f|(o2x Inte-
grierbar ist. Die komplexe Zahl

1 2m ]
ok = (f,er) = gy f(x)e *dy
0

heifit k-ter Fourier-Koeffizient und das trigonometrische Polynom F,(f) := Y ,_  ckex
heifit n-tes Fourier-Polynom von f.

Die Reihe (F,,(f))n=0.1,., also die Folge der Partialsummen, heifit Fourier-Reihe von f.

Bemerkungen 0.1.15. Es gilt

F.(f) = %—l— (ay cos kx + by sin kx),
k=1

wobel

1 2
ap = Cp+c_p= —/ f(zx) cos kxdx
T™Jo
1 2
by = (g —cg)=— f(z)sin kzdz.
T Jo

Wenn f reellwertig ist, dann ist c¢_ = ¢ und auch die Fourierreihe F,(f) ist reellwertig.
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Ahnlich wie bei einer Taylorreihe ist nicht garantiert, dass die Fourierreihe einer Funktion
f konvergiert und dass sie im Fall der Konvergenz gegen f konvergiert.

Wenn aber f € V sich in der Form

F@) =" e

k=—o00

mit einer gleichmdfig konvergenten Reihe darstellen ldsst, muss diese Reihe die Fourier-
reihe sein, denn man kann Integration und Limesbildung bei gleichméfliger Konvergenz
vertauschen und findet fiir den Fourierkoeffizienten:

G = 3 02W(Z;.::foovmem)e—kdﬂf

_ 1N 2w _
= > o)y Ymem—kdr = Yk

Im Allgemeinen konvergiert aber die Fourierreihe von f weder gleichméfiig noch punkt-
weise gegen f. Ein anderer Konvergenzbegriff auf V' ist angemessen.

Lemma 0.1.16. Die Funktion f € V habe das n-te Fourier-Polynom F,(f) =
> ke ker- Dann gilt: ||f = F, (N3 = IIF15 = 1F.(NIE = I1F15 = 25—, lexl*.

Beweis. Wir finden

(FLE(f)) = Xt fren) = 2Tk = Yo lekl?

und

(Fn(f), Fulf)) = Xern lenl?

Somit

If = Fa(HIE = () = (F Fal) = Ealf), f) + (Ealf), Fu(f))
= A1 = 2kl
= [IF15 = 1 (O3

Satz 0.1.17 (Fourier-Polynome und Besselsche Ungleichung). (i) Das Fourierpolynom
F.(f) ist die beste Approximation im quadratischen Mittel an f € V durch ein
trigonometrisches Polynom vom Grad < n, d.h. || f — F,(f)|l2 = infgev, [|f — 9ll2,
wobei V,, := span{ei| —n < k < n}.

(ii) Fiir die Fourier-Koeffizienten ¢; von f € V gilt die Besselsche Ungleichung

oo
> lal < f13

k=—o00



und Gleichheit gilt genau dann, wenn

Jim [|f — Bu(/)]le = 0.

Beweis. Seien ¢, die Fourierkoeffizienten von f.
Um (i) zu zeigen, berechnen wir fiir beliebiges g := > "7 dyex € Vj:

n n

IF=gl3 = IF13 = D (dre + diz) + > |dil?
k=—n k=—n
= 13- lal + I1E.(f) — gll3.
k=—n

Dies wird minimal fiir g = F,(f).
(ii) folgt nun aus dem vorangegangenen Hilfssatz: fiir alle f gilt

> lal? < IIfI3

k

und  Gleichheit gilt wegen ||f — F.()I3 = [IfI5 — >p_,lckl* genau wenn

Wir wollen nun zeigen, dass fiir f € V in der Besselschen Ungleichung Gleichheit gilt
(Parsevalsche Gleichung).

Satz 0.1.18 (Konvergenz der Fourier-Reihe im quadratischen Mittel). Sei V' der Vektor-
raum der 2m-periodische Funktionen f: R — C, fiir die f|j 2+ integrierbar ist.

(i) Fiir alle f € V gilt

oo

IF13= D lal

(ii) Die Fourier-Reihe von f € V konvergiert im quadratischen Mittel gegen f, d.h.

Zum Beweis: Aus dem vorhergehenden Satz wissen wir, dass (i) und (ii) dquivalent sind.
Es geniigt also, (ii) zu zeigen.

Wir betrachten ¢ € V mit o: R — R definiert durch

U(x):W;x firO <z <2m, o0(0)=0.

Wir finden ¢y = 5= f%a(x)dx =0 und fiir k # 0 ist ¢x =

L
2m Jo 2ik
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Die Fourierreihe lautet also:

=1 eZ x e"““ = sin kx
Z 2_z L L ) = Z L
k=1 k=1

Aus der Konvergenz im quadratischen Mittel folgt

=1 m , T
Zk——;/ 0(1’)|—€‘

Lemma 0.1.19 (iiber Treppenfunktionen). Sei f € V' so, dass f|j2n eine Treppenfunk-
tion ist.

Dann konvergiert die Fourier-Reihe F),(f) im quadratischen Mittel gegen f.

Weiter im Beweis des Satzes:

flio,2+] ist als Riemann-integrierbare Funktion beschriankt. Wir kénnen o0.B.d.A. anneh-
men, dass f reellwertig ist und |f| < 1.

Dann existieren zu ¢ > 0 Treppenfunktionen —1 < ¢ < f <9 < 1, so dass 5- fo%(@b(x) —
o(z))dr < %. Fiir 0 < z < 2 gilt 2?2 < 2z.

Fiir (¢ — ¢)? < 2(¢ — ) folgt daraus

1 2
T T / 20— ) < 5

und somit || f — ¢l < 5.

Wegen des Lemmas iiber Treppenfunktionen existiert fiir die Treppenfunktion ¢ ein N €
N, so dass ||¢ — F.(¢)|l2 < § fiir alle n > N

Mit g == f — ¢ gilt [lg = Fu(g)ll2 < [lgll2 < 5 und somit |[f = F,(f)ll2 < lg = Fulg)ll2 +

le — Fa(o)ll2 <e. O
Beweis des Lemmas iiber Treppenfunktionen:

Wir kénnen annehmen, dass wir es mit der Treppenfunktion f mit f|g. = 1 und
fla2r = 0 zu tun haben, denn jede Treppenfunktion lésst sich als Linearkombination

solcher Funktionen darstellen.

Als Fourier-Koeffizienten erhalten wir ¢y = 5= und

, keNk#£D0.
0

1 a
Cr, = —

—ikx i —ikx
do = ——
2r Jo YT ok

e

Mit |ep|? = 558k (K +£ 0) erhalten wir

272 k2
a? =1 k
Z ’Ck|2 ;ﬁ—ﬂ' g Ccos a‘

k=—o00

9



Weiter im Beweis:

Mit Hilfe der fir alle x € [0, 27| giiltigen Formel

> cos kx r—n\> 72
o g

— k2 2 12
erhalten wir fir x =0
S & =T und somit
0 2 2
p_ @ L 1pa-my m a4 e
k;X_:oJCk’ “ 12 6 7r2(( 2 ) 12>_27r_”f‘|2'

Also konvergiert F,,(f) im quadratischen Mittel gegen die Treppenfunktion f.
Es bleibt der Beweis der Identitéit (*) nachzutragen.
Wir behaupten:

o .
sinkr w—=x

(xx) P fir alle =z € (0, 27).
k=1
Darf man — ) .-, % = %57 gliedweise integrieren, so erhélt man
L coskr (x—m)?
F(z) = 2 = 1 +c,
k=1

und durch weitere gliedweise Integration und weil F' periodisch ist

0= /0 ’ F(z)dx = —(:c I;O

27 7T3
+ 2mc = 5 + 2me,

0

fusd

also ¢ = — 15,

und damit gilt die Behauptung (x).
Weiter im Beweis von (x):

Um die gliedweise Integration zu rechtfertigen, stellen wir zuerst fest, dass die Reihe

F(z) =52, <k absolut und gleichméBig auf R konvergiert.

Man muss auflerdem die gleichméBige Konvergenz von » -, % gegen "5

kompakten Teilintervall [d, 2m — §] von (0, 27) zeigen.

auf jedem

[ Dazu schiitzen wir zunéchst s,(z) := Y_,_, sinkz = Im (3_;_, ") ab:

n

§ eik:p

k=1

_inx
el —e

1 —ei

2 1

< _ __ < .
|sn ()] < = [z — e=2l2| = §ing/2

e
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Weiter im Beweis: Aus |s,(z)] < @ =: o erhalten wir weiter

m

sin kx
2

Z sk(z) — sp_1(x)

2o (1) ¢t -5

1 1 1 1 20
<ol —-— + + =] =—.
n m+1 m4+1 n n
Also }ZZ‘;n %‘ < 22 woraus die gleichméBige Konvergenz der Reihe folgt.]

Es bleibt noch die Identitét (xx) Y o S2EL = T-Z 7y zeigen.

k 2
Zum Beweis von (kx):
Es gilt #252 = [*cos kt dt und
Z coskt = 5 (elkt + e—zkt) =5 Z oikt 5
k=1 k=1 [
B efint(l o 6i(2n+1)t) 1 B Sin(n + %)t 1
N 2(1 —e') 2 2sinl 2

Lemma 0.1.20. Fiir jede stetig differenzierbare Funktion f: [a,b] — R gilt mit r € R:

b
lim / f(z)sinrx de = 0.

|r|—o0

Beweis. partielle Integration. a

Weiter im Beweis:

Mit Hilfe des Lemmas erhalten wir schlief8lich:

isinkx — lim /xSin(n—i—%)tdt_ T _T-T
n—0o0 T

k 2sin & 2 2
k=1 2

]

Bemerkungen 0.1.21. Aus der Besselschen Ungleichung folgt, dass die Folgen ¢, c_g
quadratisch summierbare komplexe Zahlenfolgen sind, d.h. Elemente von ¢2.

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt die Vollstandigkeit des Orthonormalsystems
ex(z), k € Z.
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Anders als bei der Taylorreihe konnen auch periodische Funktionen dargestellt werden,
die nur stickweise stetig differenzierbar sind.

Satz 0.1.22 (Fourierentwicklung). Sei f € V stetig und stiickweise C', d.h. es gibt eine
Unterteilung 0 =ty < t; < --- < t, = 2w, so dass fx := f|p, .+, von der Klasse C" ist,
k=1,...,r.

Dann konvergiert die Fourierreihe F,(f) gleichmdfig gegen f.

Beweis.

Sei ¢ die periodische Funktion, die durch ¢/ y = 1, definiert wird.

lk—1,tk

Die Fourier-Koeffizienten ¢, von f ergeben sich durch partielle Integration aus den Fourier-

Koeffizienten ~,, von ¢:
12 Z ti )
- —/ o(x)e " dx.

th—1 n tk—1

\/ttk1 f(x)e_imdx _ %f(x)e—mw

k

Wegen der Periodizitit von f erhélt man daraus ¢, = —<~, (n #0).
Weiter im Beweis:
Wegen der allgemeinen Ungleichung |ab| < $(|a|? 4 [b]?) folgt nun
1,1
< (= )
Da 5 <ocound Yo" |7,]* < oo (Besselsche Ungleichung) ist Y |¢,| (von 2 un-

abhéngige) absolut konvergente Majorante der Fourier-Reihe, und daraus folgt die absolu-
te und gleichméfige Konvergenz der Fourier-Reihe F,(f) gegen eine stetige Grenzfunktion

g.
Andererseits konvergiert F,(f) im quadratischen Mittel gegen f.

Das ist nur moglich, wenn f = g, denn beide Funktionen sind stetig. O

0.2 Mannigfaltigkeiten

Wir erinnern an einige Resultate des letzten Semesters:

Theorem 0.2.1 (MfP2: Allgemeine Abbildungen von konstantem Rang).
Sei U C R™ offen und f: U — R" eine C*-Abbildung mit konstantem Rang rg(f) = r
auf U.

Dann existieren fiir jeden Punkt p € U offene Umgebungen V' C U des Urbilds p und
W C R" des Bilds f(p) und C*-Diffeomorphismen

0: V= p(V)CR™ und ¢: W — (W) CR",

12



so dass

auf (V).
Wir erinnern auch an zwei Spezialfille:

e Gilt r =n < m, so liegt eine Submersion vor; das Differential von f ist surjektiv.

e Gilt r =m < n so liegt eine Immersion vor; das Differential von f ist injektiv.

Definition 0.2.2 (MfP2)

1. Eine Teilmenge M C R" heiBBt m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu
jedem p € M eine offene Umgebung U C R", eine offene Teilmenge T" C R™ und eine
Ck-Abbildung ¢: T — R™ (mit konstantem Rang m) gibt, die T homéomorph (also
bijektiv, stetig, mit stetiger Umkehrabbildung) auf U N M abbildet, o(T) = U N M.

2. Wir sprechen bei T — U N M von einer lokalen Parametrisierung von M und bei
UN M =5 T auch von einer Karte bei p € M.

3. Zweidimensionale Untermannigfaltigkeit heifien Flichen. (n— 1)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeiten des R™ heiflen auch Hyperflachen.
Sprechen wir von einer Untermannigfaltigkeit ohne weiteren Zusatz, so meinen wir
eine C'-Untermannigfaltigkeit.

Bemerkungen 0.2.3 (Mf{P2).
Sei M C R™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und seien ¢1: Ty — ¢1(7}) und
091 Ty — @o(Ty) zwei lokale Parametrisierungen mit V := ¢ (T7) N @o(T3) # 0.

Dann sind die Urbild-Mengen W; := <p;1(V) offen im R*, und es gibt einen Diffeomor-
phismus 7: W; — Wy mit s 0 7 = ¢1|w, (Kartenwechselabbildung).

Definition 0.2.4 (MfP2)

1. Sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit und p € M. FEin Vektor v € R"™ heifit
Tangentialvektor an M in p, wenn es ein € > 0 und eine C*-Kurve v: (—¢,e) — M C
R™ gibt mit «(0) = p und v = +/(0).

13



2. Die Menge aller Tangentialvektoren an M in p € M heifit Tangentialraum und wird
mit T, M bezeichnet.

3. Ein Vektor v € R™ heifit Normalenvektor einer Untermannigfaltigkeit M in R™ im
Punktp € M, wennv € N,M := T,M* gilt. Hierbei ist das orthogonale Komplement
beziiglich des euklidischen Standardskalarprodukts des R"™ zu nehmen.

Beispiel 0.2.5.

1. Eindimensionale Untermannigfaltigkeiten (Kurven):
Ist m =1 und T ein Intervall, so ist eine Karte von M ein doppelpunktfreier, stetig
differenzierbarer parametrisierter Weg im R", bei dem auch noch fiir alle ¢t € T die
Ableitung ¢'(t) # 0 ist.

2. Zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten (Flachen):
Fiir m = 2 erhalten wir eine parametrisierte Fliche (ohne Selbstschnitt) .

X3

X2

T offen im R?
T1
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So etwas

N/
/\

ist dabei nicht zugelassen !

[

] 7
N

\Vi
/\_\

NP4

\/

3. Man beachte aber, dass fiir die globale Beschreibung einer m—dimensionalen Man-

nigfaltigkeit im R™ i.A. nicht nur eine Karte geniigt. Ein Beispiel dafiir ist schon die
2—Sphiire im R3.

Auch die folgenden Sachverhalte sind uns schon bekannt:

Satz 0.2.6 (MfP2: Eigenschaften von Tangential- und Normalraum).

Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und 7,,M der Tangentialraum an
M in p € M. Dann gilt:

a) T,M ist ein k-dimensionaler Untervektorraum des R™.

b) Sei ¢: U C R¥ — V eine lokale Parametrisierung von M, u € U mit p = ¢(u). Dann
bilden die k Vektoren 0yp(u), ..., Okp(u) in R™ eine Basis des Tangentialraums T, M.

c) Sei V C R” eine offene Umgebung von p und f = (f1,..., fa_r): V — R** cine
Submersion, so dass M NV = f~1(q), wobei ¢ = f(p). Dann ist T,M = Kern(df,) =
MGt (grad f(p))

d) Unter den Voraussetzungen in c¢) wird eine Basis des Normalenraums N, M gegeben
durch

gradfl(p>7 ce agradfnfk(p)'
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1 Mehrdimensionale Integrale

Integration iiber mehrdimensionale Bereiche benotigt man in der Vektoranalysis, fiir die
Losung von partiellen Differentialgleichungen und viele andere Anwendungen in Physik
und anderen Naturwissenschaften.

Im ersten Semester wurde die auf Riemann zuriickgehende Definition von Integralen ein-
gefithrt. Wir werden die Definition der Integration in zweierlei Hinsicht verallgemeinern
miissen:

e Wir wollen Funktionen integrieren, die von mehr als einer Variablen abhéngen. Das
braucht man z.B. fiir die Elektrodynamik und die Losung von partiellen Differenti-
algleichungen.

e Wir wollen die Klasse der integrierbaren Funktionen wesentlich erweitern. Das ist ist
z.B. fiir die mathematischen Grundlagen der Quantenmechanik wichtig.

Im diesem Kapitel werden wir den auf Lebesgue zuriickgehenden Integralbegriff so
einfithren, dass beide Ziele gleichzeitig erreicht werden.

1.1 Zugange zur Lebesgueschen Integrationstheorie

Wir folgen [Kl §7.1-2.].
Das Riemann-Integral hat FEigenschaften, die seine Relevanz in vielen Bereichen erheblich
einschranken:

Bemerkungen 1.1.1.

1. Betrachte die Dirichlet-Funktion mit einer dichten Menge an Sprungstellen

0 fir x € R\ Q,

f: [071]—>R7x'—>{1ﬁirx€@.

Ober- und Unterintegral berechnen sich zu

/0 f(z)dz =1 und /*Of(x)dxzo

Da sie verschieden sind, ist die Dirichlet-Funktion nicht Riemann-integrierbar.

Andererseits passt die Teilmenge @ C R in eine abzihlbare Vereinigung |J,[a;, b;]
von Intervallen, die fiir jedes ¢ > 0 so gewihlt werden kann, dass ihre Gesamtldnge
kleiner als ), |b; — a;| < € ist. [Um das zu sehen, wihle eine Abzéhlung ¢1, o, ... von
Q. Wihle ein a mit 0 < a < 1 und setze

1 1

[aiv bz] =49 — §ai7Qi + éal )
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Dann ist

o0 o o0

i i 1
E |b; — a;| = oc:ocE o =«
, , , l -«
1=1 i=1 =0

was fiir & — 0 beliebig klein wird. |

Es ist daher sehr naheliegend, der Menge QQ die “Lange” null zuzuordnen. Das Integral
einer Funktion, die nur die Werte 0 und 1 annimmt, sollte als Mass fiir die Léange der
Menge {z; f(x) = 1} interpretierbar sein. Im Falle der Dirichlet-Funktion f wiirde
man daher erwarten, dass fol f(z)dz = 0 gilt.

2. Gegeben sei eine Funktionenfolge f,: [a,b] — R Riemann-integrierbarer Funktio-
nen. Konvergiert f, in der Supremumsnorm gegen eine integrierbare Funktion f, so
konvergieren die Riemann-Integrale:

[rfr

Dies folgt, weil || f,, — f|| < € impliziert

/abfn—/abf‘S/ablfn—f|<6|b—a|-

Punktweise Konvergenz, also f,(z) — f(x) fir alle x € [a, b] reicht aber nicht aus,
um auf Konvergenz der Integrale zu schlieflen.

3. Wir hatten schon in der Theorie der Fourier-Reihen gesehen, dass wir durch Riemann-
quadratintegrable Funktionen keinen Hilbert-Raum erhalten.

Die Dirichlet-Funktion ist ein Beispiel einer charakteristischen Funktion:

Definition 1.1.2

Sei A C R™. Die charakteristische Funktion oder auch Indikatorfunktion der Teilmenge A
ist die Funktion

1,z e A,

1: R" >R mitz—
0,z & A.

Insbesondere ist die Dirichlet-Funktion die charakteristische Funktion f = lgno,1;-

Bemerkungen 1.1.3.

Der in dieser Vorlesung verwendete Zugang zum Lebesgue-Integral verwendet eine Ap-
proximation von Funktionen auf Gebieten im R"™ durch Treppenfunkionen. Die Qualitét
der Approximation wird durch die sogenannte L!-Halbnorm gemessen.

17



Ein weiterer Zugang verwendet die Mafitheorie. Wir zerlegen nicht, wie beim Riemann-
Integral, den Urbildbereich, sondern den Bildbereich einer Funktion f: R®™ — R

— 0 < <ep<...<cp <0

und approximieren das Integral durch die endliche Summe

> e (e cin)

Damit vermeiden wir das Problem des Riemann-Integrals, dass die Funktion beschrankt
sein muss. Wir brauchen aber dann ein Maf, also eine Funktion, die (zumindest gewissen)
Teilmengen A C R™ ein Volumen, also eine Zahl p(A) € R>o = Ry U{0} zuordnet. Solche
Mafe sind nicht ganz leicht zu konstruieren, sind aber fiir Anwendungen von unabhéngiger
Bedeutung.

Startpunkt fiir die Definiton der L'-Halbnorm ist die Definition einer sehr einfachen Klasse
von Funktionen, fiir die es eine offensichtliche Definition des Integrals gibt.

Treppenfunktionen sind Funktionen, die hochstens auf endlich vielen Quadern im R”
einen nichtverschwindenden konstanten Wert annehmen, und ausserhalb der Vereinigung
der Quader verschwinden.

Definition 1.1.4

1. Ein Quader ) C R" ist das direkte Produkt I; x ... x I,, C R™ von n beschréankten,
nicht-leeren Intervallen I,, C R. Diese Intervalle diirfen offen, halboffen, abgeschlos-
sen sein und auch aus einem einzigen Punkt bestehen. Quader in R sind also die
Intervalle (a,b), (a,b], |a,b), [a,b], wobei im letzten Fall auch a = b sein darf.

2. Das (n-dimensionale) Volumen eines solchen Quaders ist die nicht-negative reelle Zahl

In einer Hyperebene enthaltene Quader () haben das Volumen (; man nennt sie
ausgeartete Quader.

3. Eine Funktion ¢: R® — C heifit Treppenfunktion auf R", wenn es endlich viele
paarweise disjunkte Quader (); C R" gibt, so dass

(a) die Funktion ¢ auf jedem Quader ()} konstant ist,
(b) ¢(x) =0 fiir alle x € R™ \ (UxQy) gilt.
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Bemerkungen 1.1.5.

1. Man beachte, dass man die Vereinigung endlich vieler Quader auch als die Vereinigung
endlich vieler disjunkter Quader darstellen kann.

2. Man zeige, dass wenn ¢, Treppenfunktionen sind, auch

(a) ihre Summe ¢ + 1
(b) jedes skalare Vielfache Ap
(c) der Absolutbetrag ||

)

(d) im Fall von reellwertigen Treppenfunktionen: Maximum max(y, ) und Mini-
mum min(ep, 1)

Treppenfunktionen sind. Insbesondere bilden Treppenfunktionen einen Vektorraum.

3. Treppenfunktionen lassen sich schreiben als endliche Linearkombination charakteris-
tischer Funktionen disjunkter Quader ); C R",

Y= chle mit ¢, € C und E endlich. (1)
keE

Umgekehrt ist jede endliche Summe von charakteristischen Funktionen von Quadern
eine Treppenfunktion, auch wenn die Quader nicht disjunkt sind.

4. Wir konnten auch Funktionen mit Werten in einem reellen oder komplexen Banach-
raum betrachten.

Definition 1.1.6
Das Integral einer Treppenfunktion der Form (1)) mit disjunkten Quadern ist die komplexe

Zahl
[edo= [ stonte =Y i@

keE

Lemma 1.1.7.

(i) Dieses Integral ist wohldefiniert, hingt also nicht von der Darstellung der Treppen-
funktion als Linearkombination charakteristischer Funktionen von disjunkten Qua-
dern ab.

(ii) Es gelten die folgenden Rechenregeln:
1. [ ist eine lineare Abbildung auf dem Vektorraum der Treppenfunktionen.

2. Sei ¢ eine Treppenfunktion. Dann gilt: } J godx‘ < [e|da.
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3. (Monotonie:) Sind ¢, ¢ reellwertige Treppenfunktionen und gilt ¢ < 4, so folgt
[ pdz < [da.

Beweis. Um zu zeigen, dass das Integral wohldefiniert ist, verwenden wir Induktion
nach der Dimension n; der Fall n = 1 wurde bereits im ersten Semester erledigt und ist
elementar.

Fiir den Induktionssschritt zerlege R = RP x R*™ mit 0 < p < n. Wir schreiben
entsprechend R" > z = (z,y) mit x € R? und y € R"?. Entsprechend schreiben wir
Quader als Produkte von Quadern:

Q=Q"'x Q"
man beachte, dass fiir die charakteristische Funktion gilt

Lo(w,y) = 1ge(x) - 1gn-»(y).

Sei ¢ Treppenfunktion wie in , dann gilt:
90(1‘7 y) = Z Clek x y Z Ck]-Qp ’ QP (y)
k k
Fiir jedes festes y € R" 7 erhalten wir eine Treppenfunktion
Py = chle—p<y) . 1@22 RP — C
k

Nach Induktionsannahme hat jede Treppenfunktion ¢, ein wohldefiniertes Integral; dies
ergibt eine Funktion auf R"~P

Y= - py(x)de = chUP<Qk) n- o (y),

die eine Treppenfunktion ist und die darum, wiederum nach Induktionsannahme, das
wohldefinierte Integral

/Rn_p (/Rp wle, y)dx) dy = ch’“p(Qi) U p(Qr 7)) = chv(Qk)

k k

besitzt. Die linke Seite ist nach den Induktionsannahmen unabhéngig von der Darstellung
der Treppenfunktion . Wir setzen daher

/gp(z)dz = Z ckUn (Qr)-

k

Mit Hilfe dieser Formel beweist man auch induktiv die Rechenregeln. a

Aus dem Beweis folgt sofort:

20



Korollar 1.1.8 (Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen).
Mit obigen Bezeichnungen gilt:

/n p(z,y)d(z,y) = /R (/R so(x,y)da:) dy = /R (/R gp(x,y)dy) dz.

Bemerkungen 1.1.9.
Wir betrachten ab jetzt — und nur im Rahmen der Integrationstheorie! — Funktionen
f: R" — CU{oo}. Dabei gelten die folgenden Konventionen:

0 +c=cEoo:= o0 fiir alle c € C.
00-c=c-00:=00 firalle ¢c € C"U{oc0},
0-0=0-00:=0.

Fiir positiv reellwertige Funktionen f : R™ — R, soll das Integral fRn f ein Mass fiir
das n + 1-dimensionale Volumen unter dem Graphen von f liefern. Wir wollen jetzt
zulassen, dass f unbeschrinkt sein darf und dass f auf nicht nur auf hoéchstens endlich
vielen Quadern nicht verschwindet. Eine Approximation an f erhélt man, indem man den
Definitionsbereich von f in abzéhlbar viel disjunkte Quader Q, k = 1,..., 00 zerlegt,
und positive reelle Zahlen ®; wihlt, so dass f(z) &~ @, fiir alle x € Q. gilt. Die Funktion

=) ®lq,
k=1

approximiert die Funktion f.

Definition 1.1.10

1. Gegeben sei f: R" — C U {oo}. Eine Hiillreihe zu f ist eine Reihe
b = chle mit ¢ € RZO

wobel

(a) Qy offene Quader im R™ sind.
(b) Fiir jedes x € R™ gilt

|f(z)] < @(z chle € Rso U {oo}.
k=1
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Wir definieren den Inhalt der Hiillreihe ® durch die Summe
I(®) =) cv(Qk) € RugU {00},

k=1

2. Unter der L*-Halbnorm von f: R™ — CU {oo} versteht man das Infimum

| £l := inf{I(®) | ® Hiillreihe zu f}.

Bemerkungen 1.1.11.

1. Es existiert fiir jede Funktion f: R” — CU{oo} eine Hiillreihe mit Inhalt co, namlich

P = Z ]‘Qk
k=1

wobei @) der offene Quader mit Mittelpunkt 0 und Kantenlinge £ ist.

2. Es liegt keine Norm vor: Es ist oo als Wert zugelassen, und aus || f||; = 0 folgt
nicht f = 0. Ein Beispiel fiir letztere Aussage ist die charakteristische Funktion eines
Quaders A, der in einer Hyperebene enthalten ist. Man findet offene Quader beliebig
kleiner Dicke. Daher ist das Infimum Null, aber die charakteristische Funktion 1,4 ist
nicht null.

Satz 1.1.12.

Fiir Funktionen f, fx(k > 1): R" — CU {oo0} und ¢ € C gilt:
Lo le- flls = lel - [[f1]1,
2. |Al < 1l = 1Al < lflh,

3. die verallgemeinerte Dreiecksungleichung: sei (fj) eine Familie von Funktionen. Dann
gilt
HZVk‘ I < ZkaH1
k=1 k=1

Beweis. Die ersten beiden Aussagen lassen sich durch Betrachtung von Mengen von
Hiillreihen beweisen. Wir zeigen nur die verallgemeinerte Dreiecksungleichung, und zwar
fiir nicht-negative Funktionen f: R™ — R U {oo}. Sei € > 0. Wihle fiir jede Funktion fj
eine Hiillreihe @y := ). ¢ix1g,, mit Inhalt

£

1(@) < [Vfelly + =
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Dann ist die Summe

D .= Z(I)k = Zcik’lQik
k ik

eine Hiillreihe fiir ), fi. Sie hat Inhalt

I(®) =Y cav(Qu) = D> carv(Qi) < Y _ I fills + e
k

ik k i

1.2 Das Lebesgue-Integral und zwei “kleine” Satze

Lemma 1.2.1.

1. Fiir die charakteristische Funktion eines abgeschlossenen Quaders A C R"™ gilt
[Lalli = v(4) = [ 1ada.

2. Fiir jede Treppenfunktion ¢ auf R" gilt [|¢||y = [g. |¢|dz.

Beweis.

1. Indem man offene Quader @ mit v(Q)) = v(A) + ¢ betrachtet, stellt man fest, dass
[1Lall1 < v(A) gilt.

Unter Ausnutzung der Kompaktheit von A zeigt man, dass fiir jede Hiillreihe ® =

S erlg, zu 14 gilt, dass I(®) > v(A) (Ubg). Damit gilt auch ||14]]; > v(A).

2. Da die Treppenfunktionen |p| und ¢ die gleiche Menge von Hiillreihen und damit die
gleiche Halbnorm || - ||; besitzen, nehmen wir ¢ > 0 an. Betrachte eine Darstellung

P = chle + Z dilR,
k=1 =1

mittels disjunkter Quader, wobei die Quader @)y offen sind und die Quader R; das
Volumen Null haben. Weil die Quader disjunkt sind, folgt aus ¢ > 0, dass ¢ > 0
und d; > 0 gilt.

Fiir ¢ > 0 konnen wir fiir jeden Quader R; einen offenen Quader R; D R; mit
v(R}) < e wéhlen. Dann ist

s

b .= chle + idle:‘
i=1

k=1
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eine Hiillreihe zu ¢. Es folgt

S T

ol < 100) = 3" (@) +€ > d,

k=1 i=1

und daher .
ol < erv(@i) = /soda:.
k=1

Um die umgekehrte Abschéatzung zu erhalten, betrachte einen abgeschlossenen Qua-
der A, so dass () = 0 fir ¢ A. Sei ferner M := max . Dann ist die Treppen-
funktion ¢ := M14 — ¢ nicht negativ. Fiir ein nicht-negatives ¢ gilt, wie wir gerade
gesehen haben,

1ol < /¢dx.

Damit folgt

/ e = / (MLs— $)dz < [l + 0l — [l < llells.

Im ersten Schritt ging die Definition von ¢ ein; im zweiten Schritt Teil 1 und die
Abschétzung fiir [ 4. Der dritte Schritt ist die Dreieckungleichung [1.1.12|3 fiir die

Halbnorm.

Lemma 1.2.2.
Sei f: R" — C U {00} eine Funktion, und ¢ eine Folge von Treppenfunktionen, so dass

k—00
1f = erlh =7 0.
Dann konvergiert die Folge [ ¢, komplexer Zahlen gegen eine komplexe Zahl. Der Grenz-
wert einer solchen Folge héngt nicht von der Wahl der Folge von Treppenfunktionen ab.

Beweis. Seien ¢, 1) Treppenfunktionen. Dann gilt

‘/gpdx—/wdx

Hier haben wir erst Satz [[.1.7]2, dann Lemma [1.2.1]2 fiir Treppenfunktionen und
schliefllich die Dreiecksungleichung fiir die Halbnorm || - ||; benutzt. Daher ist die Folge
[ ¢r eine Cauchy-Folge komplexer Zahlen und konvergiert im vollstandigen Kérper C.
Aus der gleichen Ungleichung folgt auch die Unabhéngigkeit von der Wahl der Folge von
Treppenfunktionen. O

s/|¢—w|dx=||so—w||1s e = Flls + Nl = fll
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Definition 1.2.3
FEine Funktion f: R" — C U {occ} heifit Lebesgue-integrierbar (kurz: integrierbar) tiber
R", wenn es eine Folge von Treppenfunktionen ;. gibt mit

k—o00

1f = erlli — 0

In diesem Fall schreiben wir

/fd:c = /f(x)d"x = f(z)dz := lim p(zx)dr € C

k—o0 R™

Wegen Lemma ist dies wohldefiniert und das Integral eine (endliche) komplexe Zahl.
Bemerkungen 1.2.4.

1. Jede Treppenfunktion ¢ ist Lebesgue-integrierbar: wahle zur Approximation die kon-
stante Folge mit Gliedern ¢.

2. Wir sagen auch kurz, dass dann ¢, — f beziiglich der Halbnorm |[|.||;. Daraus folgt
nicht notwendigerweise eine punktweise Konvergenz, aber wir werden sehen, dass fast
tiberall punktweise Konvergenz gilt.

Wesentliches Hilfsmittel zur Definition der Integrierbarkeit war die Halbnorm ||f||,. Es
ist nun nicht schwer, diese mit dem Lebesgue-Integral [ |f|dz in Verbindung zu bringen:

Satz 1.2.5.
Ist die Funktion f: R™ — CU{oo} iiber den R™ integrierbar, so ist auch die Funktion |f|
iiber den R™ integrierbar und es gilt

'/fdm'ﬁ/’f|dw und Hle:/\f\dx.

Fiir Treppenfunktionen hatten wir die erste Aussage in 2 und die zweite in [1.2.1]2
gesehen.

Beweis.

1. Da f integrabel sein soll, finde eine Folge (y) von Treppenfunktionen mit ||f —
©k|l1 = 0. Wegen der Dreiecksungleichung gilt fiir alle z € R™:

Lf (@)] = [en(@)]] < [f(2) = er(2)]
und somit wegen der Monotonie [1.1.12|2 der L'-Halbnorm

ST = lewllls < [1F = wnlh
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Die rechte Seite und somit auch die linke Seite gehen fiir & — oo gegen 0. Da auch ||
eine Folge von Treppenfunktionen ist, ist | f| integrierbar und die Treppenfunktionen
|ox| approximieren |f| beziiglich der Halbnorm || - [|;. Es folgt

[ gasl = i [ el <tim [ futas = [ i7ias

Die erste Gleichheit folgt aus der Definition des Integrals [ fdz, die Ungleichung ist
1.1.7.2 fiir Treppenfunktionen. Die letzte Gleichheit folgt, weil |pg| die Funktion |f|
beziiglich der Halbnorm || - ||; approximiert.

2. Fiir die zweite Aussage betrachten wir die Ungleichungen, die aus der Dreiecksun-

gleichung [1.1.123 fiir die || - ||;-Norm folgen:
(*) lerlls = 11 = @rlls < 1fll < llerlls + 11 = @l

Nun gilt
=1
ol 222 / oilde — / flde

da die Folge von Treppenfunktionen |p.| die Funktion |f| L'-approximiert. Damit
folgt aus der Ungleichung (x)

[ 1@ <irih < [ i7iae

Korollar 1.2.6.
Es gelten die folgenden Rechenregeln: Sind f, g integrierbar, so gilt

1. Fiir alle «, B € C ist die Funktion o f + (8¢ integrierbar und es gilt
/(af+59)dw = a/fdx+6/gdx.

2. Die Funktion f ist integrierbar und es gilt

/fda: _ W

3. Fiir reellwertige und integrierbare Funktionen f, g folgt aus f < g, dass [ fdz <
J gdz (Monotonie des Lebesgue-Integrals).

4. Ist iiberdies die Funktion g aus 3. beschréinkt, so ist auch die Funktion f - ¢ integrier-
bar.
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Beweis. Ubung.

[

Zu 1. und 2.: Sind () und (¢3) L'-approximierende Folgen von Treppenfunktionen
fiir f bzw. g, so ist (apy, + Biy) eine L'-approximierende Folge fiir af + Sg und (ip,,)
eine L'-approximierende Folge fiir f.

Zu 3.: Nach Satz ist wegen g — f > 0
Jo=nas= [lg=ridz =g sl = 0.

Zu 4.: Sei M eine positive obere Schranke fiir |g|. Da f integrierbar ist, finde zu
gegebenem € > 0 eine beschriankte Treppenfunktion ¢ mit

€
_ <
17—l < 50
und eine Treppenfunktion ¢ mit
€
”g - ¢||1 < )
21

wobei p eine positive obere Schranke der Treppenfunktion ¢ sei. Aus der fiir alle
x € R" geltenden Abschétzung

[f9(z) = oo (@) < |(f = )(@)] - |g(@)] + lp(2)] - (g = ¥)(2)]
folgt dann wegen der Monotonie [1.1.12]2 der Halbnorm

€ €
_ < M. If— bl < M= S <.
I fog—@Ulli <M -||f —elli +pllg— ¥l < 57 +u2u <e

Korollar 1.2.7.

1. Eine komplexwertige Funktion f: R” — C U {oc} ist genau dann integrierbar, wenn

ihr Real- und Imaginérteil integrierbar ist. In diesem Falle gilt

/fdx:/Refdx—l—i/Imfdx.

2. Seien die Funktionen f,g: R* — R U {oo} integrierbar. Dann sind auch die Funk-

tionen max(f,g), min(f, g) integrierbar. Insbesondere ist der positive Anteil f* :=
max(f,0) und der negative Anteil f~ := —min(f,0) integrierbar.
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Beweis. Der erste Teil folgt, weil Real- und Imaginérteil reelle Linearkombinationen
von f und f sind. Wir zeigen nur den zweiten Teil der Aussage. Es gilt

wax(f.g) = 5(/ + g + |f — gl) wd min(f.g) = 3(/ + g — |f — g

Nach Voraussetzung sind f und g, nach Korollar ihre Differenz und nach Satz
deren Absolutbetrag integrierbar. O

Wir wollen nicht nur Funktionen integrieren, die auf ganz R™ definiert sind. Wenn eine
Funktion nur auf einer Teilmenge A von R™ definiert ist, kann man sie durch den Wert 0
auf das Komplement R" \ A fortsetzen. Auf die so erhaltene Funktion f4 kann man die
vorherige Definition von Lebesgue-Integrierbarkeit und Lebesgue-Integral anwenden. Die
folgende Definition formuliert diese Idee genauer.

Definition 1.2.8
Sei A C R™ eine Teilmenge und f eine Funktion mit Werten in C U {oco}, deren Definiti-
onsbereich A umfasst.

1. Die (iiber A hinaus) triviale Fortsetzung von f ist die folgende Funktion:

fAZ R — CU{OO}

f(x) fir x € A,
xr =
0 firz € R™\ A.

(Unter einer Fortsetzung von f versteht man in der Regel eine Funktion, die auf dem
Definitionsbereich D(f) von f mit f iibereinstimmt. Die triviale Fortsetzung fa ist
also eigentlich nur eine Fortsetzung der Einschrinkung von f auf A.)

2. FEine solche Funktion f heifit iiber die Teilmenge A integrierbar, genau dann, wenn
die triviale Fortsetzung f4 iiber R™ integrierbar ist. In diesem Fall heif3t

/ fdx = fadx
A R

das Lebesgue-Integral von f iiber A. Wir setzen
LZ3
1= 17l 2 | Iflds.

3. Die Menge der iiber A C R"™ integrierbaren komplexwertigen Funktionen bildet einen
komplexen Vektorraum L'(A) mit Halbnorm || - |1 a.

28



Man beachte, dass die Notation f4 zu der bereits eingefiihrten Bezeichnung der Funk-
tion 14 passt. Wir vergleichen mit dem bekannten Begriff der Riemann-integrierbaren
Funktion auf kompakten Intervallen. Im allgemeinen Fall, insbesondere bei uneigentli-
chen Integralen, ist die Lage subtiler.

Satz 1.2.9.

Es sei A = [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f eine tiber A Riemann-integrierbare
Funktion. Dann ist f iiber A Lebesgue-integrierbar und das Lebesgue-Integral und das
Riemann-Integral sind gleich.

Beweis. Ubg. a

Der folgende Satz verschafft uns eine grofie Klasse integrierbarer Funktionen:

Satz 1.2.10 (Kleiner Satz von Beppo Levi).
Sei f: R" — R U {oo} und sei (¢x) eine monoton wachsende (oder fallende) Folge von
Treppenfunktionen, so dass

(i) (¢r) punktweise gegen f konvergiert,

(i) die Folge ( J @kdx) der Integrale der Treppenfunktionen beschrinkt ist.

Dann ist f integrierbar und es gilt
/fdx = lim /gokdx
k—o0

Beweis. Wir betrachten eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen. Dann
gilt in jedem Punkt

N o0
f—or= ]}1_13100 PN+1 — Pk = Nli_IgOZ(%H — i) = Z(%‘H —¢i) =20

i=k i=k
Daraus folgt mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung (1.1.12]3
- Lemma [[.2.112 -
R S P B
i=k

i=k

- i </ Qida — /cpidx) =7 - /gokd:c,

i=k
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denn es existiert 7 = limy_ f pn+1dz, da die Folge der Integrale monoton ist und
beschrankt sein soll. Aus

1 = ol SI—/wdw k250

folgt, dass f integrierbar ist. Nach Definition des Integrals ist [ fdz =

limy,e0 [ @rda.
O

Wir behandeln nun die Integrierbarkeit stetiger Funktionen auf offenen oder kompakten
Teilmengen des R™. Damit stellen wir eine Verbindung zwischen dem Lebesgue-Integral
und der Topologie des R™ her.

Lemma 1.2.11.

Sei K eine kompakte Teilmenge und U eine offene Teilmenge des R™ mit K C U. Sei
f: K — R eine stetige nicht-negative Funktion. Zu jedem e > 0 gibt es dann Treppen-
funktionen 1,1’ > 0 mit

L. f(x) <¢(x) < f(z) + € fir alle z € K.
2. f(x)—e<
3. Y(x) =¢'(x) =0 fir alle x € R*\ U.

"(z) < f(z) fir alle z € K.

Beweis. Auf dem Kompaktum K ist f gleichméfig stetig. Finde daher ein § > 0, so
dass |f(x) — f(2')| < e fiir alle 7,2’ € K mit |2 — 2/||max < 0. Uberdecke K durch
endlich viele abgeschlossene Wiirfel Wy, ..., W, der Kantenlénge kleiner als 9, die alle in
U liegen. Sei M; das Maximum und m; das Minimum der stetigen Funktion f auf dem
abgeschlossenen Wiirfel W;. Dann setze

Y= max(Mj - Ly, ..., M- 1y,) und o' := min(my - Ly, ..., ms - 1yy,)

Lemma 1.2.12.
Sei A C R" und sei f: A — R eine stetige nicht-negative Funktion. Dann gilt

1. Ist A offen, dann existiert eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen
pr > 0, die gegen f punktweise auf A konvergiert, ¢ 7 f.

2. Ist A kompakt, dann existiert eine monoton fallende Folge von Treppenfunktionen
o > 0 mit @, N\, f punktweise auf A.
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Beweis.

1. Sei A offen. Wir wahlen kompakte Mengen Aj mit U3, A, = A. Finde nach Lemma
1.2.11] Treppenfunktionen v, fiir A,, die auflerhalb A verschwinden und fiir die gilt

und ¢, (z) = 0 fiir x € R™\ A. Dann leistet die Folge () mit ¢ := max (¢, ..., ¢)
das Gewiinschte.

2. Sei A kompakt. Finde offene Mengen U mit N2 ,U; = A und mit dem gleichen
Hilfssatz [1.2.11] Treppenfunktionen v, mit

f(x) < aho(z) < f(x) +27° fiir # € A und ¢y(z) = 0 fiir » € R™\ U,.

Dann leistet die Folge () mit ¢y := min(¢y, ..., 1Y) das Gewiinschte.

Satz 1.2.13.

1. Jede beschrinkte stetige Funktion f: U — C auf einer beschriankten offenen Menge
U C R" ist iiber diese integrierbar.

2. Jede stetige Funktion f: K — C auf einer kompakten Menge K C R" ist iiber diese
integrierbar.

Beweis. Wir beschrinken uns auf reellwertige nicht-negative Funktionen, f > 0. Fiir
komplexwertige Funktionen betrachte die Zerlegung in Real- und Imaginérteil und zerlege
diese in ihren positiven und negativen Anteil.

1. Sei U beschrankt und offen. Nach Lemma [1.2.12|ist f die Grenzfunktion einer mo-
noton wachsenden Folge von Treppenfunktionen ¢ > 0. Um die Beschrénktheit der
Folge [ ¢ der Integrale zu sehen, wihle eine obere Schranke M fiir die beschréinkte
Funktion f und einen Quader @) mit U C (). Fiir die Treppenfunktionen gilt also

or(z) < f(x) < M fur alle x € U und fiir alle £ € N.

Dabher ist
/(pkdx < M -v(Q).

Also folgt aus dem kleinen Satz [1.2.10] von Beppo Levi, dass f integrierbar ist.
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2. Die zweite Aussage fiir kompaktes A wird analog mit einer Folge monoton fallender
nicht-negativer Treppenfunktionen aus Lemma [1.2.12 bewiesen.

Um mehrdimensionale Integrale konkret auszurechnen hilft es oft, wenn man diese iterativ
auf Integrale iiber Bereiche niedrigerer Dimension zuriickfithren kann. Dafiir stellen wir
nun das notige Riistzeug bereit.

Sei X = R? und Y = R%. Wir wollen iiber eine Teilmenge A C X x Y = RP'Y eine stetige
beschréankte Funktion f integrieren. Wir bezeichnen fiir festes y € Y die “Schnittmenge”
von Azuy € Y mit A, :== {2z € X | (z,y) € A} C X. Ein Reduktionsverfahren zur
Berechnung des Integrals von f in dieser Situation liefert der folgende wichtige Satz.

Satz 1.2.14 (Kleiner Satz von Fubini).
Es sei A C X x Y entweder kompakt oder offen und beschrankt. Es sei f: A — C eine
beschréankte stetige Funktion. Dann gilt:

1. Fiir alle y € Y mit A, # 0 ist die Funktion f,: x+— f(z,y) iiber A, integrierbar.

2. Betrachte daher die Funktion F': Y — C mit

o fAy fy(x)dz  fur A, # 0,
)= {0 fiir A, = 0.

Sie ist iiber Y integrierbar und es gilt

| e = [ Foay= | ( / yf(:c,y)d:c> dy.

Es gilt ebenso

[ st = [ ( / f(x,wdy) dr mit A, = {y € Y|(z,y) € A}.

Beweis. Wieder reicht es, die Aussage fiir den Fall einer nicht-negativen Funktion,
f >0, zu zeigen. Wir bringen auch nur den Beweis fiir offenes und beschrinktes A; der
Fall A kompakt wird analog behandelt.

Sei (@) eine gegen f4 konvergente, monoton wachsende Folge von Treppenfunktion auf

X x Y, deren Existenz wegen der Stetigkeit von f durch Lemma [1.2.12\1 garantiert ist.
Fiir jedes feste y € Y bilden die Funktionen

x> oz, y)
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eine gegen die Funktion
T = fA<x7 y)

punktweise konvergente, monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen auf X. Man
zeigt wie im Beweis von Satz|1.2.13] dass die Folge der Integrale [ « @k(®,y)dz beschriankt
ist. Nach dem kleinen Satz von Beppo Levi [1.2.10)] gilt

y) = lim / o(z,y)de
X

y = py) = /Xsok(%y)dx

sind Treppenfunktionen auf Y und die Folge (®) konvergiert monoton wachsend gegen
F. Mit dem Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen [1.1.8] erhélt man wegen ¢ < fi

Die Funktionen

/YCIDk(y)dy@ QOk(x?y)d(xvy) < fA<CL’,y)d((L’,y);

XxY XxY

also ist die Folge der Integrale fy & (y)dy beschrankt. Wiederum nach dem kleinen Satz
von Beppo Levi [1.2.10]ist F' integrierbar. Es gilt

/}/F(y)dyzlilgn/yﬁ(y)dy:ligl ; Ysok(fc,y)d(x,y) = falz,y)d(z,y).

XxY

Beispiel 1.2.15.

1. Sei f wie oben, und sei jetzt A C R x R*™! mit der Eigenschaft, dass fiir alle y € Y
die Menge A, entweder leer oder ein Intervall ist, A, = [z1(y), z2(y)]. Dann gilt

wz(y)
x,y)d(z,y) = x,y)dz | dy mit B := YA, # 0}.
/Af( y)d(z,y) /B</m(y) f(x,y) ) y {y e Y[A, # 0}

Speziell fiir den Fall eines Rechtecks im R? mit f: [a,b] x [c,d] — C finden wir:

/fmy (,y) /</fxydx)dy—/:(/cdf(x,y)dy>dx.

2. Betrachte eine kompakte Kreisscheibe, K = B,(0). Die Schnitte A, sind die Intervalle

[—z(y), z(y)] mit z(y) = /12 — y2. Damit folgt:
va(K) = [ ld(z,y) = [" (f” 1d:L') dy=2[" \/r —ydy—m’
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1.3 Volumina und Nullmengen

Wir folgen [K|, §7.5-6]. Das Lebesgue-Integral liefert einen allgemeinen translationsinva-
rianten und normierten Volumenbegriff, das Lebesgue-Mafl. Da Mafle eine groflie Rolle
spielen, wollen wir uns zunéchst etwas allgemeiner mit ihnen beschéftigen.

Definition 1.3.1
Eine Menge A von Teilmengen einer Grundmenge §2 heifit o-Algebra, wenn gilt

1. Die Grundmenge €} ist im Mengensystem A enthalten, Q2 € A.

2. Mit jeder Menge A € A ist auch ihr Komplement Q \ A im Mengensystem A, i.e.
Q\Aec A

3. Abzéhlbare Vereinigungen von Mengen A; € A sind wieder in A: es gilt U, A; € A.

Bemerkungen 1.3.2.

1. Aus den Bedingungen 1. und 2. folgt, dass eine o-Algebra A immer das Komplement
von €, also die leere Menge () enthélt.

2. Aufgrund der Eigenschaft 2. kann man in Eigenschaft 1. alternativ zu Q € A auch
) € A fordern.

3. Wihlt man in Bedingung 3 die Mengen A,, = ) fiir alle m > n, so folgt, dass die
endliche Vereinigungsmenge A; U Ay U---U A, in A enthalten ist.

4. Nach den de Morgan’schen Gesetzen folgt, dass A auch abgeschlossen unter abzihl-
baren und endlichen Durchschnitten ist.

Beispiel 1.3.3.

1. Fiir jede beliebige Menge € ist {(), 2} die kleinste und die Potenzmenge P(2) die
grofite mogliche o-Algebra mit  als Grundmenge.

2. Es seien 2 und € zwei beliebige Mengen, A’ eine o-Algebra in €' und 7: Q —
eine Abbildung. Dann ist T-1(A') := {T~'(A’) mit A’ € A’} eine o-Algebra in (.

Definition 1.3.4

1. Es sei A eine o-Algebra iiber einer nicht-leeren Grundmenge ). Eine Funktion
p: A — [0,00] heifit ein Mafl auf A, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

(a) u(®) = 0.
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(b) o-Additivitéit: Fiir jede Folge (A, )nen paarweise disjunkter Mengen aus A gilt
1 (UnZy An) = 22070 (Ay).

Fiir A € A heift die reelle Zahl (A) das Mafl der Menge A.

2. Das Tripel (2, A, ) wird Mafiraum genannt. Das Paar (£, A) bestehend aus der
Grundmenge und der darauf definierten o-Algebra heifit messbarer Raum. Die Teil-
mengen A € A heifilen messbar.

3. Das Mafi jv heift Wahrscheinlichkeitsmafl (oder normiertes Maf}), wenn zusétzlich
w(?) = 1 gilt. Ein Mafraum (2, A, ) mit einem Wahrscheinlichkeitsmaf p heifit
Wahrscheinlichkeitsraum. Die Grundmenge €2 heifit Ergebnisraum und enthélt als
Elemente die moglichen Ergebnisse, die ein Wahrscheinlichkeitsexperiment liefern
kann. Die o-Algebra A enthélt die Ereignisse, denen eine Wahrscheinlichkeit zwischen
0 und 1 zugeordnet werden kann. In dieser Anwendung nennt man auch ) € A das
sichere Ereignis und () € A das unmogliche Ereignis.

Beispiel 1.3.5.

1. N-facher Miinzwurf. Setze M := {0, 1}. Der Ergebnisraum ist das N-fache kartesische
Produkt Q := M*¥; der Ereignisraum ist die o-Algebra, die durch die Potenzmenge
gegeben ist. Das Wahrscheinlichkeitsmaf ist u(A) = |A[/2V.

2. Eine wichtige Verallgemeinerung auf Wahrscheinlichkeitsrdume mit endlichem Ergeb-
nisraum §2 sind Gleichverteilungen. Hier ist die o-Algebra der Ereignisse A = P(2)

und das Wahrscheinlichkeitsmaf ist p(A) = % fir A C Q.

Definition 1.3.6

Sei Q2 ein metrischer Raum oder allgemeiner ein topologischer Raum (die offenen Mengen
sind festgelegt, vgl. MfP2: offene und abgeschlossene Mengen). Dann ist die Borel-Algebra
definiert als die kleinste o-Algebra, die die offenen Teilmengen von ) enthélt. (Sie enthélt
dann auch als Komplemente alle abgeschlossenen Teilmegen. )

Fiir den spéiteren Gebrauch definieren wir noch:

Definition 1.3.7
Eine Menge A C R" heifit o-kompakt, wenn sie eine Vereinigung abzdhlbar vieler kom-
pakter Mengen ist.

Bemerkungen 1.3.8.
Beispiele o-kompakter Mengen sind alle offenen und alle abgeschlossenen Teilmengen des
R™. Es sind Durchschnitte endlich vieler und Vereinigungen abzahlbar vieler o-kompakter
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Mengen wieder o-kompakt. Speziell ist Q C R eine o-kompakte Menge, jedoch ist R\ Q
nicht o-kompakt (das wollen wir im Rahmen der Vorlesung nicht zeigen).

Die Borel-Algebra von R enthélt unter anderem alle Intervalle und auch die Menge R\ Q.

Wir mochten (mindestens) fiir die Borelschen Teilmengen von R”™ ein Mafl definieren.
Wir sprechen in der néchsten Definition vom Lebesgue-Maf}, konnen die fiir ein Maf
geforderten Eigenschaften, z.B. die o-Additivitéat, im Moment aber noch nicht zeigen.

Definition 1.3.9

Eine Menge A C R™ heifit (Lebesgue-)messbar (im Sinne von: messbar mit endlichem
MasB), falls die konstante Funktion 1 iiber A integrierbar ist. In dem Fall ist das Lebesgue-
Ma#f; von A, auch das n-dimensionale Volumen von A genannt (im Fall n = 2 spricht man
auch vom Fliacheninhalt von A), gegeben durch

Man setzt v(0)) = 0.

Beispiel 1.3.10.

1. Nach Satz(1.2.13|sind offene beschriankte Teilmengen des R™ und kompakte Teilmen-
gen des R™ messbar.

2. Sei g: [a,b] = Rx stetig. Dann ist die Menge
A= {(z,y) € Rz € [a,8],0 < y < g(2)}

der Punkte unter dem Graphen von g kompakt und somit nach Satz messbar.
Nach Beispiel [1.2.15| gilt

= ( / My) = [ o

3. Vereinigungen A = @ U ... U Q; endlich vieler Quader @); C R" sind messbar. Ohne
Einschrénkung konnen wir annehmen, dass die Quader disjunkt sind. Wir nennen
eine solche Teilmenge des R™ ab jetzt eine Figur.
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Lemma 1.3.11.

1. Eine Ausschiopfung einer Menge A ist eine aufsteigende Folge A; C Ay C ... von
Teilmengen A; C A mit A = U2, Ay.

Jede offene Teilmenge U C R™ hat eine Ausschipfung (Ax) durch Figuren.

Die offene Teilmenge U ist genau dann messbar, wenn die Folge v(Ay) der Volumina
der Figuren beschrankt ist. In dem Fall gilt

v(U) = lim v(Ag) = supv(Ag).

k—o00

2. Analog gilt: fiir jedes Kompaktum K C R" existiert eine absteigende Folge A; D
As D ... von Figuren, so dass K = N2, Ax. Mit jeder solchen Folge gilt

v(K) = lim v(Ag) = inf v(Ay).

k—o00

Beweis.

1. Betrachte die in U enthaltenen Quader mit rationalen Mittelpunktskoordinaten und
rationalen Kantenldngen. Dies ist eine abzidhlbare Menge; wihle eine Abzdhlung
Q1,Qs, . ... Offenbar ist ihre Vereinigung U°,()y, = U. Dann bilden die Figuren
Ap = Q1U. .. Qy eine Ausschopfung von U. Die Folge der charakteristischen Funktion
14, ist dann monoton wachsend und konvergiert punktweise gehen die charakteristi-
sche Funktion 1.

Wir nehmen erst an, die offene Menge U sei messbar. Dann folgt aus 14, < 1y, dass

/1Ak /1Ud—efv < 00.

Also ist die Folge (v(Ayg)) beschrinkt und konvergiert als monoton wachsende Folge.

Ist umgekehrt die Folge (v(Ay)) beschrénkt, so ist die Folge der Integrale ([ 14,dz)
von Treppenfunktionen beschrinkt. Nach dem kleinen Satz [1.2.10f von Beppo Levi
folgt

v(U) def/lydx— lim [ 14,dx.

— 00

v(Ag)

2. Man wéhle einen offenen Wiirfel W O K und eine Folge (By) von Figuren, die die
offene Menge W \ K ausschopft. Die Komplemente Ay, := W \ By, sind Figuren mit
der gewiinschten Eigenschaft.
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Beispiel 1.3.12. Wir definieren iterativ die Cantormenge wie folgt als Durchschnitt
A= ﬂ Aki

Aus dem Einheitsintervall A := [0, 1] entfernt man das mittlere Drittel, um zwei abge-
schlossene Intervalle der Lange 1/3 zu erhalten. Aus jedem dieser Intervalle entfernt man
jeweils wieder das mittlere Drittel und erhilt so 4 Intervalle der Lange 1/9. So fiahrt man
fort, und fiir A,, erhélt man man 2™ Intervalle der Linge 1/3". Es ist A abgeschlossen und

beschrénkt, also kompakt und somit nach Satz[1.3.101 messbar. Man erhélt
v1(A) = lim v(4,) =0.
n—oo
1
Durch eine dhnliche Konstruktion (fiir A, entfernt man 2"~! Intervalle der Linge 2Tn)
1

kann man auch eine kompakte Menge A mit (Lebesgue-)Maf 5 konstruieren, die kein
Intervall positiver Lange enthélt.
Bemerkungen 1.3.13.

1. Fir jedes Ma$ gilt: Sind A, B € A, so folgt aus der disjunkten Zerlegung AUB = (A\

B)U(ANB)U(B\ A) wegen der o-Additivitét, dass p(AUB) = u(A)+u(B)—pu(ANB).

2. Im Falle des Lebesgue-MafBes ergibt sich dies auch, indem man die Beziehung 14,5 =
14 + 1 — 1anp integriert. (Fiir den Durchschnitt gilt 14np = 14 - 15.)

3. Jedes Maf} ist monoton: Aus A C B folgt wegen der disjunkten Zerlegung B =
AU (B\ A), dass
p(B) = u(A) + u(B\ A) > p(A).

4. Fiir das Lebesgue-Ma#f folgt dies auch aus der Ungleichung 14 < 15 fiir A C B wegen
der Monotonie des Integrals.

5. Allgemeiner gilt: Ist f integrierbar iiber A und B eine messbare Menge, so ist f auch
iitber AN B integrierbar. Es gilt
[ oaz
ANB A

Denn f4 und 1p sind integrierbar und 15 ist beschréankt, so dass nach Korollar|(1.2.64
auch die Funktion fanp = fa - 1p integrierbar ist.

Bemerkungen 1.3.14 (Berechnung von Volumina).

1. Sei A C RP x RY. Bezeichne wieder fiir y € R? die Schnittmenge mit A,. Dann liefert
der kleine Satz von Fubini [1.2.14] fiir die charakteristische Funktion 1 4

) = [ oAy

2. Daraus folgt das Cavalierische Prinzip: zwei messbare Mengen A, B haben das gleiche
Volumen, wenn ihre Schnittmengen A, und B, fiir alle y € R? das gleiche Volumen
haben, v,(A,) = v,(By).
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Beispiel 1.3.15.

1. Zylinder
Sei B C R™"! eine kompakte oder beschrinkte offene Menge. Dann heifit die Menge

A=Bx|[0,h] CR"

der Zylinder mit Basis B und Hohe h. Alle Schnittmengen haben v,,_1(A,) = v,—1(B),
daher ist

h
v (A) = /0 Up—1(B)dy = h - v,_1(B).

2. Volumen von (allgemeinen) Kegeln:
Sei wieder B C R"! eine kompakte oder beschriinkte offene Menge. Dann heifit

K(B.h) = {(z,y) e R'ly € [0,h].x € (1- ) B}
der Kegel mit Basis B und Hohe h. Fiir y € [0, h] ist die Schnittmenge

Ay:(1—%).32{(1—%).511963},

UA: Es gilt nun allgemein fiir beliebige Skalierungsfaktoren s, ..., s, € (0,00) und
eine beliebige integrierbare Funktion f

/f (5101, ..., 8,2,)de = s7 -+ sgl/f(x)dx.
Daher hat A, das (n — 1)-dimensionale Volumen (1 — £)"'v,_;(B) und wir finden

h

on(K) = /0 va(BY(1 = Yy ay = Lo (B,

3. Ein wichtiger Spezialfall ist der Standardsimplex:
A"={zx € R"|0 < 2, sz <1}
i=1

Wir finden v, (A') = v([0,1]) = 1 und induktiv mit der Formel aus Beispiel 2.

" 1 1
’Un(A ) == E’U(Anfl) = ﬁ
4. Volumen einer (Halb-)Kugel nach Archimedes

Wir benutzen das Calvalierische Prinzip: eine Halbkugel vom Radius r hat das gleiche

Volumen wie ein Kreiszylinder vom Radius 7 und Héhe r mit ausgeschnittenem (auf

die Spitze gestellten) Kegel, denn die Schnittmengen A, und B, sind Kreisringe bzw.

Kreischeiben mit Flicheninhalt 7(r? — y?). Damit ist das Volumen der Halbkugel
T2 2_ 3

v = v(Kreiszylinder) — v(Kegel) = r*r — grm =g
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Definition 1.3.16
FEine Teilmenge N C R™ heifit (Lebesgue)Nullmenge, wenn sie eine der beiden folgenden
dquivalenten Bedingungen erfiillt:

1. N ist messbar mit v,(NN) = 0.

2. Fiir die charakteristische Funktion gilt ||1x||; = 0.

Beweis. Zum Beweis der Aquivalenz bemerken wir: Es folgt 2. aus 1. da
Ll "= [ e 20, (¥) =0

Fiir die umgekehrte Richtung betrachte die konstante Folge von Treppenfunktionen mit
der konstanten Funktion Null, ¢, = 0 fiir alle £ € N. Sie approximiert die charakteristische
Funktion 1y beziiglich der Halbnorm ||.||;, denn es gilt

I1xy — @&l = [1x|ls = O fiir alle k& € N.

Also ist die charakteristische Funktion 1, integrierbar und somit die Menge N messbar.
Es gilt

U(N)D::m/lNdx lim prde =0,

k—o0 Rn

wobei wir erst die Definition des Volumens und dann die Definition des Integrals
verwendet haben. a

Bemerkungen 1.3.17.

1. Jede Teilmenge A C N einer Nullmenge N ist eine Nullmenge, denn aus 0 < 14 < 1y
folgt wegen der Monotonie [1.1.12/2 der Halbnorm |[14]|; < |[1n]1 = 0.

2. Die Vereinigung abzéhlbar vieler Nullmengen ist eine Nullmenge. Denn aus N =
Upe; N mit Nullmengen Nj folgt mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung

L1123 o
il <) Iwdh =0
k=1

Insbesondere ist jede abzihlbare Vereinigung | J,-, @ mit ausgearteten Quadern Qy
eine Nullmenge. Jede abzéhlbare Teilmenge des R"™ ist daher eine Nullmenge. Insbe-
sondere ist Q C R eine Nullmenge. Das Beispiel der Cantormenge mit Lebesgue-Mafl
Null zeigt, dass es aber auch Nullmengen mit der gleichen Méachtigkeit wie der der
reellen Zahlen gibt.
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3. Sei A C R"! eine abgeschlossene oder offene Menge und g: A — R eine stetige
Funktion. Dann ist der Graph I' von g eine Nullmenge.

Denn: Eine abgeschlossene Menge A konnen wir als abzédhlbare Vereinigung der

Schnitte A N B,(0) (n € N) mit abgeschlossenen Kugeln schreiben. Im Fall einer
offenen Menge betrachten wir abgeschlossene Kugeln um Punkte in U mit rationalen
Koordinaten.

Wir konnen also A als kompakt annehmen. Dann ist der Graph als Bild der stetigen
Abbildung
A —- R

a — (a,9(a))
kompakt. Es folgt nach dem kleinen Satz von Fubini[1.2.14

9(x)
v(l) = / (/ lpdy) d" 'z = / </ 1dy> d"lr =0
A \JR A \Jyg(@)
~—— ——

=0

4. Damit ist auch jede Hyperebene als Graph einer affinen Funktion eine Nullmenge.
Jeder kompakte Teil einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™ mit k < n
ist eine Nullmenge, da jeder Punkt eine Umgebung besitzt, die sich als Graph einer
Funktion schreiben lésst.

Definition 1.3.18 [“fast iiberall”, “fast alle”]

Sei E eine Eigenschaft, so dass fiir jeden Punkt x € R™ erklart ist, ob x diese Eigenschaft
hat oder nicht. Wir sagen, dass E fast iiberall gilt oder dass fast alle Punkte x € R" die
FEigenschaft haben, wenn die Menge aller Punkte, fiir die E nicht gilt, eine Nullmenge ist.

Bemerkungen 1.3.19 (Beispiele fiir solche Eigenschaften).

1. Gegeben eine Funktion f: R" — C U {00}, ist £ in z die Eigenschaft, dass f in x
einen endlichen Wert annimmt.

2. Gegeben zwei Funktionen f,g: R" — C U {0}, so ist die Eigenschaft E in z, dass
fx) = g(z) gilt.

Satz 1.3.20.
Jede Funktion f: R — C U {oo} mit || f||; < oo ist fast iiberall endlich.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass N := {x € R"|f(x) = oo} eine Nullmenge ist. Dafiir
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beachte, dass fiir jedes € > 0 gilt 15(z) < ¢|f(z)|. Dennist x € N, soist 1 < ¢|f(z)| = oo;
ist x & N, soist 0 < ¢|f(z)]. Damit ist aber wegen der Monotonie der Halbnorm || - ||

e—0

v(N) =[xl < el fll =0,

weil || f]|1 nach Voraussetzung endlich ist. 0

Satz 1.3.21 (Modifikationssatz).
Seien f,g: R" — C U {oo} zwei Funktionen, die fast iiberall gleich sind. Dann ist mit f
auch g integrierbar und es gilt [ f = [g.

Beweis. Fiir den Beweis betrachtet man N := {z € R"|f(x) # g(z)} und benutzt
in einer Abschéitzung fiir die Approximierbarkeit durch Treppenfunktionen die Reihe

220:1 1y. O

Bemerkungen 1.3.22.

1. Zu jeder integrierbaren Funktion f auf R™ existiert eine Funktion f, die fast iiberall
mit f iibereinstimmt und nur Werte # co annimmt. Dazu setze

i)t f@) £,
fe): {0 fir f(x) = oc0.

2. Man kann sogar mit fast {iberall definierten Funktionen arbeiten: sei N eine Null-
menge und f: R"\ N — CU{oo}. Man sagt dann, f sei iiber R" integrierbar, wenn
irgendeine Fortsetzung f: R” — CU{oo} von f iiber R” im Sinne der urspriinglichen
Definition integrierbar ist.

3. Fir f: R" — CU {oo} gilt: ||f|li = 0 genau dann, wenn f = 0 fast iiberall gilt.
Denn verschwindet f auflerhalb einer Nullmenge, so ersetze f durch die konstante
Funktion 0 und wende den Modifikationssatz [1.3.21]

1= [ 17122 [ oar = o
an. Sei umgekehrt || f||; = 0. Schreibe dann
Ni={z €R"| f(z) £ 0}
als Vereinigung der abzihlbar vielen Mengen
Ny o= A{z e R" [ [f(2)] = 1/k}.
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Nun gilt 1y, < k|f| und daher
v(Nk) = [l < Kl fll = 0;

also sind alle Mengen Nj Nullmengen. Somit ist N als abzédhlbare Vereinigung von
Nullmengen nach Bemerkung [1.3.17/2 wieder eine Nullmenge.

Betrachtung 1.3.23.

1. Esist LY(R") := {f: R" — CU {oo} integrierbar} mit ||.||; kein normierter Vektor-
raum. Stattdessen ist der Quotientenvektorraum

LY(R™) := LYR")/N mit N := {f: R" = CU {oc}|f = 0 fast iiberall }

ein normierter Vektorraum mit Norm: || f + N1 := || f]|1. Hierbei folgt die Wohlde-
finiertheit der Norm aus dem Modifikationssatz [1.3.21) und die Normeigenschaft aus
3.

Es gilt fr. — f in L'(R") fiir Funktionen fg, f: R®™ — C U {00} , genau dann wenn
If — filli = 0. f heifit L'-Grenzwert und ist als Funktion nur bis auf ein Element
von N bestimmt.

2. In der Quantenmechanik wird der Zustand eines Teilchens im R?® durch eine Wel-
lenfunktion ¢ (z) : R* — C beschrieben, und Wy (I) = /[, [¢(z)[>dx als die Wahr-

scheinlichkeit interpretiert, das Teilchen in einem Intervall I anzutreffen. Zwei Wellen-
funktionen v und v/, die sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden, liefern fiir jedes
Intervall I dieselbe Wahrscheinlichkeit, Wy, (1) = Wy/(I). Es ist in diesem Kontext
sinnvoll, den Raum £2(R?) (quadratintegrierbare Funktionen auf R?) zu betrachten,
und zwei Funktionen ¢ und 1)’ miteinander zu identifizieren, wenn diese fast iiberall
gleich sind. Das Resultat ist der Zustandsraum L?(R?) der Quantenmechanik.

Wir wollen noch abschlieend Nullmengen charakterisieren.

Satz 1.3.24 (Geometrische Charakterisierung von Nullmengen). Eine Menge N C R™ ist
genau dann Nullmenge, wenn es zu jedem ¢ > 0 abzdhlbar viele Quader @1, Qs, . .. gibt,
so dass

N C U Q. und Zv(@k) <e.
k=1 k=1

Beweis.

1. Sei N C R" eine Teilmenge mit der Eigenschaft, dass es zu jedem ¢ > 0 solche Quader
gibt. Aus N C UR Q) folgt 1y <> 72 1, . Hieraus folgt

Inll <> gl =) v(@k) <e
k=1 k=1

fir alle € > 0 und somit ||1y||; = 0. Damit ist N nach Definition eine Nullmenge.
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2. Die Umkehrung zeigt man mit den beiden Sachverhalten des folgenden Lemmas; wir
mochten hier keinen Beweis geben - siche dafiir [K], §7.6.

Lemma 1.3.25.

1. Ist N C R” eine Nullmenge, so gibt es zu jedem € > 0 eine messbare offene Menge U
mit N C U und v(U) < e.

2. Jede offene Menge U C R" ist eine Vereinigung abzihlbar vieler kompakter Wiirfel
Wy, W, ..., die hochstens Randpunkte gemeinsam haben. Ist U messbar, so gilt au-
Berdem:

o(U) = Zv(Wi).

Korollar 1.3.26.

Sei K kompakt und f: K — C beschriankt. Es existiere eine Nullmenge N C K mit der
Eigenschaft, dass die Einschrinkung f|x\n auf das Komplement von N stetig ist. Dann
ist f iiber K integrierbar.

Beweis. Sei M eine obere Schranke fiir f auf K. Sei ¢ > 0. Nach Lemma [[.3.251
gibt es eine offene Menge U mit N C U und v(U) < 47. Die Einschrénkung von f auf
die kompakte Menge K \ U ist nach Voraussetzung stetig, also integrierbar. Wihle eine
Treppenfunktion ¢ mit || fxno — ¢ll1 < e

Ferner ist || fy]1 < Mv(U) < e. Somit folgt

I fx — ¢l < [ few — el + [ fullh < 2e.

Also ist f integrierbar. O

Das Lebesgue-Integral hat die wichtige Eigenschaft der Translationsinvarianz:
Satz 1.3.27.

1. Sei f eine integrierbare Funktion auf R™ und a € R™. Dann ist auch die durch
fa(x) := f(x — a) definierte Funktion integrierbar und es gilt

fodz = fdz.

R7 R™

2. Ist B C R™ messbar, so ist auch die Menge a + B messbar, mit a € R”, und es gilt
v(a+ B) = v(B).
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Beweis.

1. Das Volumen von Quadern ist translationsinvariant, v(a + @) = v(Q). Damit gilt die
Behauptung fiir Treppenfunktionen und somit fiir Hiillreihen. Damit ist ||g.|[1 = |lg]1
fiir jede Funktion g. Wenn die Folge () von Treppenfunktionen die Funktion f L!-
approximiert, so approximiert die Folge (¢, ) von verschobenen Treppenfunktionen
fa- Also ist f, integrierbar mit Integral

/fadx 2 Jim /gpk,adx = lim /gpkdx d:'gf/fdfzz.
k—00 k—o0

v(a + B) d:ef/law = /(1B)a/13 L 0(B).

2. Es gilt

Bemerkungen 1.3.28.

1. Man kann zeigen: Fordert man fiir ein Maf die Messbarkeit aller beschrankten Borel-
Mengen von R", so stimmt jedes solche Maf, fiir das der Einheitswiirfel Volumen 1
hat und das translationsinvariant ist, mit dem Lebesgue-Maf} auf den beschrinkten
Borel-Mengen iiberein.

2. Es gibt kein translationsinvariantes Mafl p auf R, normiert durch u([0,1]) = 1, das
fiir alle beschrénkten Teilmengen von R definiert ist.

Dazu wihle man ein Reprasentantensystem A C [0, 1] des Quotienten R/Q. Dann ist
R eine abzdhlbare disjunkte Vereinigung

R = U q+ A
q€Q
Wiirde p(A) = 0 gelten, so wire u(R) = > o p(A) = 0. Wir nehmen also u(A4) > 0
an. Dann ist

P€[0,1]NQ
als Maf} einer disjunkten Vereinigung unendlich vieler Mengen des gleichen endlichen
positiven Volumens unendlich. Andererseits ist Upepo1n(p + A4) C [0, 2] und muss
wegen der Monotonie des Mafles einen Inhalt kleiner als 2 haben.

Man beachte, dass in diesem Beweis bei der Konstruktion der Menge A das Auswahl-
axiom eingeht. Nicht-messbare Mengen beziehungsweise Funktionen kann man nur
iiber das Auswahlaxiom konstruieren.
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1.4 Vollstindigkeit von L'(R"), Konvergenzsitze

Wir folgen weiter [K|, 8.1-8.3].

Definition 1.4.1

1. Eine Folge von Funktionen f;: R® — CU {oo} heiit L'-konvergent gegen eine Funk-
tion f und diese heifit ein L'-Grenzwert der Folge (fi), wenn

k—o0
Ifi = fllh == 0.

2. Eine Folge von Funktionen f;,: R" — C U {oo} heiit L'-Cauchy-Folge, wenn es zu
jedem € > 0 ein N € N gibt, so dass

| fr — filln < e fiir alle k,1 > N.

Bemerkungen 1.4.2.

1. Der L'-Grenzwert ist nicht eindeutig. Sind aber f und f beide L!-Grenzwerte, so gilt
wegen der Dreiecksungleichung || f — f||; = 0. Also unterscheiden sich f und f nur
auf einer Nullmenge. Auch die Umkehrung dieser Aussage gilt.

2. Grenzwertbildung ist mit Summen und skalaren Vielfachen vertraglich.

3. Wie fiir Zahlenfolgen zeigt man mit Hilfe der Dreiecksungleichung, dass L'-
konvergente Folgen auch L!'-Cauchy-Folgen sind.

Theorem 1.4.3 (Riesz-Fischer).

1. Der Quotientenraum L'(R™) aus Bemerkung [1.3.22/4 ist ein Banachraum:
Ist (f) eine L'-Cauchy-Folge integrierbarer Funktionen, dann existiert eine Funktion

f € LYR™) mit f =5 f in L. Dabei ist

/ﬂngg/ﬂm.

2. Eine geeignete Teilfolge von ( f;) konvergiert fast iiberall punktweise gegen die Grenz-
funktion f.

Beweis. Wir wihlen eine Teilfolge (f,), der Cauchy-Folge aus, so dass

| fr = fre |l <27 fiir alle k& > k.
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Wir setzen

gV = fku+1 - fku und g = Z‘gl/‘
v=1

Dann gilt nach der verallgemeinerten Dreiecksungleichung

gl <D I frs = Fr i < D277 =1.
v=1 v=1

Ebenso gilt nach Voraussetzung || fi, |1 < oo.

Nach Satz [1.3.20]ist somit die Menge
N :={z € R"|g(z) = 00 oder fi,(z)= o0}

eine Nullmenge. Die Reihe g konvergiert also fast iiberall absolut.

Wir definieren eine Funktion f durch

Jtimy e f, () = fr, () + D07, go(2) fir & € N,
f(z) = )
0 fir x € N.

Nach Konstruktion konvergiert die Teilfolge (fy,) fast iiberall punktweise gegen f. Nun
priift man noch, dass fi — f in L! gilt. Sei dazu € > 0. Sei ein Index p so gewihlt, dass

Z “gqu <e€ und ||fk — fkal <e€ fir alle & > /{Zp.

v=p

Da nach Voraussetzung f;, integrierbar ist, finden wir auch eine Treppenfunktion ¢ mit
| fx, = @lli < e. Damit gilt

1f =l < I = fill+ 1fe, — el < 1D gull + € < 2e

v=p

Also liegt f € L1(R™). Unter Verwendung derselben Ungleichungen folgt weiter

'/fdx—/fkdx

und damit [ fdz = limg_o [ frda. O

< /If—fkldfﬂllf—fklll <1 =l e — Fill + 1, — Fell

Bemerkungen 1.4.4.

1. Man kann im Theorem von Riesz-Fischer [[.4.3] nicht auf die Auswahl einer Teilfol-
ge verzichten, um punktweise Konvergenz zu erreichen. Betrachte etwa die folgende
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Funktionenfolge, auch “wandernder Buckel” genannt: schreibe k € N eindeutig als
k=2"4qmit 0 < g < 2”. Sei

I :=1[g27",(¢+ 1)27"] und f = 1y,

Dann gilt || fx|l1 = | frde =27 — 0. Aber an keiner Stelle z € [0, 1] geht f(z) nach
Null, da immer wieder Buckel der Hohe eins auftauchen.

2. In der Quantenmechanik, Fourier-Analyse und vielen anderen Anwendungen ist es
wichtig, Elemente f eines Raumes von Funktionen als “unendliche Linearkombinatio-
nen” f(z) =3 oo, futhp(x) eines abzihlbar unendlichen Satzes von Basisfunktionen
Ui, k € N darstellen zu konnen. Mithilfe des Satzes von Riesz-Fischer kann man
in diesen Fallen zeigen, dass die Cauchy-Folgen der Partialsummen Zévzl frtbr(x)
tatsdchlich immer einen Grenzwert haben, der wiederum im betrachteten Funktio-
nenraum liegt.

Korollar 1.4.5.
Jede Funktion f € £'(R") ist L'-Grenzwert einer Folge (¢y) von Treppenfunktionen mit:

(1) oriillens — prll < oo,
(ii) (px) konvergiert fast iiberall punktweise gegen f.

Beweis. Da f integrierbar ist, gibt es eine Folge (¢;) von Treppenfunktionen mit
| f —¥x|l1 — 0. Nach dem Beweis des Satzes von Riesz-Fischer erhalten wir eine Teilfolge
(¢x) mit der Eigenschaft (i), die fast iiberall punktweise gegen eine Funktion f konver-
giert, wobei f+N = f+A in L'(R") := £1(R")/N. Daraus folgt die zweite Eigenschaft. O

Wir dehnen nun den kleinen Satz von Beppo Levi von Treppenfunktionen auf integrierbare
Funktionen aus.

Theorem 1.4.6 (von Beppo Levi von der monotonen Konvergenz).

Sei (fx) eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen R” — R U {oco}. Sei
die Funktion f durch f(z) = lim fx(z) als punktweiser Grenzwert definiert. Dann ist f
genau dann integrierbar, wenn die Folge der Integrale ( Ik fkdx) beschrankt ist. In diesem

Fall gilt:
/fdx: lim /fkdx.
k—o0

Beweis. Ohne Einschrinkung sei f > 0. Die Bedingung, dass die Folge ( J fkdx) be-
schrankt ist, ist notwendig fiir die Integrierbarkeit der Grenzfunktion wegen der Unglei-
chungen [ fidz < [ fd.

Sei umgekehrt die Folge der Integrale beschrénkt. Da sie monoton ist, konvergiert sie. Zu
jedem € > 0 gibt es also einen Index NV, so dass fiir alle m > k > N gilt

/fmdx— /fkd:c < €.
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Es folgt wegen der Monotonie von (fy), dass

||fm—fk||1/Ifm—fk|dx—/fmdx—/fkdx<e.

Also ist (fy) eine L'-Cauchy-Folge.

Nach dem Theorem von Riesz—FisE:her m gibt es einen Ll—Grenzwer’E f € L' Es
existiert eine Teilfolge mit fr, — f fast iiberall. Fast iiberall gilt somit f = f, so dass
nach dem Modifikationssatz [1.3.21] auch f integrierbar ist. O

Bemerkungen 1.4.7.

1. Sei (Ay) eine Ausschopfung einer Menge A C R™ durch Figuren oder durch messbare
Mengen und f eine Funktion auf A C R", so dass f iiber jedes Ay integrierbar ist.

Dann ist f genau dann iiber A integrierbar, wenn die Folge der Integrale ( [ 4, f1dz)
beschrénkt ist. In diesem Fall gilt

/fdac: lim fdz.
A k—o0 A

Denn ist f integrierbar, so ist auch | f| integrierbar und es gilt wegen Ay C A

/Ak|f|§/A|f|-

Ist umgekehrt die Folge der Integrale beschrankt, so zieht man sich nach Abanderung
auf einer Nullmenge auf nichtnegative, reellwertige Funktionen zuriick. Sei also f > 0.
Dann ist die Folge (fa,) monoton wachsend mit Grenzfunktion fs. Aus dem Satz
von Beppo Levi folgt, dass f4 integrierbar ist.

2. Wir betrachten den Spezialfall der Funktion f = 1: es ist dann die Teilmenge A
genau dann messbar, wenn die Folge v(Ax) der Volumina fiir eine Ausschopfung
durch messbare Mengen beschrénkt ist. In diesem Fall gilt v(A) = sup v(Ag).

3. o-Additivitét: Ist B = |J,—, By abzihlbare Vereinigung paarweise disjunkter mess-
barer Mengen By, C R™ mit Y-, v(By) < 00, so ist B messbar mit Lebesgue-Maf
Y re; v(By). Betrachte hierzu die Ausschopfung Ay := By U...U By, der Vereinigung

Theorem 1.4.8 (von Lebesgue von der majorisierten Konvergenz).

Sei (fy) eine Folge integrierbarer Funktionen auf R™, die fast iiberall punktweise gegen
eine Funktion f konvergiert. Es gebe eine integrierbare Majorante, d.h. eine integrierbare
Funktion F' mit |fx| < F fiir alle k.
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Dann ist die Grenzfunktion f integrierbar, und es gilt

/ fdo = lim / foda

Der Satz gilt analog fiir die Integration iiber eine Teilmenge A C R".

Beweis.

e Da F integrierbar ist, ist die Menge, auf der F(z) = oo gilt, nach Satz eine
Nullmenge N’. Die Menge der x € R", fiir die fy(x) nicht gegen f(z) geht, ist
nach Annahme ebenfalls eine Nullmenge N”. Wir dndern auf der Nullmenge N :=
N’ U N” die Funktionen fy, f und F ab, indem wir 0 als Funktionswert setzen.
(Die Integrierbarkeit, die Ungleichung |fix| < F und die Werte der Integrale bleiben
unveréndert.) Wir kénnen daher annehmen, dass alle Funktionswerte endlich sind
und dass f die Grenzfunktion ist. AuBlerdem kénnen wir wieder annehmen, dass f
reellwertig und nicht-negativ ist.

e Wir betrachten die Funktion gy := sup{f; | ¢ > k}. Fiir jedes feste k ist die Funktio-
nenfolge

Gy = max(fr, ..., fryy) mit v =0,1,2,...

monoton wachsend und konvergiert gegen die Funktion g;. Die Funktionen g, sind
als Maxima integrierbarer Funktionen integrierbar nach Korollar[I.2.7}2 und die Folge

ihrer Integrale ist durch [ F beschrinkt. Nach dem Satz von Beppo Levi folgt,
dass alle Funktionen g; integrierbar sind:

\/gk\ = Illli_g)lo/gk,,,dx] < /Fda:.

e Auf die monoton fallende Folge (g ), die gegen f konvergiert, und deren Integrale nach
der Abschitzung betragsméBig durch | Fda beschrinkt sind, konnen wir wieder den
Satz von Beppo Levi [1.4.6{ anwenden. Also ist auch f integrierbar und es gilt

/fdx = lim [ gpdz.
k—o00

Analog betrachtet man noch die Funktion g; := inf{f; | ¢ > k} und erhilt die

Aussage
/fdx: lim /g};d:c.
k—o00

Aus g; < fr < gi folgt nun die Aussage.
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Wir haben nun Hilfsmittel, um integrierbare Funktionen zu identifizieren. Wir erinnern

an den Begriff der o-Kompaktheit aus Definition (1.3.7)) und definieren weiterhin:

Definition 1.4.9
Sei A C R"™ eine o-kompakte Menge. Eine Funktion f: A — C U {occo} heifit lokal-
integrierbar, wenn sie iiber jede kompakte Teilmenge K C A integrierbar ist.

Bemerkungen 1.4.10.
Jede stetige Funktion auf einer o-kompakten Menge ist nach Satz[1.2.13]2 lokal integrier-
bar.

Korollar 1.4.11.
Sei A eine o-kompakte Menge.

1. Majorantenkriterium:
Sei f: A — CU{oo} eine lokal-integrierbare Funktion, die eine iiber A integrierbare
Majorante F' hat, d.h. es gilt

|f(z)] < F(x) fast iiberall auf A.
Dann ist f iiber A integrierbar.

2. Sei f: A — CU{oc} integrierbar, g: A — C lokal-integrierbar und beschriankt. Dann
ist auch das Produkt f - ¢ integrierbar auf A.

3. Die Funktion f: U — C sei fast iiberall stetig auf der offenen Menge U C R™ und
habe eine iiber U integrierbare Majorante F'. Dann ist f {iber der offenen Menge U
integrierbar.

Beweis.

1. Sei A = ;2 Ak, A1 € Ay C ... eine Ausschépfung durch kompakte Mengen Aj.
Die Folge der Funktionen (f4,) konvergiert dann punktweise gegen f4. Da alle Ein-
schréankungen f4, integrierbar sind und |fa, | < Fla, moglicherweise wieder nach einer
Abénderung auf einer Nullmenge, folgt die Behauptung aus dem Satz von der majo-
risierten Konvergenz [1.4.8

2. Das Produkt f - g ist lokal integrierbar. Sei M Schranke von g, also M > |g(z)] fiir
alle x € A. Dann ist F := |f|- M eine integrierbare Majorante des Produkts f - g.

3. Wegen des Majorantenkriteriums in Teil 1 reicht es zu zeigen, dass f lokal-integrierbar
ist. Die Integrierbarkeit iiber ein beliebiges Kompaktum K C U folgt nun aus Korollar
1.3.26}, falls f beschrinkt ist. Fiir den allgemeinen Fall verweisen wir auf Kénigsberger

K. 0

ol



Beispiel 1.4.12.

Sei f integrierbar iiber R. Fiir jedes x € R hat die Funktion ¢ — f(¢) exp(—ixt) wegen
|f(t)exp(—ixt)| = |f(t)| die integrierbare Majorante |f| und ist somit nach Korollar
[[.4.11]1 tiber R integrierbar. Die durch das Integral definierte Funktion

f:]R - C
T \/%/Rf(t)exp(—mt)dt

heifit die Fourier-Transformierte von f.

Satz 1.4.13 (Verallgemeinerter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Sei f eine differenzierbare Funktion auf dem kompakten Intervall [xg, ] mit beschrankter
Ableitung. Dann ist die Ableitung f’ auf dem Intervall [x¢, x| Lebesgue-integrierbar, und
es gilt

f(x) = f(x) = f(t)dt

[x07x]

Beweis. Ubg. O

1.5 Parameterabhingige Integrale, der Satz von Fubini und der
Transformationssatz

Wir folgen [Kl, §8.4,8.5,9.1-9.3].
Sei X ein metrischer Raum und 7" C RP. Es sei die Funktion

f: XxT — C
(1) — f(z,1)

iiber T integrierbar fiir jedes feste x € X. Wir definieren eine Funktion F' auf dem
metrischen Raum X durch die Integrale

F(z) :—/Tf(:v,t)dt

Theorem 1.5.1 (Stetigkeitssatz).
Zusétzlich habe der Integrand f die folgenden Eigenschaften:

1. Fiir jedes feste t € T' C RP ist die auf dem metrischen Raum X definierte Funktion
x— f(z,t) stetig.

2. Es gibt eine integrierbare Funktion ®: T — R, so dass |f(x,t)] < ®(t) fir alle
(z,t) € X x T gilt. (Man beachte, dass die Schranke unabhéngig von = € X sein
muss. )
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Dann ist die Funktion F/(z) = [}, f(z,t)dt auf X stetig.

Beweis. Zu zeigen ist, dass fiir jede Folge (zx) in X mit limg_,, zx = z gilt:

lim F(z) = F(x).

k—o00

Wir betrachten fiir die Folge (xx) in X die Folge der Funktionen

kaT — C
fe(t) = f(aw, 1)

Wegen Voraussetzung 1 gilt dann punktweise Konvergenz, also fiir jedes t € T’
lim (1) = lim f(ogt) = f(z,1)
k—o0 k—o00

Nach Voraussetzung 2 gilt punktweise |fx| < ® fiir alle £ € N. Nach dem Satz von der
majorisierten Konvergenz folgt

;L%Lfk(t)dtzéf(m,t)dt

Das heifit aber limy_ o F/(zx) = F(x). a

Beispiel 1.5.2 (Stetigkeit der Fourier-Transformierten).
Sei f integrierbar auf R, dann ist die Fourier-Transformierte aus Beispiel

fa) = %2_7? / £(t) exp(—iat)dt

stetig. Denn die Funktion z — f(t)e™™! ist fiir jedes feste t € T stetig in x und ®(¢) =
|f(t)] ist eine von z unabhéngige integrierbare Majorante, da

| (#) exp(—iat)| = [f(#)] - |exp(—izt)] .

Theorem 1.5.3 (Differentiationssatz).
Neben den Voraussetzungen zu Beginn des Abschnitts sei jetzt X C R” eine offene
Teilmenge. Es habe f: X x T — C folgende Eigenschaften:

1. Fiir jedes feste t € T ist die Funktion x +— f(x,t) stetig differenzierbar.
2. Es gibt eine integrierbare Funktion ®: T" — R mit

of
ox,

([E,t)‘ < P(¢) fir alle (z,t) e X xTund v =1,...,n.
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Dann ist die Funktion F(z) = [ f(z,t)dt stetig differenzierbar. Ferner ist fiir jedes x die
Funktion ¢ — 0,, f(z,t) integrierbar und es gilt

0 0
8$V/Tf(a:,t)dt:/Ta£/(x,t)dt.

Beweis. Sei zg € X und r > 0 so gewéhlt, dass B,(x¢) C X. Dies geht, da X offen ist.
Sei (hy) eine Nullfolge reeller Zahlen mit 0 < |hy| < r. Setze

f(@g,t) = f(20,2)
hy .

Alle Funktionen ¢, sind auf 7" integrierbare Funktionen. Fiir jedes t € T gilt wegen der
partiellen Differenzierbarkeit von f

xy = o + hre, und @ (t) ==

: of
Jim (1) = B (o, t).
Aus dem Schrankensatz der Differentiation folgt mit Voraussetzung 2

lor(t)| < @(1).

Da ® nach Voraussetzung 2 integrierbar sein soll, ist nach dem Satz von der majorisierten
Konvergenz |1.4.8| die Grenzfunktion ¢ — ;—ai(:vo, t) integrierbar und es gilt

: [ of
klg]élo Tgok(t)dt—/TaxV(xo,t)dt.
Wegen
[ et - Fled =Pl
T k

folgt daraus die partielle Differenzierbarkeit der Funktion F' und die Formel fiir die
partielle Ableitung des Integrals. Mit dem Stetigkeitssatz folgt dann auch die stetige
Differenzierbarkeit von F'. O

Satz 1.5.4 (Newton-Potential).
Sei K C R? ein Kompaktum, p: K — R eine integrierbare Funktion, die die Interpreta-

tion einer Ladungs- oder Masseverteilung haben kann. Das Newton-Potential zu p ist die
Funktion u: R?\ K — R mit

u(z) = / ﬂdy fir v € R®\ K
x lz =yl

mit der durch

auf R™ definierten euklidischen Norm. Wir behaupten:
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1. Die Funktion u ist harmonisch:

2. Fiir jeden Einheitsvektor a € R? gilt mit

M = /K p(y)dy

dass

lim 7 - u(ra) = M,
r—00

was wir auch in der Form u(ra) ~ M - 1 schreiben.

Beweis.
e Wir betrachten die Funktion

f(x,y) = M fiir (z,y) € (R*\ K) x K.

RERYE
Fiir jedes feste x € R3\ K ist die Funktion y — f(z,y) nach Korollar [1.4.11}2
1
integrierbar auf K, da p integrierbar sein soll und da die Funktion || || = —
T — Yll2 r

stetig und daher auf dem Kompaktum K beschrinkt und integrierbar ist. Fiir jedes
y € K ist x — f(z,y) zweimal stetig differenzierbar auf R?\ K, also in der Variablen
x.

e Wir beweisen die C2-Differenzierbarkeit der Funktion u auf allen offenen Teilmengen
von R?*\ K die von K einen Mindestabstand € > 0 haben. Dies reicht aus.
01 1

W - =——(z, —y,) gilt
egen T = (x, —y) gl
of 1
<
'8% (x,y)' < Sle)l
Man zeigt durch weiteres Ableiten die Abschéitzung

TS ey
Jx,0x, Y

Dies sind Abschétzungen gegen auf K integrierbare Funktionen, die nicht von x

4
< g—?,!p(y)l

abhéngen.

Der Differentiationssatz ist also in beiden Féllen anwendbar; er liefert die C2-
Differenzierbarkeit von u und die Identitét

Ax/K pri—y;”Qdy = /Kp(y) A, (ﬁ) dy = 0.

S

-~

=..=0
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e Sei R > 0 so grof} gewéhlt, dass K C BR(O). Fiir r > R ist dann ra ¢ K und es gilt

||m—y||2 / ||a—-y||2

9:[0,55] x K — R

p(y)
g =P

ist fiir jedes y in ¢ stetig. Ferner ist |g(t,y)| < 2p(y) fiir alle (¢,y) € [0, 75] x K. Mit
dem Stetigkeitssatz [L.5.1] folgt somit

lim ru(ra) = hm/ / y)dy.
rSroo 50 Ha_tyHQ 2

ru(ra) =

Die Funktion

Wir verallgemeinern nun den kleinen Satz von Fubini von stetigen beschriankten
Funktionen auf integrierbare Funktionen.

Theorem 1.5.5 (Allgemeiner Satz von Fubini).
Schreibe X :=RP und Y :=R%. Es sei f: X XY — CU {oo} integrierbar. Dann gilt
1. Fiir fast alle y € Y, d.h. aufler fiir y in einer Nullmenge N C Y, ist die Funktion

X — Cu{oo}
z = f(z,y)

iiber X integrierbar.

2. Setzt man fiir y ¢ N

= /X f(z,y)dz

und F(y) := 0 fiir y € N, dann ist die Funktion F': Y — C iiber Y integrierbar und
es gilt

f(z,y)d(z,y) = /YF(y)dy-

XxY

Fiir diesen Sachverhalt schreiben wir auch

X><Yf<x7y)d(x7y) :/Y </X f(l’,y)dx) dy.
ey T BVA@Y) :/X (/Y f(:v,y)dy) da.

Die rechte Seite ist ein iteriertes Integral.

Es gilt analog

Beweis.
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e Schritt 1: Ist A C X x Y eine Nullmenge, so gibt es eine Nullmenge A’ C Y derart,
dass fiir y € Y \ A" alle Schnitte A, = {z € X|(z,y) € A} Nullmengen sind. (Man
beachte, dass A, nicht fiir alle y € Y eine Nullmenge sein muss. Betrachte etwa die
Nullmenge A =R x Q C R x R: fiir alle y € Q ist A, = R keine Nullmenge.)

Dies sieht man so: Wir benutzen Satz [1.3.24] um zu gegebenen € > 0 abzahlbar viele
offene Quader )1, Qs ... zu finden, so dass

A CUZ,Qp und ZU(Qk) < e.
k=1

Dann schreiben wir jeden Quader als Produkt, Q) = Q) x QF. Wir benutzen die
Halbnorm || - || beziiglich X, um die Funktion

a:Y — RU{oo}
S W

einzufithren. Aus

La, < Z Lo, - 1gr(y)
k=1

schlieffen wir mit Hilfe der verallgemeinerten Dreiecksungleichung

a(y) <D vp(QW)1gr(v).

Daraus folgt nach der Definition der Halbnorm || - ||¥" iiber Treppenfunktionen
lally” <>~ 0p(@Q4)vg(@F) = D vualQs) < e
k=1 k=1

Also ist ||la|]} = 0. Es gibt nach Bemerkung [1.3.22/3 eine Nullmenge N C Y, so dass
a(y) = |14, = 0 und somit A, eine Nullmenge ist fiir jedes y € Y\ N.

e Schritt 2: Reduktion auf den Fall von Treppenfunktionen
Nach dem Korollar zum Satz von Riesz-Fischer existiert eine Folge ¢ von
Treppenfunktionen auf X x Y mit den Eigenschaften wie in Korollar [1.4.5;

1. ¢r — f punktweise auBerhalb einer Nullmenge A C X x Y und im L!-Sinne.
2. Es gilt > ||kt — @rll < oo.

Wegen Eigenschaft 1 und nach der Beschreibung von Nullmengen A C X x Y in
Schritt 1 folgt:

(1x) Es gibt eine Nullmenge N’ C Y, so dass ¢k(-,y) — f(-,y) fur y auBerhalb N’
punktweise fast iiberall auf X.
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Betrachte die Treppenfunktion

Hi(y) :I/Xlwm(fc,y)—sok(x,y)\dw
>0

Nach dem Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen folgt

/ Hy(y)dy = / (2, y) — oule, A ) = lore — ol
Y XxY

Aus Eigenschaft 2. folgt nun, dass
(+) Z/ Hi(y)dy = Z”SOkH — @il < o0.
k=1"Y k=1

Die Folge der Partialsummen >t | Hi(y) wiichst monoton und die Integrale
i Zizl Hy(y)dy sind beschriankt. Nach dem Satz von Beppo Leviist die Funkti-
on Y .-, Hy integrierbar. Insbesondere gilt wegen Satz , dass > 72, Hi(y) < oo
fiir alle y auBlerhalb einer Nullmenge N” C Y ist. Somit haben wir

(2x) Es gilt >, lees1(y) — @r(-,y)[|i* < oo fiir alle y auBerhalb einer Nullmenge
N"CY.

Also ist (por(+,y)) eine L'-Cauchy-Folge auf X. Daher erhélt man fir y ¢ N :=
N"U N" nach Riesz-Fischer , dass eine Teilfolge von (-, y) fast iiberall gegen
eine integrierbare Funktion auf X konvergiert. Diese ist wegen Eigenschaft 1y gleich
f(-,y) fast tiberall. Damit ist f(-,y) tiber X integrierbar und Aussage 1. des Satzes
gezeigt.

o Schritt 3: Aus dem Satz von Riesz-Fischer folgt auBerdem fiir y € Y\ N:
(xx) F(y) = / f(z,y)dr = lim / orp(z,y)de.
—_—
P (y)

Zum Beweis des zweiten Teils der Aussage des Satzes setze

Dy (y) = /Xsok(x, y)dz.

Dies sind Treppenfunktionen auf Y mit den Eigenschaften

(1y) Die Folge (@) konvergiert auf Y\ N punktweise gegen F. Dies ist die Aussage

(2y) D ope i [[Prs1 — PillY < oo. Dies folgt aus ().
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Wegen (2y) ist (®x) eine L'-Cauchy-Folge von Treppenfunktionen auf Y. Nach dem
Satz von Riesz-Fischer konvergiert eine Teilfolge punktweise fast iiberall gegen
eine integrierbare Funktion auf Y. Wegen (1y) stimmt diese mit F' iiberein. Folglich
ist auch F' integrierbar {iber Y. Der Satz von Riesz-Fischer liefert schliefllich

[y Fiy)dy = limye [, Pr(y)dy
= limki)oo fXXY @k(xyy)d(xﬁy)
= Jxoy f(z,y)d(z,y) [Eigenschaft 1. der o).

Aus dem Satz von Fubini folgt sofort: Ist f iiber X x Y integrierbar, so gilt

[ ([ stwwan)ar= [ ([ spe) v

Im Satz von Fubini haben wir vorausgesetzt, dass die Funktion auf X x Y integrierbar
ist. Der Satz von Tonelli gibt hierfiir ein Kriterium:

Theorem 1.5.6 (Satz von Tonelli).
Sei f: X xY — C eine fast iiberall stetige (oder lokal-integrierbare) Funktion. Dann ist
f genau dann iiber X X Y integrierbar, wenn wenigstens eines der iterierten Integrale

/Y(/X|f(x,y)\dx) dy oder /X</y’f($’y)|dy) da

existiert. Damit ist z.B. fiir das erste Integral wie im Satz von Fubini gemeint, dass fiir
jedes y € Y auBerhalb einer geeigneten Nullmenge N C Y das Integral [, |f(z,y)|dz
existiert und dass die Funktion mit

F(y) = /X |f(x,y)|dx fir y € Y\ N

und F(y) =0 fiir y € N iiber Y integrierbar ist.
In dem Fall gelten die Aussagen des Satzes von Fubini und die Vertauschungsregel.

Beweis. Ist die Funktion f iiber X x Y integrierbar, so ist nach Satz [[.2.5] auch die
Funktion |f| iiber X XY integrierbar. Somit ist die angegebene Bedingung nach dem Satz
von Fubini [I.5.5] notwendig.

Zum Beweis der Umkehrung zeigen wir, dass unter der angegebenen Bedingung, etwa zu
[y (Jx [f(z,y)|dz) dy , | f] tiber X x Y integrierbar ist. Nach dem Majorantenkriterium
in Korollar [[.4.11}1 bzw. 3. ist dann auch f iiber X x Y integrierbar und die Aussagen
des Satzes von Fubini gelten.
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Sei dazu hy := min(|f|,k - 1j_gxn); die Funktion hj ist integrierbar: fiir eine lokal-
integrierbare Funktion f folgt dies sofort nach Definition [I.4.9] fiir eine fast iiberall stetige
Funktion aus Korollar . Die Folge hy, konvergiert monoton wachsend gegen |f|. Die
Folge der Integrale ist beschrénkt:

| et ™ [ ([ sy ay< [ ([ 15 alac) ay

und mit dem Satz von Beppo Levi folgt |f] € LY(X xY). O

Beispiel 1.5.7.
Aussage (und Voraussetzungen!) des Satzes von Fubini sind nicht erfiillt bei der Funktion

2 .2
F@) = oy

die nicht auf dem Quadrat [0, 1] x [0, 1] € R? integrierbar ist:

/01/01|f($,y)|dydxzoo

Au@mszEU@w@

Dies sieht man so:

2o
Z/\/§ % dy
i
" ($2+§)2

1
1

Aber das Integral / —dx ist nicht endlich. In der Tat darf man hier auch nicht die
0 T

Integrationsgrenzen vertauschen: es ist

[ o) o [ (] sm) o

Bemerkungen 1.5.8.
Fiir Funktionen f: X — CU {oc0} und ¢g: Y — C U {oo} definiert man eine Funktion

f®g: X xY — CuU{oo}
(z,y) = f(z)-9(y)
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Seien f € L1(X) und g € L}(Y). Dann gilt, dass f ® g ein Element von £}(X x Y)
definiert, also integrierbar ist.

Man rechnet dies fiir Treppenfunktionen nach und approximiert dann f und g durch
Treppenfunktionen. Es gilt hierbei die Abschétzung ||f ® gll1,xxy < [|fll1.x]lgll1,y, die
man erhélt, indem man aus einer Hiillreihe von f und einer Hiillreihe von g eine Hiillreihe
von f ® g konstruiert. Mit dem Satz von Fubini zeigt man schlieflich:

[ resmeamtcn= ([ o) (o)

Es ist also z.B. die Funktion f(z,y) := 2P '¢y7! fiir reelle p und ¢ genau dann iiber das
offene Quadrat (0, 1)? integrierbar, wenn p > 0 und ¢ > 0.

Bemerkungen 1.5.9.
Wir erinnern:

1. Seien U,U" C R™ offen. Ein Diffeomorphismus 7: U — U’ ist eine bijektive Ab-
bildung, so dass die Abbildungen 7" und 7! in jedem Punkt stetig differenzierbar
sind.

2. Sei f: |o, B] — R stetig. Sei T': [a,b] — [a, f] Diffeomorphismus des Innern und ein
Homoomorphismus auf dem abgeschlossenen Interval. Dann unterscheiden wir zwei
Fille, den orientierungserhaltenden und den orientierungsumkehrenden Fall:

(1) T(a)=a,T(b)=p und (it) T(a)=p,T(b) =

/f DT (2 dx—/f
zz/f dx—/ iy —/a F(y)dy

In beiden Féllen gilt die Transformationsformel f[a . f(T(x) - |T(x)] dz =

f[aﬁ] f(y)dy

Theorem 1.5.10 (Transformationssatz).
Seien U,V C R" offene Teilmengen und 7": U — V ein Diffeomorphismus. Dann ist die
Funktion f: V — CU {oo} genau dann tiber V integrierbar, wenn die Funktion

T,
foT-|det <axy>w|
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iiber U integrierbar ist. In diesem Fall gilt

[ ot (GEe) ran= [ s

Bevor wir den Satz beweisen, bringen wir ein Plausibilitdtsargument und diskutieren
wichtige Spezialfille.

Bemerkungen 1.5.11.

Fiir das Plausibilitdtsargument verwenden wir Riemannsche Summen und schreiben die
Menge U als Vereinigung kleiner Quader, U = | J,, Q. In jedem Quader wahlen wir einen
Punkt zj, € Q. Wir approximieren so v(U) = >, v(Qy).

Dann ist aber V' = T(U) die Vereinigung der “krummlinigen Quader” T'(Qy). Lokal
approximieren wir die Abbildung durch ihr Differential,

T(x) ~ T(x) +dTy, (v — x),

die eine affine Abbildung ist. Die “krummlinigen Quader” T(Q))) haben daher in
Annéherung das Volumen

| det(dT%, ) [o(@r)-

Ist f stetig, so approximieren wir f auf dem kleinen Quader T(Qy,) durch flr,) ~ f(yx)
fir yp, = T'(xy) € T'(Q). Damit erhalten wir fiir das Integral:

Q

Jy fwdy ~ > Flu) ~ Y f(T ()] det(dTy,) [v(Q)

/ f(r |det dT)|dx

Q

Korollar 1.5.12 (Spezialfall affiner Transformationen).
Sei T: R™ — R" eine nicht-ausgeartete affine Transformation, also T'(z) = Az + b mit
beR"und A € GL(n,R). Dann ist dT" = A und somit detd7T" = det A € R\ {0}.

Ist f: K — C {iber eine Teilmenge K C R" integrierbar, dann ist f o T" iiber die Urbild-
menge T~1(K) integrierbar und es ist

1
/ o [T =

Beweis. Um den Transformationssatz [1.5.10] anzuwenden, betrachte man die triviale
Fortsetzung fr. Dann ist fx o T nur auf der Teilmenge T~!(K) von 0 verschieden. O
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Bemerkungen 1.5.13.

1. Wir betrachten folgende Anwendung: Sei T'(z) = Az + b eine invertierbare affine
Abbildung des R™ mit Umkehrabbildung 77 *(y) = A~y — A71b. Sei K C R™ eine
messbare Menge, dann ist auch T'(K) C R™ messbar und es gilt

v(T(K)) = |det A| - v(K).

Dies folgt durch Anwendung der affinen Transformationsformel auf die affine Abbil-
dung T

o(T(K)) = /T o LT @) = et / Le(y)dy = | det AJo(K).

Es gilt also insbesondere fiir affine Abbildungen mit A € SL(n,R), dass v(T(K)) =
v(K). Zu solchen Abbildungen zihlen alle Translationen der R™ und alle Rotationen
des R™ mit der Standard-euklidischen Struktur, so dass wir die Bewegungsinvari-
anz des Lebesgue-Mafles gezeigt haben. Wir erwéhnen nur, dass auch symplekti-
sche Transformationen, also insbesondere kanonische Transformationen eines Pha-
senraums, Determinante Eins haben und somit das Volumen erhalten.

2. Symmetrien des Newton-Potentials:
Wir verwenden Bezeichnungen wie in Beispiel [1.5.41 Sei nun speziell K eine kompakte
Kugelschale und p sei eine rotationssymmetrische Massenverteilung,

p(Ay) = p(y) fiir alle A € SO(3).
Dann existert nach Beispiel das Potential iiberall und es gilt

B p(y) _ p(A™ly) . mxmm r(7) e
wdn) = [ = [ POy TR [ < ),

Also ist dann auch das Newton-Potential u rotationssymmetrisch.

Wir kommen nun zum Beweis des Transformationssatzes:

Beweis. Wir skizzieren hier nur die wichtigsten Beweisschritte und verweisen fiir Details

auf [Kl §9.2].

e Schritt 1:
Sei N C U Nullmenge und 7' Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L. Dann ist
auch das Bild T'(IV) C V eine Nullmenge.

Man benutzt Uberdeckungen der Nullmenge N durch achsenparallele Wiirfel N C
U2, Wy mit Y2 v,(Wy) < e wie in Lemma [1.3.25/2. Dann liegt das Bild T(N N
Wi) in einem Wiirfel mit dem Volumen (2L)"v(W},). Diese Wiirfel iiberdecken das
Bild T'(NV); die Summe ihrer Volumina ist kleiner als (2L)"e. Somit ist T'(N) eine
Nullmenge.
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e Schritt 2:
Den Fall einer C'-Abbildung T': U — V fiihrt man auf den Fall einer (Lipschitz-)
stetigen Abbildung auf kompakten Mengen zuriick, da nach dem Schrankensatz die
C'-Abbildung auf jedem kompakten Wiirfel W, Lipschitz-stetig ist.

o Schritt 3:
Man schitzt nun in mehreren Schritten die Anderung des Volumens kompakter Men-
gen unter dem Diffeomorphismus ab und findet: ist K C U kompakt und der Rand
OK eine Nullmenge, so gelten die Abschéatzungen
<m1[1;1 | det de|> v(K) <o(T(K)) < (ma% | det de|> v(K).
S e
o Schritt 4:
Unter dem Trager supp(h) einer Funktion h auf einem metrischen Raum X ver-

steht man die abgeschlossene Hiille der Menge derjenigen Punkte, in denen A nicht
verschwindet:

supp(h) = {z € X[h(z) £ 0}
Wir zeigen nun, dass der Transformationssatz fiir Treppenfunktionen ¢ mit Trager
in der offenen Teilmenge V' gilt.

Wegen Linearitat geniigt es, die Aussage fiir die charakteristische Funktion eines
kompakten Quaders Q@ C V zu zeigen. Mit S := T~ ist also zu zeigen:

/ |det (dT},) | dz = / ldy = v(Q) ().
5(Q) Q

Der Integrand des linken Integrals ist nach Voraussetzung stetig und daher iiber @
integrierbar.

Sei ¢ > 0. Da die Funktion |detdS|™! auf Q gleichmiflig stetig ist, existiert eine
Zerlegung von @) in kompakte Quader @);, die héchstens Randpunkte gemeinsam
haben und so klein sind, dass

max | det dS,| " — min | detdS,| ™t < e.
YEQ; YEQ;

Auf K; := S(Q;) gilt dann wegen S =T~}

max | det d7,| — min |det d7},| < e.
zeK; zeK;

Durch Summation iiber alle Quader @); erhélt man dann mit Schritt 3, dass

/ | det (dT;) | dz — v(Q)| < ev(|  K)
5(Q) i
Da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung ().
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e Schritt 5:
Sei f integrierbar iiber die offene Menge V' C R™. Dann gibt es eine Treppenfunktion
Y mit || fy — Y]] < €/2. Wegen der punktweisen Ungleichung |fy — 1y¢| < |fy — 9|
gilt dann auch

Ifv = vl < €/2.

Man iiberlegt sich nun, dass man seinerseits 1y7 durch eine Treppenfunktion ¢ mit
Tréger in V' approximieren kann, so dass ||[1y¢ — ¢||; < €/2.

Damit gibt es zu jedem € > 0 eine Treppenfunktion ¢ mit Trager in V' und mit

Ifv =@l <e

e Schritt 6:
Nach Schritt 5 konnen wir f durch eine Folge () von Treppenfunktionen mit Triger
in V approximieren. Durch Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir nach dem Satz
von Riesz-Fischer annehmen, dass (¢j) auch auBerhalb einer Nullmenge N
punktweise gegen f geht.

Wir setzen
Ok = (proT)-|detdTl| und f:=(foT)-|detdT].

Aus Schritt 4 folgt, dass die Funktionen ¢, iiber U integrierbar sind. Da fiir diese
Funktionen nach Schritt 4 der Transformationssatz gilt, finden wir

- - - - Schritt 4
136 — el :/m ~ pelda S /m — eldy = llox — el
U 1%

Somit ist die Folge (71) eine Cauchy-Folge, die auch noch punkteweise auf U\T~(N)
gegen f geht. Aber nach Schritt 2 ist auch 771(N) eine Nullmenge.

Somit konnen wir aus dem Satz von Riesz-Fischer schlieflen, dass die Grenz-
funktion f integrierbar ist und dass

/fdx: lim | ¢pdx = lim/gokdyZ/f(y)dU
U k—oo Jir k—oo Jy, %

Bemerkungen 1.5.14 (Anwendung: Integration in Polarkoordinaten).

e Wir hatten bereits Polarkoordinaten fiir C bzw. R? eingefiihrt. Polarkoordinaten
haben eine grofie rechnerische Bedeutung: durch sie wird die Integration iiber eine
Kugelschale auf die Integration iiber einen Produktraum zuriickgefiihrt, auf dem wir
den Satz von Fubini anwenden konnen.
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e Fiir den R? sind Polarkoordinaten durch den lokalen Diffeomorphismus

PQZ R+ X (—71',77') — R2\S
T COS
(o) = (r sin gp)
mit S := {(x1,0) | ;1 < 0} gegeben, dessen Bild also der entlang der negativen
x-Achse “geschlitzte” R? ist.

e Polarkoordinaten auf dem R3 sind durch den Diffeomorphismus

Py Ry x (=7, 7) % (-%%) — R\ N

113

7 €OS  cos 6
(r,p,0) +— | rsingcosd
rsin 6

mit N := § x R definiert. Das Bild ist der entlang der Halbebene x < 0, y = 0
geschlitzte R3.

e Fiir den R™™! betrachten wir nun induktiv Abbildungen
T
272

-~

n—1
PRy X (—m,7m) X < ) —  R*™\ Nullmenge

=:1Ip41

(7” 1y, ) — (Pn(ra 9017"'90711)(:08@”)

7 Sin ©y,.
Man zeige als Ubungsaufgabe, dass dies ein Diffeomorphismus ist.

e Fiir konstanten Radius r erhalten wir Sphéren. Etwa fiir Radius » = 1 in Dimension
n = 4 die 3-Sphére
S3 = {z e RY||z|| = 1} C R*.

e Wir brauchen auch die Determinanten der Differentiale: in Dimension n = 2 erhalten
wir fiir die Jacobi-Matrix:

Op(rcosg) Oy(rcosyp) cosp —rsing
dP2 = . . == .
Op(rsing)  0Oy,(rsiny) sing  rcosp

und somit
det(dP,) = rcos® ¢ + rsin®p = 1.

Man zeigt dann fiir n > 3 (UA):
det dP,(r,p1,. .., 0n 1) = detdP,_1(r, 01, ..., 0n2) - 7co8" *(n_1);
daraus folgt dann rekursiv

det dP, = r”’lC((pl, oy Pne1) mit C(e1, ..oy @no1) == cos! py-cos? @g-. . -cos" 2, 1.
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e Speziell kann man wegen det dP; = 12 cos py das Kugelvolumen v(B%(0)) der drei-
<~

0

dimensionalen Vollkugel folgendermafien berechnen:
R pm 5

W(BRO) = [y tde=Jo )7, [ czs@ dfdepdr
= fOR r2dr - 27 - [2x cos 0df = §7rR3.
Korollar 1.5.15.
1. Sei I C [0,00) ein Intervall und
K(I):={zeR"||z| €1}
die zugehorige Kugelschale im R”.

Dann ist eine Funktion f: K(I) — CU {oo} auf der Kugelschale genau dann inte-
grierbar, wenn f(P,(r,¢))-r"1C(p) auf I x II,, C R" integrierbar ist. In diesem Fall
gilt nach dem Transformationssatz [[.5.10| und dem Satz von Fubini [I.5.5]

fo o= | ([ srton-coras) ar

2. Ist speziell f rotationssymmetrisch, d. h. f(P,(r,)) = g(r), so ist die Funktion f
auf der Kugelschale K(I) genau dann integrierbar, wenn die Funktion g(r)r"~! auf
dem Intervall I integrierbar ist. Dann gilt

/K(I)f(l’)dﬁ = /Ig(r)r”‘ldr./nc(gp)dgp_

Betrachtet man hier den Spezialfall f = 1 und I = [0, 1], so folgt mit &, := v,,(B(0))
dem Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel:

1
/in:/ r"ldr/ Clp)dp = l/ C(p)de.
0 I, nJu,

Wir finden also fiir die rotationssymmetrische Funktion f

/ f(x)dz = n/{n/g(r)r”_ldr.
K(I) I

Beispiel 1.5.16 (Berechnung des Gauf-Integrals und I'(1)).
Wir rechnen durch Integration der rotationssymmetrischen Funktion e=*1%3 {iber R2

2 [e’s)
(/ et2dt) = / e T Ty = 27?/ e rdr
R R? 0

=7 e “du =m,
0

woraus [~ e dt = /7 folgt. Zur Berechnung von I'(3), siehe 0.1.10, bemerken wir
[Xett2dt = [*_ e du, woraus auch T'() = /7 folgt.
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2 Tensorprodukte, Integration auf Mannigfaltigkei-
ten, Differentialformen

Wir folgen [E, ab §14].

2.1 Tensorprodukte

Wir ergénzen zunéchst kurz die lineare Algebra aus MfP1 und MfP2 um weitere Grundla-
gen, kommen allerdings auf diesen Abschnitt in der Vorlesung erst spater wieder zuriick.

Sei K ein Korper. Seien V, W und X gegebene K-Vektorraume. Eine K-bilineare Abbildung
ist nach Definition eine Abbildung

a:VxW —X,

die in beiden Argumenten K-linear ist, fiir die also a(Av+ Nv', w) = da(v, w) + Na(v', w)
und (v, \w + Nw') = da(v,w) + Na(v,w') fir alle A\, N € K und v,v" € V, w,w’ € W
gilt.

Dann ist fiir jede lineare Abbildung ¢: X — X’ auch die Abbildung poa: V x W —
X' bilinear. Wir stellen uns zunéchst die Frage, ob es fiir je zwei K-Vektorraume V, W
einen “universellen” K-Vektorraum V ® W mit einer “universellen” bilinearen Abbildung
V xW — V ®W gibt, so dass alle bilinearen Abbildungen V' x W — Z eindeutig durch
lineare Abbildungen V ® W — Z beschrieben werden koénnen. Damit kann die Theorie
bilinearer Abbildungen auf die Theorie linearer Abbildungen zuriickgefiithrt werden.

Definition 2.1.1
Das Tensorprodukt zweier K-Vektorrdume V, W ist ein Paar, bestehend aus einem K-
Vektorraum V' ® W und einer bilinearen Abbildung

ki VW = VoW
(v,w) = VW

mit der folgenden universellen Eigenschaft: Zu jeder bilinearen Abbildung
a:VxW—=X
gibt es genau eine lineare Abbildung ¢,: V @ W — X mit
a = @, 0 K.

Wir driicken dies durch das folgende Diagramm aus:

VXW—->VeW

|
\ \|Y3!¢a

X
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Betrachtung 2.1.2.

1. Wir zeigen zunéchst, dass das Tensorprodukt, wenn es denn existiert, bis auf eindeu-
tige Isomorphie eindeutig ist. Angenommen, es giabe zwei Vektorrdume V' ® W und
V®W und zwei universelle bilineare Abbildungen

K:VXW—=VW RV W= VW.

Man benutzt die universelle Eigenschaft von x und findet fiir die spezielle bilineare
Abbildung & eine eindeutige lineare Abbildung ¢z: V@ W — VW mit ¢i o k = &.

Durch Vertauschen der Rollen von k und & erhélt man ebenso eine lineare Abbildung

Gp: VRW — V @ W mit ¢, o & = k. Wir finden

VoW
|
/ | P
. Y
VxW-—Ls>VeW
|
\ | bre
" y

VoW

Die Abbildungen x = idygw o k und ¢, o ¢z o k beschreiben die gleiche bilineare
Abbildung V x W — V ® W. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in der universellen
Eigenschaft folgt ¢, o ¢z = idygw. Durch Vertauschen der Rollen von « und & folgt

analog ¢z 0 ¢, = idy gy .

2. Es sei M eine Menge und X ein K-Vektorraum. Sei V(M) der Vektorraum derjenigen
K-wertigen Funktionen auf der Menge M, die nur fiir endlich viele Elemente von
M einen Wert ungleich Null annehmen. Offenbar bilden die Funktionen (8,,)men
mit 0,,(m’) = d,,, eine Basis von V(M). Wir definieren die Abbildung §: M —
V(M), m +— Op,.

Einer Abbildung ¢: M — X von Mengen ordnen wir nun die lineare Abbildung
[ VM) = X zamit £, e AmOm) = D mens Amp(m) mit A, € K.

Es gilt hierbei, dass fiir jeden beliebigen K-Vektorraum X die Abbildungen von Men-
gen M — X in Bijektion zu den K-linearen Abbildungen V(M) — X stehen:

Lin(V(M), X) 22 Abb(M, X).
Umgekehrt ordnen wir dabei einer linearen Abbildung f: V(M) — X die Abbildung

¢: M — X von Mengen zu mit p(m) := (f o d)(m) = f(d,,). Man zeigt leicht, dass
diese Zuordnungen zueinander invers sind.

3. Um die Existenz des Tensorprodukts zu zeigen, wihlen wir eine Basis B := {b;}icr
von V und B := {b};c;r von W. Da eine bilineare Abbildung a: V- x W — X
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durch ihre Werte auf allen Paaren (b;, V) von Basiselementen eindeutig festgelegt ist,

betrachten wir die Abbildung von Mengen
a:BxB — X
(b;,0) — (b, b))

J J
Diese Abbildung entspricht eindeutig einer linearen Abbildung

0o V(B xB)— X.

Wir kénnen also das Tensorprodukt V @ W beschreiben durch den Vektorraum V(B x
B') derjenigen K-wertigen Funktionen auf der Menge B x B, die nur fiir endlich viele
Elemente einen Wert ungleich Null annehmen.

Wir bezeichnen mit b; @ b die Funktion (5(1)1.71,;_), die auf dem Paar (b;, V) den Wert

Eins und sonst den Wert Null hat. Zusammen mit der bilinearen Abbildung

VxW — VYVBxB)
(bi, b/) — 5(1)“1)3) =b® b;

J

erfiillt der Vektorraum V(B x B’) die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts,
denn der bilinearen Abbildung a: V' x W — X wird die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung ¢o: V@ W — X mit ¢q(b; @ 0}) = a(b;, V) zugeordnet.

J

4. Insbesondere ist fiir endlich-dimensionale Vektorrdume V, W die Dimension des Ten-
sorprodukts gleich dimg V' ® W = dimg V' - dimg W'.

5. Die Elemente des Vektorraums V ® W heilen Tensoren, die Elemente der Form
v@w = k(v,w) mit v € V und w € W Tensorprodukte oder reine Tensoren.
Die Tensorprodukte erzeugen V ® W, aber nicht jedes Element von V ® W ist das
Tensorprodukt eines Vektors v € V und w € W.

Bemerkungen 2.1.3.
Sind V. W reelle oder komplexe Vektorrdume und tragen iiberdies die Struktur eines
Hilbertraums, so ist das Tensorprodukt V ® W versehen mit einem Skalarprodukt, fiir
das

(w@w,v @uw') = (v,v) - (w,w) firalev,v’ €V undw,w €W
gilt, aber im unendlichdimensionalen Fall kein Hilbertraum. Durch eine Methode, auf
die wir spéter noch zuriickkommen werden, ldsst sich dieser Skalarproduktraum “ver-
vollstandigen” zu einem Raum V&®W, der eine natiirliche Hilbertraum-Struktur tragt.

Wenn die Elemente der Hilbertraume V' und W Wellenfunktionen quantenmechanischer
System beschreiben, so beschreiben Elemente des Hilbertraums V&W Wellenfunktion
des gekoppelten Systems. Tensorprodukte von Hilbertraumen treten natiirlich bei der
Beschreibung von Systemen mehrerer Teilchen auf.

Esist L2(RPxRY) = L%(RP)®L2(RY). Die Bezeichnung der Elemente f®@g € L*(RP xRY) in
Bemerkung ist entsprechend zu verstehen (im Unterschied zum obigen Fall betrachtet
man hier Banachriume).
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Wir definieren nun das Tensorprodukt zweier linearer Abbildungen.

Betrachtung 2.1.4.
Je zwei K-lineare Abbildungen

a: V=V B: W — W
induzieren eine K-lineare Abbildung der Tensorprodukte
a@RB VW =V oW,

Dazu betrachten wir das Diagramm:

VxW—2sVeW (2)
|

axf I Fa®s
Y

VIix W -2V @ W

Da die Abbildung ® o (« x [3) bilinear ist, existiert nach der universellen Eigenschaft des
Tensorprodukts die eindeutig bestimmte lineare Abbildung o ® /3. Diese erfiillt also

(a®B)(vew)=a) ®[(w) firveV undwe W. (3)

Betrachtung 2.1.5.
Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit der Basis B") = (ey, ..., e,).

Sei V* = L(V,K) der Dualraum von V, also der Vektorraum der Linearformen auf V. Die
zur Basis BYY) = (ey,...,e,) duale Basis B(") = (e!,...,¢e") besteht aus den Linearfor-
men e’ mit e’(e;) = dy;.

1. Fiir die Koordinaten nutzt man nun obere (kontravariante) und untere (kovariante)
Indizes wie folgt: Wir schreiben einen Vektor x € V' als

n
T = E r'e; mit ' € K.
i=1

Wir schreiben Linearformen, also Vektoren § € V* im Dualraum, als Linearkombi-
nation

B=> B mit B €K
=1

Man nennt manchmal einen Vektor x € V einen kontravarianten Vektor, und g € V*
einen kovarianten Vektor zu V. Oft vereinbart man, dass iiber gleiche oben und unten
stehende Indizes summiert werden muss, und ldsst das Summenzeichen weg. Dies ist
die Finsteinsche Summationskonvention, die in Differentialgeometrie und allgemeiner
Relativitédtstheorie hdufig verwendet wird.
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2. Seien V,V’ endlich-dimensionale Vektorrdume mit Basen BY) = (ey,...,e,) und
BV = (¢),...,e ). Eine lineare Abbildung ®: V' — V' beschreiben wir durch die

’m

Bilder der Basisvektoren .

P(e;) = Z akie;c = akie;c

k=1
unter Verwendung der Einsteinschen Summationskonvention. (a’ ;) ist die darstellen-
de Matrix von ®.

Sind weiterhin W, W’ endlich-dimensionale K-Vektorrdume und ¥: W — W’ eine
lineare Abbildung, und ist B™) = (fi,..., f,) Basis von W, BW) = (f{,... f})
Basis von W', W(f;) = b’ ; f;. Dann folgt aus dem kommutierenden Diagramm in
Betrachtung fiir einen allgemeinen Tensor ¢Ve; @ f; €V @ W

(@@ T)(c7e; ® fj) = ca" ' e, @ f.
Man sagt, “obere Indizes werden kovariant transformiert”:
(c7) = (a® ;0" ;c).
Handelt es sich bei den Basen um Orthonormalbasen und bei den linearen Abbildun-
gen ®, ¥ um orthogonale Abbildungen, so sind fiir die Transformation von Tensoren

z;€' @ f7 statt den Eintrigen der darstellenden Matrizen jeweils die Eintréige ihrer
Transponierten zu verwenden.

Bemerkungen 2.1.6.

1. Aus der Bilinearitéit von x und Gleichung folgt, dass sich auch das Tensorprodukt
von Abbildungen bilinear verhalt:

M1+ Aato) @Y = A1 @Y + Aot @ Y,
O @ (M1 +Atha) = ¢ MYy + ¢ @ Aaths.

2. Ebenso folgt fiir Vektorrdume die Vertriglichkeit mit direkten Summen:
VieWV)eW=VieoW)s (Voo W),
und analog im anderen Argument.

3. Die Skalarmultiplikation in V' liefert kanonische Isomorphismen

KV 5 V VK — V
AQU = A-w VRN = v

mit Umkehrabbildung v — 1®v bzw. v — v®1, mit deren Hilfe man den Grundkoérper
K als Eins unter dem Tensorprodukt auffassen kann.
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4. Man hat kanonische Isomorphismen

CU7viU®V — V@U
URXV — vRu,

mit deren Hilfe man die Faktoren vertauschen kann. Es gilt ¢y o cpyy = idpgy.

5. Man hat kanonische Isomorphismen

CLU7V7W:U®(V®W) — (U@V)@W
U@ (vRw) — (LRV)w
mit deren Hilfe man die K-Vektorraume U ® (V@ W) und (U ® V) @ W identifizieren

kann. Das Tensorprodukt ist dann assoziativ. Benutzen wir dies, so kénnen wir zu
jedem K-Vektorraum V' die Tensoralgebra

TV) =V VeV g...,
mit V¥ :=Kund V¥ :=V ® ... ® V mit j Faktoren, bilden. Durch das Produkt
H—/
J
V®i % V®l N V®(j+l)
(M®...0U,nQ...0wW) — VR...0V,Quw®...Qw

wird T(V) zu einer K-Algebra, d.h. dass der gegebene K-Vektorraum mit einem
Produkt versehen ist, das beziiglich der Vektoraddition distributiv ist. Genauer ist
T(V) eine Z,-graduierte assoziative K-Algebra. Sie ist unendlich-dimensional, falls
V' nicht der Nullvektorraum ist.

6. Fiir endlich-dimensionale Vektorraume ist die kanonische Abbildung

VieW* - (VeoW)*
a® B = (v@w— alv) - fw))
ein Isomorphismus.

Insbesondere konnen wir Bilinearformen auf V' x W mit Linearformen auf V ® W,
also Elementen in (V ® W)* identifizieren und somit durch Tensoren in V* @ W* be-
schreiben. In der Beschreibung durch Komponenten treten zwei untere “kovariante”
Indizes auf.

Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume ist die kanonische Abbildung
VFeW — L(V,W)

aw = (v a(v)w)

ein Isomorphismus. Insgesamt ermoglicht dies einen Kalkiil fiir endlich-dimensionale
Vektorrdume, bei dem alle Homomorphismen — insbesondere multilineare Abbildun-
gen und Multilinearformen — durch geeignete Tensoren beschrieben werden.
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Betrachtung 2.1.7.
Seien V und W Vektorraume und sei

a: VxVx...xV =W

J/
-~

Dann heifit « eine alternierende n-lineare Abbildung, wenn

(v, ..., v,) = sign(o)a(Vo(1ys - - - Vo(n)),

fiir alle Permutationen o € S,, gilt.

Wir erinnern noch an das Vektorprodukt von Vektoren im R3 (MfP II, UA):

Sei der R? versehen mit der durch die geordnete Basis (e1, es, €3) gegebenen Orientierung.
Die durch das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) von x = Z?:l rie; € R und y =
Z?:l yie; € R3, mit

T Xy = (rays — x3y2)er + (w3y1 — T1y3)ez + (T1y2 — Tay1)es.
definierte Abbildung
x: R*xR? = R (1,y) — 2xy

ist eine bilineare alternierende Abbildung. Fiir alle z,y € R3 gilt:

(i) x x y ist senkrecht zu x und y.

(i) flz > yl* = llzl*llyll* = (z,4)*.

(iii) ||z xy| = ||z|- ||yl sin ¢, wenn z,y € R*\ {0} und ¢ = Z(z,y) € [0, n]. Man beachte,
dass ||z x y|| die Flache des von x und y aufgespannten Parallelogramms ist.

(iv) x X y = 0 <= (z,y) linear abhéngig.
(v) Sind (z,y) linear unabhéngig, so ist (z,y,x X y) eine positiv orientierte Basis.

(vii) Sind x und y orthonormal, so ist (x, y, x X y) eine positiv orientierte Orthonormalbasis
von R3.

(viii) Fiir alle z,y,2 € R? gilt: (z x y,2) = det(x y z2).

Die alternierende Trilinearform (z,y, z) — (z X y, z) heifit Spatprodukt. Es ist (z x y, z)
das orientierte Volumen des durch x,y, z aufgespannten Parallelepipeds oder Spats P =
{ax + by + cz|a,b,c € [0,1]} C R3.
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Definition 2.1.8

Das k-fache duflere Produkt eines K-Vektorraums V ist ein Vektorraum A*(V'), zusammen
mit einer k-multilinearen alternierenden Abbildung A:V x ... x V — AFV, so dass es
fiir jede k-lineare alternierende Abbildung o: V¥ — W genau eine lineare Abbildung
¢o: AFV — W gibt, so dass das Diagramm

kommutiert.

Bemerkungen 2.1.9.

1. Durch diese universelle Eigenschaft ist AV bis auf eindeutige Isomorphie charakte-
risiert. Analog zur Notation v; ® ... ® vy, fiir reine Tensoren in V¥ = V® ...V
—_————

k
schreiben wir v; A vg A ... A vy fiir das Bild von (vy,. .., v;) unter A in A*V.

2. Zur Existenz: Wir kénnen das duBere Produkt A*¥V beschreiben durch den Quotien-
tenraum V®* /L mit L dem linearen Erzeugnis

L := span (vl ® ... Qv —sign(0)v,1) ® ... @ Vo) | 0 € Sk, vj € V) )
3. Es gilt dabei, mit ¢ € Si:
Uy AU AL A = 8ign(0) Vo) A - A Vg (k).

Ist (eq,...,e,) eine Basis von V, so bilden die Elemente e; A ... Aej, mit 1 < j; <
... < jr < n eine Basis von A*V | und insbesondere ist dimg A¥V = (Z) fir0<k<n
und dimg A¥V = 0 fiir & > n.

2.2 Integrationstheorie auf Untermannigfaltigkeiten

Wir versehen jetzt Untermannigfaltigkeiten des R™ mit weiterer Struktur, die auch aus
der kanonischen Struktur eines Euklidischen Vektorraums auf R" folgt.

Definition 2.2.1
Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und ¢: T — ¢(T) eine lokale
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Parametrisierung von M. Beziiglich dieser lokalen Parametrisierung definieren wir eine
tensorwertige beziehungsweise matrixwertige Funktion auf T C R¥, deren Komponenten
die Funktionen g;;: T'— R, 1 <1,j < k mit

9i3(t) == (Dip(t), 050(1))

sind. Dann definiert die Zuordnung t — (g;;(t)) den metrischen Tensor beziiglich der
lokalen Parametrisierung ¢ (auch MaBtensor genannt). Die Funktion g := det(g,;) heifit
die Gramsche Determinante von M beziiglich .

Bemerkungen 2.2.2. Es sei t € T wie oben, und p := ¢(t) € M sei das Bild von ¢
unter der lokalen Parametrisierung ¢: 7" — R™. Es bildet (01¢(t), ..., 0rp(t)) eine Basis
des Tangentialraums 7, M.

Der metrische Tensor G von M beziiglich ¢ beschreibt also gerade die Bilinearform auf
T,M, die durch Restriktion des euklidischen Skalarprodukts des umgebenden Raums R"
auf T,M entsteht. Dabei handelt es sich um einen Tensor in (7T,M)* @ (T,M)*, vgl.

Bemerkungen (2.1.6)).

Beispiel 2.2.3.

1. Ist k =n und T' C R" eine offene Teilmenge, so kann man die Identitdtsabbildung
T 5T, tet

als lokale Parametrisierung (beziehungsweise als Karte) nehmen. Dann ist g;;(t) = d;;
fiir alle 7,7 und g(t) = det 1,, = 1.

2. Ist k =1 und T C R ein offenes Intervall und p: T — o(T') C R" ein parametri-
sierter, stetig differenzierbarer Weg,

o) 0 /\/\
. b

T CR offen

so hat der metrische Tensor nur eine Komponente

lt) = @000 = 3 () =IO

r=1

und das ist auch die Gramsche Determinante:
g(t) = [l&' )]
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3. Ist k=2und n = 3, also T C R? offen und ¢: T — ¢(T') C R? eine parametrisierte
Flédche, so rechnen wir

G - =1 1 (%22
23: 8%,(75) 3¢V(t) 23: &PV(t)
o1 Oty 0ty s Oty

:( Tow®IE  (up(t), dap(t)
Oup(t), apt))  [1wp0)|

g(t) = [1010@)|Pl|920()|* — (D16(t), Bap(t))*.
Fiir das Vektorprodukt von z = 322 z,e; € R® und y = 327 ye; € R? gilt

lz x ylI* = llzl*llyl1* = (z,)*.

Also ist der Wert der Gramschen Determinante

g(t) = [|0vp(t) x dap(t)]]?

das Quadrat des Fliacheninhalts des Parallelogramms, das von den beiden Tangen-
tialvektoren 0y (t) und Oyp(t) aufgespannt wird. Allgemeiner zeigt man (siehe [F]),
dass fiir beliebige n, k gilt:

g= > (detd(gi,...,95))" (4)

1<ir <...<ix<n
Insbesondere ist die Gramsche Determinantenfunktion ¢(¢) immer positiv.

Beispiel 2.2.4.

Wir betrachten die Oberfliche einer Kugel mit Radius R > 0 im R?, und die folgende
Parametrisierung mit Kugelkoordinaten, die nur einen “Meridian” auf der Kugel auslésst:
O: (—m;m) x (_E; E) — R3,

22
O (p, V) := (Rcospcost, Rsin pcosd, Rsind).

In diesem Fall erhalt man

— R sin ¢ cos v —Rcospsinv
01 P(p, ) = Rcospcost |, hP(p,9)=| —Rsingpsind
0 Rcosd

Die beiden Tangentialvektoren sind orthogonal. Es gilt |0, ®]]? = R? cos® ¥ und ||0,®|]* =
R? und somit fiir die Gramsche Determinante

g(p,9) = R*cos? 9 > 0.
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Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und seien ¢, ¢ zwei lokale Para-
metrisierungen mit im o Nim @ # (.

Wir nehmen an, dass die lokalen Parametrisierungen das gleiche Bild haben,
o:T 5V, ¢:T -5V,

indem wir gegebenenfalls die Definitionsbereiche verkleinern. Wir betrachten dann den
(Kartenwechsel-)Diffeomorphismus 7: T'— T mit ¢ = ¢ o 7, siehe Bemerkung |0.2.3]

Lemma 2.2.5.
Dann gilt fiir die Gramschen Determinanten g und g beziiglich ¢ bzw. @:

3(&) = | det(d7(£))g(7()),

wobei wir die Variablen in 7' mit &, . .. &, bezeichnen.

Beweis. Es gilt nach der Kettenregel

0%y oy or;
96 (=2 5y ()7, ©

und somit fiir den metrischen Tensor G beziiglich ¢:

: aet /0P(§) 9p(§)
m(©) = < 06 06
n k i
Kettenregel Dy aTz) ( %%)
; (i:l atl 8& ; 8tj afm
_izan < n o, 8901,) oT;
i=1 j=1 agl v=1 atl atj agm

k 8’7'1' aTj
= Z ¢ gij(T(g))aé-j'

Wir konnen nun eine Integrationstheorie auf Untermannigfaltigkeiten des R™ entwickeln.

Betrachtung 2.2.6.
Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und sei f: M — R eine Funktion.

1. Wir nehmen erst vereinfachend an, dass es eine einzige lokale Parametrisierung
o: T — p(T) =V C M gibt, so dass f|y\y = 0.
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Dann heiit f integrierbar diber M, falls die Funktion t — f(¢(t))+/g(t) iiber T C RF
integrierbar ist. Hier ist wieder g die Gramsche Determinante beziiglich . Man setzt

| 1@is@) = [ s Vo

und nennt dS(x) = /g(t)d*t, mit = = ¢(t), das k-dimensionale Flichenelement von
M beziiglich ¢.

dann

2. Wir wollen zeigen, dass der Wert des Integrals nicht von der Wahl der lokalen Para-
metrisierung abhingt. Sei ¢: T 5 V eine weitere lokale Parametrisierung mit der
gleichen Eigenschaft. Nach Verkleinerung kénnen wir V = V annehmen. Mit Hilfe
des Transformationssatzes [.L5.10 und Lemma 2.2.5] rechnet man

/Tf )\ /gt)drt TE /f )| det(dr(€))|v/g(r(€))dke
] F(@(€)V/g(6)dke

T

3. Wir werden vereinfachend nur den Fall behandeln, dass es endliche viele lokale Pa-
rametrisierungen ¢;: Tj — ¢;(T3) =: V; € M mit j = 1,...,m gibt, die die
Untermannigfaltigkeit M iiberdecken, M = J; V;.

Wir wihlen eine der gegebenen Uberdeckung (V;) untergeordnete lokal-integrierbare
Teilung der Eins, d.h. Funktionen a;: M — R, 7 =1,...,m, mit:

(i) ajlany, =0und 0 < a;(z) <1 fir v € M

(i) >0 ay(z) =1 fiir alle x € M

(ili) die Funktionen ¢ — «;(¢;(t)) sind iiber Tj lokal-integrierbar.
Eine solche Teilung ist z.B. durch die charakteristischen Funktionen der Mengen
W; :=V; \ Ui<;V; gegeben. Die Teilung der Eins ist aber nicht eindeutig.

Dann heifit f integrierbar iber M, falls alle Einschrénkungen f|V; im Sinn von 1.
iiber V; integrierbar sind. Man setzt dann

/f )dS(z Z/ aj(x dS(z).

4. Dieses Integral ist wohldefiniert, und es ist unabhingig von der integrierbaren Uber-
deckung von M und der Teilung der Eins.

Beispiel 2.2.7 (Spezialfille des Flichenelements).
Wir hatten in Beispiel schon die Gramsche Determinante in Spezialfillen ausgerech-
net. Damit finden wir:
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1. Fiir £ = n, eine offene Teilmenge des R", erhalten wir einfach
dV .= d"t.
Hier spricht man fiir n > 3 vom Volumenelement.

2. Fiir k = 1, also fiir einen durch ein offenes Interval T" parametrisierten, stetig diffe-
renzierbaren Weg, finden wir ¢p: T — R"

ds(t) = |l¢'(£)lld"t

und sprechen in diesem Fall von einem Linienelement. Man schreibt hier auch ds(t)

statt dS(t).

3. Ist k = 2 und n = 3, also betrachten wir eine durch 7' C R? offen parametrisierte
Flache
p: T — o(T) CR’

mit ¢ stetig differenzierbar, so ist
das Fldchenelement.
Definition 2.2.8

Sei M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und A C M.

1. Falls die charakteristische Funktion 1 4 tiber die Untermannigfaltigkeit M integrierbar
ist, so heifit A eine messbare Teilmenge der Untermannigfaltigkeit M ;

ve(A) = / 1a(2)dS(2)
M
heifit das k-dimensionale Volumen von A.

2. Eine Funktion f: M — R heifit iiber A integrierbar, falls die Funktion f -1, iiber
die Untermannigfaltigkeit M integrierbar ist. Man setzt dann

/A F(2)dS(z) = /M [+ La(2)dS(a).

3. Man nennt A eine Nullmenge in Dimension k, falls A messbar ist mit vy(A) = 0.
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Beispiel 2.2.9.
Sei M wie in Beispiel die Oberfliche einer Kugel mit Radius R im R?, mit der lokalen

Parametrisierung
s

7r
:(—m; ——= CMCR?
<I>(7r,7r)><< 2,2>—>V_ C R?,
D (p, V) := (Rcospcost, Rsin pcosd, Rsin ).

Nach Beispiel ist die Gramsche Determinante 1/g(p,9) = R? cos¥.
Der “Meridian” N := M \V = {(—=Rcos?,0,Rsind) | — % < 9 < T} ist eine 2-

2 p—
dimensionale Nullmenge. Man erhélt daher

T z 9=x
vy (M) =/ /2 R? cos ¥didy = QWRQSinﬂ’ﬁ QW = 47 R®.
/-3 =3

Insbesondere ist vy(S?) = 4.

Wir illustrieren die Konzepte in dem folgenden Satz:

Satz 2.2.10.
Sei f: R" — R eine integrierbare Funktion und sei n > 2. Dann ist fiir fast alle r € R,
die Funktion f {iber die Sphére

Srti={r e R"||z| = r}

mit Radius r integrierbar, und es gilt
flz)d"x = / ( f(a:)dS(x))dT = / ( f(rf)dS(f)) ™y
R” 0 gn—t 0 Sn—1

Beweis.

e Nach der Transformationsformel fiir Polarkoordinaten ist

0 [ swwe= [T([ e Gl dg) an

wobei das Integral in der Klammer nach dem Satz von Fubini fiir fast alle
r € R, existiert. Dabei ist wie in Bemerkung [1.5.14]

_ m T n—2
It := (—mm) x (—5; §> ;= (¢1,-+,Pn_1) und
Co(p) = Culpr, -+, pn-1) = cos’ 1 - cos' gy - ... - cos" 1.

81



Berechnen wir andererseits das Integral iiber die Sphire S"~*

f(x)dS(z)

sp—t
fiir festen Radius r > 0, so kénnen wir
O I — S (o1, 0ne1) > Po(r, 01,0, Pne1)

als Parametrisierung nehmen, denn S?~'\ ®,, (II"~!) ist nach Beispiel eine (n—1)-
dimensionale Nullmenge. Wir erhalten nach Betrachtung [2.2.6

(+4) Cf@AS@) = [ P e 9P (),

S 1 n—1

mit dem metrischen Tensor
3(0) = (0,u(), Bu(9)
beziiglich ®.

Wir zeigen nun induktiv, dass fiir n > 2 fiir die Gramsche Determinante beziiglich
der Parametrisierung ®,, gilt

9™ (p) = Culp) - "1, (% %)

Induktionsanfang: Fiir n = 2 haben wir die Parametrisierung eines Kreises S! C R%:

P. - 1 P _ T COS Y1
2 ( WW)—>S>901'_> 2(7%01) (TSngDl )

und somit den metrischen Tensor

200 B ool = | (o)

7 COS 1

2

:/]"27

und
9(2)<901) =r= C2(801) !

Induktionsschritt: Fiir n € N mit n > 2 sei () richtig. Dann haben wir fir ¢ =
(p1,...,¢,) die Jacobische Matrix

@/

€ M((n+ 1) x n,R). Das ist die Jacobische Matrix von P, ,(r,¢) der Koordina-
tentransformation auf Polarkoordinaten, in der man die Spalte mit den Ableitungen
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nach r weggelassen hat. Wir bilden nun das Skalarprodukt der n Spalten miteinander:
Die Spalten mit Index j < n sind die Spalten von @/ (), multipliziert mit cos ¢,
und um die 0 unten ergénzt. Also gilt fiir diese Komponenten des metrischen Tensors

n+1 n .
gj(‘l-‘r )(90) = g]('l)(gola cee 79071—1) COSQ Pn fiir .]7l <n.

Es ist wegen || P,(r,¢1,...,¢n-1)| = r das Matrixelement in der rechten unteren
Ecke gleich

g (@) = (| B (1, - - -y Pn1)||? - sin? g, + 1% cos® @, = 12,

und fiir 7 < n:

0P, (01, Pn-1) .

n+1 n\¥1, s ¥n—1

9]('n+ )(4,0) = —( o, D01, oy Pn_1)) COS @y, Sin .
j

Wendet man auf die einzelnen Summanden des Skalarprodukts die Produktregel in
einer Variable an, so erhélt man fiir j <n

n+1 1 8 .
g]('n—’— )(90) - —58—%@)”(@1,...,gOn_l),CI)n(gol,...,g&n_1)>COS<,0nsm<,0n

= ———(r*-cosp,sing,) = 0.

Wir finden somit fiir die Gramsche Determinante

cos® Qpn'g(n)(gpla“-agpn—l) | 0
g () =det| ——————————— + ——=

2(n—1) 2

:g(")(gol,...,gon,l)cos O - T,

Es folgt

\/g(”“)(w) = \/g<”)(901, oy Pnm1)cos" T oo r = C(n, - o) T cOS" ppe

und nach Bemerkung [1.5.14]ist das gleich C,,11(¢1,...,0n) - 7"

Damit erhalten wir aus (x*) und ( * x)
@S = [ B e)Cale)
(A -1

und das linke Integral existiert, wenn das rechte existiert. In die Transformations-
formel fiir Polarkoordinaten aus [1.5.15] eingesetzt ergibt das die erste Gleichung der
Behauptung:

RCIEE /0 N ( . f(a:)dS(:v)) ar.
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e Die zweite Gleichung der Behauptung erhélt man aus der Gleichung

| reeas@ ot = [ g R Cutedp = [ fa)ast).

-1 S;l_l

O

Beispiel 2.2.11.
Wir berechnen nun die Oberfliche w,, := v,,_;(S"!) der Einheitssphére im R™. Nach Satz
2.2.10] gilt fiir das Volumen k,, der Einheitsvollkugel im R"

ki = 0(B(0)) = /Irllﬁl d"z @/01 </§”:1Vd5(§))4r”_1dr ==

.

Wn,

Also ergibt sich fiir die Kugeloberflache w,
Wp =N+ Ky

Insbesondere ist wy = 27, wg = 4, wy = 272,

Mit dem Gauflschen Integralsatz kommen wir auf diese Oberfliche noch einmal zuriick.

2.3 Differentialformen und Vektoranalysis im R?

Wir folgen [E| §19].

Es sei V' endlich-dimensionaler Vektorraum. Analog zum Produkt der Tensoralgebra T'V

mochten wir jetzt ein Dachprodukt A von alternierenden Multilinearformen definieren.

Eine alternierende k-Form V x ... x V — K kann als ein Element (eines Unterraums)
————

k
des K-Vektorraums (V®*)* angesehen werden.

Definition 2.3.1
Fiir k € N bezeichnet man mit A*V* den Vektorraum aller alternierenden k-Formen
VE 5 K.

Speziell setzt man A°V* := K. (Man beachte: Es ist A'V* = V*).

Bemerkungen 2.3.2.

Mit Definition [2.1.8]ist bereits AF (V*) definiert, aber es ldsst sich (fiir jeden endlichdimen-
sionalen Vektorraum V') der Vektorraum A* (V*) mit dem Raum (A* (V)" identifizieren.
Auch die folgende Definition ergibt sich ganz natiirlich.
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Definition 2.3.3
Seien ¢1,...,pr € V* Linearformen. Wir definieren das duflere Produkt oder Dachpro-
dukt o1 A ... A, € A¥V* als alternierende k-Form durch

(1 Ao A (vr, o) o= det ((¢i(v)))1<,i<k)

Bemerkungen 2.3.4.
Ist (¢1,...,¢n) eine Basis von V*, so bilden die Elemente

i A AN, mit 1< gy <. <gp <n

---------

V. Dann lisst sich eine beliebige alternierende Form w € A*V* stets eindeutig schreiben
als

w= Z W(€iys Cigy v vy €0y )Py N oo N Qi

11 <i2<...<if

Insbesondere ist dimg AFV* = (Z) fiir 0 < k < n und dimg A*V* = 0 fiir k > n.

Es folgt:

Satz 2.3.5.
Es gibt genau eine bilineare Abbildung, genannt duferes Produkt oder Dachprodukt,

A ARV AV ARFLY =
(w,0) = wAo,

mit der Eigenschaft, dass
(LA NG AN A L AY) = (o1 A AR ANYLA A Y)

fiir alle 1-Formen ¢;,¢; € V*.

Ist Kk = 0 oder [ = 0 so léasst sich obige Abbildung durch a Aw = w Aa = a - w fiir
a € K= A°V* definieren.

Definition 2.3.6

1. Ist allgemeiner W ein endlich-dimensionaler Vektorraum, definiert man analog als
auflere Algebra von W die direkte Summe

AW = afmWARWY

und versieht sie mit einem aufleren Produkt.
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Bemerkungen 2.3.7.

1. Die Dimension der d&ufleren Algebra eines Vektorraums W der Dimension dimg W = n

ist .
. n n
dimg AW = Z (k> = 2",

k=0
Insbesondere ist die &uflere Algebra eines endlich-dimensionalen Vektorraums endlich-
dimensional.

2. Unmittelbar aus der Definition folgt, dass das Produkt A assoziativ ist,
(w1 Aws) Aws = wy A (wg A ws)

fiir alle w; € A¥W und alle Werte von k1, ks, ks € N. Des Weiteren gilt:
Fiir w € A*W und o € A'W gilt

wAo= (Do Aw.
Betrachtung 2.3.8.

e Sei U C R” offen, f: U — R stetig differenzierbar. Bei der Einfiihrung des Differen-
tials hatten wir df als Abbildung

U— (R")",p— df(p) = df,

aufgefasst. Fiir jedes p € U ist R" der Tangentialraum 7,U der n-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit U.

e Wir wollen im Folgenden die Tangentialrdume 7,U fiir verschiedene p auseinander-
halten. Wenn wir die Vereinigung U,cy/7,U bilden, so sei diese stets disjunkt:

| | U = i} x T,U.

pelU peU

Man nennt den Dualraum T;U := (T,U)" auch den Kotangentialraum von U in p.
Ebenso betrachtet man wieder die disjunkte Vereinigung U,ey T, U.

e Wir fassen jetzt das Differential df auf als Abbildung
U — UperT, U mit p — df (p) € T,U,
wobei die Linearform df (p) € T,U auf einem Tangentialvektor v € T,U den Wert

N Of

df (p)(v) : a—xj(p) "

j=

hat.
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e Speziell betrachten wir fiir die Koordinatenfunktionen z; jetzt die Differentiale
drj: U — Upey T U. Sei ey, .. ., e, die kanonische Basis von R" = T,U; es gilt

dl'] 61 Z gi;ékl = i,"

Also ist fiir jedes p die Menge dx(p), ..., dz,(p) die zur kanonischen Basis ey, ..., e,
von R" = T,U duale Basis von 77U = R", und es gilt

Im Sinne der folgenden Definition ist das totale Differential df von f eine Differenti-
alform erster Ordnung.

Definition 2.3.9
Sei U C R" offen. Unter einer Differentialform der Ordnung k oder kurz einer k-Form auf
U versteht man eine Abbildung

w: U — |_| A*TYU mit w(p) € A*TIU.

peU

Bemerkungen 2.3.10.

Nach Bemerkungist fir jedes p € U durch dzj, (p)A. . .Adxj, (p), 1 < ji1 < ... <jp <
n eine Basis von AkT;‘U gegeben, und jede k-Form w auf einer offenen Menge U C R”
lésst sich also darstellen als

w(p) = Z fjl---jk (p)d$j1 AR dxjk

1< <...<jrsn

mit eindeutig bestimmten Koeffizientenfunktionen f;, ; : U — R.

Definition 2.3.11
Sei U C R" offen und

W= Z fjl...jkdle VAP dek

1<ii<..<jr<n

eine k-Form auf U.

1. Die Differentialform w heift stetig differenzierbar (bzw. stetig, bzw. r-mal stetig
differenzierbar), wenn alle (Z) Koeffizientenfunktionen f;, _;, diese Eigenschaft haben.
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2. Fiir eine stetig differenzierbare Differentialform w der Ordnung k definieren wir nun
eine (k + 1)-Form dw, die &uere Ableitung der Differentialform w, durch

do= Y dfs.g Adr, A Ada,.

1<j1<...<ji<n

Natiirlich ldsst sich dw dann als Linearkombination der Basiselemente dxj, A ... Adwj,
ausdriicken: Man schreibt

- 8f1
dw = Z Z éTj]kdxj ANdz; N ... Ndxj,

J=1 1<51<...<jrp<n
und ordnet die Indizes so um, dass sie strikt monoton wachsend angeordnet sind.

Satz 2.3.12.
Sei U C R" eine offene Menge.

1. (Linearitat) Seien wy,ws stetig differenzierbare k-Formen auf U und A, u € R. Dann
gilt
d(Awy + pws) = Adwy + pdws.

2. (Leibnizregel) Sei w eine stetig differenzierbare k-Form und 7 eine stetig differenzier-
bare [-Form. Dann gilt

d(w An) = (dw) A+ (—=1)Fw A dn.

3. Fiir jede zweimal stetig differenzierbare k-Form w auf U gilt d(dw) = 0.

Beweis.

1. Die erste Behauptung ist eine Folge der Differentiationsregeln.

2. Die zweite Behauptung folgt aus der Produktregel fiir die Koeffizientenfunktionen
und der graduierten Symmetrie (2)) aus Bemerkung [2.3.7/1: Fiir

w = ijdxj und 7= Zgjdxj

|I|=Fk 7=t
gilt

dwAn) = > (gsdfr + frdgs) Ndxr Adx,

= (X dfr Adar) AN, guday) + (=D (2, fr Adap) A (X, dgy A day)
= dwAn+(=1)"w Adn.

88



3. Die dritte Behauptung folgt aus der Symmetrie der Hesseschen Matrix:

n agf

4,j=1

Wir fithren weitere Notation ein:

Definition 2.3.13
Sei U C R™ eine offene Teilmenge, wobei R™ mit der Standard-Orientierung versehen ist.

1. Das vektorielle Linienelement ist das n-Tupel von 1-Formen d§ := (dxy, ..., dz,)T

auf U.

2. Das vektorielle (Hyper-)Flichenelement ist das n-Tupel von (n — 1)-Formen, dS :=
(dSy,...,dS,)T auf U mit

auslassen

i1 ~ =

Beispiel 2.3.14.

Wir betrachten Differentialformen auf dem R™ mit der Standard-Orientierung. Sei U C R”
offen. Wir betrachten Differentialformen verschiedener Ordnung und ihre dufleren Ablei-
tungen.

1. Eine stetig differenzierbare 0-Form auf U ist eine stetig differenzierbare Funktion
f: U — R. Thr Differential df = 0, fdx,+...4 0, fdzx, = (grad f,d3) ist eine 1-Form.

2. Betrachte das Volumenelement AV := dxyAdxaoA. . . Adx,. Jede stetig differenzierbare
n-Form auf U ist von der Form ¢ dV mit einer stetig differenzierbaren Koeffizienten-
funktion ¢: U — R, und hat &uflere Ableitung 0.

3. Sei 9 eine stetig differenzierbare (n — 1)-Form. Schreiben wir mit einem Vektorfeld b
und dem vektoriellen Hyperflichenelement d.5,

= (b, d§> = bidzyA. . Adz,—bodry AdasA. . Ndxy+. . .+ (—1)""bydri A, . Adx,_y,
so ist die duBere Ableitung die n-Form
dp = (O1by + Ooby + ... 4+ Opby)dxy Ndxs A ... Adx, = (divbd) - dV.
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Definition 2.3.15

Sei a = Z?:1 a;e; ein partiell differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge
U C R3.

Das “Vektorfeld”

82@3 - 83a2
rota := | Osa; — Oas
Oray — Oray

heifit Rotation von a.

Betrachtung 2.3.16.
Auf U C R3 “ersetzen” die Differentialoperatoren Rotation, Divergenz den
Differentialformen-Kalkiil. Genauer:

1. Wir kénnen den Gradienten als vektorwertigen Differentialoperator auffassen. Auf
U C R?:

2]
grad= | 0y | : {f: U — R| f partiell diffbar } — Vektorfelder auf U
s
of
[ grad(f) = | Oof
dsf

2. Sei ¢ eine stetig differenzierbare 1-Form auf dem R?®. Wir schreiben dann die 1-Form
mit einem Vektorfeld a in der Form ¢ = (a, d§), und rechnen nach, dass gilt:

dQO - (81a2 — 82a1)dx1 N dIEQ + (81(1,3 — agal)dIl A dl‘3 + (82&3 — 83a2)d172 VAN dl‘g
— (rota,dS)

mit dem vektoriellen Flichenelement dS = (dwy A das, —dxy A dxs,dxy A dxs)?.
3. Formal gilt als Merkregel:

rota = grad X a, divb = (grad,b).
Definition 2.3.17
Sei U C R" offen.

1. Eine stetig differenzierbare k-Form w auf U heifit geschlossen, falls dw = 0 gilt.
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2. Fiir k > 1 heifit eine stetige k-Form w auf U exakt, falls es eine stetig differenzierbare
(k — 1)-Form n auf U gibt, so dass w = dn gilt.

Lemma 2.3.18.
Sei U C R" offen. Jede auf U stetig differenzierbare exakte k-Form ist geschlossen.

Beweis. Zu jeder exakten k-Form w finden wir nach Definition [2.3.17| eine (k — 1)-Form
7 mit w = dn. Dann gilt wegen Satz [2.3.12/3

dw = d*n = 0.

Satz 2.3.19. Sei U C R3 offen und f: U — R, a: U — R?® zweimal stetig partiell
differenzierbar.

Dann gilt
rotgrad f =0 und divrota =0,

d.h. (formal): grad x grad f = 0 und (grad,grad x a) = 0.

Beweis. Das ist unter Voraussetzung der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit eine
Folgerung aus dem Differentialformenkalkiil (Satz [2.3.12|3), ldsst sich aber auch leicht
direkt unter Benutzung des Lemmas von Schwarz nachrechnen. O

Eine Teilmenge U C R"™ heifit sternfiérmig, wenn es einen Punkt zy € U gibt, so dass fiir
jeden Punkt x € U die Verbindungsstrecke 7oz ganz in U liegt.

Theorem 2.3.20. [Lemma von Poincaré.]
Ist eine offene Teilmenge U C R"™ sternférmig, so ist jede geschlossene k-Form auf U mit
k > 1 auch exakt.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei zy = 0. Es reicht aus, k-Formen der
Form
w= f(z) do; N... \Ndx;,

auf U zu betrachten. Hierzu definieren wir die (k — 1)-Form

k 1
I(w) := Z(—l)o‘_l [/ tk_lf(tx)dt} T dey, Ao o Ndxg, AN dx,,

a=1 0
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wobei die 1-Form dx;, ausgelassen wird. Das Integral ist definiert, weil tx € U liegt, da
U sternférmig ist. Dann gilt

(%) w= d(I(w))+ I(dw).

Fiir eine geschlossen Form w folgt hieraus sofort w = d (I(w)), so dass w exakt ist.

Die Gleichung (x) folgt durch direkte Rechnung: Es gilt

dlw = S (=1)2 'z, d [fol t’f—lf(tx)dt} dzi, A ... Adog A ... Adag,
+30F (—1)t [fol tk_lf(tx)dt] da;, Ndag, Ao Adzg, A ... AN dr,
= Yk (=1l d fol t’“*lf(tx)dt} Adz, A ... cﬂ:i\a Ao N da,

a=1

+k [ JErp(t)dt| da, A A da,
Wir schreiben das Integral im zweiten Summanden um:
k[t fta)dt = tFf(ta)|, — fo 15 Sh, Os f (tr)zpdt
= fx) — [y t* 5, Osf (tw)zadt

und rechnen die Ableitung des Integrals im ersten Summanden aus:

n

d Uol tk_lf(tx)dt] => VOI t’“aﬁf(tx)dt] dzg.

B=1
Damit finden wir insgesamt fiir den ersten Summanden in (*):
dlw = S*_ s (~1)e! [ ko, f(tx)dt] ziodes Adg, A ... Adeg, A .. dz;,
+f(x)dzy AN da, — [fol 3 agf(t:v)xgdt} deiy, A ... Ndx;,.

Wir berechnen auch explizit den zweiten Summanden in (x): wir finden

dw = Z@gf(x)dxg Ndxy, A...N\dx,,
B=1

und somit
ldw = 5, [fol dt - tkagf(tx)] zg Ndxy, A... Adx;,
+2 51 S (=1 [fol dt - tkﬁgf(tx)] z;, drg Ndxy A... A\ cfrz\a Ao Ndag,

Der Vergleich liefert nun (x). O

Bemerkungen 2.3.21.
Aus dem Poincaréschen Lemma, zusammen mit den Beispielen [2.3.14] folgt fiir jede
sternférmige offene Menge U C R3:
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1. Ist a: U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit rota = 0, so existiert eine
stetig differenzierbare Funktion f: U — R mit a = grad f.

Denn fiithrt man wie in Betrachtung [2.3.16| eine 1-Form ¢ := (a,ds) ein; dann ist
dp = (rota,dS) = 0.
Nach dem Poincaréschen Lemma [2.3.20] gibt es eine Funktion f: U — R mit

p = df =2 (grad £, d3)
also a = grad f.

In der Elektrostatik gilt fiir das elektrische Feld rot 2 = 0. Daher gibt es eine skalare
Funktion V| das elektrische Potential, mit —grad V' = E.

2. Ist b: U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit divb = 0, so existiert ein
stetig differenzierbares Vektorfeld a: U — R? mit b = rota.

Zum Beweis fithren wir wie in Beispiel [2.3.1413 eine 2-Form 1 := (b,dS) ein; dann
ist nach [2.3.1413 die &uBere Ableitung dip = divb dV = 0. Nach dem Poincaréschen
Lemma gibt es eine 1-Form ¢ mit 1) = dy. Schreiben wir ¢ = (a, ds) mit einem
Vektorfeld a, so folgt

(rota, dS) P29 g = o = (b, d5)
und somit b = rota.

Fiir das magnetische Feld gilt div B = 0; also existiert ein Vektorfeld A, das Vektor-
potential, so dass B = rotA.

2.4 Der Gauflsche Integralsatz

Wir folgen [E| §15].

Definition 2.4.1

Sei A C R" kompakt. Wir sagen, A habe glatten Rand, falls es zu jedem Punkt a € 0A
eine offene Umgebung U C R" und eine stetig differenzierbare Funktion ¢): U — R gibt
mit den beiden Eigenschaften

1. ANU ={z €U |¢(z) < 0}.
2. grady(z) # 0 fiir allex € U.

Lemma 2.4.2.

Es ist dann 0ANU = {x € U |¢(x) = 0}. Insbesondere ist der Rand eines Kompaktums A
mit glattem Rand lokal durch eine Gleichung von konstantem Rang 1 gegeben und somit
eine kompakte (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.
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Beweis.

e Um die Inklusion C zu zeigen, reicht es aus, zu zeigen, dass jeder Punkt x € U mit
¥ (x) < 0 nicht auf dem Rand liegt. Da aber v insbesondere stetig sein soll, gibt es
fiir jeden solchen Punkt eine offene Umgebung V' C U, auf der ¢ negativ ist, also
V C A; somit kann ein solches x kein Randpunkt von A sein.

e Fiir die Inklusion O betrachte a € U mit ¢(a) = 0. Die Taylorentwicklung liefert fiir
v := grad¢(a) # 0 (wegen Voraussetzung 2.):

Y(a+tv) = Y(a) + (grad ¥(a), tv) + o(tv) = t|| grad 1 (a)||* + o(tv),

so dass in jeder Umgebung von a sowohl Punkte von A als auch Punkte im Komple-
ment von A liegen. Also ist a € 0A.

Lemma 2.4.3.
Sei A C R” ein Kompaktum mit glattem Rand und a € 0A. Dann existiert genau ein
Vektor v(a) € R™ mit folgenden Eigenschaften:

1. v(a) steht senkrecht auf dem Tangentialraum 7, (0A) der (n — 1)-dimensionalen Un-
termannigfaltigkeit 0A.

2. Der Vektor v(a) ist ein Einheitsvektor, ||v(a)|| = 1.

3. Es gibt ein € > 0, so dass a + tv(a) ¢ A fiir alle t € (0,¢) ist.

Man erhélt ein stetiges Vektorfeld v: 0A — R"™, a — v(a).

Beweis.

e Um die Existenz zu zeigen, wihle eine C'*-Funktion 1 wie in Definition Wir
haben schon gesehen, dass dann

o By (0
™ Navad, o(a)]

alle gewiinschten Eigenschaften hat.

e Da der Normalenraum in a € 0A eindimensional mit Basis grad, ¥ (a) ist, folgt
v(a) = Agrad,, ¥(a). Die Normierungsbedingung 2. legt v bis auf ein Vorzeichen fest;
dieses muss wegen Bedingung 3. positiv sein.
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Definition 2.4.4
Der Vektor v(a) heiit &ulerer Normalen-Einheitsvektor von A im Punkt a.

Bemerkungen 2.4.5.
Sei A C R" ein Kompaktum mit glatten Rand und a = (a4, ..., a,) € A ein Randpunkt.

In einer Umgebung von a kann der Rand 0A wie jede n — 1-dimensionale Untermannig-
faltigkeit als Graph einer Funktion von n — 1 Variablen dargestellt werden. Als Folgerung
des Satzes iiber implizite Funktionen existieren nach eventuellem Umnummerieren der
Koordinaten eine offene Umgebung U’ von (ay,...,a, 1), ein Intervall I = (a, 3) mit
a, € I und eine stetig differenzierbare Funktion g: U’ — R, so dass

ANU xI)={(2',2,) €U x I | z, < g(2')}

(ohne Einschrinkung, den Fall z,, > g(2’) behandelt man analog).

Mit der Funktion ¢(x) := x, — g(2’) berechnet man nun den &ufleren Normalen-
Einheitsvektor zu

—1 W) L,
__Cendiigl) oy VT TTgrd GO O -
VItTend, g 1

, j=n.
V14 [grad,_; g(2')][?

Zunachst beobachten wir:

Lemma 2.4.6.
Fiir alle stetig differenzierbaren Funktionen ¢ auf R™ mit kompaktem Trager gilt
Iy
—d"r = 6

Beweis. In der Tat ist fiir jede geniigend grofle reelle Zahl R der Trager von ¢ im
Wiirfel (—R, R)™ enthalten. Daraus folgt

% nr
/8 drj = ¢ xl""’x”)’%‘:—R:O.

Die Behauptung @ reduziert sich auf fR dxj = 0 mit Hilfe des Satzes von Fubini. O

Auch das folgende Lemma bereitet den Gaufischen Integralsatz [2.4.10| vor. Es ist gleich-
zeitig ein Spezialfall.
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Lemma 2.4.7.
Sei U’ C R"! offen, I = (a, ) ein offenes Intervall und g: U’ — I C R eine stetig
differenzierbare Funktion. Wir setzen

A = {2 x,) €U x 1|z, <g(z)}

. , , ~ 0| mit = (21, Tpg).
M = {(a',x,) €U x|z, =g()}

Dann gilt fiir jede stetig differenzierbare Funktion f: U’ x I — R mit kompakten Trager
inU' x ITundalle j=1,...,n:

Aag—g)d"fﬂ = /M F()v;(2)dS(z).
Beweis.

e Das Flichenelement beziiglich der lokalen Parametrisierung ' — (2/, g(z")) von M
ist

AS(w) = 1+ || grad, ., g(a) | 4"’ 7)
Dies folgt so: Man berechnet

()
(grad, , g(2))"
und den metrischen Tensor G = 1,,_; + (grad,,_, g) - (grad,,_; g)* und benutzt dann

die Formel
det(l—i—wa) =1+ ||UJ”2, (CL'bT)kl :akbl,

einer UA zur linearen Algebra. Damit folgt aus (5) die Identitéit

ag;l' )dnflx’ = —v;(2)dS(z), fir alle j < n. (8)
J

Wir unterscheiden nun zwei Félle.

e Fiir 1 <i <n —1 betrachte die Funktion F': U’ x I - R

F(a,z) = /{; f(@', z,)dx,.

OF( 2 ., OF( 2 [F0f
T—f(x,z) und o —/a axi(:p,xn)dxn,

wegen des Differentiationssatzes |1.5.3] Es gilt f(f(:ﬁ/) f@' x,)dx, = F(2/,g(2")). Die
folgende Identitédt wird es uns nun erlauben, die Integration iiber x,, zu eliminieren:

Es gilt

a g(z/) / 8F/ /
© e[ ), = Pl (")

dg(z')
(9@- )

CONP
_ / a—i(az’,xn)dxwrf(w/,g(x'))
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Damit erhalten wir

af(x) n (*_) a 9($,) / n— / / ag( ) n— l
/Aa—%dx_/ljla_xz{/a f(xaxn)dmn]d 11,_ U/f(x7g( )) a$z ——d '

Das erste Integral auf der rechten Seite verschwindet aufgrund von Lemma da
der Ausdruck in eckigen Klammern kompakten Trager in U’ hat. Es folgt

[ S wa— - [ gD e = [ omsio)

wobei wir in der zweiten Gleichung die Identitit benutzt haben.

e Fiir ¢ = n beachte, dass fiir jedes 2/ € U die Funktion z,, — f(2’,z,) kompakten
Tréger in I = (a, ) hat. Aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung
folgt daher

CONP
[ e, = fle gla)

n

und durch weitere Integration

[ G [ (] " X (¢ i, )
U,f(a:’,g(a:'))d”‘l /:Af(x)Vn(x)dS(g;),

wobel wir wieder die Definition von v, und den Ausdruck fiir das Fldchenelement
dS(z) eingesetzt haben.

Lemma 2.4.8 (Lebesguesches Lemma).

Sei A C R™ kompakt und (U;);e; eine offene Uberdeckung von A. Dann gibt es eine
positive Zahl A € R, die Lebesguesche Zahl der Uberdeckung, so dass jede zu A nicht
disjunkte Teilmenge K C R", die einen Durchmesser < \ hat, ganz in einer der offenen
Teilmengen U; enthalten ist.

Dies ist eine recht einfache Folge der Kompaktheit von A.
Fiir den Beweis verweisen wir auf [E|, §15].

Wir miissen nun noch die lokal-integrierbaren Teilungen der Eins aus Betrachtung [2.2.6
so verbessern, dass sie differenzierbar werden.

Betrachtung 2.4.9 (Beliebig oft differenzierbare Teilung der Eins.).
Eine beliebig oft differenzierbare Teilung der Eins kann z.B. durch die folgende Konstruk-
tion definiert werden.
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e Die Funktion
et fiirt >0
'R R =
ssR— R, s(t) { 0 firt<o
ist beliebig oft differenzierbar.

Die Funktion
g: R— R mit g(t) :=s(1+1)s(1—1),

ist glatt mit kompaktem Triger, g € C>°(R) mit supp(g) = [—1,1]. Die Funktion ¢
ist nicht-negativ, g > 0.

e Es ist auch die Funktion
G:R—R,G() = Zg(t— k)

definiert, denn fiir jedes ¢t € R tragen wegen supp(g) = [—1, 1] maximal zwei Sum-
manden bei. Die Funktion G ist, wie g, beliebig oft differenzierbar,

Die Funktion G ist nach Konstruktion Z-periodisch:
G(t) = G(t — k) fur allet € R und fiir alle k € Z.

Sie ist positiv, G(t) > 0 fiir alle ¢ € R. Wir konnen daher auf R die Funktion

betrachten. Dann ist supph = [—1, 1], also h € C°(R). Fiir jedes t € R gilt

t—k 1
Zh(t—k):zg<G(t) ) _ 0 G(t) =1.

keZ keZ

Wir haben in dieser Weise fiir jedes k € Z eine Funktion hy(t) := h(t — k) mit
kompaktem Tréger gefunden, so dass die Summe der Funktionen fiir jedes ¢ eine
endliche Summe mit Wert Eins ist.
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e Analog zur Konstruktion der Funktionen h(t — k) zu k € Z funktioniert auch eine
Konstruktion im R™ zu p = (p1,...,pn) € Z", wobei wir noch durch Reskalieren
erreichen koénnen, dass der Durchmesser des Tragers kleiner als eine vorgegebene
Schranke wird:

Wir betrachten dazu die Funktion

Ge(x) := Z ﬁg (% — qj> .

qeZ™ j=1

Nun ist ¢ (%7 — qj) > 0 genau fiir 3‘;—] € (¢;—1;¢;+1). Also ist die Summe wieder lokal
endlich. Wie im eindimensionalen Fall folgt aus g > 0, dass G, positiv ist, G. > 0
und dass G, beliebig oft differenzierbar ist.

Daher kénnen wir fiir p = (py,...,pn) € Z" und € > 0 die Funktionen

mit

betrachten.
e Wir fassen zusammen: zu jedem gegebenen € > (0 gibt es fiir alle p € Z™ Funktionen
ap.: R" — R,
so dass gilt

1. Die Funktion a, . ist beliebig oft differenzierbar.

2. Fir die Summe gilt > o, .(z) =1, an jeder Stelle x € R".
pezn

3. Fiir den Trager gilt suppay,. = { © € R" | |z; — pje| < e firalle j }; er ist
also ein Wiirfel mit Kantenlinge 2¢ und Durchmesser 2e4/n.

Wir nennen die Familie von Funktionen (o, . )yezn eine feine beliebig oft differenzier-
bare Teilung der Fins.

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Menge U C R"

F:U—R"

hatten wir die Divergenz div F' := Z

j=1

OF;
ox

I definiert.
J
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Theorem 2.4.10 (Gaufscher Integralsatz).

Sei A C R" ein Kompaktum mit glattem Rand, v: 0A — R" das &uflere Einheits-
Normalenfeld und U C R” offen mit A C U. Sei F: U — R", F' = Z?Zl Fje;, ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt:

/ div F(z)d"z = / (F(z),v(2))dS(z).

A 0A

Beweis.

e Nach Bemerkung kann man den Rand 0A in der Umgebung jedes Punktes als
Graph einer Funktion von n — 1 Variablen schreiben. Deshalb gibt es eine Familie
offener Teilmengen (U;);c; mit U; C R™, die A tiberdecken, U;c;U; D A, so dass fiir
jedes ¢ € I eine der beiden Bedingungen erfiillt ist:

1. Entweder liegt U; im Innern von A, also U; C A\ 0A.
2. oder nach Umnumerierung der Koordinaten hat U; die Gestalt U; = U’ x (a, b)
mit U’ C R*"! offen, und es gibt eine stetig differenzierbare Funktion
g: U =R
mit (ohne Einschrankung):

UNA={(z,) €U x (a,b) | z, < g(x)}.

e Sei A > 0 eine Lebesguesche Zahl fiir die Uberdeckung (U;)se; von A wie in Lemma
. Wir setzen € := \/2y/n und betrachten die in Betrachtung konstruierte
differenzierbare Teilung der Eins (aye)pezn. Der Triger jeder Funktion oy, ist ein
Wiirfel der Seitenlénge 2e¢, hat also Durchmesser kleiner als A. Sei P die endliche
Menge aller Multiindizes p € Z", so dass supp(a,.) N A # 0. Dann ist wegen der
Linearitdt der Ausdriicke

/A div F(z)d"z = ZP /A div (e (z)F(z)) d"z

und

/8A<F(w), v(x)dS(x) =) /M(Otp,e(w)F(w), v(x))dS(z).

peP

Der Satz braucht also nur fiir die Funktionen «y, () F(x) bewiesen werden.

e Nach Konstruktion ist aber supp(c, ) fiir jedes p € P ganz in einer Kartenumgebung
U; enthalten. Falls U; C A\ A, so folgt die Gleichung

/A div (a, () F(z)) d"z — / (P (), v(2))dS ()

0A
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aus Lemma[2.4.06] da das Randintegral entféllt. Falls aber U der Bedingung 2. geniigt,
so ist die Gleichheit der Integrale eine Folge von Lemma [2.4.7, angewandt auf die
Komponenten der vektorwertigen Funktion «,, F', iiber die man dann summiert.

Die folgende heuristische Erklarung fiir die Giiltigkeit des Integralsatzes von Gauf} zeigt
insbesondere, warum divF' als Quelldichte des Vektorfeldes interpretiert werden kann.

Wir kénnen “Zerlegungen” einer kompakten Mengen A in zwei Teilmengen A;, As be-
trachten, so dass A, N 9A; die gleiche Dimension hat wie A[[| Die Giiltigkeit des Satzes
von Gauf fiir die kompakten Mengen A; und A, impliziert die Giiltigkeit desselben Satzes
fiir A, weil einerseits,

| P m@)as@) = [ (F@uens@ + [ (Fa.n@hst)

mit den Definitionen
8A1 == Bz U 312, 312 == 8141 N 8142, Bz == 8A,, \ (8A1 N (9A2), Z — 1, 2

und andererseits

| (P n@)as@ == [ (Fa)m@)asia)

Bi2

weil v (z) = —we(z) fir € Biy. Damit finden wir

/ (F(2),(2))dS(z) + / (F(2), 12(2))dS (z) = / (F(2), (2))dS ().
0A, 0A2

0A

Durch iterierte Unterteilung Wiirfel ), mit Mittelpunkt p € R", und Kantenlidnge 2e.

n

[ P v@)as(@) ~ 3 F ), )20 = 3 (P o)) 26"

=1

~ @)Y <8%F<p>, > ~ Vol(Q,) divE (p)

j=1

~ / divF (z)d"z,

P

worin f(€) ~ g(e) bedeutet, dass lim. e "(f(e) — g(e)) = 0 fiir e — 0.

Beispiel 2.4.11.
Sei A C R? kompakt und wegzusammenhiingend.

LGenauer heisst das, dass 9A; N A, lokal durch eine Gleichung vom konstanten Rang 1 gegeben ist.
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Es habe A glatten Rand, und es gebe einen einzigen stetig differenzierbaren Weg
a: la,b] — R?* mit o/(t) # 0 fiir alle ¢t € [a,b], der A parametrisiert. Ohne Ein-
schriankung nehmen wir an, dass @ um die Punkte aus A einmal im mathematisch posi-
tiven Sinn herumlauft.

Q

Fiir t € [a,b] ist /(t) nach Satz ein Tangentialvektor an die parametrisierte Kurve
«, also an den Rand 0A. Es folgt sofort, dass

(@5(t), =1 (1))

V)= )

der duflere Einheits-Normalenvektor an 0A ist.

Sei nun F': U — R? ein auf einer offenen Menge U mit A C U stetig differenzierbares
Vektorfeld, dann fithren wir auf U als Hilfsgrofle ein weiteres Vektorfeld

K:U — R* K(z) := (Fy(z), - Fi(x))

ein und wenden darauf den Satz von GauB[2.4.10] im R2

/A div K (2)d2z — / (K (), v(z))dS(z),

0A
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an:

(K (a(t)), v(a®)) o/ (1)t

’b]

b
(Fa(a(t) - o5(t) + Fi(a(t)) - o (t))dt

0 0
/A (a—%FQ(ZE) — a—szI(ZL‘)) dl’ldl‘g =

—

= [ (Fla(t)),d'(t))dt.

a

Mit Hilfe des vektoriellen Linienelements ds(t

A/ (%Fﬂl’) - %Fﬂx)) dazdz, :6{<F(8)’d§>'

Dabei haben wir jetzt “ [ 7 fiir das Integral iiber den Rand von A geschrieben und meinen
DA
mit “0A ” den orientierten Rand, also den Randweg

~—

:= o/ (t)dt erhalten wir also

a: la,b) — R?
der einmal im mathematisch positiven Sinn um die Punkte von A herumlauft.

Dies ist der Satz von Green fiir glatt berandete, wegzusammenhéngende kompakte Teil-
mengen des R?. Er ist ein Spezialfall des Stokesschen Integralsatzes, den wir spiter in
allgemeinerer Formulierung behandeln.

Allgemein gilt fiir Vektorfelder in drei Dimensionen:

Satz 2.4.12. [Klassischer Stokesscher Integralsatz]

Sei U C R? offen, F': U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Sei M C U eine
zweidimensionale Untermannigfaltigkeit, die durch ein Einheitsnormalenfeld v: M — R3
orientiert sei. Sei A C M kompakt mit glattem Rand. Die induzierte Orientierung des
Randes 0A definiert ein vektorielles Linienelement ds. Dann gilt

/ (rot F(z), v(z))dS (x) = / (F,ds).
A 0A
Bemerkungen 2.4.13.
1. Sei A C R™ weiterhin kompakt und wegzusammenhéngend. Die Voraussetzung eines
glatten Randes im Satz von Gaufl und im Satz von Green schliefit schon Rechtecke
und Quader aus. Es ist daher sinnvoll, die Voraussetzungen etwas abzuschwéchen, und

Kompakta mit “stiickweise glattem Rand” zuzulassen. Wir sprechen von zuldssigen
kompakten Mengen.

2. Wir skizzieren dies fiir n = 2: Fiir jedes ¢ > 0 gebe es ein Kompaktum A®) mit
glattem Rand und stetig differenzierbarem Randweg

o [a,b] — R?, also 0AE) = {a(s) )|t € [a,b]},
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wahrend der Rand 0A = {a(t)|t € [a,b]} gegeben ist durch einen stiickweise stetig
differenzierbaren Weg «a: [a,b] — R2.

Dies kann man so einrichten, dass gilt:
(a) Sei fiir zwei Teilmengen B, C' einer Menge die symmetrische Differenz
BAC := (B\C)U(C\ B).

Dann fordern wir vy(A AA®) < e:

AAA®

(b) Die Gesamtlange der in 0AAJA® auftretenden Kurven ist kleiner als .

Dann ersetzen wir in der Aussage des Integralsatzes im Randintegral
Jo4 (F(2),v(2))dS(z) den Rand OA durch den glatten Rand 9A® bzw. durch
den glatten Teil von 0A.

3. Wenden wir den Gaufischen Integralsatz auf das Vektorfeld F': R — R" mit F(x) =
x an, so folgt aus div F'(z) = n erneut wie in Beispiel [2.2.11] fiir das Volumen k,, der
Vollkugel B;(0) C R™:

1

1 1
fin = / 1d"z = ~ / div F(x)d"s 220 = / (@, v(2))dS(z) = —w,,
B1(0) n JB,(0) n Jgn—1 n

wobei w,, das (n — 1)-dimensionale Volumen der Einheitssphire im R™ ist.

Wir brauchen spéter auch das folgende

Korollar 2.4.14.

Sei A C R” eine beschrinkte offene Teilmenge mit glattem Rand. Sei U C R” eine offene
Menge, die A enthlt. Seien u,v € C'(U). Wir schreiben abkiirzend fiir die partiellen
Ableitungen:

o ou
U = e

Dann gilt fir allei =1,... n:
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1. Der Satz von Gaufl komponentenweise:

/uid"x:/ uy;dS,
A dA

wobei v; die Komponenten des dufleren Normaleneinheitsvektors sind.

2. Die partielle Integrationsformel:

/uivdnx:—/uvidnmjL/ woy;dS.
A A dA

Seien nun u,v € C?(U). Dann gelten die Greenschen Formeln:

grad u, gradv)d"z = — [ uAvd"x + u@dS
{
A A oa Ov

mit der Normalenableitung % = (gradu,v) =Y w;v;.

ou ov ou
Aud™z = / —dS und / uAv — vAu)d"x = / (u— — v—) ds.
//; 9A (9V A( ) 9A (9V 8V

Beweis.

1. Wurde schon im Beweis des Gaufischen Satzes [2.4.10| gezeigt, vgl. Lemma [2.4.7]
2. Man wende 1. auf die Funktion u - v an.

3. Man ersetze in 2. die Funktion v durch die partiellen Ableitung v; und erhalte

/uividx: —/uviidw+/ uv;v;dS;
A A dA

summiere dann iiber i.

4. Man ersetze in 1. die Funktion « durch u;. Dann erhalt man

/uiidx:/ u;v;dS
A OA

diese Gleichung summiert man dann noch iiber i. Um die letzte Gleichheit zu zeigen,
vertausche man noch die Rollen von v und v in 3. und ziehe die Ausdriicke von
einander ab.
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2.5 Integration von Differentialformen und der Stokessche In-
tegralsatz

Wir folgen [E, §20-§21].

Definition 2.5.1
Seien U C R™ und V' C R™ offen, sei

W= Z Fivgedxjy Ao A dxj,

1<51<...<jrk<n

eine k-Form auf U und p: V — U eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann ist

YW = Z (fjl...jk © @)d%’l ARRRWA d@jk-

1<j1<...<jp<n

eine k-Form auf V', der Riicktransport oder Pullback ¢*w.

Wir halten ohne Beweis die wichtigsten Eigenschaften des Riicktransports fest:
Satz 2.5.2.

1. Der Riicktransport * ist linear: fiir A;, Ao € R und wy, ws k-Formen gilt
P (AMwr + Aowa) = A" (wr) + Aap™(wo).
2. Der Riicktransport ist vertraglich mit dem Dachprodukt,
P (wAn) =g (w) Ap*(n).

3. Der Riicktransport ist vertrdglich mit der dufleren Ableitung: Ist ¢ zweimal stetig
differenzierbar und w eine stetig differenzierbare k-Form, so gilt

d(p'w) = ¢*(dw).
4. Ist weiterhin W C RP offen, ¢: W — V stetig differenzierbar, so ist
(pot)w=1"(pw).
Wir brauchen explizitere Formeln fiir den Riicktransport.

Beispiel 2.5.3.
Seien V' C R™ und U C R” offene Teilmengen, ¢: V — U eine stetig differenzierbare
Abbildung. Die Differentiale der Koeffizientenfunktionen ¢;: V' — R liefern 1-Formen

j=1
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. Fiir den Riicktransport einer 1-Form w = Y7 | f;dz; auf U finden wir deshalb

Pw = Z(fz o p)dp; = Z (Z(fz © @)%) dt;

i=1 7j=1 =1

. Sei k = m, so dass die zuriickgezogene Form hochstméglichen Grad hat. Da Differen-
tialformen alternierend sind, folgt

Ipi, - - 03,)
ANty tr)

Es folgt fiir den Riicktransport einer m-Form auf R™ zu einer m-Form auf R™:

11 <t2...<ig

()p*w = ( Z (f“lk @) QO) det M) dtl AN dtk

11 <i2...<lip a(th s 7tk)

. Insbesondere gilt im Fall m = k = n fiir w = fdxy A ... Adz,
©'w = fop(detdp)dt; A...Adt,. 9)

Formen hochstmoglichen Grades transformieren sich also mit der Determinante.

Definition 2.5.4
Sei U C R™ offen. Eine n-Form

w= fdxy N\... \Ndz,

auf U heifit iiber A C U integrierbar, wenn die Koeftizientenfunktion f iiber A im iiblichen
Lebesgueschen Sinne integrierbar ist. Dann setzt man

/A wim /A F@)dm.

Insbesondere existiert fiir jede stetige n-Form das Integral iiber jedes Kompaktum A C R™.

Definition 2.5.5

Seien U,V C R"™ offen und ¢: U — V ein Diffeomorphismus. Gilt fiir alle x € U, dass
det((dy),) > 0, bzw. dass det((dy),) < 0, so heifit der Diffeomorphismus ¢ orientierungs-
erhaltend, bzw. orientierungsumkehrend.
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Satz 2.5.6.
Seien U, V' C R" offen und ¢: U — V ein Diffeomorphismus. Sei U wegzusammenhéngend;
dann ist ¢ entweder orientierungserhaltend oder orientierungsumkehrend. Sei

w= fdry N... Ndz,

eine stetige n-Form auf V. Sei A C U Kompaktum. Ist ¢ orientierungserhaltend, so gilt

/ w = /(p*w;
v(A) A

ist ¢ orientierungsumkehrend, so gilt

/ w = —/cp*w.
©(A) A

Beweis. Das folgt sofort aus dem Transformationsverhalten @ von Differentialformen
in Beispiel und dem Transformationssatz fiir Integrale. ad

Definition 2.5.7
Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R".

1. Unter einem Atlas 2 fiir M versteht man eine Menge {¢;: T; — V; : j € J} von
lokalen Parametrisierungen von M, deren Bilder M iiberdecken, also | ;Vi=M.

2. Lésst sich fiir M ein Atlas 2 finden, so dass fiir je zwei sich schneidende lokale
Parametrisierungen aus 2 der zugehérige Kartenwechsel-Diffeomorphismus T orien-
tierungserhaltend ist, so nennt man die Untermannigfaltigkeit M orientierbar. (Ori-
entierbarkeit ist eine Eigenschaft.)

3. Ist M versehen mit einem solchen Atlas, so nennen wir (M,2l) eine durch den Atlas
2( orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. (Die Wahl einer Orientierung ist
eine Struktur.)

4. Alle weiteren lokalen Parametrisierungen von M, die wir einem Atlas 2L, der eine Ori-
entierung definiert, hinzufiigen kénnen, so dass der Atlas immer noch eine Orientie-
rung definiert, nennen wir positiv orientiert; alle anderen lokalen Parametrisierungen
negativ orientiert.

Man kann eine Orientierung einer Untermannigfaltigkeit M als Aquivalenzklasse von At-
lanten verstehen. Wenn M zusammenhéngend ist, so gilt: Entweder ist M nicht orientier-
bar, oder es existieren genau zwei Orientierungen: Zu jeder Orientierung 2l gibt es auch
noch die entgegengesetzte Orientierung —<U.
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Definition 2.5.8

Sei U C R™ offen, w eine stetige k-Form auf U. Sei (M,2l) eine orientierte k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R™ mit M C U. Sei A eine kompakte Teilmenge der Unterman-
nigfaltigkeit M. Es soll das Integral von der k-Form w iiber (M,2l) erklért werden.

(Man beachte dabei, dass der Grad der Form gleich der Dimension der Untermannigfal-
tigkeit ist.)

e Erster Fall: Es gebe eine lokale Parametrisierung o: T — V C M gibt mit A C V,
und ohne Einschrdnkung sei ¢ positiv orientiert. Wir setzen

/ W= / Yrw.
(A20) =1(4)

Aus Satz[2.5.6] und Satz[2.5.2 folgt, dass dies unabhéngig von der gewéhlten lokalen
Parametrisierung ¢ ist.

e FEs gebe nun endlich viele beziiglich 21 positiv orientierte lokalen Parametrisierungen

gpj:TjL)ngM,j:L...,m, mit

AclJv
J

mit einer der Uberdeckung (V;); untergeordneten lokal-integrierbaren stetigen Tei-
lung der Eins

Qi UV1—>Rfﬁrj:1,...,m.
!

Wir setzen
A; == AN supp(ay) CVj.

und nennen die k-Form w integrierbar iiber A, falls w iiber alle A; im Sinne der
vorgehenden Betrachtung integrierbar ist. Dann setzen wir

w = (aj 0 @5) - (pjw).
Am ;;Lﬂw !

Man zeigt (wie bei der Definition des Integrals iiber Untermannigfaltigkeiten), dass
diese Definition der Integrierbarkeit und des Integrals unabhéngig von der Wahl der
lokalen Parametrisierungen und der Teilung der Fins ist.
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Definition 2.5.9

1. Sei (M,®l) eine durch den Atlas 2 orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R™ und ¢ eine beziiglich 2 positiv orientierte lokale Parametrisierung. Man nennt
fiir einen Punkt p € M die Basis ((O1¢)(p), - .-, (Owp)(p)) des Tangentialraums T, M
und alle gleich-orientierten Basen des Vektorraums T,,M (beziiglich 2() positiv orien-
tiert.

2. Istn > 2 und M spezieller eine Hyperfliche im R™ mit der Standard-Orientierung, so
ist ein beziiglich 2 positiv orientiertes Einheits-Normalenfeld auf M ein stetiges Vek-
torfeld v auf M, so dass fiir jedes p € M der Vektor v(p) ein Einheits-Normalenvektor
auf M ist, und so dass gilt: Ist (vy, ..., v,—1) eine beziiglich A positiv orientierte Basis
von T,M, so ist (v(p),v1,...,v,—1) eine beziiglich der Standardorientierung des R"
positiv orientierte Basis von R™.

Fiir den Beweis der folgenden Aussagen verweisen wir auf [E), §20].
Bemerkungen 2.5.10.

1. Wenn eine Hyperfliche M C R" eine Orientierung 2l besitzt, so existiert ein positiv
orientiertes Einheits-Normalenfeld.

2. Eine Orientierung einer Hyperfliche ldsst sich umgekehrt durch ein Einheits-
Normalenfeld v charakterisieren.

3. Fiir ein Kompaktum A C R" mit glattem Rand JA sprechen wir von der kanonischen
Orientierung des Randes 0A, wenn die Orientierung durch das dufSere Normalen-
Einheitsvektorfeld gegeben ist.

Wir erinnern an das vektorielle (Hyper-)Flachenelement aus Definition [2.3.13; Dies ist ein
n-Tupel von (n — 1)-Formen, dS := (dS), ...,dS,)". Somit ist fiir ein stetiges Vektorfeld
f=0(f1,..., fa): U— R™ der Ausdruck (f,dS) eine stetige (n — 1)-Form auf U.

Wir wollen die Integration von Differentialformen und von Funktionen in Beziehung set-
zen.

Satz 2.5.11.

Sei U offen im R™ und M C U eine Hyperfliche im R™, die durch ein Einheits-Normalenfeld
v: M — R" orientiert sei. Sei f = (f1,...,fn): U — R™ ein stetiges Vektorfeld auf U.
Dann gilt fiir jede kompakte Teilmenge K C M

[ (.05 = [ ). @)asta)
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Symbolisch wird die Aussage auch in der Form dS = vdS geschrieben. Man beachte, dass
auf der linken Seite eine (n — 1)-Form und auf der rechten Seite eine reellwertige Funktion
integriert werden.

Beweis. Wir betrachten nur den Spezialfall einer parametrisierten Fliche im R3: Es sei
U offen im R3 und M C U eine Fliche im R3, die mit nur einer lokalen Parametrisierung
©: T = M beschrieben wird, wobei T' offen im R? ist.

Es sei f = (f1, fo, f3): U — R3 ein stetiges Vektorfeld und K C M kompakt. Wir wollen
zeigen:

.08 = [ @) via)as),

Fiir t € T ist der Einheitsnormalenvektor im Punkt ¢(¢) € M gegeben durch das Vektor-
produkt
ip X Do
v(e(t) = mo————r
|01 x Do

Wir rechnen dann

[ (f,dS) = / fidas A dzg — / fodzy A dzs + / faday A das
K K

= /S (" frdps A dps — " fadpr A dps + @™ fsdepr A de2)
e HK)

_ / (w*fl (3902 Ops  Ops 8903)
1 () ot Ot;  ots ot
totf Ops o1 Ops D¢
7R\ oy o, ot on

¥ dp1 Opa  Op1 Opy
+¢f3(at1 o o o)) dande

dp 890>
— £ PN At A d.
[p—l(K) <90 f 8t1 atg ! 2

Wir haben dabei erst die Definition des vektoriellen Flichenelements dS eingesetzt, dann
die Definition des Integrals und die Definition des Riicktransports und dann
die Kettenregel, gefolgt von der Definition des Kreuzprodukts.

Unser Zwischenergebnis ist das in Definition definierte Integral einer 2-Form iiber
die Teilmenge ¢ !(K) C R?. Dieses Integral ist:

/ (f.d5) = / (" (1), Orp x Dyp)dtrdty
K 0~ (K)

= [ o). vlel) [P0 x Dagldady
e H(K) d;(fx)

=Lévwxwmmﬂm.
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Definition 2.5.12
1. Sei H;, C R* der Halbraum

{(21,...,7) € R | 2; < 0}.

Wir versehen den Rand OH, mit der durch das duflere Normalen-Einheitsvektorfeld
v mit v(x) = e; fiir x € OH, gegebenen Orientierung.

2. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und A C M. Ein Punkt
p € M heifit Randpunkt der Teilmenge A relativ zur Untermannigfaltigkeit M, falls
in jeder Umgebung von p sowohl Elemente von A als auch von M \ A liegen. Die
Menge aller dieser Randpunkte bezeichnen wir mit Oy;A. Dies ist eine Teilmenge der
Untermannigfaltigkeit M.

3. Wir sagen, ein Kompaktum A C M habe glatten Rand 0y, A, wenn gilt: Es existiert
fiir jedes p € Oy A eine lokale Parametrisierung ¢: T — V von M mit p € V,
so dass p(H, N T) = ANV und ¢(0H, NT) = dyyANV gilt. Eine solche lokale
Parametrisierung von M nennen wir randadaptiert.

Man zeigt:
Betrachtung 2.5.13.

1. Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R” und A C M kompakt mit
glattem Rand, so ist dps A eine kompakte (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R™.

2. Ist die Untermannigfaltigkeit M zusétzlich orientiert, so erhilt man eine induzierte
Orientierung auf dem Rand 03, A: Man wéhle nur randadaptierte lokale Parametri-
sierungen, die positiv orientiert sind, und schrinke diese auf den Rand 0y, A ein.

3. Im Fall K = n, M C R" offen, A wie in 2, ist die auf dy;A durch die kanoni-
sche Orientierung von M induzierte Orientierung diejenige, die durch das &uflere
Normalen-Einheitsvektorfeld gegeben ist.

Der folgende Satz ist schon ein Spezialfall des Satzes von Stokes:

Lemma 2.5.14.
Sei w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form im R* mit & > 2, mit kompaktem Tréiger.

Dann gilt
/ dw = / w.
Hy, OH,
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Beweis.
e Wir schreiben die (k — 1)-Form w als

k

W= (-1 fydwy AL Aday AL Aday,
j=1
mit C'-Funktionen fi,..., fz. In der von der randadaptierten lokalen Parametri-

sierung induzierten lokalen Parametrisierung B: R*¥' — 0H, des Randes mit
(tl, N ;tk—l) — (O,tl, . 7tk—1) gllt

ﬁ*w == f1<0,t1, e ,tk_l)dtl VANPIIAN dtk_l;

also folgt fiir das Randintegral
/ W = fl(O, tl, ce ,tk_l)dk_lt.
8Hk Rk—1

e Wir berechnen das Integral der k-Form

k
dw:Z%dml/\.../\d:v;C

X
j=1 =/

iiber den Halbraum H;, = R_ x R¥"L Fiir jedes feste (zo,...,7;) € RF! folgt, da
die Komponentenfunktion f; kompakten Tréger hat

0
0
/—oo a_i‘i(xhx% s ,[Ek>d$1 - f1(07x27 T ,l‘k).

Es folgt durch weitere Integration:

0
a—fl(ﬂfl, To, ... ,.Tk)dl’l Ce d.ﬁL’k = f1<0, To, ... 7ﬂj‘k)dx2 Ce d.fl}k
Hy, T1 RE—1

Fir 2 < 5 <k gilt

af; / /afj —
23 owp)dry . day, = £ iy ) doy .. . da, ... doy.
/H N (21, 22,...,2)dx; T Y x; | day T T

Fiir festes (x1,...,2j_1,%j41,...,2;) hat die Funktion z; — f;(x1,...,z;) kompak-
ten Trager. Also verschwindet das Integral in der Klammer. Insgesamt ergibt sich

/ dw = fl(o,l'g,...,l’k)dl’g...dl'k:/ w.
Hk Rk-1 aHk
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Wir kénnen nun den Stokesschen Integralsatz in seiner vollstédndigen Form formulieren:

Theorem 2.5.15 (Stokesscher Integralsatz im R™).

Sei U offen im R™. Sei M C U eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
(mit & > 2) und w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form in U. Dann gilt fir jedes
Kompaktum A C M mit glattem Rand 03, A, wobei wir dj; A mit der von M induzierten

Orientierung versehen:
/ dw = / w.
A oA

Der Stokessche Integralsatz gilt auch fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten.

Beweis.

e Wie im Beweis des Gauflschen Integralsatzes fithren wir zu einem randadaptierten
Atlas ein feine beliebig oft differenzierbare Teilung der Eins o, ein und zerlegen die

(k —1)-Form w:
w = Z QW
P

Es geniigt wieder, den Stokesschen Integralsatz fiir die einzelnen Summanden zu
beweisen.

e Wir nehmen daher an, dass M N supp(w) kompakt und ganz in Bild einer lokale
Parametrisierung ¢: Q@ — V' C M aus dem randadaptierten Atlas enthalten ist. Die
Differentialform ¢*w auf 0 C R¥ kann daher durch Null zu einer auf ganz R* stetig
differenzierbaren Differentialform @ mit kompaktem Trager fortgesetzt werden. Es

gilt
(%) /dw déf/ 0" (dw) 3/ dgo*w:/ do.
A HiNQ HpNQ Hj,

e Betrachte die Einbettung
p: RFI 5 RE
(ul,...,uk,l) — (0,u1,...,uk,1)

und
Qo := B HOH,NQ) C R

Dann ist
vi=pof:Qy— Vy:=0ANV

eine lokale Parametrisierung des Randes dy; A. Dann ist

() / w Yo = B p*w = PRPES / .
8MA Qo QO Rk-1 aHk

Die Gleichheit von (*) und (**) und somit die Behauptung folgt nun aus Lemma

2514
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Korollar 2.5.16.
Sei U C R™ offen und w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form auf U. Dann gilt fiir jede
orientierte, kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C U

/dw:O.
M

Beweis. Da M kompakt ist, wdhle im Stokesschen Satz [2.5.150 A = M. Da die
Mannigfaltigkeit M keinen Rand hat, ist OM = (). O

Wir leiten aus dem Stokesschen Satz [2.5.15| zwei klassische Integralsétze ab.
Bemerkungen 2.5.17.

1. Sei U C R? offen. Betrachte eine parametrisierte Fliche M C U im R3. Ferner
sei ein differenzierbares Vektorfeld F': U — R? gegeben, das mit dem vektoriellen
Linienelement d§ aus Definition [2.3.13| eine 1-Form w := (F, ds) liefert.

Sei A C M ein Kompaktum in der Fliche M mit glattem Randweg ¢: [a,b] — M, der
positiv umlaufend sein soll. Dann erhalten wir mit dw = (rotF, dS) aus Betrachtung
2.0.10l

[ (rotF(z), v(x))dS(z) 22l /A<rotF,d§>:/dw

A

/ w:/ (F,d3)
oA oA

- /[ (Pl ¢ et

Dies ist der klassische Satz von Stokes.

2. Der klassische Satz von Gauf} ist der Spezialfall k = n des Satzes von Stokes [2.5.15]
Mit der (n — 1)-Form w = (F,dS) ist hierbei wie in Beispiel [2.3.14]3

dw = (div F) -dzxy A ... Ndxy,.

Wir finden

[ divFd"z = / / / (F,dS)
BMA oA

el /aA(F VS
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3 Distributionen und Fouriertransformation

Sei p(z), = € R™ eine Dichtefunktion, d.h. p ist reell, nichtnegativ und Lebesque-

integrierbar, und
IREEE

In der Quantenmechanik zum Beispiel ist p(z) = [1(z)|? eine Wahrscheinlichkeitsdichte,
und [, [¢(x)|*d"z ist die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen in der messbaren Menge A an-
zutreffen. Zu Illustrationszwecken nehmen wir an, dass p(z) nur im Inneren eines Quaders
() mit Volumen L™ nichtverschwindende Werte annimmt. Die Dichtefunktionen

pe(z) = k" p(kx), keN,

haben nichtverschwindende Werte nur in einem Quader @, dessen Volumen im Vergleich
zum Volumen von () um den Faktor k=™ kleiner ist. Dafiir sind die Werte an einem Punkt
x mit p(kx) > 0 um den Faktor k" vergrossert. Insgesamt gilt

/ pe(z)d"x =1 fiir alle k € N.

Intuitiv kann man geneigt sein, den Grenzwert limy .., pr als punktartig konzentrierte
Dichtefunktion zu interpretieren. Eine Funktion im iiblichen Sinne kann dieser Grenzwert
allerdings nicht sein. Funktionen f, die einem einzigen Punkt z € R™ den Wert oo zuord-
nen, und allen anderen Punkten den Wert 0, hiitten das Integral [ f(z)d"z = 0, und sind
somit keine verallgemeinerten Dichtefunktionen. Die Theorie der Distributionen schafft
einen Rahmen, in dem die Grenzwerte limy_, ., pr sinnvoll definierte mathematische Ob-
jekte sind, welche der Intuition punktartig konzentrierter Dichtefunktionen einen prézisen
Sinn verleihen. Verwandte mathematische Objekte dienen als Fundamentallosungen vie-
ler linearer partieller Differentialgleichungen, aus denen sich allgemeinere Lésungen durch
Bildung von Linearkombinationen “zusammensetzen” lassen. Korrelationsfunktionen in
Quantenfeldtheorien sind ebenfalls in der Regel Distributionen.

Die Idee: Angenommen wir kennen eine geniigend grosse Klasse D von “gutartigen” Funk-
tionen ¢ : R™ — R so dass

/ o(x)f(x)d"z =0 fir alle ¢ € D

fiir stetige Funktionen f impliziert, dass f = 0 gilt. Die Funktionen ¢ € D nennt man
dann auch Testfunktionen, da man die Gleichheit zweier stetiger Funktionen f und g
testen kann, indem man priift, ob

| e (s - g@)are =0
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fiir alle ¢ € D gilt. In diesem Sinne sind stetige Funktionen f vollsténdig bestimmt durch
die Gesamtheit aller Werte

T[] := /n o(x)f(x)d"z € R", fir ¢ e€D.

Die Zuordnung D > ¢ — T¢[p] € R definiert eine lineare Abbildung 77 von D nach R.
Fiir geeignete Wahl von D kann man zeigen, dass T stetig ist, d.h. die Konvergenz (in
einem noch zu spezifizierenden Sinne) einer Folge von Testfunktionen ¢; — ¢ impliziert

Ttlex] — Trlg]-

Es ist dann naheliegend, den Raum D’ aller stetigen linearen Abbildungen von D nach
R zu betrachten (D’: Dualraum von D). Die Elemente von D’ nennt man Distributionen.
Die Zuordnung f — T} erlaubt es, D als einen Unterraum von D’ aufzufassen.

Betrachtet man nun Folgen (fi),cy von Funktionen in D (die insbesondere stetig sein
miissen), fiir welche die Grenzwerte

Tlp] = lim Ty, [p]

k—o0

fiir alle Testfunktionen ¢ exisitieren, so kann man dadurch lineare Abbildungen 7' : D — R
definieren. Fiir die hier betrachteten Rdume D der Testfunktionen kann man zeigen, dass
derartige Grenzwerte 1" = limy_,, Ty, immer stetig sind, also Elemente von D’ definieren.
Auf diese Art werden wir sehen, dass Grenzwerte der Folgen (p)ken von Dichtefunktionen
spezielle Distributionen sind, die sogenannten Dirac d-Distributionen.

Fiir die in dieser Vorlesung betrachteten Rédume D stellt sich weiterhin heraus (das werden
wir aber nicht beweisen), dass alle Distributionen 7' € D’ als Grenzwerte von Folgen
(T}, )keny mit fr € D fiir alle k € N dargestellt werden kénnen. Es ist daher naheliegend,
Distributionen als “verallgemeinerte Funktionen” zu betrachten.

3.1 Distributionen, Faltung von Funktionen und Distributionen

Material zu diesem Kapitel findet man in [F, §10,§17]. Die folgenden Begriffe waren schon
Gegenstand der MfP2.

Definition 3.1.1

1. Sei U C R" eine offene Menge. Wir bezeichnen mit C™(U) den R-Vektorraum der
m-mal stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen in U und mit C*°(U) den
Vektorraum der beliebig oft stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen.

2. Wir verwenden wieder Multiindizes: fiir « = (a1, ...,a,) € N" bezeichnen wir mit
la] == a1 + ...+ a, die Ordnung von « und setzen

= ey und 0% f =07 ... O f, mit 0; =

0
8@ ’
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3. Ein linearer Differentialoperator der Ordnung k auf einer offenen Menge U C R™ hat

die Gestalt
L= Z a,0%,

lor| <k

mit a € N" und a, € C>*(U).

4. Sind alle Koeffizientenfunktionen a,, konstant, so spricht man von einem Differential-
operator mit konstanten Koeffizienten.

Bemerkungen 3.1.2.

1. Fiir jeden linearen Differentialoperator L der Ordnung k definiert man durch f — Lf
lineare Abbildungen C™(U) — C™™(U), m > k, bzw. C>®(U) — C>=(U).

2. Lineare Differentialoperatoren der Ordnung k£ = 0 sind einfach die Multiplikation
f > agf mit einer glatten Funktion ay.

3. Die linearen Differentialoperatoren der Ordnung % bilden einen Vektorraum. Des
Weiteren definiert man mit Hilfe der Komposition der Abbildungen f +— L;f die
Komposition oder Hintereinanderausfithrung L; o L, von Differentialoperatoren.

Sei Ly ein Differentialoperator der Ordnung k£ und L. ein Differentialoperator der
Ordnung [. Man zeigt, dass Ly o Ly ein Differentialoperator der Ordnung k + [ ist.
Insbesondere kann man ihn in der Form Z\al <hi1 @0 schreiben.

4. Es ist dabei im allgemeinen Ly o Ly # Ly o Ly, d.h. der Kommutator [Ly, Ls] =
Ll e} LQ - L2 o) Ll ist i.a. 7é 0.

Beispiel 3.1.3.

Wir betrachten Differentialoperatoren auf R™. Seien j, k € {1,...,n}. Wir setzen L; =
0

0; = =— und Ly = xy.

0xj
Dann gilt fiir f € C°°(R™) nach der Produktregel:

9, 0

Ly(Lof) = a_%(iﬂk f) = O f + 2 8_:cjf’

sowie
0

Ly(Lyf) = xk%ﬂ

also ist [Ly, Lo] = [0;, xi] = 6. Dieser Kommutator ist fundamental fiir die Quantenme-
chanik.
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Definition 3.1.4

1.

Wir bezeichnen fiir k € NU{oo} mit C*(R") den Raum der Funktionen ¢: R"® — R,
fiir die

(a) alle partiellen Ableitungen 0%y fiir alle « € N mit || < k existieren und stetig
sind.

(b) deren Trager supp(y) := {x € R*: p(z) # 0} kompakt ist.

. Als Testfunktion bezeichnen wir alle Funktionen aus dem Raum C2°(R"™). Man be-

zeichnet den Raum der Testfunktionen auch mit D(R™).

Wir definieren einen Konvergenzbegriff auf dem Raum der Testfunktionen. Sei (¢,)
eine Folge von Testfunktionen und ¢ € D(R") eine Testfunktion. Dann sagen wir

Pv ? @,
wenn

(a) es ein Kompaktum K C R™ gibt, so dass supp(y,) C K fiir alle v und supp(p) C
K.

(b) fiir jeden Multiindex o« € N" die Folge der Ableitungen 0%p, fir v — oo
gleichméBig auf K gegen 0%¢ geht.

Bemerkungen 3.1.5.

1.

2.

Der Grenzwert ist eindeutig.

Die Konvergenz von (¢,) gegen ¢ in D ist eine viel stérkere Bedingung als die punkt-
weise oder gleichméflige Konvergenz von Funktionenfolgen.

Wir bemerken, dass fiir jeden linearen Differentialoperator L und fiir jede Testfunk-
tion ¢ € D(R™) auch L eine Testfunktion ist.

Definition 3.1.6
FEine Distribution auf dem R" ist eine stetige lineare Abbildung

T:D—=R, ¢~ T[pl.

Dabei bedeutet die Stetigkeit von T, dass fiir jede Folge (v,) in D mit ¢, ? @ Konver-

genz Tp,] — T|p] in R gilt.

Der Vektorraum aller Distributionen auf dem R™ wird mit D'(R™) oder kurz D' bezeichnet.
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Beispiel 3.1.7.
Sei f: R™ — R eine stetige Funktion. Fir ¢ € D(R") sei

Ttlg] := . f(x)p(z)d" .

Es ist T} linear und stetig (vgl. UA), also eine Distribution. Man nennt 7} die durch f
definierte requldre Distribution.

Bemerkungen 3.1.8.
Ist V' C R"™ eine beliebige offene Menge, so gibt es wegen Betrachtung stets eine
glatte Funktion ¢ > 0 mit kompaktem Tréager und suppp C V.

Lemma 3.1.9.
Ist U offen im R™ und f: U — R stetig und gilt [, f(z)- () d"z = 0 fiir alle Testfunk-
tionen ¢ € C°(R™), so ist f = 0.

Insbesondere ist die lineare Abbildung 7": C'(R") — D’'(R") injektiv.

Man kann daher stetige Funktionen f mit den ihnen zugeordneten regulidren Distributio-
nen identifizieren, die wir dann sowohl mit 7y € D’ als auch wieder mit f bezeichnen.

Beweis. Angenommen, es gibt einen Punkt @ € U mit f(a) # 0. Ohne Einschréankung
konnen wir f(a) > 0 annehmen. Wegen der Stetigkeit von f gibt es dann eine Umgebung
V C U von a und ein § > 0, so dass

f(x) >4 fir alle x € V.

Wie bemerkt gibt es eine glatte Funktion ¢ > 0 mit kompaktem Trager und suppy C V.

Damit ist
Léﬂwwmwwﬁfﬁﬂwﬂmzqﬁﬂ@>a

Beispiel 3.1.10.
Sei f: R™ — R eine lokal-integrierbare Funktion. Fiir ¢ € D(R") wie oben sei

Tyl = | f)p(aa.

Durch T': f — Ty wird dann eine lineare Abbildung vom Raum der lokal-integrierbaren
Funktionen £} (R™) in den Raum der Distributionen D'(R") gegeben, deren Kern aus
den lokal-integrierbaren Funktionen besteht, die fast iiberall Null sind.

Auch in diesem Fall nennt man T die durch f definierte reguldre Distribution, und man
bezeichnet T € D’ oft auch wieder einfach mit f.
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Es stellt sich also die Frage, ob es Distributionen gibt, die nicht regulér sind.

Beispiel 3.1.11 (Diracsche 6-Distribution).

Sei a € R™. Wir betrachten die Linearform auf D(R"), die auf ¢ € D(R"™) den Wert
dalp] = ¢(a) €R

annimmt. Dann ist d, linear und stetig, also eine Distribution, die Diracsche §-Distribution
zum Punkt a. Wir geben ohne Beweis an, dass es kein f € £ (R") gibt mit T} = d,.

loc

Wir wollen nun auch Konvergenz von Distributionen einfiihren:

Definition 3.1.12
Ist T € D'(R™) eine Distribution und (T,),en eine Folge von Distributionen in D'(R™), so
sagen wir T, konvergiert in D’ gegen T, in Zeichen

T, — T,
'D/

wenn fiir alle Testfunktionen ¢ € D(R") gilt:

lim T[] = T[e).

V—r00

Der letzte Grenzwert ist der Grenzwert einer Folge reeller Zahlen. Die Konvergenz in D’

wird also mit Funktionen ¢ € D(R™) “getestet”.

Beispiel 3.1.13.

Sei (f,) eine Folge stetiger Funktionen f,, die auf jedem Kompaktum K C R" gleichméfig
gegen die Funktion f: R"™ — R konvergiert. Fiir jede Testfunktion ¢ € D(R") gilt dann
nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz [I.4.§]

lim [ f, (z)p(z)d"s = . f(@)e(z)d .

V—00 Rn

also
Ty — T,.
fv y f

Satz 3.1.14 (Dirac-Folgen).
Sei f € L'(R") eine (Lebesgue-)integrierbare Funktion auf dem R™ mit

f(z)d"z = 1.
Rn
Fiir k € N sei fi(x) := k" f(kz). Dann gilt fiir jede Testfunktion ¢ € D(R") :
lim [ fi(z)p(z)d"z = ¢(0).
k—o0 Rn

also fi 7 do.-
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Bezeichnet g: R — R die Funktion mit supp(g) = [—1, 1] aus Betrachtung [2.4.9] so kann
man f z.B. als die glockenférmige glatte Funktion

n

f(z) = =G(x), G(z) = Hg(xj), r=(21,...,2,), I'= /n G(z)d"x

J=1

wihlen, so dass die Funktionen f;, mit wachsendem k& immer steiler und immer mehr um
den Nullpunkt konzentriert sind. In sehr dhnlicher Art und Weise definiert man Folgen,
deren Grenzwert die Distributionen 9, fiir beliebige a € R™ sind.

Beweis. Mit der Substitution y = kx erhalten wir

[ f@ewra ™ [esaomars 2 [ ety
Sei M := sup,epn |p(2)|. Dann gilt
|f(W)e(y/k)| < M|f(y)| fir alle k € N und y € R,

so dass f(y)p(y/k) fiir alle k gegen eine integrierbare Majorante abgeschétzt ist. Wegen
der Stetigkeit der Testfunktion ¢ gilt

Jim f(y)e(y/k) = f(y)e(0).

Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt daher

lim [ f(y)p(y/k)d"y = . f(W)e(0)d™y = ¢(0).

k—oo R™

Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkungen 3.1.15 (und Definition).
Wir mochten die Ableitung von Distributionen definieren. Dabei soll die Ableitung einer
regulédren Distribution Ty gerade die zur Ableitung von f gehérende regulére Distribution
sein. Genauer: Ist ein linearer Differentialoperator L auf dem R™ gegeben, so mochten wir
eine Abbildung L: D" — D’ erkldren mit

LT; =Ty

Sei L ein Differentialoperator der Ordnung £ auf der offenen Menge U C R”. Ein Diffe-
rentialoperator M der Ordnung k in U heifit (formal-)adjungiert zu L, falls

Jotp-ears= [ 1o
U U
fiir alle f € CK(U), ¢ € C*(U) gilt.
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Wir brauchen spéter dafiir das folgende

Lemma 3.1.16.
Sei U C R” offen und j € {1,...,n}. Dann gilt:

1. O2(L) 1y — 0 i alle o € CH(U).
v Oz

2. / /() cp(x)d"x = —/ f(x)—&p(x)d”x fir f € CY(U) und ¢ € CL(U).
v Oz, U Oz,

Es ist dabei jeweils wesentlich, dass mindestens eine der auftretenden Funktionen
kompakten Tréager in U hat. Andernfalls gibt es Randterme.

Beweis. Es folgt 2. aus 1., denn f - ¢ € C}(U) und es gilt nach der Produktregel

ofp) _ of Op
or; Oz, ot oz

Zum Beweis von 1. nehmen wir U = R" an, indem wir ¢ € C}(U) durch Null zu einer
Funktion in C!(R") fortsetzen. Ferner kénnen wir uns auf den Fall j = 1 beschriinken.
Sei R > 0 so gro gewihlt, dass suppy C (—R, R)". Fiir jedes feste (z,...,1,) € R*"!
gilt dann

agp(w) 1=
\/R axl dxl - 90(5171, L2y - 73771,) :z:i:]_%R = O

und somit auch
—a(p(x)d"x =0.

Rn™ axl

Satz 3.1.17.
Zu jedem Differentialoperator L der Ordnung k auf einer offenen Menge U C R" gibt es
einen eindeutig bestimmten (formal-)adjungierten Operator M =: L*. Es gilt:

1. (AL)* = AL* fir A€ R
2. (L + Lo)* = Lt + L}

3. (LyoLy)*=1L50 L3
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Beweis.

e Zur Eindeutigkeit: seien M und M’ beide formal adjungiert zu dem Differentialope-
rator L. Dann gilt fiir alle ¢ € C>°(U) und f € C*(U)

Jotr=arno= [(r-n-1e=o.

Aus Lemma folgt nun M f — M'f = 0 fiir alle f € C*(U) und somit M = M’

e Wir zeigen die Rechenregeln unter der Annahme der Existenz des adjungierten Diffe-
rentialoperators: existieren L*, L1 und L}, so existieren (AL)*, (L4 Lo)* und (Ly0Ls)*
und haben die angegebene Form. Dies folgt daraus, dass fiir alle ¢ € C°(R™) gilt

Jowrpe= [rone=x [ rwe = [ore
/<<L1+Lz /f L+ Lo = [Wine+ [

Jwsorine = [wintae) = [ 1o mye) = [(tio e
mit Lemma [3.1.0

e Fiir einen Differentialoperator nullter Ordnung L = a mit a € C*(U) ist L* = a

o [tane= [ sap)

Fir L = a%i folgt aus Lemma [3.1.16{2, dass L* = —a%i. Da sich jeder lineare Diffe-

rentialoperator durch Addition und Komposition aus diesen speziellen Differential-
operatoren aufbauen lésst, folgt die Existenz des adjungierten Operators.

Beispiel 3.1.18.

- 0
1. Sei L = a; a; o ein Differentialoperator erster Ordnung. Dann ist
Z aax] =2 405 P g

j=1
. "0 u 0 0 “ 0 Ja;
L —Z<8x]) oaj:Z—[a—%,aj]—ajoa—%:—Z 9 Zax]
Jj=1 Jj=1 j=1 =
2. Fiir einen Differentialoperator L = Zlal <k C,, 0% mit konstanten Koeflizienten ¢, € R

erhalt man induktiv:
L= (=10,
o] <k

Zum Beispiel ist der Laplace-Operator formal selbstadjungiert, also A* = A.
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Definition 3.1.19
Sei T' € D'(R™) eine Distribution und L ein linearer Differentialoperator auf dem R".
Dann definieren wir eine Linearform LT: D(R™) — R durch

(LT)[p] = T[L*y] fiir alle p € D(R").

Wir werden gleich sehen, dass die Linearform LT stetig auf D(R™) ist, also eine Distribu-
tion 1st.

Beispiel 3.1.20.

1. Im Fall eines linearen Differentialoperators nullter Ordnung, L = a € C*(R™), ist

(a-T)e] =Tla-¢l.

d
2. Im Fall eines linearen Differentialoperators erster Ordnung auf R, etwa fiir L = e
x
ist J g
—T = —T|—y].
(- D)l¥l [5¥]

Insbesondere ist nun also eine Ableitung der Dirac-Distribution erklart.

Bemerkungen 3.1.21.

1. Sei L ein Differentialoperator der Ordnung k. Fiir jede C*-Funktion f: R® — R gilt
fiir die regulédre Distribution zu Lf, dass

Tusle] = / (Lf)p = / (L7 9) = Ty (L o) 2B 1Ty,

Ist f differenzierbar, so stimmen also die Ableitungen als Funktion und als Distribu-
tion iiberein.

2. Es bleibt zu zeigen, dass fiir jede Distribution 7" die Linearform LT stetig ist und
somit eine Distribution ist, also LT € D'(R") gilt.

Gilt ¢, 7 ¢, 50 folgt nach Definition [3.1.4] dass L*¢p, - L*p, und aufgrund der
Stetigkeit der Distribution 7T fiir die Folge reeller Zahlen, dass

LT[y = T[L*¢y] = T[L"¢] = LT[g].
Damit ist aber LT auf D stetig und somit eine Distribution.

Satz 3.1.22.
Fiir Distributionen sind Limesbildung und Differentiation vertauschbar: gilt T, - T

und ist L ein linearer Differentialoperator auf R", so gilt LT, 7 LT.
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Beweis. Sei ¢ € D(R") eine beliebige Testfunktion. Nach der Definition [3.1.12] der

Konvergenz in D’ ist zu zeigen, dass

lim (LT,)[¢] = (LT)[¢].

vV—00

Dies ist aber nach der Definition [3.1.19 von LT dquivalent zu

lim T, [L*p] = T[L"¢].

V—00
Dies folgt aber unmittelbar aus der Definition

tion ¢ auch L*p eine Testfunktion ist.

Beispiel 3.1.23.

3.1.12

von T, - T, da fiir jede Testfunk-
O

1. Wir betrachten die Folge der Funktionen f,: R — R mit f,(z) := sinvz fiir v € N.
Diese konvergiert nicht. Es gilt aber im Sinne von Distributionen:

fu - 0 (d.h. Ty, - 0).

Betrachte dazu die Folge der Funktionen

1
gv: R — R mit g,(z) := —— cos vz,
v

die auf R gleichméfig gegen die konstante Funktion 0 konvergiert. Wegen der Aussage

in Beispiel |3.1.13| gilt

T, —s Ty = 0.
’Dl

Wir diirfen nach Satz [3.1.22] Limesbildung und Differentiation vertauschen. Es ist

g, = f,, also gilt fiir die Ableitungen

d

Ty, — —0=0.

'D/

dz

2. Wir betrachten die Heavisidesche Sprungfunktion (nach Oliver Heaviside):

H:R—Rzx+—

0,
L

fiir z < 0,
fir z > 0.

An der Stelle x = 0 ist H nicht als Funktion differenzierbar. Es ist jedoch die zu-
gehorige Distribution Ty differenzierbar und es gilt

d

—TH = 50.

dx

Um dies zu sehen, betrachte ¢ € D(R) und wihle R > 0 so groff, dass supp(y) C

(=R, R) gilt. Dann ist

(Tl BTy ()
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Bemerkungen 3.1.24.

Man kann analog komplexwertige Distributionen definieren. Man zeigt dann, dass eine
komplexwertige Distribution 7" € Di(R™) die Gestalt T' = T} + T, hat, wobei 11,7, €
D'(R™) reellwertige Distributionen sind.

Fiir eine komplexwertige Distribution 7' € D (R™) und eine komplexwertige Testfunktion
© = 1+ ipy € De(R™) mit ¢y, o € D(R™) ist dann

Tlp] := (Tilpr] — Talpa]) +i(Ti[p2] + Ta[p1]).

Betrachtung 3.1.25.

e Sei f lokal integrierbar und ¢ € D(R") eine Testfunktion. Dann hat fiir jedes x € R”
die Funktion

y = f(y)elz—y)
kompakten Triiger und ist in £'(R"). Also ist das Faltungsintegral
(Fre)a) = | F)elz=y)dy
definiert.
o Ausgedriickt durch die Distribution 7'y haben wir
(f x ) (@) = Ty [Tl

mit der Testfunktion 7, (y) := ¢(x — y).

Daher definieren wir

Definition 3.1.26
Sei T' € D'(R™) eine Distribution und ¢ € D(R") eine Testfunktion. Dann ist die Faltung

(Txp): R" >R

die durch
(T x p)(z) := T[] fiir x € R"

definierte Funktion.

Bemerkungen 3.1.27.

1. Das Faltungsprodukt x: (T, @) — T % ¢ ist linear in beiden Argumenten.
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2. Seien f,g € L'(R"). Nach Bemerkung ist die Funktion (z,y) — f(y)g(z) iiber
R?" integrierbar. Daher ist auch die Funktion (z,y) — f(y)g(z — y) iiber R*" inte-
grierbar. Aus dem Satz von Fubini folgt, dass fiir fast alle x € R™ das Integral

(fxg)(x) = . fW)(F29)(y)d"y = . fy)g(x —y)d"y

definiert ist. Man setzt in den Punkten x € R", in denen das Integral nicht definiert
ist, (f*g)(z) :=0.

3. Zur Interpretation: sei f € L'(R") und ¢ eine Testfunktion mit supp(p) C B,(0),
die der Normierungsbedingung

/ p(x)dr=1und ¢ >0
B:(0)

geniige, was etwa bei einer Dichteverteilung der Fall ist. Die Faltung

(%) () = / F()o(a — y)dy

Br(x)

ist dann die mit der Verteilung ¢ ausgeschmierte Funktion f.

Lemma 3.1.28 (Eigenschaften der Faltung).
Seien f,g € L'(R™). Das Faltungsprodukt * ist kommutativ, assoziativ und hat die fol-
genden Eigenschaften:

LoA[f*glls < [Ifllxllglls,

2. supp(f *g) € {z +y|z € supp(f),y € supp(g)}.

Beweis. Die Kommutativitit folgt aus der Substitution y — = — y und der Transfor-
mationsformel [1.5.12] fiir affine Abbildungen:

| w99y | f)el - )y

Die restlichen Aussagen iiberlassen wir als einfache Ubungsaufgabe dem Leser. a

Beispiel 3.1.29.
Fiir die Diracsche d-Distribution zum Punkt 0 gilt fiir jede Testfunktion ¢ € D(R™) und
fiir alle x € R”
(0o x p)(z) = do[Tatp] = (7o) (0) = p(z — 0) = p(z)
und somit
do *x = .

Die Diracsche Deltadistribution verhélt sich also wie ein neutrales Element fiir die Faltung.
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Satz 3.1.30 (Differenzierbarkeit der Faltung).
Fiir jede Distribution 7" € D’(R™) und jede Testfunktion ¢ € D(R™) ist die Funktion Tx ¢
beliebig oft differenzierbar, T'x ¢ € C*°(R"). Es gilt, mit j € {1,...,n}:

0 (T'x ) =T % (9;0) = (0;T) % .

Fiir den Beweis verweisen wir auf [E}, §17].

3.2 Fourier-Transformation und temperierte Distributionen

Betrachtung 3.2.1.

1. Fur 27m-periodische, tiber dem Intervall [0,27] Riemann-integrierbare Funktionen
f: R — C hatten wir Fourier-Reihen )", _, cxe’** betrachtet. Anstelle von Fourier-
Koeffizienten

1 2m )
k= —/ f(z)e **dz fir k € Z
2w Jo

fiir periodische Funktionen f: R — C betrachten wir die fiir eine beliebige integrier-
bare Funktion f € £}(R) durch

f(é) = \/%/Rf(x)e_“fdx, mit £ e R

gegebene Fourier-Transformierte f . Hierbei ist £ € R zugelassen, nicht nur ¢ € Z.
Dieses Integral existiert nach Beispiel [1.4.12 Wir entwickeln die Theorie gleich fiir
integrierbare Funktionen auf dem R™, also f € £L'(R").

2. Betrachte den R™ mit dem euklidischen Standardskalarprodukt
(x,8&) = Zxkfk fiir z, £ € R™.
k=1

Fiir eine integrierbare Funktion f € L£1(R") und jedes £ € R" gehort die Funktion
x> f(2)e”" @9 als Produkt der integrierbaren Funktion f mit der lokal integrier-
baren beschriinkten Funktion e#*¢) nach Korollar [1.4.11}2 wieder zu £'(R"). Also
existiert das Integral

¢ 1 —i{x, n n
f(€) 1zw/ﬂwf($)€ wOdry, ¢ € R,

Die so definierte Funktion f' - R* — C ist, wie wir in Beispiel im Falln =1
gesehen haben, stetig nach dem Stetigkeitssatz [I.5.1] und beschrénkt mit Schranke

FO) < Gl fi lle € € (10)
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Definition 3.2.2
Sei f € L'(R"). Die durch das Integral

£ — # r 67i<x,£> . n
F6) = Gy | f@e e, g err,

definierte stetige und beschriankte Funktion f : R™ — C heifit die Fourier-Transformierte
der Funktion f.

Beispiel 3.2.3.
Wir betrachten GauB-Funktionen f(z) = e~ 1#1°/2 mit 2 € R”.

1. Im eindimensionalen Fall, n = 1 sieht man durch quadratische Ergénzung

o - =/
1

_ e—x2/2—m5+52/2e—52/2d$

Var Js
1)

e—x2/2—iz§dx

2. Man kann auch mit dem Differentiationssatz [1.5.3| argumentieren: Fiir die Funktion
F:ém o e~7*/2=w€ 4z oilt nach einer partiellen Integration
F'(&) a3 Jp e 27 dy
= je v 2eminl o ¢ J e~ 2e=inE gy

so dass F' der linearen Differentialgleichung F'(§) = —¢F(§) geniigt. Da F(0) =
2 [ e~ @V Az = /21 gilt, erhilt man F(¢) = v27 e~¢*/2 und damit wieder

3. Ebenso ist im allgemeinen Fall n > 1:

f(é:) _ 1;[(\/%7 /Rex,%/Zeixuiude) — He*§3/2 _ f(é:)

Bemerkungen 3.2.4.

1. Sei f € LY(R™) eine integrierbare Funktion mit Fourier-Transformierter f. Fiir A #0
setzen wir g(x) := f(Az). Mit Hilfe des Transformationssatzes [1.5.12] fiir die affine
Transformation y = Ax folgt

R 1
9(§) = 2o Je

—i(x n 1 1 —1 Lon
fAz)e @8 amy = B s fly)e @93y



2. Als Beispiel erhalten damit fiir a > 0 die Fourier-Transformierte von f(x) = e~ ll#ll*/2a?
als
f(e) = ate—lEl?/2.

GauB-Funktionen mit kleinem a, also engem Peak, haben also Fourier-Transformierte
mit grofem Peak.

3. Betrachte die Funktion

frR — R

N 1 fur |z <1,
0 fiir |z > 1.

Dann ist f € £'(R), und es ist fiir £ # 0

1 e—ix{

B 1 1 it g =1 _\/gsinf
0= = el R
und f(0) = \/gfoldx: \/gfiirfzo.

In diesem Fall ist zwar die Funktion f integrierbar, f € £*(IR), nicht aber ihre Fourier-
Transformierte, f & £}(R). Um die zweite Aussage zu sehen, beachte man, dass mit
f € LYR) auch || f|l1 = |[|f]lli < oo gelten miisste. Es ist aber fiir jedes k € N, k > 1:

km : km

1

/ |Smx|dx > — | sin z|dx
(k—Dmx L km (k—1)x

N

~

-~

2

km k
A 24 1
/ | f|dz > \/j— E - ., .
(—k)m ™ —1 V. (k—oo)

Satz 3.2.5 (Rechenregeln fiir Fourier-Transformierte).
Seien f,g € LY(R™) und f, § die zugehérigen Fourier-Transformierten.

und somit

1. Fiir a € R" betrachte die verschobene Funktion (7,f)(z) := f(z — a). Dann gilt
Taf(§) = f(§)e7H .

2. Mit x bezeichnen wir die Faltung. Dann gilt m(f) = (2m)"/2f§. Fouriertransfor-
mation iiberfiihrt also Faltungen in Produkte.

3. Ist f € CH(R") stetig differenzierbar mit kompakten Triiger, so gilt fiir j € {1,...,n}:

— ~

(0;1)(&) =& - f(£).
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4. Ist fir ein j € {1,...,n} die Funktion = — =z, f integrierbar, so ist die Fouriertrans-
formierte f nach §; stetig partiell differenzierbar und es gilt

(2 )(&) = i0; - F(©).

5. Die Funktionen f g und fg§ sind integrierbar, und es gilt

Beweis.
1. Nach Definition ist

— 1
€ = G

3. Mit partieller Integration wie in Lemma [3.1.16| erhédlt man, da f kompakten Tréiger
haben soll,

o of ]
n/ . — (&, _ i&x
PP GREe = [ Ghetan =~ [ e
= [ f@)ig)e e = i) ()
4. Folgt aus dem Differentiationssatz [1.5.3}
0 1€ = G [, 1 >ag € g

def — =

- T /Rnxjf(@e g 4 TR (E).

5. Da f und g nach Betrachtung .2 stetig und beschrénkt sind, sind die die Produkte
f-gund f-gnach Korollar 4 integrierbar. Mit dem Satz von Fubini erhélt

man
1 .
| J@ila)de = wp / [ r@ame ey
- (27T)"/2 /( Rnf( z)e s df"’) 9(y)dy = / FW)g(y)dy.
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Wir bringen noch zwei Aussagen iiber das Verhalten von Fourier-Transformierten im

Unendlichen.

Satz 3.2.6.
Zu jeder Funktion f € C¥(R") mit k € N gibt es eine positive Konstante M > 0, so dass

~

fiir die Fouriertransformierte f gilt
£l < M(1+lg|)~" fiir alle & € R™

Insbesondere ist fiir jedes f € C"t(R™) die Fouriertransformierte f iiber R” integrierbar.

Beweis. Fiir jeden Multiindex o € N” von Ordnung kleiner als k gilt wegen Regel
3.2.513 -
(9 1)(&) = il f(€),
also wegen der Abschétzung aus Betrachtung [3.2.1]|2
A 1
@ < ——10%f||1.
ISWACSIIES (%)H/QH flh
Da f kompakten Trager hat, gibt es eine gemeinsame Schranke fir alle |0 f|]; mit |o| < k.
Deshalb gibt es eine Konstante M > 0, so dass
L+ [&]+ ...+ &DFIF(©)] < M fiir alle ¢ € R™

Mit der Abschétzung gegen die euklidische Norm

ISTE R 1S e 1 [P

folgt
p M

O e el

P <M+ lgll2) 7"

Korollar 3.2.7.
Fiir jede Funktion f € £'(R") gilt fiir die Fouriertransformierte lim f(£) = 0.

l[€]]—o0

Beweis. Dies folgt, weil man jede Funktion f € £!(R™) durch eine Funktion g € C'}(R")
beziiglich der L'-Norm beliebig gut approximieren kann: zu jedem e¢ > 0 gibt es ein
g € CHR™) mit ||f — g|l1 < e. Daraus folgt mit der Abschiitzung aus Betrachtung
B.2.1] aber

N 1 €
— & < _ .
Wegen Satz |3.2.6 gilt aber ”é_llilm g(&) =0. O
—00
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Theorem 3.2.8. [Inversionsformel.

Sei f € £'(R") eine Funktion derart, dass auch die Fouriertransformierte f € £'(R") ist.

Dann gilt fiir f, eventuell nach Abdanderung auf einer Nullmenge, dass f stetig ist mit
lim f(z) =0, und es ist

llz[|—o00

-~

_ 7 _ 1 FeY i) gn
@) = (=) = g || FOe e
fiir alle z € R™.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [El, §13, Satz 2]. Die folgenden Betrachtungen sollen
eine Idee von den Griinden vermitteln, warum ein solches Resultat gelten sollte. Zur
Vereinfachung betrachten wir den Fall n = 1. Die Inversionsformel ist dquivalent zu der

Formel \
1 .
ota) = Jim o [ ([ ey ac (11)
A—00 27T Y _

Fiir A > 0 ergibt der Satz von Fubini
A 00 oo A
/ ( / 625(“"_”9(?1)611/) dé = / K\(z —y)g(y)dy, Ky(z—y):= / e rvg.
- —00 —00 -

Fiir den Fall, dass f(z) eine Testfunktion ist, kann man recht leicht sehen, dass der
Grenzwert limy_,, K)(z —y) die §-Distribution liefert. Das Integral K (z —y) kann leicht

berechnet werden,
A .
/ ei{(zfy)dg _ 251n((x — y)/\) .
Y r—=y
Wir konnen dann ([L1}) mithilfe von Satz|3.1.14] beweisen. Klar ist, dass

fulz) = Fikn(ff%;f)’f) B /°° sinfk) .

eine Dirac-Folge im Sinne von Satz |3.1.14] definiert. Man kann zeigen, dass fiir alle £ €
Z\ {0} die Gleichung Fj, = 7 gilt.

Bemerkungen 3.2.9.
Eine Anwendung der Inversionsformel ist das Abtasttheorem von Shannon, das fiir die
Signalverarbeitung grundlegend ist.

Eine stetige Funktion f € L'(R) wie in Satz heifit bandbegrenzt |, wenn fiir die
Fouriertransformierte supp(f) C (—b,b) fiir ein b € R gilt. (In technischen Anwendungen
ist dies eine Beschrianktheitsbedingung an die Frequenzdichte f des Signals f.)

Das Abtasttheorem [Kl §10] besagt dann, dass fiir jedes 7' < % die Funktion f aus den

periodisch genommenen Werten f(kT), k € Z rekonstruiert werden kann:

0= 3 furysine (1 k)

k=—o0

mit sinc(z) := sin(mx) /(7).
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Wir wiirden gerne die Fourier-Transformation auch auf Distributionen ausdehnen kénnen.
Das ist u.a. durch Anwendungen in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen
motiviert. Fundamentallésungen kénnen z.B. als Losungen von partiellen Differential-
gleichungen zu singuldren Anfangs- oder Randwerten aufgefasst werden, welche durch
Distributionen dargestellt werden konnen.

Betrachtung 3.2.10.

1. Wir betrachten ab jetzt komplexwertige Distributionen, die in Bemerkung
eingefithrt wurden. Zur Erleichterung der Notation lassen wir in den Bezeichnungen
Di(R™) und D¢(R™) den Index C ab sofort weg.

2. Zu f € LY(R") betrachte die durch f definierte regulére Distribution T} mit
Tyf¢) = [ fla)plald's tix o € DRY) € LR,
R’n

Nach Rechenregel [3.2.5.5 gilt

[ f@petaars = [ rwswary

also, wenn auch ¢ eine Testfunktion ist,

Ts[p] = T[]

3. Will man also die Fouriertransformierte 7' einer Distribution 7 so definieren, dass
Ty =Ty fiir regulére Distributionen gilt, so muss man

A

Tlg] := T[p] fir ¢ € D(R")

setzen, soweit die rechte Seite definiert ist: Die Fouriertransformierte einer Funktion
mit kompaktem Tréager hat nicht notwendigerweise kompakten Tréger, wie man am
Beispiel der Funktion aus Bemerkung [3.2.4]3 sieht. Auch der Raum der Testfunk-
tionen ist nicht unter der Fouriertransformation abgeschlossen. Wir brauchen daher
einen grofleren Raum von Testfunktionen, der mehr Stetigkeitsbedingungen liefert
und somit einen kleineren Raum von Distributionen.

Anstatt Funktionen mit kompaktem Triger zu betrachten, ist es oft besser, schnelles
Abfallen im Unendlichen zu verlangen. Die genaue Definition ist wie folgt.
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Definition 3.2.11

1. Mit § bezeichnen wir die Menge aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen
¢: R" — C,

so dass es zu jedem Paar von Multiindizes («, 3) € N" x N" eine Zahl C, 3 € R4
gibt, so dass fiir alle v € R™ gilt

2P 90(@)] < Ca.
N————
gyg

Die Funktionen aus S heiflen schnell fallende oder temperierte Funktionen oder auch
Schwartz-Funktionen.

2. Wir nennen § auch den Schwartz-Raum.

3. Sei (¢r)ren eine Folge aus S und sei ¢ € S. Dann sagen wir, (¢r)ren konvergiert in
S gegen p, in Zeichen
Pk ? 2

wenn fiir alle 7 € N und alle o € N" die durch

(1 +[[zl) 0% (o — #)(x)

definierten Folgen von Funktionen (in x) auf ganz R™ gleichméBig gegen 0 konvergie-
ren.

Dieser Raum hat gegeniiber dem Raum D(R") einen entscheidenden Vorteil: Man kann
zeigen [J], dass fiir jede Schwartzfunktion ¢ auch die Fouriertransformierte ¢ eine
Schwartzfunktion ist.

Dafiir ist wesentlich, dass

e alle Funktionen ¢ € S Lebesgue-integrierbar sind. (Fiir jede temperierte Funktion
¢ € S gilt |p(x)] < Coyllz||™? fiir alle j € N und die Funktion z — ||z||™ ist fiir
j > n auf dem Komplement jeder Kugel B(0) integrierbar. Also ist jede temperierte
Funktion {iber ganz R" integrierbar, S C L!(R").),

e p € S impliziert 2°9%p € S,
e |[0%p||; eine obere Schranke an die Supremumsnorn von £ f liefert,

e die Fourier-Transformation Differentiation nach eine Koordinate auf Multiplikation
mit einer Koordinate (und ¢) abbildet, und umgekehrt.
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Bemerkungen 3.2.12.

1. Temperierte Funktionen konnen auch durch die dquivalente Bedingung charakteri-
siert werden, dass es zu jedem Paar (a, j) € N” x N eine Zahl C,, ; € R, gibt, so dass
fiir alle x € R™ gilt

(1 + [z[[)10%p(2)] < Cay-

2. Der Schwartz-Raum S ist ein echter Untervektorraum des Raums der glatten Funk-
tionen C*°(R", C). Zum Beispiel ist die Funktion e~l*I” fiir jedes o > 0 in S, aber

¢ S firn=1.

1
es ist z.B. die glatte Funktion
1+ a2

Bemerkungen 3.2.13.

Der Raum der Testfunktionen ist ein echter Unterraum der temperierten Funktionen,
D(R™) C S, da ein kompakter Trager das Abfallverhalten fiir x| — oo impliziert. Auch
beziiglich der Konvergenz ist der Raum D(R") der Testfunktionen ein Unterraum des
Raums der temperierten Funktionen S: Sind ¢y, ¢ € D(R") und gilt

Pk ? 2
so gibt es nach Definition ein Kompaktum K mit
supp(¢r — @) C K fiir alle k € N, und

0% (pr — ) konvergiert auf K gleichméafiig gegen 0 fiir alle «.

Da die Funktion (1+]|z||)? auf dem Kompaktum K beschrinkt ist, konvergiert dann auch

(L+|z|[))8*(x — ¢)(x)

gleichméBig auf K gegen 0. Sie konvergieren sogar gleichméflig auf dem ganzen R™, denn
auBerhalb des Kompaktums K verschwinden alle diese Funktionen. Also gilt auch im
Schwartz-Raum ¢y, ? ®.

Definition 3.2.14
Der Vektorraum S’ der stetigen, linearen Abbildungen auf dem Schwartz-Raum

T:8§ —C,p— Ty

heiit der Vektorraum der temperierten Distributionen. Stetigkeit heifit hierbei: fiir jede
Folge (py)ken von temperierten Funktionen im Schwartz-Raum S mit py, Y konver-

giert die Folge komplexer Zahlen limy,_,o T[¢x] = T[]
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Bemerkungen 3.2.15.

Die Bezeichnung “temperierte Distribution” legt es nahe, zu vermuten, dass “temperierte
Distributionen” insbesondere Distributionen im Sinne von Definition sind, S’ C D'.
Allerdings ist eine temperierte Distribution 7' € S’ eine lineare Abbildung S — C und
eine Distribution 7' € D’'(R") eine Abbildung D(R") — C; die Definitionsbereiche sind

also verschieden.

Nach Bemerkung [3.2.13| gilt aber D(R™) C S und damit ist fiir eine temperierte Distri-
bution 7' € &’ die Restriktion

T’D(R"): D(Rn) —C

eine Abbildung 7': D(R™) — C. Die Restriktion ist natiirlich eine lineare Abbildung, und
auch stetig, denn wenn ¢y -7 dann gilt nach Bemerkung [3.2.13| auch ¢y ? © und

damit
lim T[] = T[], also

k—o00
Jim |D(®n) [Pk] D@ [#]

Also ist die Restriktion T|'D(Rn) einer temperierten Distribution auf Testfunktionen eine
Distribution, also ein Element von D'(R™). Da die Abbildung

S"— D' mit T — T'|pwn)

auch injektiv ist, kann man den Raum der temperierten Distributionen &’ als Teilmenge
des Raums der Distributionen D'(R") auffassen.

Wir wollen die Fouriertransformation von temperierten Distributionen einfiithren, so dass
sie fiir reguldre Distributionen mit der iiblichen Fouriertransformation iibereinstimmt.

Nach Betrachtung [3.2.10] gilt dann wegen Rechenregel 5, dass T[] = Tr[g].

Wie oben schon bemerkt, kann man zeigen [J], dass fiir jede Schwartzfunktion ¢ auch
die Fouriertransformierte ¢ eine Schwartzfunktion ist. Ferner zeigt man, dass fiir jede
temperierte Distribution T die durch T'[¢] := T[J] fiir ¢ € S definierte Linearform 7T
wieder eine temperierte Distribution ist.

Daher ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 3.2.16
Sei T' € 8’ eine temperierte Distribution. Dann definieren wir die Fourier-Transformierte
T von T durch

T[g] := T[¢)] fiir alle ¢ € S,

wobei ¢ die Fourier-Transformierte der Schwartz-Funktion ¢ € S C L'(R") ist.
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Beispiel 3.2.17.
1. Wir wissen schon, dass fiir jede reguldre Distribution zu f € £(R") gilt f”; =T5.

2. Die lineare Abbildung
do: 8§ — C mit 6,[¢] == p(a) fir a € R"

ist eine temperierte Distribution, §, € S’. Denn aus ¢ < ¢ folgt insbesondere

limy 00 ¢r(a) = p(a), denn gleichméBige Konvergenz impliziert punktweise Konver-
genz. Also gilt

lim 6, (k] = da[e].
k—oo

Die ¢-Distribution, aufgefasst als Abbildung & — C, ist also eine temperierte Distri-
bution.

3. Wir berechnen die Fouriertransformierte der §-Distribution: es ist fiir jede temperierte
Funktion p € §

5o = ulf] = 20) = G [ (eI = Tl

]R'n
wobel wir fiir ¢ € R™ die Funktion

1
e
(2m)n/2

i(z,a)

T ey(z) =

einfithren. Es ist e, € £}, (R") als stetige Funktion. Die Fourier-Transformierte der
nicht regulédren Distribution ¢, ist also die regulére Distribution 7. . Speziell fiir
a = 0 ist

1

(2m)n/2”

5;) = e, d.h. 55 = T,, mit der konstanten Funktion ey(x) =

Bemerkungen 3.2.18.
Wir notieren noch abschliefend die folgenden Sachverhalte, fiir deren Beweis wir auf [J]
verweisen:

1. Analog zur Rechenregel [3.2.53 ist fiir jeden Multiindex a € N” die Distribution 9,7
fiir T € S’ gegeben durch das Produkt der Funktion z + i*l2* € C>(R", C) mit der
Distribution T

2. Es gilt die Inversionsformel

%[cp] = T[] := T[@] mit @(z) := p(—2z) fiir alle p € S,

ohne dass man wie in Satz [3.2.8| voraussetzen muss, dass man T iiberhaupt bilden
kann, denn fiir jede temperierte Distribution 7" € S’ ist ja auch wieder ihre Fourier-
transformierte T' € §'.
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3. Damit erhalt man im Fall der Delta-Distribution aus

die Identitat fiir jede Schwartz-Funktion ¢

~ 1 —i(z
dole] = Tiamy-ns2[P] :/ /R We 8 o(x) da | dE.
&Ll (R™ XRP)

4. Die Fourier-Transformation™ & — &’ ist ein Vektorraum-Isomorphismus des Raums
der temperierten Distributionen. Es gilt fiir jede Folge T}, € S”:

3.3 Einige Bemerkungen zu Funktionenridumen

Wir betrachten Rédume von Funktionen f: A — C U {oo}, die auf einer Teilmenge A C
R"™ definiert sind. Wir erinnern daran, dass wir bei der Betrachtung von Fourierreihen
Funktionen auf A = [0, 27] entwickelt haben und dabei die Norm

T / I

auf dem Vektorraum V' der 27r-periodischen Funktionen, die iiber dem Intervall [0, 27]
(Riemann-)integrierbar sind, und die Konvergenz im quadratischen Mittel betrachtet ha-
ben.

Wir erklédren nun die Banachrdume der LP-Funktionen. Im Fall p = 2 werden wir sogar
einen Hilbertraum erhalten.

Definition 3.3.1
Fiir jede reelle Zahl p > 1 erklidren wir beziiglich einer o-kompakten Teilmenge A C R"
die LP—Halbnorm einer lokal-integrierbaren Funktion f: A — C U {oc} wie folgt:

1/p
T ( / |f|pd:r> |

wobel wir ¥/oco 1= oo setzen.
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Bemerkungen 3.3.2.

1. Fiir p = 1 erhalten wir wegen Satz die bekannte L'-Halbnorm.

2. Im Fall p = 2 rithrt die Halbnorm von der Sesquilinearform
A

her: (f, f) = IfI3-

3. Es ist offensichtlich, dass || Af]|, = |A| - || f]l, fiir alle A € C gilt.

4. Die Halbnorm mit p > 1 wertet fiir Funktionen mit || f||, < oo die Teile mit |f| <1
weniger stark, die mit |f| > 1 dagegen stérker als die L'-Halbnorm.

Als Beispiel betrachte die Funktion f(z) = x® auf der Teilmenge A = (1,00) C R.
Dann ist || f]|, < oo, wenn fiir das Integral

(@)
/ 2Pdx < 0o
1

1

gilt. Das ist fiir ap < —1 oder, dquivalent, fiir « < —— der Fall. Wir sehen etwa fiir
p

f(z) =27 ' mit a = —1 gilt

| f]l2 < oo aber || f]|1 = oo.
Fiir f(z) =272 auf A = (0,1) ist

IIfll1 < oo  wiahrend || f]|2 = oo.

Um die Dreiecksungleichung fiir die Halbnorm ||- ||, zu zeigen, brauchen wir die Holdersche
Ungleichung:

Lemma 3.3.3 (Holdersche Ungleichung).
Seien p,q > 1 mit %—l—% = 1. Seien f, g Funktionen auf R™ mit || f||, < oo und ||g||, < oo.
Dann gilt

1= glls < W[ fllp - [lglly-

Man beachte, dass dies im Fall p = 2 (und ¢ = 2) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
fiir die Sesquilinearform aus Bemerkung 3 und die || - [[2-Norm ergibt.
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Beweis.

e Wir kénnen f > 0 und g > 0 voraussetzen. Aus ||f||, = 0 folgt mit Bemerkung
[1.3.223, dass f = 0 fast iiberall und somit auch f-¢g = 0 fast iiberall gilt. In
diesem Fall gilt die Holdersche Ungleichung trivialerweise. Wir setzen daher nun
0<|Ifll, <oound 0 < ||g||; < oo voraus und setzen

/P g
Q= und ¢ = .
[l gl

fir- o=

e Wir zeigen zunéchst fiir reelle Zahlen a > 0 und b > 0 die folgende Ungleichung:

Dann ist

al/Ppl/e < a + é

p q

Fiir z > 0 ist wegen (Inz)” = —x% < 0 der Logarithmus konkav, also gilt fiir beliebige
reelle Zahlen a,b > 0

1 1 1 1
—Ina+ -Inb <In(-a+ -b).

p q p q
Hierauf wenden wir die Exponentialfunktion an; da diese monoton ist, finden wir
al/rpl/a < @ + é
P q

Daraus folgt mit a = ¢(z) und b = ¢ (x) fiir jedes z € A die punktweise Ungleichung
1

1
L — 901/1)@/)1/(1 < o+ =,
1 fllllgll pT o q

Die Integration dieser Gleichung iiber A liefert

1 / 1 1
- f g S -4+ - = 1
1 lpllglle Ja poq

und somit die Holdersche Ungleichung.

Lemma 3.3.4.
Fiir die LP—Halbnorm beziiglich A C R"™ gelten die folgenden Aussagen:

i) |fll, =0= f =0 fast iiberall
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(1) fleflly = lel - 11
(iii) (Monotonie) |f] < |g[ = [lf]l, < llglly
(iv) (Dreiecksungleichung) ||f + gll, < [Ifll, + [lgll»

(v) Ist v(A) < oo, so gilt fiir jede Funktion f mit || f|, < oo, dass ||f]|; < v(A)Y||fll,,
wobei 1/p+1/q =1 ist.

Beweis.

e Die ersten beiden Aussagen haben wir schon in Bemerkung [3.3.2] gesehen; die dritte
folgt aus der Monotonie des Integrals.

e Zu (iv): Sei p > 1. Wir beachten, dass punktweise gilt
[f+ 9l <[f[+1g]

1 1 :
und [f+ gl < |f]-[f+g/P '+ gl - |f+ gl Ist;—ka:l, so gilt ¢ — 2 =1 und

somit pqg — g = p. Wir rechnen nun

ef _ _
I+ gl /|f+g|”§/|f|-|f+g|”1+/\g|-|f+g!”1
= 1Rl g Al

lder

< (7l +llgllp) - IAllq

Beachtet man nun mit ¢(p — 1) = p, dass

1/q 1/q
]l = ( / \f+grq<p-1>) _ ( / |f+g!p) —If + gl

1F +gllp < (1F Nl + Nglly) - Nllg = (1Fl + llglls) - 1Lf + gllz/ .

so folgt

Wegen p — i 1 folgt die Dreiecksungleichung.

e Zu (v): Wenn v(A) < oo gilt, so folgt

older

1A = 0F - Lal < I Lally - 1l = o(AY2 |1 £1]
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Definition 3.3.5

Sei U C R™ eine o-kompakte Menge und die Funktion f: U — CU{oo} lokal-integrierbar.
Dann heifit f eine LP-Funktion (und im Fall p = 2 quadratintegrierbare Funktion), wenn
die Funktion |f|P integrierbar ist.

Wir fiihren den Funktionenraum LP(U) := {f: U - CU{oo} | f LP—Funktion} ein.

Bemerkungen 3.3.6.
Sei U C R" eine o-kompakte Menge.

1. Eine lokal-integrierbare Funktion f: U — CU{oo} ist genau dann eine LP-Funktion,
wenn || f||, < oo gilt.

2. Wir setzen
LP(U) := LP(U) /N mit N = {f: U — CU{oo}|f = 0 fast tiberall }
und versechen diesen Quotientenraum mit der ||-||,-Norm.

3. Wie im Beweis von Satz von Riesz-Fischer zeigt man, dass der normierte Raum
LP(U) vollstéandig ist, und dass man durch Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge
gleichzeitig punktweise Konvergenz fast iiberall erreichen kann. Wir haben also fiir
jedes p > 1 einen Banachraum.

4. Tm Fall p = 2 ist der normierte Raum L?(U) sogar ein Hilbertraum mit dem Skalar-
produkt

(f,9) iz/UMQ(x)dx.

Dieser Hilbertraum wird in der Quantenmechanik zur Beschreibung von Wellenfunk-
tionen benutzt.

5. Fur alle 1 < p < oo hat der normierte Vektorraum LP(U) eine abzdhlbar dichte
Teilmenge. Zum Beispiel bilden Treppenfunktionen ) ¢;1g, mit Werten ¢, € Q +
Qi und Quadern Qr = [[[as, b;] mit rationalen Koordinaten a;,b; € Q eine solche
Teilmenge.

Die (nicht abzéhlbare) Menge C2°(U) der glatten Funktionen mit kompaktem Tréiger
liegt ebenfalls dicht in LP(U).

Bemerkungen 3.3.7.

Sei U C R" offen. Jede Funktion in £P(U) ist insbesondere lokal integrierbar und definiert
daher eine reguldre Distribution und hat eine Ableitung im distributionellen Sinne, die
schwache Ableitung von f, die wir jetzt mit D®f bezeichnen.
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Das Beispiel der Heavisideschen Sprungfunktion zeigt, dass die schwache Ableitung nicht
unbedingt eine regulére Distribution ist. Wir kénnen aber auf diejenigen Funktionen ein-
schrianken, fiir die dies der Fall ist.

Der Sobolev-Raum WP fiir p > 1 und k € N ist

WkP(U) .= {f € LP(U) | D*f € LP(U) fiir alle Multiindizes |a| < k}.

£ llkp = Q/Z |DefI5
|| <k

erhélt man Banachrdume. Fiir p = 2 erhélt man einen Hilbertraum mit Skalarprodukt

(u,v) = Z (D%, D).

la|<k

Mit der Norm

Auch in diesen Banachrdumen liegt der Unterraum C2°(U) der glatten Funktionen mit
kompakten Tréger dicht.
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4 Partielle Differentialgleichungen

Ein wichtiges erstes Beispiel mit zahlreichen Anwendungen tritt im Kontext der Elektro-
statik auf. In Abwesenheit zeitlich verdnderlicher Magnetfelder gilt, nach den Maxwell-
schen Gleichungen,

rotE/ = 0.

Aus dem Poincaréschen Lemma [2.3.20] folgt, dass es fiir rotationsfreie elektrische Felder
lokal immer eine Funktion u(z) gibt, so dass

0
E = gradu, E; = a—xiu, i=1,2,3, (12)
gilt. Eine weitere Maxwellsche Gleichung bestimmt die Beziehung zwischen divE und der
Ladungsdichte p, in geeigneten Einheiten

divE = 47p.

Kombiniert man diese Gleichung mit (12)), so ergibt sich
3. 52
divE = di du =4 & Au =4 A= —. 13
iv ivgradu = 4mp u = 4mp, ; 927 (13)

Diese Gleichung nennt man Poisson-Gleichung. Die Losung bestimmt das durch eine La-
dungsverteilung p erzeugte elektrische Feld. Fiir p = 0 spricht man von der Laplace-
Gleichung.

Die grundlegendsten Fragen der Losungstheorie partieller Differentialgleichungen betreffen
Existenz und Eindeutigkeit der Losungen: Gibt es {iberhaupt Losungen? Und wenn ja,
wie viele?

Man sucht Losungen u(z) hiufig z.B. auf Gebieten A C R™ mit Rand 0A. Losungen u(x),
x € A, wenn sie denn existieren, werden dann in der Regel von den Randwerten u(y)
und u,,(y) mit y € OA abhéngen. Betrachtet man nichtlineare Differentialgleichungen,
so kann es passieren, dass Losungen zu regulédren, d.h. stetig differenzierbaren Randwer-
ten immer Singuléritdten entwickeln, es also keine reguldren Losungen gibt. Man kann
in diesen Fallen manchmal erweiterte Klassen von Lésungen betrachten, in denen z.B.
Unstetigkeitsstellen erlaubt sind. Damit kann man zum Beispiel physikalisch relevante
Phénomene wie Schockwellen beschreiben.

Weitere interessante Fragen betreffen die Abhéngigkeit von Parametern und Randwerten:
Lassen sich z.B. nur die Anfangs- bzw. Randwerte durch Messungen bestimmen, so méchte
man, dass die Auswirkung von Messfehlern auf die Losungen klein sind. Wird etwa die
Bedingung gestellt, dass die Losungsfunktion u auf dem Rand von A einen bestimmten
Werteverlauf hat, so kann es wichtig sein, zu wissen, ob die Losungsfunktion u stetig von
den Randwerten abhéngt. Andernfalls muss man bei der numerische Losung von partiellen
Differentialgleichungen mit grolen Fehlern rechnen.
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4.1 Grundlegende Definitionen

Definition 4.1.1
Seien G C R™ und U C R2"147° offene und wegzusammenhingende Teilmengen. Sei

F:U—C
eine stetige Funktion. Sei u eine zweimal partiell differenzierbare Funktion
u: G — Rz — u(x).

Zur Abkiirzung schreiben wir fiir die partiellen Ableitungen:

ou 9%u

— und Uy, = Ui, =
Ox;’ Itk J dx;0xy,

= u; 1= usw.

1. Dann heifit die Funktion u eine Losung der partiellen Differentialgleichung zweiter
Ordnung

(*) F(xh R 7‘r7’l7u7 u$17 o JUSEn) u$1$17 u$1$27 LR 7u$n$n> - 07
wenn gilt

(a) (z1,. .., T, u(T), Up, (T), ... Uy, 2, (x)) €U fiir alle x € G,
(b) F(xy,..., 25, u(T), Uy, (), ..., Uy, () =0 fiir allex € G.

2. Ein Spezialfall der allgemeinen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung (x)
ist die Gleichung

n

(+) Aw)+h=0 mit Au):= Z AU oy -

k=1
Diese Gleichung heif3t

i) quasilinear, falls a;, und h Funktionen in den 2n + 1 Variablen
1y Ty Uy Ugy s« - Uy, SINd;

ii) semilinear oder fastlinear, falls die a;, Funktionen allein von x sind und h eine
Funktion wie unter i) ist;

iii) linear, falls h von der Form h = "

j=1
und f Funktionen von x allein sind;

ajug; +au+ f ist und die ay, die aj, a

iv) linear mit konstanten Koeflizienten, falls die Funktionen ajx, a; und a tiberdies
konstant sind und f eine Funktion von x allein ist.

FEine Differentialgleichung heif3t voll nicht-linear, falls sie nicht-linear von den héchs-
ten Ableitungen abhéngt.
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Nur mit dem einfachsten Fall linearer Differentialgleichungen wollen wir uns im Folgen-
den beschiftigen. Wir bemerken, dass man vorsichtig bei den Voraussetzungen an die
Differenzierbarkeit und Stetigkeit einer Losung sein soll. Zum Beispiel muss man bei der
Betrachtung von Schockwellen auch Losungen mit Unstetigkeitsstellen zulassen, um phy-
sikalisch relevante Phdnomene zu beschreiben.

Betrachtung 4.1.2.

Um eine eindeutige Losung zu haben, muss man bei gew6hnlichen Differentialgleichungen
Anfangsbedingungen oder Randbedingungen vorschreiben. Auch bei partiellen Differen-
tialgleichungen mochte man in der Regel solche Probleme behandeln, bei denen folgende
Forderungen erfiillt sind:

1. Eindeutigkeitsforderung: Es gibt hochstens eine Losung u, die alle gestellten Bedin-
gungen erfiillt.

2. Existenzforderung: Es gibt mindestens eine solche Losung.

3. Forderung der stetigen Abhéngigkeit von den Parametern:
Lassen sich Anfangs- bzw. Randwerte nur durch Messungen bestimmen, so méchte
man, dass die Auswirkung von Messfehlern auf die Losungen klein sind: Wird et-
wa die Bedingung gestellt, dass die Losungsfunktion u auf dem Rand von G einen
bestimmten Werteverlauf hat, so wird gefordert, dass die Losungsfunktion u stetig
von den Randwerten abhéngt. (Diese Bedingung ist auch wichtig fiir die numerische
Untersuchung von partiellen Differentialgleichungen.)

Beispiel 4.1.3.

1. Die n-dimensionale Laplace-Gleichung oder auch Potentialgleichung:

Apt = Uy gy + Uggzy + - + Ugpz,, = 0.

2. Die m-dimensionale Wellengleichung
Apu = ¢ *uy mit ¢ € R\ {0}.

Man beachte, dass hier die Zahl n der Variablen aus Definition gleich m 41 ist;
die (m + 1)-te Variable ist t := z,,.
Macht man hier den Separationsansatz oder Produktansatz (von Bernoulli)
u(z,t) = e“'v(x)
mit einer nur von x abhédngigen Funktion v, so erhélt man wegen
2 ( o ety

c U — —
C

fiir u die Helmholtz-Gleichung
—Apu = Au mit A = (c_u)2 eC.
c

Die Helmholtz-Gleichung ist eine Eigenwertgleichung fiir den Laplace-Operator.
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3. Die m-dimensionale Widirmeleitungsgleichung
A, u = c up mit ¢ € C.

Oft fordert man fiir die Warmeleitungsgleichung ¢ € R, ..
Der Fall ¢ € R ist die Schridinger-Gleichung.

Bemerkungen 4.1.4.

e Wenn nur Losungen u € C?(G) einer linearen Differentialgleichung gesucht werden,
fiir die dann also

uzjzk - u:EkLIJ]'

fir alle j,k € {1,...,n} gilt, so kann man die Koeffizientenfunktionen in A(u) so
zusammenfassen , dass a;j; = ay; gilt. Wir konnen dann voraussetzen, dass die Matrix
A = (aj;) symmetrisch ist.

e Fiir symmetrische Matrizen gibt es nach dem Sylvesterschen Tragheitssatz eine in-
vertierbare Matrix S, so dass

A1 0
S-A-ST = )
0 An
von Diagonalgestalt ist. Dabei ist S natiirlich nicht eindeutig bestimmt, und auch die

Diagonalememente )\; € R nicht. Aber nach dem Sylvesterschen Trégheitssatz sind
die Zahlen

k = Anzahl der j € {1,...,n} mit \; > 0,
t = Anzahl der j € {1,...,n} mit \; <0, der Tragheitsinder von A, und
d = Anzahl der j € {1,...,n} mit \; =0, der Defekt von A,

eindeutig bestimmt.

e Man kann das zur Klassifikation der linearen Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten

A(u) = —h mit A(u) = Zaikumwk
ik
benutzen: Fiithrt man
=8z
als neue Variable ein, so erhélt man fiir die Ableitungen der Funktion

Wy, ..y X)) = u(xy, .., Tp)
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nach der Kettenregel:

n ~ ~ n
ou ou Ox; -
= el = Sjilazy,
Oz; j=1 0z; 0O; j=1
0*u Zn
0x;0x a SHSk T,
¢ Gl=1
und somit
n n n n n
Au) = E ik E Sjisiklas s = E g SjiikSik | Uzsg = E djiuz g
ik=1  jl=1 ji=1 \ik=1 =1

mit D :=S-A-ST. An Stelle der Differentialgleichung (') erhélt man die Differen-
tialgleichung

() D(@) = —h(@) mit D@ = Nz,

also eine Differentialgleichung, in der keine gemischten zweiten Ableitungen g z; mit
i # k auftauchen.

Man teilt die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten daher in die folgenden Klassen ein.

Definition 4.1.5
Eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
heifit vom

elliptischen Typ, falls A positiv oder negativ definit ist. Dann ist der Defekt d = 0
und der Tréagheitsindex t = 0 oder t = n.

hyperbolischen Typ, falls fiir den Defekt d = 0 und fiir den 'Trégheitsindex t = 1 oder
t=n—1 gilt.

ultrahyperbolischen Typ, falls der Defekt gleich null ist, d = 0, und fiir den Trédgheits-
index 1 <t <mn—1 gilt.

parabolischen Typ, falls A ausgeartet ist, also d > 0 gilt.

Beispiel 4.1.6.
Die Potentialgleichung aus Beispiel ist vom elliptischen, die Wellengleichung vom
hyperbolischen und die Warmeleitungsgleichung vom parabolischen Typ.
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4.2 Die Potentialgleichung

Wir folgen [E].

Definition 4.2.1
1. Die Potentialgleichung oder Laplace-Gleichung ist die elliptische lineare partielle Dif-

ferentialgleichung
Au = 0;

die inhomogene lineare partielle Differentialgleichung
Au=f

heifit inhomogene Potentialgleichung oder Poisson-Gleichung. Hierbei ist U C R™
eine offene Teilmenge und f: U — R vorgegeben.

2. Eine C*%-Funktion, die Lésung der Potentialgleichung ist, heiit harmonische Funktion.

Bemerkungen 4.2.2.

1. Sei u eine physikalische Grofle, die sich im Gleichgewicht befinde. Damit meinen wir,
dass fiir jede offene Teilmenge V' C R™ mit glattem Rand der totale Fluss F' von u

durch 0V verschwindet:
/ (F,v)dS = 0.
v

Nach dem Satz von Gauf 2.4.10] heilt dies

/ div F'dx = 0;
v

da dies fiir ein beliebiges solche Teilmenge V' C R" gelten muss, folgt unter geeigneten
Stetigkeitsannahmen wie im Beweis von Lemma [3.1.9 dass div F' = 0.

Dabei ist der Fluss F' von u oft entgegengesetzt zum Gradienten grad v von u, also
von Regionen hoher zu Regionen niedriger Konzentration hin, /' = —agrad u mit
a > 0. Es folgt

divgradu = Au = 0.

2. Hat u die Interpretation einer Temperatur und ist F' der Warmeleitungsfluss, so ist
die Gleichung F' = —a grad u das Fouriersche Warmeleitungsgesetz. Steht w fiir das
elektrostatische Potential, a fiir die Leitfahigkeit und F’ fiir die elektrische Flussdichte,
so erhalten wir das Ohmsche Gesetz.

Wir geben Beispiele fiir harmonische Funktionen und physikalische Situation, in
denen diese eine Rolle spielen:
1 auf R*\ {0} Punktladung im Ursprung
L auf R*\ {0} Dipol in z-Richtung im Ursprung
—In(r? — 2?) R3 ohne 2-Achse konstante Ladungsverteilung auf der 2-Achse
~ R3 ohne z-Achse Linie von Dipolen in z-Richtung auf der z-Achse
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Definition 4.2.3
Sei k, wieder das Volumen der Einheitsvollkugel im R".

Die harmonische Funktion ®: R"\ {0} — R mit

—tIn |2 fiir n = 2,
q)(x)iz{ (12ﬂ;fi1rn>3

n(n—2)kn |z|"—2

heiffit Fundamentallosung der Laplace-Gleichung.

Wir notieren schon einmal, dass es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass

C

]

¢ 2
| grad ®(x)| < P und |D*®(x)| < (14)

=:D

Betrachtung 4.2.4.

Fiir jedes feste y € R™ ist auch die Funktion x — ®(x — y) fir x # y definiert und
harmonisch. Fiir jede Funktion f ist dann auch x — ®(z — y) f(y) harmonisch, und auch
endliche Summen solcher Ausdriicke. Aber die Faltung

ulw)i= [ @) (w)dy

ist nicht harmonisch, denn wir kénnen nicht einfach rechnen

Au(z) = [ APz —y)f(y)dy =0,

R’VL

weil wegen des Verhaltens der zweiten Ableitungen von & fiir z — 0, vgl. , die Funktion
D2®(x — y) nicht integrierbar ist. Vielmehr finden wir das folgende wichtige Resultat.

Theorem 4.2.5.
Sei f € C?(R"). Sei u wie oben durch die Faltung definiert,

ulw)i= | Bo =) f )y
Dann ist v € C*(R™) und u 16st die Poisson-Gleichung —Au = f mit Inhomogenitét f.

Beweis.

1. Zunéchst einmal wollen wir die auftretenden Ableitungen der Funktion u durch In-
tegrale iiber die Ableitungen der Funktion f darstellen. Wegen

uw)i= [ @ -p)iway= [ 2w iy
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ist der Differenzenquotient fiir die i-te partielle Ableitung gleich

u(x+he}i)—u($) :/nq)(y)f(x-i”h@i—}yl)_f(ff_y)dy_

Da f € C*(R") differenzierbar ist, geht der Bruch fiir h — 0 gleichméBig auf R" gegen

%(x —y). Da ® lokal integrierbar ist, finden wir mit Hilfe des Differentiationssatzes

11.0.9

§Z<x>=4n¢<y>§£<x—y>

8%u 02 f
= P —y).

Da der zweite Ausdruck stetig in x ist, ist u € C%(R™).

. Wir isolieren die Singularitdt der Fundamentallosung ®(y) in y = 0 in einer kleinen
Kugel vom Radius € > 0:

s = [ o@aSe -yt [ ewafie v

Fiir das erste Integral I. finden wir

Cé*|Ine| fir n =2

< 2 <
|I.| < C||D flloo/é(o)@(y) = { Ce? firn>3 "’

so dass I, — 0 fiir ¢ — 0. Fiir das Integral im zweiten Summanden von Awu finden
wir mit Hilfe von 2.4.7413:

J = / B(y) A f(z — y)dy = / () A, f(z — y)dy
R™\ B (0) R”\Be(0)

— _/ <D<I>(y),Dyf(x—y)>dy+/ Q(y)g—f(w—y)ds(y)
R™\ B, (0) v

8B.(0)

Wir schétzen das zweite Integral mit den Randtermen ab:

of Cellne| fiir n =2
[, 05 0as)| < 111 | o etiast) < { I o=

. Wir miissen also nur noch den ersten Summanden im zweiten Ausdruck fiir J, weiter

untersuchen. Eine erneute Anwendung des Satzes [2.4.14]3 liefert
K, := —/ <grad ®(y), grad, f(z — y)>dy
R™\ Be(0)

= [ feensew) - [ P -pasw)
R™\ B¢ (0)

9B.(0) ov
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Der erste Term verschwindet, weil die Funktion & auflerhalb von 0 harmonisch ist.

Wir haben auf der Sphére 9B,(0)

1
Dd(y) = — L
nkn [y|" vl
Daher ist auf 9B.(0) der Ausdruck
1
Dby =
(DP,v) Nk, €1

konstant. Nach Beispiel [2.2.11]ist die Oberfliche der Sphiire dB,(0) gleich nk,e"!,

so dass wir finden

1 1
Re= e /ase(m T =0dSW) == @B ) /8Be(w) fas)

Dies geht fiir e — 0 gegen — f(z).

4. Insgesamt finden wir so im Grenzwert ¢ — 0, dass —Au(x) = f(z), da f stetig ist.

O

Dies fithrt uns auf

Definition 4.2.6

1. Sei L ein linearer Differentialoperator auf R". Eine Fundamentallosung oder Elemen-
tarlosung von L beziiglich eines Punktes z € R" ist eine Distribution E, € D' mit
LE, =9,. wobei 0, die Diracsche Deltadistribution zu z ist.

2. Ist allgemein eine Distribution u Ldsung einer partiellen Differentialgleichung im
distributionellen Sinne, so sprechen wir von einer schwachen Losung, im Gegensatz
zu einer klassischen oder starken Loésung u € C* fiir ein geeignetes k.

Bemerkungen 4.2.7.

1. Oft sucht man erst nur schwache Losungen von partiellen Differentialgleichungen,
und versucht dann zu zeigen, dass diese auch klassische Losungen sind. Bei nicht-
linearen Differentialgleichungen fiihrt dies zu Problemen, da Distributionen sich nicht
multiplizieren lassen. Man braucht dann geeignete Funktionenridume.

2. Ist der Differentialoperator L translationsinvariant, d.h. hat er konstante Koeffizi-
enten, und ist Ej eine Fundamentallosung von L beziiglich 0, so erhélt man durch
Verschiebung eine Fundamentallosung von L beziiglich z € R".
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Manchmal spricht man statt von der Fundamentallésung von der Greenschen Funk-
tion (z,2) — G(x, z) = Ep(x — z); wir verwenden den Begriff aber etwas anders und
fordern Vertréglichkeit mit Randwerten, vergleiche Definition [4.2.21]

Korollar 4.2.8.
Die Funktion ®,: z — ®&,(x) := ®(x — 2) ist lokal integrierbar und liefert daher eine
regulére Distribution T, .

Diese ist eine Fundamentallosung fiir den Differentialoperator —A im Punkt z € R"™.

Beweis. Da der Laplaceoperator A nach Beispiel [3.1.18/2 formal selbstadjungiert ist,
miissen wir fiir alle Testfunktionen ¢ € D und alle z,y € R™ zeigen

!

~ATa[g] & T [-Ag] = - / (1) Ap(y)d"y = 0:[¢] = p(2).

Wir betrachten fiir eine gegebene Testfunktion ¢ € D die Funktion

u(z) = / . (y)e(y)d™y = / Po(z)p(z + 2)d"z

und erhalten aus Theorem und dem Differentiationssatz[1.5.3] da ®, lokal integrier-
bar ist,

P2 ~8u(e) B [ () Aple+ e = - [ a.)a0)d,

n

wobei wir im letzten Schritt noch einmal die Substitution y = x4z vorgenommen haben. O

Fundamentallésungen erlauben es uns, eine Losung von inhomogenen linearen partiellen
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten zu erhalten:

Satz 4.2.9.
Sei L ein linearer Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten und E € D’ eine
Elementarlosung von L, also LE = §y. Dann ist fiir jede Testfunktion p € D die Funktion

u:=FExpe C®R")

eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung Lu = p.

Beweis. Aus Satz (3.1.30] folgt
Lu = L(Ex p) "=7 (LE) % p = 6o p = .
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Beispiel 4.2.10.

1. Durch Anwendung auf die Fundamentallésung der Potentialgleichung erhalten
wir so wieder Satz zuriick, allerdings mit etwas anderen Differenzierbarkeitsvor-
aussetzungen und -aussagen.

2. Im Fall der Helmholtz-Gleichung (A + k?)u = 0 auf R® zeigt man mit Hilfe des
Laplace-Operators fiir rotationssymmetrische Funktionen auf R? aus MfP2
”? 20
A ==+ -=
10 = (g + 250 ) 10

leicht, dass die lokal-integrierbare Funktion

auf R?\ {0} eine Losung der Helmholtz-Gleichung ist. Man kann zeigen [F, §17], dass
die zugehorige reguldre Distribution eine Fundamentallosung ist.

3. Wir werden fiir die Warmeleitungsgleichung

(3 2)iwte -

in Satz zeigen, dass die lokal-integrierbare Funktion auf R™ x R

-1 —|lzl?/4t g3
W(x,t) = [ RE I=I7/4¢ - figr ¢ > 0
| 0 fiirt <0

eine Fundamentallosung ist.

Wir wollen nun Eigenschaften von Losungen der Potentialgleichung, also von harmoni-
schen Funktionen, untersuchen, ohne die Losung explizit als Funktion auf einer Teilmenge
von R™ zu kennen. Fiir eine kompakte Untermannigfaltigkeit M C R™ und iiber M inte-
grierbare Funktion f: M — R fiihren wir die Bezeichnung

o=

fiir das Mattel von f iiber die Untermannigfaltigkeit M ein.

Theorem 4.2.11 (Mittelwertseigenschaft harmonischer Funktionen).
Sei U C R" offen mit glattem Rand und u € C?(U) harmonisch. Dann gilt fiir jede
Vollkugel B,(z) C U



Beweis.

1. Wir betrachten fiir jedes feste x € U die reelle Funktion einer Variablen
r) = u(y)dS(y) = u(x +rz)dS(z),
o) = F upasw) = F ule+rS(:)
die fiir hinreichend kleine r > 0 definiert ist. Dann ist

¢ (r) = éWf(g)(graud u(z +rz),2)dS(z)

Wir finden nach einer Substitution y = x + rz

¢'(r)= Bgf(w)(grad u(y), 4

- du ZAIm4 T
dS(vy) = —ds = — A dy = 0.
)dS(y) = ?fm 5,45 ) - B;ﬁx) u(y)dy

Also ist ¢ konstant und somit gilt fiir alle r € R

¢(r) = lim ¢(t) = lim u(y)dS(y) = u(z),

t—0 =0 9B, (z)

weil u nach Voraussetzung stetig ist.

2. Aus Satz [2.2.10] folgt sofort

/ udy@/ (/ udS) ds@u(x)/ Nkps" tds = K,r"u().
By (x) 0 OBs(x) 0

Es gilt auch die Umkehrung:
Satz 4.2.12.
Wenn fiir eine Funktion v € C?(U) fiir jede Vollkugel B,(z) C U die Mittelwertseigen-

schaft
= ds
u(x) , BJTC( ) u

gilt, dann ist v harmonisch.

Beweis. Angenommen, es sei Au # 0. Nachdem wir gegebenenfalls u durch —u ersetzt
haben, finden wir wegen der Stetigkeit von Awu eine Vollkugel B,(x) C U, so dass Au > 0
auf B,.(z) gilt. Dann gilt fiir die Funktion ¢ wie oben

0=¢'(r) == § Au(y)dy > 0;

N Bj(a)

Widerspruch zur angenommenen Mittelwerteigenschaft. O
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Satz 4.2.13 (Mazximumsprinzip).
Sei U C R™ offen und beschriinkt. Sei u € C?(U) N C(U) eine harmonische Funktion.

1. Dann nimmt die Funktion » ihr Maximum auf dem Rand an, maxg v = maxgy u.

2. Wenn U wegzusammenhéngend ist und es einen Punkt zy € U gibt, in dem die
Funktion w ihr Maximum annimmt, u(z¢) = maxg u, so ist u auf U konstant.

Indem man u durch —u ersetzt, sieht man, dass alle Satze auch gelten, wenn man “Ma-
ximum” durch “Minimum” ersetzt.

Beweis. Wir nehmen an, es gidbe einen Punkt xy € U, in dem das Maxmimum
M := maxg u angenommen wird. Die Mittelwerteigenschaft impliziert dann fiir jede Kugel
B,(z) €U
M =u(zg) = § udy <M.
By (o)

Gleichheit kann nur gelten, wenn u = M auf ganz B,.(zo) gilt. Damit ist die Menge aller
x € U, auf der das Maximum angenommen wird, offen. Da u stetig ist, ist diese Menge
auch abgeschlossen, und somit gleich U, falls U wegzusammenhéngend ist. Das zeigt die
zweite Behauptung, aus der sofort die erste Behauptung folgt. O

Das Maximumsprinzip erlaubt es uns, die folgende Eindeutigkeitsaussage zu zeigen:

Satz 4.2.14.
Sei U C R”" offen mit glattem Rand. Sei ¢ € C(0U) und f € C(U). Dann existiert
hochstens eine Losung u € C2(U) N C(U) des Randwertproblems

—Au = fauf U, wu= g aufdU.

Beweis. Seien u und @ zwei Losungen des Randwertproblems. Man wende das
Maxmimumsprinzip auf die beiden Funktionen +(u — @) an, die beide auf U harmonisch
sind und auf dem Rand nur den Wert Null annehmen. O

Wir konnen auch zeigen, dass alle harmonischen Funktionen beliebig oft stetig differen-
zierbar sind.

Satz 4.2.15.

Sei wieder U C R" offen mit glattem Rand. Eine Funktion v € C(U), die die Mittelwert-
eigenschaft aus Theorem fiir jede Vollkugel B,.(x) C U erfiillt, ist beliebig oft stetig
differenzierbar, u € C*°(U).

(Die Funktion muss aber nicht auf dem Rand von U differenzierbar, ja nicht einmal stetig
sein.)
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Beweis. Sein € C®(R) mit Tréger supp(n) = [—1, 1]. Ferner sei 7 in einer Umgebung
von 0 konstant. Setze fiir e > 0

Ne(x) = —

€ €
wobei C,, > 0 so gewéhlt ist, dass [, n(z)dz = 1. Betrachte auf U, := {z € U |

d(z,0U) > €} die durch die Faltung deﬁnlerte Funktion u¢ = 71, * u. Nach Satz [3.1.30] ist
u. € C*°(U,). Wir finden fiir z € U, mit Hilfe der Mittelwerteigenschaft [4.2.11

ui(z) / (& — y)uly)dy

U
C_

& (], )
C:Z 0 6 9B, (z)

Az —u(x) / n(i)nmnr" Ydr = u(x)
€ 0 €

Somit ist v = u® auf U, fiir jedes ¢ > 0 und als Faltung mit einer glatten Funktion
beliebig oft stetig differenzierbar. a

Indem man Losungen der Potentialgleichung weiter durchdifferenziert, beweist man in-
duktiv die folgenden Abschéitzungen, die die Mittelwerteigenschaft verallgemeinern:

Satz 4.2.16.
Sei U C R" offen und u € C*(U) harmonisch. Dann gilt

o Ch
| D%u(xo)| < Tn+kHUHL1(BT(xo))

fiir jede Vollkugel B,(z¢) € U und jeden Multiindex o der Ordnung k. Die Konstanten
sind T
1 2"
C’gz—unde:ﬂ.

Kp Kn

Beweis. Fiir k = 0 folgt die Aussage sofort aus dem Mittelwertsatz [4.2.11] Wir zeigen
die Aussage fiir k = 1 und verweisen fiir den Induktionsschritt auf [El §2.2].

Durch Differenzieren der Laplace-Gleichung folgt wegen Satz[4.2.15] dass auch die partielle
Ableitung u; eine harmonische Funktion ist. Somit folgt mit Hilfe der Mittelwertseigen-

schaft von u;

2n

21 ~ / ur;dS
KT JOB, s (x0)

L2Im | w;dx|

B, 2(z0)
2n
— Ml =@, @0

|ui(zo)]

IN
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Wegen der Dreiecksungleichung liegt fiir « € 0B, 2(xo) die Kugel B, /s(zo) € B,(xo) C U,
so dass wir aus der Ungleichung fiir £ = 0 erhalten

1 2.,

u(z)| < H—n(;) [ull 2 (B, 20))-

Aus beiden Ungleichungen zusammen erhalten wir fiir jeden Multiindex a der Ordnung 1

2n+1n 1

| D%u(xg)| < R Hu”Ll(Br(l‘o))'

Wir ziehen nun zwei wichtige Schlussfolgerungen:

Korollar 4.2.17 (Satz von Liouville).
Sei u: R" — R auf ganz R™ definiert, harmonisch und beschrinkt. Dann ist v konstant.

Beweis. Wihle ein beliebiges xy € R™. Dann gilt fiir jedes r > 0, indem wir die
Abschétzungen aus Satz 4.2.16|fir |« = 1 auf die Vollkugel B, (zy) anwenden

2n? r—00
lgradu(zo)| < — sup |u(z)] — 0.
T zeRn
Dabher ist gradu(xg) = 0 und somit u konstant. O

Korollar 4.2.18.
Sei f € C?(R™) mit n > 3. Dann ist jede beschrinkte Losung der inhomogenen Potenti-

algleichung
—Au=f

auf ganz R™ von der Form

u(w) = [ @ —g) sy +C

mit einer Konstante C € R.

Beweis. Fiir n > 3 gilt fiir die Fundamentallosung ®(x) — 0 fiir |x| — oco. Daher ist

o) i= [ B =) f)dy

eine beschrinkte Losung von —Awu = f auf R". Nach dem Satz von Liouville ist
fiir jede weitere beschrinkte Losung u die Differenz u — u konstant. a
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Satz 4.2.19 (Harnacksche Ungleichung).

Sei V' C R™ eine offene wegzusammenhiingende Teilmenge, deren Abschluss V' kompakt
ist. Sei U C R" eine offene Teilmenge, die V enthilt. Man sagt, V sei kompakt in U
enthalten und schreibt dafiir V' CC U. Dann gibt es eine positive Konstante C' > 0, die
nur von der Teilmenge V' abhéngt, so dass

supu < C'inf u
Vv \%4
fiir jede nicht-negative harmonische Funktion u auf U gilt.

Insbesondere gilt fiir alle x,y € V', dass

Zuly) < ule) < Culy).

Dies zeigt, dass alle Funktionswerte einer harmonischen Funktion auf V' vergleichbar sind:
fern vom Rand QU hat die Potentialgleichung ausgleichende Wirkung.

Beweis. Setze r := 1d(V,0U). Betrachte z,y € V mit |z — y| < r. Dann ist B,(y) C
By, (x) und es gilt
Ewmnl] 1
u(r) = u(z)dz > / u(z)dz [da u nicht-negativ]
Bfr(m) %2"7”1” Br(y)
N dz =t =
5 o, 10 ()

Weil V' kompakt ist, konnen wir die Menge V' durch endlich viele Vollkugeln (Bi)iz1,.N
vom Radius 7 iiberdecken. Da V' wegzusammenhéngend ist, konnen wir so nummerieren,
dass B; N B;_1 # (). Dann gilt

u(r) > Sguly).

Sei wieder U C R™ offen und beschriankt, mit glattem Rand. Wir wollen nun noch die
Existenz der Losung des Randwertproblems

—Au=fauf U, w=gauf U,
deren Eindeutigkeit wir schon in Satz [4.2.14] gesehen haben, untersuchen.
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Betrachtung 4.2.20.

1. Seixz € U und € > 0 so gewéhlt, dass B.(z) C U. Aus der Greenschen Formel [2.4.14.4
wissen wir, dass auf V, := U \ B.(x) fiir die Fundamentallosung & gilt

ou

/ (u(y)Ay®(y — z) — ®(y — x)Au(y)) dy = / (u(y)g—f(y —x) =Py — x)g(@/)) dS(y).

e Ve

Nun ist Ay;® = 0. Ferner zeigt man, dass auf der rechten Seite der Randterm zur
Randkomponente 0B,(x), der ® enthilt, fir ¢ — 0 verschwindet. Wie im Beweis
von Theorem folgt, dass der Randterm zur Randkomponente 0B.(x), der ‘g—‘f

enthalt, gegen u(x) konvergiert. Man findet so im limes € — 0

0w = [ (#0500 -G ) ase) - [ o asumay

Diese Gleichung gilt fiir jede Funktion v € C?*(U). Wiirden wir im Randwertproblem
auch noch unabhéngig die Normalenableitung %(y) vorschreiben konnen, so hiatten
wir das Randwertproblem gelost. Allerdings ist nicht klar, wie wir die Normalena-
bleitung konsistent vorschreiben koénnen.

2. Wir fiihren daher fiir jedes x € U als Korrekturproblem das Randwertproblem
Ap® =0auf U, ¢*(y) =P(y — ) fur alle y € U

ein. Eine erneute Anwendung der Greenschen Formel [2.4.1414 liefert fiir jedes x € U

(xx) = [, " (y)Au(y)dy = /8 ; U(y)%ix(y)—som(y)%(y)) dS(y)

~ [ (%0 - o050 ) asw)

Definition 4.2.21
Die Funktion

G(x,y) = (I)(y - 37) - pr(y% T,y € U,Qf 7& Y,
heifit Greensche Funktion fiir die offene Teilmenge U mit glattem Rand.

Satz 4.2.22.
Wenn u € C?(U) das Dirichletsche Randwertproblem

—Au= fauf U, wu=gauf U

16st, dann gilt
ulz) = - /8 Ug<y>§—fy<x,y>ds<y> + [ Gswa

U
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Beweis. Indem man (%) und (xx) addiert, findet man fiir die Funktion

G(l’,y) = (D(y - ZL’) - (px(y)’ T,y € U,ZL‘ 7é Y,

die Gleichung

ulz) = - /a Uu<y>§—2<m,y>ds<y> - / Gz, y)Au(y)dy.

Bemerkungen 4.2.23.

1. Man kann zeigen, dass Greensche Funktionen symmetrisch sind, G(z,y) = G(y, x).

2. Ein konkreter Ausdruck fiir die Greensche Funktion kann im allgemeinen nur ange-
geben werden, wenn die Teilmenge U C R” eine einfache Gestalt hat. Beispielsweise
rechnet man fiir U = B1(0) € R" und 0 # x € U nach, dass das Korrekturproblem
gelost wird durch

") =@ (llx] -y — |zl - ).

4.3 Die Wirmeleitungsgleichung

Wir beschiéftigen uns im Folgenden mit der Warmeleitungsgleichung

(Ax - %) u(w, t) =0,

und mit der inhomogenen Warmeleitungsgleichung

(Am - %) u(z,t) = pla,t)

mit gegebener Inhomogenitéit p € S(R™ x R).
Bemerkungen 4.3.1.

1. Als physikalische Motivation betrachte wieder eine Gréfle u mit Flussdichte F'. Es
gilt dann fiir jede offene Teilmenge U C R™ mit glattem Rand

i udx:—/ FdSs.
dt Jy oU

(Das Minuszeichen kommt daher, dass wir mit der &ufieren Normale arbeiten.) Somit
gilt unter geeigneten Annahmen an v und F' nach dem dem Differentiationssatz [1.5.3]
und dem Satz von Gauf3 2.4.10]

uy = —div F.
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Wenn der Fluss F' proportional zum Gradienten von u ist, F' = —agradu, also
von einem Konzentrationsunterschied getrieben wird, ist u; = adivgradu = aAu
mit @ > 0. Die Warmeleitungsgleichung beschreibt also Ausgleichsvorgéinge: wo die
riumliche Anderung zweiter Ordnung stark ist, ist die zeitliche Anderung grof.

2. Schon im Fall einer Dimension, n = 1, ist das Verhalten der Warmeleitungsgleichung
typisch. Wir betrachten daher das Anfangswertproblem:

O®u _ Ou

dx? Ot
wobei f € § eine schnell fallende Funktion ist. Dies beschreibt z.B. die Temperatur-
entwicklung eines Stabes unendlicher Lénge.

mit  u(x,0) = f(x),

Satz 4.3.2.

Die Funktion
u:RxRy — R

1
uad) = [ 1w

(z—

2
i dy.

ist die eindeutige Losung der partiellen Differentialgleichung wu,, = u,;, die den folgenden
Bedingungen geniigt:

1. Es gilt ltifél u(z,t) = f(x), wobei f € S(R) gegeben ist.

2. Fir jedes t > 0 ist die Funktion u(.,t) € S(R) eine Schwartzfunktion.

3. Die Funktion u ist nach x und t beliebig oft differenzierbar.

Beweis.

1. Wir machen einen Produktansatz (nach Bernoulli) und suchen nach Losungen der
Waérmeleitungsgleichung der Form

u(z,t) = a(t)b(x).
mit a(t),b(x) # 0 fur alle x,t. Ein solches wu ist eine Losung, wenn

d2b(x) da(t)
CL(t)W = (.’E)T, also
1 daf(t) 1 d?b(x)
at) At b(x) dzz O oM
denn die linke Seite h&dngt nicht von x und die rechte Seite nicht von ¢ ab.
Losungen, die fiir |x| — oo beschriankt bleiben, erhélt man fiir
c=—k*< 0,k €R, und zwar

a(t) = Ae ™t b(x) = Agel®
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mit reellen Konstanten A;, Ay, insgesamt also
u(z,t) = Ae~Fttike
mit einer Konstanten 0 # A € R.

. Wegen der Linearitat der Warmeleitungsgleichung ist auch jede Summe der unter 1.
gefundenen Losungen zu verschiedenen Konstanten k wieder eine Losung. Sogar das
Integral iiber unendlich viele solcher Losungen ist wieder eine Losung,

1 e
u(z, t) = o /A(k)e_k tike g,

V2r
wenn A eine schnell fallende Funktion ist. Denn dann existiert zum einen das Inte-

gral (vgl.[3.2.16) und zum anderen darf man nach dem Differentiationssatz die

Differentiation mit der Integration vertauschen.

. Damit die Funktion u das Anfangswertproblem 16st, muss die Funktion A so bestimmt
werden, dass

N0

f(z) = u(z,0) = limu(x,t) = \/% / A(k)e* = dk

gilt.

Dann muss aber die Funktion f mit f(z) = f(—z) die Fouriertransformierte der
Funktion A(k) sein. Da wir f als Schwartzfunktion vorausgesetzt haben, f € S(R),
kénnen wir die Fourier-Inversionsformel anwenden und erhalten

Insbesondere ist auch A eine Schwartzfunktion, A € S(R). Somit erhalten wir
) ulm,t) = —— / ke Rk,
’ V2

Hieraus folgt, dass die Funktion u(—=z,t) fir festes ¢ > 0 die Fourier-Transformierte
der Funktion h; mit

ho(k) = f(k)e

ist. Man sieht, dass mit wachsendem ¢ die Funktion fiir gréflere Wellenvektoren £
schneller abklingt. Dies reflektiert die glattende Wirkung des Warmeleitungsflusses.
Wegen f € S(R) ist fiir jedes ¢ > 0 die Funktion A (k) in S(R) und somit auch
u(.,t) € S(R) als ihre Fouriertransformierte. Aulerdem ist die Funktion « nach den
Variablen x und t beliebig oft differenzierbar.
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4. Sei jetzt t > 0. Unter Verwendung der Rechenregeln fiir Faltung und Fourier-
Transformation kann man (*) so umformen, dass anstelle von f die Funktion f
selbst auftritt:

(+5) ule, t) = m/f e 5 dy.

5. Wir wollen zeigen, dass eine Losung v der Warmeleitungsgleichung, die die Bedin-
gungen 1.-3. erfiillt, eindeutig ist. Dazu betrachte die Funktion

g R, — ]R
t — f (x,t)*dz.

Sie ist monoton fallend, denn es gilt

d A o, D
—qg(t) = E/u(x,t) dz = Q/U(x,t)&u(ac,t)dx

dt
0 . [ (0 :
2/u(a:,t)6$2u(x,t)da: 2/ <a$u(a:,t)) dz <0

Hierbei wurde bei * partiell integriert.

Also gilt fiir 0 < t; < to:

/u(x,t1)2dx > /u(m,t2)2dx.

Ist also u(z,t;) = 0 fur alle x € R, etwa zum Zeitpunkt ¢; = 0, so folgt auch
u(z,t) = 0 fiir alle z € R und alle spéteren Zeiten ¢ > t;. Also ist

u(z,t) =0 fiir alle  (x,t) €e R x Ry
die einzige Losung der Wirmeleitungsgleichung, die die Anfangsbedingung
u(z,0) =0

erfiillt. Wegen der Linearitdt der Warmeleitungsgleichung ist dann die Losung des
Anfangswertproblems eindeutig bestimmt.
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Bemerkungen 4.3.3.

1. Aus der expliziten Formel fiir u(x,t) folgt: sind die Anfangswerte auf einem beliebig
kleinen Interval positiv, so gilt auch fiir alle ¢ > 0 stets u(z,t) > 0. Da dies fiir alle
x € R und alle t € R, gilt, liegt hier eine unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit
fiir Stérungen vor.

2. Man beachte, dass x und t im Exponenten mit unterschiedlichen Potenzen eingehen.
Hier tritt eine dimensionsbehaftete Konstante auf.

3. Stetige Abhéngigkeit von den Anfangswerten:

Seien f; und fo € S(R) zwei Anfangs-Temperaturverteilungen und wuy,us die zu-
gehorigen Losungen. Dann folgt aus der Formel (xx) aus dem Satz:

ur(z,£) — un(e )] < e / ) — faly)ldy

T 1 (—k)?
< T dk
zlelp|fl< y) — fz(y)l/\/me

= sup |f1(y) — fa(y)| % e "ds

Mit der Supremumsnorm || f||o := sup |f(y)| folgt also aus || f1 — follee < €
yER
|ug (z,t) — ua(z,t)| < e fiir alle (z,t) € R x R,

4. Die Formel (**) kann man fiir die Berechnung von u(z,t) fiir ¢ < 0 nicht verwenden.
Ist t <0, so ist

hu(k) = F(k)e ™

im Allgemeinen keine Schwartzfunktion und die Fouriertransformierte existiert nicht.

5. Man muss wirklich fordern, dass das Wachstum der Funktion w(—,t) fiir jedes ¢
beschrankt ist; sonst hat schon das Anfangswertproblem mit g(z) = 0 unendlich
viele Losungen, die aber fiir |z| — oo schnell wachsen.

Die Verallgemeinerung dieser Resultate auf beliebige Dimension ist nun nicht schwierig.
Wir formulieren sie durch Fundamentallésungen:
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Satz 4.3.4.
Die Funktion W: R" x R — R sei definiert durch

1 _l=1?
Wi, t) = @ " >0
0, t <0.

Dann ist W lokal-integrierbar und die zugehorigen regulére Distribution eine Fundamen-

tallosung des Differentialoperators L := A — % zum Punkt 0.

Beweis.

1. Es gilt nach Beispiel [1.5.16

/ eIl gny, — o2,

mit der Substitution = = /4ty folgt

1 ll[12
— ¢ aww d"z=1 furallet>0.
/Rn (47rt)"/2

Fiir jedes feste T' > 0 ergibt sich damit bei Integration von |W (z,t)| iiber R" x [0, T
der Wert T', und somit ist die Funktion W auf R™ x R lokal-integrierbar und definiert
somit eine reguldare Distribution.

Es hidngt W nur von ¢ und r := ||z|| ab. Auf R" x R\ (0,0) ist W beliebig oft
differenzierbar und erfiillt die homogene Warmeleitungsgleichung: dies folgt aus

82 n—109 0 2
- - _ = —n/2 —r?/(4t) _
(87“2 * r o Or 8t)t ‘ 0.

2. Wir wenden nun Satz[3.1.14] auf die Funktion f(x) := #G*H"EHQ an und erhalten eine
Dirac-Folge
k::k”~f(k'—);>50 fir k — oo.

Somit gilt mit k£ = 21?

1 _ll=i?

1;&)1 e WC de ZZJ(ZL')anZ' = @ZJ(O)

fiir jede Testfunktion ¢» € D(R™). Fiir ¢ € D(R™ x R) und ¢.(x) := p(z, ¢) folgt also

(%) lm [ —W(x,e)o(x)d"z = 10(0).

el0 Rn
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3. Der adjungierte Operator im Sinne von Bemerkung [3.1.15] des Laplace-Operators A
ist nach Beispiel [3.1.18 der Laplace-Operator A Selbst Der adjungierte Differential-
operator zum Warmeleitungsoperator L = A — 1st L*=A+ %. Deshalb ist

LW [p] = lgigl : Wiz, t)L*¢(x,t)d"zdt

T 0 )
= llm//n \(AW(x, t))p(z, t)i— W (x, t)agp(x, t)d"zdt,

el0

oW (2, )62, 1)

da die Funktion W auf R™ x R\ (0,0) nach Teil 1. dieses Beweises die Warmelei-
tungsgleichung erfiillt. Jetzt ist

/ n / %(W(q;7t)gp(a:,t))dtd”x == | W)

= — [ Wk@de + [ Wiae) (bola) - (@) d"a

R™ R™

Wegen ¢ € D(R™ x R) konvergiert ¢.(x) fir ¢ — 0 gleichméBig gegen ¢y(z), und
damit das zweite Integral gegen 0. Wir haben somit

LWl 2 4(0) = 9(0,0) = Gole).

Es folgt nun aus Satz

Korollar 4.3.5.
Die inhomogene Wérmeleitungsgleichung (A — 2) u(xz,t) = p(z,t), mit p € D(R" x R),
besitzt die spezielle Losung

t

1 1 _ny—zn2
u(x,t):—(4ﬂ>n/2 / E= /e = p(y, 7)d"y | dr.

—00 n
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4.4 Die Wellengleichung

Wir betrachten als letzte lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten die
Wellengleichung
Ut — Au = 0.

Wir werden sehen, dass hier Losungen nicht C'°°-Funktionen sein miissen, im Gegen-
satz zur Potentialgleichung, vgl. Satz Ein neues Phénomen ist die endliche Aus-
breitungsgeschwindigkeit, im Gegensatz zur unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit bei
der Warmeleitungsgleichung, vgl. Bemerkung 1. Die Funktion u beschreibe ein elas-
tisches Medium; F' sei ein Vektorfeld, dass die herrschende Kraftdichte beschreibt. Dann
gilt fiir ein Volumen V' C R"
d2
e Vudx = — /8V<F, v)dS(x).

(Das Minuszeichen kommt wieder daher, dass wir mit der &ufleren Normale arbeiten.)
Aus dem Satz von Gaufl folgt u, = — div F. Fiir elastische Korper ist nach dem
Hookschen Gesetz die Kraftdichte F' proportional zum Gradienten der Auslenkung u, also
F = —agradu mit a > 0. Es folgt uy = adivgradu = aAu.

Betrachtung 4.4.1 (Die Wellengleichung im R*).

e Die Wellengleichung im R! hat die Form
Uy — ¢ uz = 0 mit ¢ € R\ {0}.

Wir vereinfachen die Gleichung, indem wir statt t die neue Variable ¢t mit ¢~ 't = ¢
einfithren. Dann gilt u; = u;% = ¢ 'u; und uy = ¢ ?ug. Somit erhiilt man die
Gleichung

Ugpre — Ut = 0.

e Wir fiihren eine weitere Transformation durch und setzen

Tyt Ty — T
ry:=x+t und z_:=z—t, bzw. x:%undt:%
Um eine Differentialgleichung fiir die Funktion
Typ+oTo Xy — T
U(iL‘+,:C,) ::u( 2 ) 92 )
zu finden, benutzen wir die Kettenregel:
Uy = Uy, Oplq + Uy 00— = Uy, + Uy
U = Uy, Oty + 0y O = Uy, — Uy
Ugy = Uer;uraacx-‘r + 'U:c+ac,azx— + Uxfzmraxm—l— + Uac,a:,axx— = Ugiay + 2vx+x, + Uy _a_
Uy = U:p+x+atx+ + Vo 8t.§C, - Uz_z+at'r+ - 'U:v_:v_atxf =VUgyx, — 2Ux+x_ + Vp_o_
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und daher

0= Upp — Uy = 4Vp 4.

oder v, , = 0.

Daraus folgt sofort, dass die Ableitung v,, nicht von x_ abhéngt. Wir haben also
Uy, = c1(z4). Damit folgt fiir die Funktion v:

v=wi(z4) + we(z_)
und fiir die Funktion « somit
u(z,t) = wi(ry) + wo(x_) = wi(z + t) + wa(z — t).

Die Funktionen w; € C%*(R) werden durch die Differentialgleichung nicht weiter ein-
geschrankt und konnen beliebig gewahlt werden: es existiert eine allgemeine Lésung.
Insbesondere miissen die Funktionen nur in C?(R) und nicht in C*°(R) liegen.

Interpretiert man ¢ als Zeit und x als Ort, so ist ¢ eine Geschwindigkeit. Die Koor-
dinaten x4 := x + ¢ heiBen dann auch Lichtkegelkoordinaten von R?. Der Teil der
Losung, der durch ws beschrieben wird, schreitet nach rechts fort; der Teil, der durch
wy beschrieben wird, nach links.

Die  Wellengleichung  beschreibt z.B. die Bewegung einer schwingen-
den Saite, die in Ruhelage das Intervall [0,l] auf der a-Achse ausfiillt:

e, )
\
\
\
,,,,,,,, i .
10 l x
\
\
\
Die Saite wird ausgelenkt und zur Zeit ¢ = 0 losgelassen, wobei ihr noch eine

Geschwindigkeit gegeben werden kann. Bezeichnet wu(x,t) die Verschiebung des
Saitenpunktes an der Stelle z € [0,1] zur Zeit t, so ist die Beschleunigung wuy
proportional zur Kriilmmung u,, der Saite. Daher geniigt u der Wellengleichung

(1) Uz — Ugg = 0

mit den Anfangsbedingungen

(2)  w(z,0) =up(z), w(z,0)=wuy(z) fir =zel0,(

mit frei wiahlbaren Funktionen wug, u;, die den Randbedingungen

(3)  u(0,t) =wu(l,t) =0 fiir t € [0, 0)

geniigen sollen. Man spricht von einem Anfangs- Randwertproblem.

Die Forderung (3.) der stetigen Abhéngigkeit von den Parametern lidsst sich dann
hier folgendermaflen ausformulieren: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir
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jede weitere Losung v der Wellengleichung (1), die auch die Randbedingungen
(4) v(0,t) =v(l,t)=0
erfiillt, und fiir deren Anfangswerte v; fiir alle x € [0, ] gilt

[vj(2) —u;(z)] <9, j=0,1

folgt:
lv(x,t) —u(x,t)] <e firalle z€0,{] und fiiralle t>0.

Wir wollen zuerst die unendlich lange Saite betrachten:

Satz 4.4.2.
Es seien Anfangswerte uy € C*(R) fiir die Auslenkung und u; € C*(R) fiir die Geschwin-
digkeit vorgegeben. Dann ist die durch die d’Alembert’sche Formel gegebene Funktion

-+t

(o, 1) = %(uo(m 1)+ up(z — ) + / i (7)dr )

r—t
zweimal stetig differenzierbar, u € C?(R?), und erfiillt fiir alle x,¢t € R
Uz — U = 0,  u(x,0) = up(z), uz,0) = u(x).

Sie erfiillt alle drei Forderungen (1.) - (3.) aus Betrachtung |4.1.2]

Beweis.

e Der allgemeine Losungsansatz aus Betrachtung
(%) w(z,t) = wi(x+1t)+ws(r —t)
ergibt fiir t = 0 zusammen mit den Anfangsbedingungen die beiden Gleichungen

u(z,0) = wi(z)+ we(x) L uo(z);

u(2,0) = wy(z) —wy(z) =

Integrieren wir die letzte Gleichung beziiglich x, so erhalten wir

wi(z) — wa(x) = /Cw uy (7)dr,

mit einer beliebigen Konstante ¢ € R. Addition und Subtraktion dieser Gleichung
und der ersten Gleichung liefert

2wi(x) = uo(x)—l—/;ul(T)dT,
Qws(x) = () — / "y (7)dr



Insgesamt erhalten wir

T+t
(xx)u(z,t) = wi(x +t) +we(z —t) = %(uo(:v +1t) +up(z —t) + /

r—t

ul(T)dT>

Damit ist die d’Alembertsche Formel bewiesen und die Existenz einer Losung gezeigt.
Also ist Forderung 2. aus Betrachtung fiir die Wellengleichung erfiillt.

e Die Differenz zweier Losungen, die die gleichen Anfangsbedingungen erfiillen, ist eine
Losung der Differentialgleichung, die die Anfangsbedingungen

erfiillt und daher nach (xx) gleich Null ist. Dies zeigt die Eindeutigkeit.

e Wir untersuchen die Abhéingigkeit von den Anfangsbedingungen: wird die Anfangs-
bedingung wu; im Intervall [a, b] der Lénge L := b — a zu @, abgedndert, wobei fiir die
Differenzenfunktionen

vj(x) = t;(x) — u;(z)
die Supremums-Normen beschriankt seien:

oy@)] < g firj=0,1,

so folgt aus der expliziten Form der Losung (sx):

1 T+t
(1) — ulz, 1) = ‘§<vo(x+t)+vo(a:—t)+/ vl(T)dT)(
xr—t
1 € € €
- 2L )
< 2<1+L+1+L+ 1+ 1
1 ¢
SR ACRE

Bemerkungen 4.4.3.

e Die d’Alembertsche Formel fiir die Losung der Wellengleichung zeigt, dass u in ei-
nem speziellen Punkt (g, %) € R? nicht vom Gesamtverlauf der Anfangswerte u;(x)
abhéngt, sondern nur von den Werten w;(z) mit x € [xg — to, 2o +to]. Dieses Intervall
wird dann das Abhdngigkeitsgebiet A(zg,t) des Punktes (z9,) genannt.

'A'_ndert man die Anfangsbedingungen u;(z) auflerhalb des Abhéngigkeitsgebiets

A(zo,to) ab, so bleibt die Losung u der Wellengleichung im Punkt (zg,%;) unbe-
einflusst. Die Wellengleichung hat also eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit.
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e Wird andererseits auf der z-Achse ein Intervall I = [a, b] fixiert, dann heifit die Menge
B(I) der Punkte (x,t), in denen die Losung u(x,t) allein auf Grund der Kenntnis
der Anfangswerte u;(x) in I ermittelt werden kann, das Bestimmtheitsgebiet des

Intervalls 1.

t

Aus (%) liest man ab, dass B(I) ein abgeschlossenes Quadrat ist.

Bemerkungen 4.4.4.

e Wir untersuchen auch den Fall, dass die Saite eine endliche Lange [ hat. Dann kom-
men nach Betrachtung [4.4.1| zu den Anfangsbedingungen auch noch Randbedingun-
gen: es liegt ein Anfangs-Randwertproblem vor. Gesucht sind Losungen u der Diffe-
rentialgleichung

Ugy — Ut = 0

mit Anfangsbedingungen
u(z,0) =ug(x), w(zr,0)=wu(x) fir ze€l0,]]
und Randbedingungen

u(0,t) =u(l,t) =0 fir t>0.

o Wir setzen u als Produkt einer allein von « und einer allein von ¢ abhéngigen Funktion
an (Separationsansatz | Produktansatz von Bernoulli):

u(z,t) = alz) - 5(t).

Dann ergibt sich aus der Wellengleichung mit
Upe = () - B(t) und  uy = a(x) - B"(t)
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die Gleichung

o(x) B
alz)  B(E)
Da diese Gleichung fiir alle z und ¢ gelten soll, muss es ein ¢ € R geben mit
" 1
* 5 = ¢, also &” = caund 8" = ¢f3,
!
wobei ¢ = —\? < 0, damit die Losungen beschriinkt bleiben. Dann erhalten wir weiter

a(r) = Acos(Ax + a)
B(t) = Bcos(At+b).

fiir gewisse Konstanten a, b, A, B € R. Zur Vereinfachung nehmen wir fiir die Linge
der Saite [ = m and und finden aus der Randbedingung

u(0,t) = u(m,t) =0 fir alle t > 0
die Gleichungen
a(0) = a(r) =0,

d.h. @ ==+7 und A =n € N. Somit erhalten wir fiir jede natiirliche Zahl n Losungen
der Form

an(z) = Ay sin(nx),  B,(t) = B, sin(nt) + B, cos(nt).

Ein solches Produkt v = «,, - 3, heifit reine Schwingung.

Da mit zwei Losungen u dieser Art auch ihre Summe wieder eine Losung ist, die die
Randbedingung erfiillt, kann eine Anfangsbedingung auf folgende Weise beriicksich-
tigt werden: Es seien Anfangsbedingungen durch Funktionen

ug € C*([0,7]) und u; € C*([0, 7))

mit u;(0) = u;(7) = 0 vorgegeben. Wir denken uns die Funktionen ungerade 27-
periodisch fortgesetzt und entwickeln sie (mit geringfiigig anderer Notation als in
MIfP 1II) in gleichméBig konvergente Fourierreihen,

0 1 2m
up(z) = Zan sin(nz) mit a, = —/ uo(7) sin(nt)dr
n=1 TJo
bzw.
) 1 27
uy(z) = ;(nbn) sin(nz) mit b, = e uy (7) sin(n7)dr.
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Dies in die d’Alembertsche Formel aus Satz eingesetzt, ergibt

T+t
u(z,t) =

(uo(x —t) +up(x +t) + / ul(T)d7'>

r—t

1
2
1
2

i (an (sin(n(z —t)) +sin(n(x +1))) + /:th - Sin(m_)d7_>

S
-~

T::p—l—t)
T=x—1

2sin(nx) cos(nt)

[e o]

] 1
= Z <an sin(nz) cos(nt) — §bn cos(nT)

n=1

= i sin(nz) (bn sin(nt) + a, Cos(nt)> ;

also eine Reihe in der Form Y a,,(x)5,(t), mit Koeffizienten a,, und b,,, die man als
n=1
Fourierkoeffizienten aus der Anfangsbedingung berechnen kann.

Wir wollen die Wellengleichung auch in héheren Dimensionen untersuchen.

Satz 4.4.5.
Sei U C R™ eine beschrinkte, offene Menge mit glattem Rand oU. Fiir T' > 0 setze

UT =U x (O,T] und FT = UT \ UT.
Wir wollen das Anfangs-Randwertproblem

uy — Au=f auf Ur
u=g auf Trp [Anfangs- und Randbedingungen)]
up=nh auf U x {0} [Anfangsbedingung an zeitliche Ableitung]
zu vorgegebenen Funktionen 16sen. Es gilt:

Es gibt hochstens eine Losung u € C?(Ur), die das Anfangs-Randwertproblem 16st.

Beweis. Die Differenz w := u — 4 zweier Losungen u, @ 16st das Anfangsrandwertpro-
blem mit g = 0 und h = 0. Betrachte die Energie

1
e(t) = §/U (wi(z,t) + [lgrad,w(z, )[]*) dz  fir 0<t<T.

Wir berechnen q
—e(t) = /(wtwtt—i-(gradxwt,gradxw))dx

dt
— /wt (wtt — Aw) d.fC = 0

U
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Bei der partiellen Integration treten keine Randterme auf, da die Randbedingung w = 0
auf OU x [0, T| impliziert, dass auch die zeitliche Ableitung w; auf dem Rand oU x [0, T
verschwindet. Somit ist die Energie erhalten.

Daher gilt fir alle 0 <t < T, dass e(t) = e(0) = 0, so dass die partiellen Ableitungen auf
Ur verschwinden, w; = 0 und grad,w = 0. Die Anfangsbedingung w = 0 auf U x {0}
impliziert, dass 0 = w = v — u auf ganz Uy gilt. O

Betrachtung 4.4.6.

Wir wollen auch die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit wie in Bemerkung4.4.3|in mehr
als einer Raumdimension sehen. Sei u € C? eine Losung der Wellengleichung uy — Au = 0
auf R x (0, 00).

Fiir o € R™ und tg > 0 betrachte den Kegel
C={(x,t) |0 <t <tp|lr—zo]] <ty —t} CR" xR

Dies ist ein Kegel mit Spitze (o, o), dessen Basis die Vollkugel By, (7o) um o in R™ x {0}
vom Radius t ist.

Satz 4.4.7 (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit).

Sei u € C? eine Losung der Wellengleichung uy; — Au = 0 auf R™ x (0,00). Gilt u = 0
und u; = 0 auf By, (z9) € R" x {0}, dann ist v = 0 auf dem ganzen Kegel C'.

Beweis. Auch dieser Beweis benutzt die Energie

1
e(t) = §/ (w2, 1) + |lgradu(a, £)]2) da
Bty —t(zo0)
der Losung u. Wir rechnen:
1
%e(t) = / (uguge + (gradu, gradu,)) dz — 5/ (uf(:c, t)+ ngadu(x,t)HQ) ds
Bty —t(zo) P 8Bto*t(‘vlo)
= ug (uge — Au) da + / 8—uutd5 —5 ui(w,t) + ||gradul|*dS
Bty —t(zo0) P OBt —t(z0) v OBt —t(0)
1 1
_ (8_“ut - 5ui - 5||gmdu||2> ds
OBt —t(20) v

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung impliziert
ou

o
so dass der Integrand nicht-positiv ist. Daher ist Se(t) < 0. Somit ist e(t) < e(0) = 0
fiir alle 0 < t < ty. Daher verschwinden wieder die partiellen Ableitungen, u; = 0 und
gradu = 0 und es gilt u = 0 auf dem gesamten Kegel C'. O

1 1
< o - llgradul] < Ju? + 5 llgradull?,
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Bemerkungen 4.4.8.

Es stellt sich heraus, dass es fiir explizite Losungen der Wellengleichung im R", n > 2,
und ihr quantitatives Verhalten einen grofien Unterschied macht, ob n ungerade oder
gerade ist. Wir betrachten hier nur n = 3 und n = 2. Man beachte im Folgenden die
Differenzierbarkeitsforderungen an die Randwerte.

1. Fiir die drei-dimensionale Wellengleichung wollen wir fiir die Differentialgleichung
Agu — Uy = 0

das Anfangswertproblem behandeln: Es werden also fiir vorgegebene Funktionen ug €
C3(R3) und u; € C?(R?) Losungen u gesucht mit

u(z,0) =ug(x), und wu(x,0)=uy(z)
fiir alle z € R3.

2. Wir erinnern an Satz[2.2.10; Sei f: R™ — R eine integrierbare Funktion, n > 2. Dann
ist fiir fast alle r € R, die Funktion f iiber die Sphire S™~! integrierbar, und es gilt

(1) / f(x)d”xz]o / f(2)dS(z) | dr und

@ [ r@as@ =t [ reease)

Wir zeigen zunéchst in Verallgemeinerung von Satz das Huyghenssche Prinzip:
Sphirische Mittelung liefert fiir jede C?-Funktion ¢ € C?*(IR?) eine Losung der dreidimen-

sionalen Wellengleichung.

Lemma 4.4.9.
Fiir eine beliebige Funktion ¢ € C?(R3) betrachte die Funktion, deren Wert in z € R? fiir
t € R durch die Mittelung iiber eine rdumliche Sphére vom Radius |¢| definiert ist:

Mlple) = o [ e r1as© 2 f eleasie)

auf R3 x R, wobei das erste Integral iiber die 2-Sphire S? = {£ € R? | ||¢|| = 1} geht.
Dann ist die durch
v:RPXx R =R, wv(z,t) :=tM(t)[¢)(z)

definierte Funktion eine Losung der Wellengleichung

AgU — VUt = 0.
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Beweis. Wir rechnen ganz explizit die Wellengleichung nach.

e Da Av—uwy in t stetig ist, braucht die Behauptung nur fiir ¢ # 0 bewiesen zu werden.
Dabei kann iiberdies ¢ > 0 angenommen werden, denn der Fall ¢ < 0 kann durch die
Substitution 7 := —t auf diesen Fall zuriickgefiihrt werden.

Differenzieren wir v nach t, so erhalten wir nach der Produktregel

0

vz, t) = M(O)pl(x) +t5 M(t)lp)(z)

und durch nochmaliges Differenzieren

(%) vu(z,t) = Q%M(t)[go](x) I

e Wir berechnen beide Summanden in (x). Da ¢ als zweimal stetig differenzierbar
vorausgesetzt wurde, kann die Differentiation mit der Integration in der Definition
von M vertauscht werden. Wir erhalten:

O M) = 1 [ 2+ rgasie)
SQ
_ 1 ( L ($+t§)5')d5(f)
47 — Ox; ' '
s> =1

Nach der Formel (2) in Bemerkung mit y = t£ finden wir

3
0
= %ﬁ (Z 6;:0» (z + y)yi>ds(y)
i=1 *

sz

Mit dem Satz von Gauf [2.4.10] wird hieraus ein Integral iiber die Vollkugel

1

= [ divgrad d3y.

g ivgrad, o(x +y)d’y
lyli<t A,

Nach der Formel (1) im Transformationssatz [2.2.10, angewendet auf die Funktion

Aup(z +y)  fir lyl| <t
. 3 R x )
f: R R 1) '_{ 0 fir |yl >t
erhalten wir fiir den ersten Summanden in (x)

t

%M(t)[SO](x) 1 /(/ Azgo(:p—}-y)ds(y))dr

= Ant?
0 J|lyll="

179



Daraus folgt durch nochmaliges Differenzieren nach ¢

0? -1

s MOll@) =5 Arp(z +y)dS(y).

3
/ Asple +y)dy + —3

lyll<t lyll=t

Setzt man dies in (*) ein, so findet man, dass nur der Randterm zu vy beitragt:

—

*)
Vgt =

[\3

0 MOl )+t—M(t)[90](w‘)

(19_ o2
= 4— / o(z 4+ y)dS(y)
2210 41/ oz + t6)dS(€).
leil=1

e Andererseits gilt, da wir die Differentiation nach den Variablen z; mit der Integration
iiber ¢ vertauschen kénnen:

Av(z,t) = ﬁ / Agp(r +t€)dS(€),

l€l=1

insgesamt also Av(x,t) = vy(x,t).

Mit &hnlichen Methoden stellt man eine Beziehung zwischen der Wellengleichung in drei
Dimensionen und in einer Dimension her, die den Ansatz in Lemma [4.4.9| erklart. Diese
Betrachtungen konnen allgemein in ungerader Dimension durchgefiihrt werden.

Satz 4.4.10.
Sei u: R? x R — R eine C?-Losung der dreidimensionalen Wellengleichung Au — uy = 0.
Betrachte fiir einen beliebigen, aber festen Punkt a € R? die sphirische Mittelung

MO0 = 1 [ ulatr€ds© = f u(e.0ds(e)
[1€]]=1

Dann geniigt die Funktion

v(r,t) :=r - M(r)[u](t)

der eindimensionalen Wellengleichung
Upp — vy = 0.
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Beweis.
betrachten. Dann gilt

0 —

Ao M (r)[u](?)

or

Wie im Beweis des

vorigen Hilfssatzes geniigt es, den Fall » > 0 zu

1
Ir
l€l=1
1 °L Ou
w | (Zaarrens)ase
=1

1=
ll€ll=1 -

-~

(grad, u(a + r¢,t),dS(€))

%u(a + 7€, 1)dS(€)

und nach der Substitution z := a + ¢ folgt mit dem Satz von Gauf

0 —
or

Wir rechnen damit weiter

9
or

(r2 &M (1)

A M (r)[u]()

pzm 1

gz 1
42

/ ( / Aufz,t)dS(x) )dC.

0 Jlz—all=¢

Au(z,t)dS(z)

[x—al|=r
1 0?
@u(x, t)dS(x)

|z—all=r

[wegen Au = uy]

EZL3(2) 7“_2 R
 Arw ot?
l§ll=1

a+r& t)dS(§).

Mit dem Differentiationssatz finden wir

() (2L R n) = o2 (3
Nun ist
) Toutey = 2 (M)
= 22 (Fmu0) + -2 (o)



und daher

ef von v 82
D f: (T, t)

Wir kénnen nun mit Hilfe von Lemma das Anfangswertproblem losen:

Satz 4.4.11.
Seien ug € C?*(R3) und u; € C*(R?). Dann gibt es genau eine zweimal stetig differenzier-
bare Funktion

u: R xR — R,

die eine Losung der dreidimensionalen Wellengleichung Azu — uy; = 0 mit den Anfangs-
werten
u(z,0) = ug(z), us(x,0) =u(z) fiir alle z € R?

ist. Diese Funktion ist explizit gegeben durch

u(x,t) = tM(t)[ud](z) + %(tM(t)[uO](l’))-

Diese Losung erfiillt auch die in Betrachtung genannte Forderung 3. der stetigen
Abhéngigkeit von den Parametern.

Beweis.

1. Nach Lemma erfiillen die aus den Anfangsbedingungen gewonnenen Funktionen
vj(x,t) :=tM(t)[u;](z) fir j5=0,1

beide die dreidimensionale Wellengleichung. Dabei ist vy dreimal stetig differenzier-
bar, und aus
A'UO — Vo = 0

folgt durch nochmalige Differentiation nach t¢:
A’Uot — V04 — 0.

Also 16st auch die Funktion vy := vy, und damit u = v; + vy die dreidimensionale
Wellengleichung.
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2. Wir wollen zeigen, dass die so definierte Funktion u auch die Anfangsbedingungen
erfiillt. Wir untersuchen dazu erst einmal die Funktionen v; und vy getrennt. Nach
Definition ist v;(z,0) = 0 und

o 0
5p01(@:0) = M(O)[un) (@) + t2 M (1) [w](x),

also fir t =0

%vl(ﬂzo)=J\/[(0)[U1]($)=i / ur(2)dS(€) = () - — / dS(§) = w(x).

47
l€ll=1 [1£l1=1

Nun zu der Funktion ve. Es ist

wnl, 1) = v, = M(1) o)) + -2 M(Duo) (2).

Fiir ¢ = 0 finden wir, wie oben fiir die Funktion wu,
va(,0) = M(0)[uo)(x) = uo(z),
und fiir die Ableitung

602 0 82
S (@) = QEM(t)[uo] () + t=5 M (t)[u](z) .

=0firt=0
Wie im Beweis von Lemma [4.4.9] ist

0 1

GMOle) = o= [ {erad, wale + 1), 9dS(€).

ll€ll=1

Fiir t = 0 ergibt das 0 nach dem Satz von Gauf 2.4.10, da der Vektor grad, ug(x)
von der Integrationsvariablen £ nicht abhéngt, seine Divergenz beziiglich £ also 0 ist.

Wir finden also 5
Vg
Z2(2.0) =0
at ('x? )

und somit zusammenfassend fiir die Anfangswerte

U(.%, O) = Ul(xa O) + 712(377 0) = u0<x>;
0 0
w(@,0) = ZH@,0)+ 52(2,0) = w(a).
3. Ist u eine Losung der dreidimensionalen Wellengleichung, so ist nach Satz[4.4.10] die
Funktion v(r,t) := r - M(r)[u](t) eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung
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und nach Satz[.4.2)eindeutig bestimmt. Nun bestimmt aber v fiir  # 0 die gemittelte

Funktion
M0 =5 [ ula+renase ="

ligl=1

1
4
Da M im Argument r stetig ist, liegt die Mittelung auch fiir 7 = 0 fest. Wir finden

/ u(a,t)dS(§) = u(a,t).

llgll=1

M{(0)[ul(t)

T 4r

Deswegen ist dann auch die Funktion u eindeutig bestimmt.

4. Die Losung u erfiillt auch die Forderung (3.) der stetigen Abhéngigkeit von den
Parametern; das wollen wir aber nicht zeigen.

Wir untersuchen abschlieBend die Wellengleichung im R?:

Satz 4.4.12.
Seien ug € C*(R?) und u; € C*(R?). Dann gibt es genau eine zweimal stetig differenzier-

bare Funktion
wR*xR — R

(«',t) — wu(d,t),

die eine Losung der zweidimensionalen Wellengleichung Ayu—uy = 0 mit den Randwerten
u(2’,0) = up(2’), w(2’,0) = uy(2) fiir alle 2’ € R?

ist. Diese Funktion ist explizit gegeben durch

u(z' 1) = M(t)[ul](2) + % (M (t)[uo](x")) , wobei
M (t)[uj](2') := L 4 (Y) d?y’ fiir j =0, 1.

27 2 — ||y — 2'[]2
lly' =2/ | <[] \/ | |

Beweis.
e Wir benutzen die Hadamardsche Abstiegsmethode und fithren die Behauptung auf
Satz [4.4.11] iiber die Wellengleichung auf R3 x R zuriick. Wir betrachten Losungen
der dreidimensionalen Wellengleichung, fiir die die Anfangswertfunktionen u;(z) mit

x = (w1,%2,73) =: (2/,z3) nur von z; und xs, nicht aber von der Koordinaten x3
abhéngen. Dann héngt auch die in Satz [4.4.11| angegebene Losung

(e 1) = (@) ) (2) + (1M (1)) ()

nur von x1, ze und t ab. Wegen u,,,, = 0 erfiillt sie mit der dreidimensionalen auch
die zweidimensionale Wellengleichung.
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e Wir schreiben nun noch mit Hilfe der Transformation y := x + t£ die Funktion
tM (t)[uq](x) um:

MO - [ wer©as© -1 [ w6
l1gl1=1 [ly—=||=t
Nach Wahl der beiden lokalen Parametrisierungen fiir die zweidimensionale Sphére
OB;(z) C R?
pr: {y €R?| |l =2/l < [t} — R,

(1) = (Y1, o 23 £V — |y — '|]?)
und Bestimmung des Flachenelements erhélt man

EM (8)[uj] (z) = % / 7 _“JH(;J)_ w,HQdyldyz = M(t)[u] (2).

lly'—="[|<[¢]

Bemerkungen 4.4.13.
Wir diskutieren noch die Abhéngigkeitsgebiete fiir die Wellengleichung in zwei und drei
Dimensionen.

e Im zweidimensionalen Fall ergibt sich fiir (z(,ty) € R? x R das Abhéngigkeitsgebiet
Ay (g, to) = {a" € R? | [ — ap]| < Jtol} -
Man beachte, dass eine Ungleichung auftritt und eine Vollkugel im R? relevant ist.

e Fiir den dreidimensionalen Fall betrachte fiir den Punkt (x¢, %) € R* x R aus der

Formel in Satz 4.4 11t

0 13

o | 1 / uo(zo + t£)dS(€)

lefl=1 l€l=1 s

to

(o to) = - / w0 + to€)dS(€) +

Die Losung u(xg, tg) hiangt also nicht vom Gesamtverlauf der Anfangswerte ab, son-
dern nur von den Werten auf der Oberflaiche der Kugel mit Mittelpunkt z; und
Radius [to|, also dem das Abhéngigkeitsgebiet

As(wo,to) = { 2 € R® | [Jw — ol = |to] }.
Man beachte, dass hier eine Gleichung auftritt.
e Hier ist eine wichtige Dimensionsabhéngigkeit festzustellen: Im ein- bzw. zweidimen-
sionalen Fall ist also auch das Abhingigkeitsgebiet A; ein- bzw. zweidimensional,
wéahrend es im dreidimensionalen Fall nur zweidimensional ist. Wiirden wir in zwei

Raumdimensionen (flatland) leben, so gébe es z.B. in der Akustik einen solchen Nach-
hall, dass an Musik in unserem Sinne nicht zu denken wére.
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