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1 Diagonalisierung von Endomorphismen

1.1 Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum

Eigenwerte, Eigenvektor und Eigenraum

Definition 1. Sei F' ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V, d.h. F : V —V
ist K-linear.

o \ € K heifit Eigenwert von F, wenn es einen Vektor 0 £ v € V' gibt, so dass

F(v) = M.

o Jeder solche Vektor heifst Eigenvektor von F zum Eigenwert .

e Der Unterraum von V definiert durch
Vi :={v e VIF(v) = v}

heifit Figenraum von F zum FEigenwert .

Beispiel 1:
Sei V = R? und

F:<(1) é)eEnd(V).

e1 + eg ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1,
e1 — ey zum Eigenwert —1,
Vi =R(e; +e2), Vo1 =R(eg — e3),
Da V =V, @& V_q, hat F keine weiteren Eigenwerte.

Beispiel 2:
Die lineare Abbildung von R? nach R?, gegeben durch die Matrix

D [ cos¢ —sinp
7 \ sing cosp )’

ist eine Drehung um den Winkel ¢ und hat daher hat keine reellen Figenwerte, falls
¢ kein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist. [2mm] Zum Beispiel ist D, /2= < (1) _01 >

und die Eigenwertgleichung liefert

z\ (0 -1 r\ _( -y _ T
vn(5)= (V) (0)=(2)=2(0)
dh. —y = Az und = = \y. Dies impliziert aber x = —\2z und y = —\%y. Wegen
A2 >0 ergibt dies z =y = 0.



1.2 Charakteristisches Polynom

Charakteristisches Polynom
Das charakteristische Polynom dient zur Bestimmung der Eigenvektoren.
Verabredung. Wir nehmen im Folgenden an, dass K ein unendlicher Kérper ist.
Dann brauchen wir zwischen Polynomen P(t) € K[¢] und polynomialen Funktionen
P : K — K nicht zu unterscheiden.

Definition 2 (Charakteristisches Polynom). Sei V' ein K- VR der Dimensionn < oo
und F € End(V).

Das charakteristische Polynom Pp : K — K, t — Pp(t), von F ist definiert
durch

Pr(t) = det(F—td) = det(A — ¢1,)
= Z 8(0) (alo'(l) - télo’(l)) Tt (ana'(n) - t(sno(n)) )
ocESH

wobei A = (ai;);; die darstellende Matriz von F beziglich (irgend)einer Basis von

V ist.

Wie sieht das charakteristische Polynom aus?

Satz 1. Das charakteristische Polynom von F € End(V') hat Grad n = dim V.

Schreibt man .
Pe(t) =) opt®
k=0
mit Koeffizienten a; € K, die von F' abhingen, dann gilt
ap = detF = detA.
Qap—-1 = (_1)7171 (all + -+ ann)
Qn = (_1)n’
wobet A = (a;j) die darstellende Matriz von F' ist.

Die Summe der Diagonalelemente von A heifit auch spur(F') = spur(A4) := a1 +

e + Ann -
Beweis. Das Polynom (aj,(1) = t15(1)) * - - - * (Ano(n) — t0no(n)) hat fiir jede Per-
mutation o # Id einen Grad < n — 2, da dann mindestens zwei J;,(;) gleich 0 sind.

Daher gilt
PF(t) = (a11 — t) e (am — t) + Q(t)

mit einem Polynom Q(¢) vom Grad < n — 2.

Ausmultiplizieren liefert nun:
Pp(t) = (=t)" + (=t)" (a11 + -+~ + ann) + - + Pr(0)
mit Pp(0) = det(F —0-1d) = det F.



Charakteristisches Polynom und Eigenwerte

Satz 2. Sei V ein endlichdimensionaler VR und F' € End(V'). Dann gilt:
Die Eigenwerte von F sind genau die Nullstellen des charakteristischen Poly-

noms von F.

Beweis.
A € K ist genau dann ein Eigenwert von F', wenn es einen Vektor 0 # v € V gibt
mit F(v) = Av, d.h. wenn ker(F' — AId) # 0.

Dies ist gleichbedeutend mit det(F — Ald) = Pr(X) = 0. O

1.3 Diagonalisierbarkeit
Diagonalisierbarkeit

Definition 3. Sei V ein K-VR der Dimension n.

F € End(V) heifst diagonalisierbar, wenn es eine Basis B = (b1,...,by) von V
gibt, so dass die darstellende Matriz von F Diagonalgestalt hat:

A0 0
Mp(F) =diag(M,..., M) = | o “-. 0o |, mitA,...., A €K
0 0 A

Bemerkung
Die Basisvektoren b; sind dann Eigenvektoren von F' und die Diagonaleintrige A;
sind die zugehorigen Eigenwerte A;.

F ist also genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis aus Kigenvektoren
gibt.
Charakteristisches Polynom und Diagonalisierbarkeit

Satz 3. Das charakteristische Polynom eines diagonalisierbaren Endomorphismus
F zerfillt in Linearfaktoren.

Beweis. Aus Mp(F) = diag(A1,...,\,) folgt
Pp(t) = det(diag(A\ —t,..., A\ — 1))
= M=t ..- (A — 1)
= (=D"t=X) ... (t— ).

Bemerkung
Die Umkehrung des Satzes gilt nicht immer, wie wir gleich sehen werden.

Beispiel 1
Sei
(11 9
F= < 0 1 ) € End(K*).

3



Pp(t) = (t — 1)? zerfillt in Linearfaktoren, aber F ist nicht diagonalisierbar:
1 ist der einzige Eigenwert und Vi = Ke;.

Es gibt also keine Basis aus Eigenvektoren.

Beispiel 2
Sei

_ (0 -1 2
F= < 1 0 > € End(K*).
Dann gilt Pr(t) = t? + 1.
Fiir K = R hat Pg(t) keine Nullstellen und zerféllt also nicht in Linearfaktoren.
Insbesondere ist F' nicht diagonalisierbar. Wir haben schon gesehen, dass F' die
90°-Drehung ist und deshalb keine Eigenvektoren hat.
Fiir K = C zerfillt Pp(t) =t + 1= (t +14)(t —1).
Dariiber hinaus ist F' diagonalisierbar (mit komplexen Eigenwerten):
F(e; —ie3) = ey+ie; =i(e; — ieg)
F(e1 +ie3) = ea—ier = —i(er +iea).

Multiplizitdt der Nullstellen des char. Polynoms
Ist A eine Nullstelle eines Polynoms P(t), so kann man P schreiben als

P(t) = (t—=A)"Q()
mit einem Polynom @ mit Q(\) # 0, und m heift Multiplizitdt von A.

Definition 4 (Multiplizitét der Nullstellen des char. Polynoms). Sei F' ein Endo-
morphismus eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V' mit Figenwert \.

Die Multiplizitdat my von X ist definiert durch
Pr(t) = (t—XN)"™Q(t), wobei Q € K[t] mit Q(\) # 0.
Multiplizitit und Dimension des Eigenraumes
Satz 4. FEs sei V) der Figenraum zu A und n)y := dim V), dann gilt
ny < my.

Beweis. Sei By = (b1,...,by,) eine Basis des Eigenraums V).

Nach dem Basisergénzungssatz konnen wir B) zu einer Basis B von V ergénzen.

Mp(F) = < A % )

wobei D eine quadratische Matrix ist.
Daraus ergibt sich Pp(t) = (—=1)™(t — \)™* Pp(t) und somit ny < my. O

Dann gilt



Lineare Unabhéngigkeit von Eigenvektoren

Satz 5. Sei V ein VR, F € End(V) und v;, i = 1,...,k, seien Eigenvektoren zu
paarweise verschiedenen Eigenwerten \;.

Dann sind (v1,...,vg) linear unabhingig.
Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach k.

TA: Fiir k = 1 ist nichts zu zeigen.

IV: Sei k > 2, und es gelte dass k — 1 Eigenvektoren vy, ..., v;_1 zu verschiedenen
Eigenwerten A; linear unabhingig sind.

IS: Seien vq, ..., v, Figenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten \;. Wir miissen
zeigen, dass die v; linear unabhéngig sind.

Weiter im Beweis:

Angenommen, es gelte 0 = Zle ¢;vi, so folgt folgt einerseits

k
0= Z )\kcivi
=1

und andererseits durch Anwendung von F

k
0= Z )\icwi.
=1

Subtraktion der beiden Gleichungen liefert

k—1
0= (A — Ai) civg
iz; 1 1Y
#0
und somit (wegen der IV) ¢; =0 firi=1,...,k— 1.
Es folgt 0 = Zle c;v; = ;v und somit auch ¢, = 0. ]

Erinnerung/Nachtrag:

Definition 5 (Direkte Summe von mehr als zwei Unterrdumen). Sei V' ein VR und
Vi, Vo, ..., Vi, C V Unterrdume mit der Eigenschaft

Vi ﬂspan{U Vi} ={0} Vi
J#i
Die direkte Summe der V;’s ist dann der Unterraum

VieVod- -V ::{’Ul—i-’UQ—i-”-—i-’Uk"UiEV@iZl,Q,...,k}.

Es gilt:

e Jeder Vektor v € Vi & ... ® V} hat eine eindeutige Darstellung v = v1 + vo +
<o+ v mit v; € V;

e Vid..oVi=(-(V1eoWhaeVz)ad & Vi) ®d V.



Diagonalisierbarkeit und Aufspaltung in Eigenrdume

Satz 6. Sei V ein endlichdimensionaler VR und F € End(V).
F' ist diagonalisierbar

<= Das charakteristische Polynom Pr zerfdllt in Linearfaktoren und my = ny
fiir alle Figenwerte A

— V= EB Vi, d.h. V st direkte Summe von Figenrdumen.
A EW

Beweis. )1, ..., \; seien die verschiedenen Eigenwerte von F und U = @le Vi, C
V die (nach dem Satz iiber Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten direkte)
Summe der Eigenrdume.

Sei By eine Basis von U. Nach dem Austauschlemma konnen wir By zu einer
Basis B von V ergénzen.

Weiter im Beweis:

Die darstellende Matrix von F beziiglich B hat dann die Gestalt

MB(F):<61 1*)>,

wobei A die darstellende Diagonalmatrix der Einschrinkung F'|y (beziiglich Byy) ist
und D eine (m x m)-Matrix ist, m := dimV — dim U.
Daraus folgt fiir das charakteristische Polynom von F
Pp(t) = Pa(t)Q(1),

wobei Q(t) = Pp(t), falls m > 0 und Q(t) = 1, falls m = 0.
Nun gilt: F' diagonalisierbar <= U =V <= m =0 <= Prp(t) = Pa(t) =
()\1 — t)n)‘l s ()\k — t)nkk . O

2 FEuklidische und Hermitesche Vektorraume

2.1 Bilinearformen

Euklidische und Hermitesche Vektorrdume

Dies sind Vektorrdume, die mit einer zuséitzlichen Struktur ausgestattet sind,
niamlich mit einem Skalarprodukt, mit dessen Hilfe wir geometrische Gréfien wie
Abstand, Lange und Winkel definieren kénnen.

Erinnerung: Linearformen
Sei V' ein K-Vektorraum.

e Der Vektorraum
V*:=L(V,K)={L:V — K| L ist K-linear}

heifit Dualraum zu V' oder auch Raum der Linearformen.



e Hat V die Dimension n, so auch V*. Ist (v1,...,v,) eine Basis von V, so ist

v},..., v, definiert durch

KON 1 fallsi=j
“i(vﬂ)_{o falls i # j °

eine Basis von V*. Diese Basis heifit die zu (vy,...,v,) duale Basis.

Bi- und Multilinearformen
Definition 6. Sei V ein K- Vektorraum.

o Fine Abbildung f:V xV — K heifit Bilinearform, wenn Sie linear in beiden
Argumenten ist, d.h. Vx,y,z € V und a,b € K gilt:

Blax +by,z) = aB(x,z)+b5(y,z) und
B(z,ax +by) = aB(z,x)+b5(zy)
e Fine Abbildung

p:VE=vVx...xvV = K

(V1y..yvg) = (v, ..., o)

heifst Multilinearform (genauer k-Linearform), wenn u in jedem der k Argu-
mente linear ist.

Beispiele
e Linearformen sind 1-Linearformen

Beispielsweise ist f +— fj f(x)dx eine Linearform auf dem VR der integrierba-
ren Funktionen auf dem Intervall [a, b].

e Sei V = C%Ja,b]) der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem Intervall
[a,b]. Dann definiert (f,g) — f; f(z) - g(z)dz eine Bilinearform auf V.

e Die Determinante det : Mat(n, K) = (K™")" — K ist n-linear.

Symmetrische und schiefymmetrische Bilinearformen
Definition 7. Fine Bilinearform 5 :V xV — K heifst
o symmetrisch, wenn

B(v,w) = B(w,v) fir alle v,w € V.

e schiefsymmetrisch, wenn

B(v,w) = —p(w,v) fir alle v,w € V.



e nicht entartet, wenn die lineare Abbildung

V —» Vv
Vo= B(Ua')

injektiv ist (d.h. wenn v = 0 der einzige Vektor ist, fir den f(v,w) = 0 fir
allew e V).

Definition 8. SeidimV =n, a : VXV — K eine Bilinearform und B = (b, ..., by,)
eine Basis von V. Die darstellende Matriz von « ist die (n x n)-Matriz A mit den

FEintrigen
Qi = Oé(bi, bj)

Bemerkungen,/UA

o Al ist die darstellende Matrix der linearen Abbildung V > v — a(v,-) € V*
beziiglich der gegebenen Basis von V und der dazu dualen Basis.

e (v ist genau dann nicht entartet, wenn A invertierbar ist.

e « ist genau dann symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch, wenn A symmetrisch
bzw. schiefsymmetrisch ist, d.h. wenn A = A’ bzw. A = —A’. Der Raum der
symmetrischen (bzw. schiefsymmetrischen) Bilinearformen bildet einen Vek-

(n+1) n(n—1) )
—5).

torraum {iber K der Dimension ™5 (bzw

2.2 FEuklidische Vektorraume

Euklidische Vektorrdume

Definition 9 (Euklidisches Skalarprodukt/Euklidischer Vektorraum). Sei V' ein
reeller VR. Fine symmetrische Bilinearform (-,-) : V x V — R heifst positiv definit,
wenn fir alle v eV, v # 0 gilt

(v,v) > 0.

Ein (Euklidisches) Skalarprodukt auf V' ist eine positiv definite symmetrische Bili-
nearform V. x V — R.

Ein EBuklidischer Vektorraum ist ein reeller VR zusammen mit einem Skalarpro-
dukt darauf.

Bemerkung
Skalarprodukte sind nicht entartet, denn aus (v,v) = 0 folgt v = 0.

Beispiel
Das kanonische Skalarprodukt von R™ ist definiert durch

n
(x,y) = Zl’iyz',
i=1



wobel x = Z?:l z;e; und y = Z?:l y;e;. Die darstellende Matrix des kanonischen
Skalarprodukts von R™ beziiglich der kanonischen Basis ist die Einheitsmatrix 1,,,
denn

1, falls i=j

0 sonst.

<ei7€j> = 5@‘ = {

Geometrische Gréflen 1: Linge und Abstand
Definition 10. Sei V' ein Fuklidischer VR.

e Die Linge (auch Norm) eines Vektors v € V ist die Zahl
[0l == v/ {v, v).

e Der Abstand d(zx,y) zweier Punkte x,y € V ist die Linge des Vektors y — x:
d(z,y) = |ly — x|.

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ist fundamental in der Geometrie. Sie er-
laubt es u.a., Winkel zu definieren.

Satz 7 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei V' ein Euklidischer VR. Dann gilt
fir allev,w e V:
(v, w)| < [Jo][ - [Jw],

mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass v # 0 und w # 0, denn sonst ist nichts zu
zeigen.

Weiter im Beweis:

Fiir alle A\, € R gilt

0 < (o, Ao+ ) = X2[lo]]2 + 2wl + 27 n(v, w),

FEinsetzen von A = H und pu = =+ H liefert

0 < 2fvfllw]l + 2(v, w),

d.h. £(v,w) < ||v||||w]], und damit die CS-Ungleichung. Gleichheit gilt genau dann,
wenn fiir eine dieser beiden Wahlen Av+ pw = 0, d.h. wenn v und w linear abhéngig
sind. O



Geometrische Grofien 2: Winkel und Orthogonalitéit
Definition 11. Sei V' ein Euklidischer VR und v,w € V '\ 0.

e Der Winkel Z(v,w) zwischen v und w ist definiert als

Z(v,w) := arccos (v, w) € [0, 7).
[ol[|wl
€[-1,1]
e Man sagt, dass v,w € V senkrecht aufeinander stehen oder orthogonal sind,
wenn,
(v,w) =0

und schreibt dafiir v L w.

e Fir jeden Unterraum U C V' heifit der UR
Ut :={veVjp LU}

das orthogonale Komplement von U in V.

Orthogonales Komplement
7Zu jedem Unterraum in einem Euklidischen Vektorraum gibt es ausgezeichnetes
Komplement.

Satz 8. Sei 8 eine nicht entartete Bilinearform auf einem n-dimensionalen VR V
und U C V' ein Unterraum.

(i) Dann hat der Unterraum U’ := {v € V | B(u,v) = 0 Yu € U} die Dimension
n—dimU.

(i1) Die Unterridume U und U’ sind genau dann komplementir, d.h. V. =U & U’,
wenn UNU' = 0.

Folgerung 9. Sei U C V ein Unterraum eines endlichdimensionalen FEuklidischen
Vektorraums. Dann ist U™ ein Komplement zu U in V, d.h. V =U & U* .

Beweis. (der Folgerung) UNU+ = {0} gilt, denn v € UNU* impliziert (v, v) = 0

und somit v = 0. O
Beweis des Satzes:
Sei (uq,...,u,) eine Basis von U, (uq,...,uy) eine Basis von V. Der Unterraum

U’ ist genau der Losungsraum des linearen Gleichungssystems
n n
,B(UZ‘, ijuj) = Zﬂ(ui,uj)xj = Zﬂij.%'j = 0, fir alle = 1, e, T
Jj=1 J=1

Da (8 nicht entartet ist, ist die Abbildung U > u + B(u,.) € V* injektiv. Somit hat
die Matrix (&j)i:l ..... rj=1,...,n vollen Rang r. Damit ist die Dimension des Losungs-
raumes U’ gleich dimV — r.

(ii) folgt aus (i) und der Dimensionsformel:

dim(U + U") dim U + dim U’ — dim(U N U”)
dimV — dim(U N U").

—~
.
~
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2.3 Orthonormale Basen

Orthonormale Basen
In Euklidischen Vektorrdumen gibt es ausgezeichnete Basen.

Definition 12. Sei (V,(.,.)) ein n-dimensionaler Euklidischer VR.
(i) Eine Vektor v € V' heif§t Einheitsvektor, wenn ||v|| = 1.

(ii) Eine Basis (w1, ...,wy) von V aus n Finheitsvektoren w; € V, die orthogonal
zueinander sind, heifst Orthonormalbasis (kurz: ONB).

Beispiel
Die kanonische Basis von R"™ ist orthonormal (bzgl. des kanonischen Skalarproduk-
tes).

Die Komponenten eines Vektors v € V' in einer ONB (wy, ..., w,) sind gegeben
durch (v, w;), d.h.

n

v= Z(v,wi)wi.

i=1
Satz 10. Sei V ein Euklidischer VR und (v;)ier eine Familie von orthogonalen
Vektoren v; € V- mit v; # 0, d.h.
v; Lvj  fiir alle @ # j.
Dann ist (v;)ier linear unabhdngig.
Insbesondere ist in einem n-dimensionalen Vektorraum jede Familie aus n or-

thogonalen Einheitsvektoren eine Orthonormalbasis.

Beweis.
Sei0=>" jeg Ajj, wobei J C I eine endliche Teilmenge ist und A; € R. Daraus
folgt fiir alle ¢ € J

0= (i, Y Ajoy) = > Aj(vi,v5) = Aol
jeJ jeJ
und somit \; = 0. O

Orthonormalisierungsverfahren

Satz 11 (Gram-Schmidt). Jeder endlich-dimensionale Euklidische Vektorraum be-
sitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach n =dimV € N.
e Falls dimV =1, so existiert v # 0 und wy := HZ—H ist eine ONB.

e Wir nehmen an, dass jeder Euklidische VR der Dimension < n eine ONB hat
und zeigen, dass dann auch jeder n-dimensionale Euklidische VR eine ONB

hat.

e Sei v € V, v # 0. Nach Induktion besitzt der (n — 1)-dimensionale UR v+ :=
(Rv)*t eine ONB (ws, ..., wy). Durch wy := ”Z—” wird diese zu einer ONB von
V ergéinzt.

U
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2.4 Normierte Vektorridume

Normierte Vektorrdume

Definition 13. Sei V ein K-VR, wobei K =R oder K = C.
Eine Norm auf V ist eine Abbildung

-1V —=10,00), v o],
mit folgenden Eigenschaften:

N1) Firv eV gilt genau dann ||v|| =0, wenn v = 0.
N2) || M| = || - ||v]| fir allev eV, XeK.

N3) v+ wl|| < ||v|| + ||w]| fir alle v,w € V' (Dreiecksungleichung).

FEin normierter Vektorraum ist ein reeller oder komplexer VR zusammen mit einer
Norm darauf.

Satz 12. Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum. Dann wird durch

[0} := Vv, 0), veV,

(wirklich) eine Norm ||-|| auf V' definiert; und damit ist jeder Euklidische Vektorraum
ein normierter Vektorraum.

Beweis.
N1) folgt daraus, dass (-, -) positiv definit ist.

N2) folgt aus der Bilinearitit von (-,-): [[Av]|? = (\v, Av) = A2(v,v) = \2||v]|%.
N3) folgt aus der Bilinearitdt und der CS-Ungleichung;:

lv+wl® = [lv]* + w]* + 2(v, w)
< ol + lwl® + 2lvllllwll = (vl + wl)?. O

2.5 Hermitesche Vektorraume

Hermitesche Vektorridume
Um auf C-Vektordumen geometrische Groflen einfithren zu kénnen, benétigt man
ein Hermitesches Skalarprodukt.

Definition 14. Sei V ein komplexer Vektorraum. Eine Hermitesche Form auf V
ist eine Abbildung (-,-) : V x V' — C, die C-linear im ersten Argument ist, und die
fiir alle v,w € V folgendes erfiillt:

(v,w) = (w, v)

12



Bemerkung
Daraus folgt, dass (-,-) konjugiert-linear im zweiten Argument ist, d.h.

(u, W + pw) = Mu,v) + flu,w)  fiir alle w,v,w € V,\, u € C,

denn (u, W) = (\v,u) = X (v,u) = Mu,v). [3mm] AuBerdem ist (v,v) reell, da
(v,0) = (v, ).

Bemerkung

Die Menge der Hermiteschen Formen eines komplexen Vektorraumes ist ein reeller
(kein komplexer!) Vektorraum, denn: Ist S eine Hermitesche Form und A € C, so
gilt

(Aﬁ)(u’ U) = A/B(uv U) = )‘6(”7 u) = Xﬁ(”? u),
d.h. (AB)(u,v) = (A\B)(v,u), falls A = X reell.

Definition 15. Eine Hermitesche Form (-,-) : V. x V. — C heifst positiv definit,
wenn

(v,v) >0  fir allev e V' \ 0.

Ein (Hermitesches) Skalarprodukt auf V' ist eine positiv definite Hermitesche Form
V x V. — C. Ein Hermitescher Vektorraum ist ein komplexer VR zusammen mit
einem Hermiteschen Skalarprodukt darauf. (Hermitesche Vektorrdume heiflen auch
unitire Vektorrdume.)

Beispiel

e Das kanonische (Hermitesche) Skalarprodukt von C™ ist definiert durch

n
(z,w) := Z 2;W;,
i=1

wobel z = Y"1 | zie; und w =Y ;| wie;.

e Sei V' = R"™. Dann definiert jedes Euklidische Skalarprodukt (.,.) ein Hermi-
tesches Skalarprodukt (.,.)* auf C" mittels komplex linearer und konjugiert
linearer Erweiterung. D.h. wir definieren (.,.)f durch

(x +iy,u+iv)? = (x,u) + (y,v) +i({y,u) = (x,v))
fir alle x,y,u,v € R",

(., Y ist in der Tat ein Hermitesches Skalarpodukt (UA)

Bemerkung
Sei V ein Hermitescher Vektorraum.

e Auf V definiert man wieder die Lange(auch Norm, Begriindung folgt) eines

Vektors mittels
o] ==/ {v,v), veV.

13



e Ist (.,.) ein Hermitesches Skalarpodukt, so definiert sein Realteil g(u,v) :=
Re(u,v) ein Euklidisches Skalarprodukt auf V' aufgefasst als reeller Vektor-
raum (UA).

Satz 13 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei h = (-,-) ein Hermitesches Ska-
larprodukt auf einem C-VR V.
(i) Dann gilt fir alle v,w € V:
() [{v,w)| < | - [Jw]]-
(ii) Gleichheit in (x) gilt genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Beweis.

(i) Wir kénnen annehmen, dass (v,w) # 0 und setzen

Wegen |{v, w)|> = (v, w){v,w) gilt dann

(v, w) (v, w)

(A, w) = No,w) = o, w)]

= (v, w)l,

Die CS-Ungleichung fiir das Euklidische Skalarprodukt g = Re(h) liefert weiter

(2)  (w,w) = g(w,w) < Vg, )/ g(w, w) =[] - [Jw].

(ii) Gleichheit in (2) und somit in (x) gilt genau dann, wenn Av und w linear
abhéngig iiber R und somit v und w linear abhéngig iiber C sind.

g

Die Euklidische Norm

Die Euklidische Norm
Wie im Fall von Euklidischen Vektorrdumen gilt fiir Hermitesche Vektorrdume V:
Das Hermitesche Skalarpodukt (-,-) definiert eine Norm || - || auf V:

lv]] := v/ {v,v), veW

Fiir N2) rechnet man nach: [|\v|? = (Av, \) = A\(v,v) = AX||v|®. Die durch
das kanonische SP auf dem R” und die kanonische Hermitesche Form auf dem C"
definierte Norm heif3t Fuklidische Norm,

H(x17>$n)” =

14



Unitéare Basen
Auch fiir Hermitesche Vektorrdume gibt es ausgezeichnete Basen:

Definition 16 (Unitéire Basen). Sei (V,(.,.)) ein endlichdimensionaler Hermite-
scher VR. FEine unitdre Basis von V ist eine Basis (wy, ..., wy) mit

(wi, wj) = ;5.
(analog zum Begriff der Orthonormalbasis fiir Euklidische Vektorriume.)

Die Komponenten eines Vektors v € V' in einer unitéren Basis (wy, ..., wy,) sind
wieder gegeben durch (v, w;), d.h. v =", (v, w;)w;.

Satz 14. Jeder endlichdimensionale Hermitesche Vektorraum besitzt eine unitdre
Basis.

Beweis. Ubungsaufgabe (wie fiir Orthonormalbasen) O

2.6 Orthogonale und unitire Gruppe
Die orthogonale Gruppe

Definition 17. Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer VR.
Eine surjektive lineare Abbildung F : V — V heif$t orthogonal, wenn

(F(v), F(w)) = (v,w) fir alle v,w e V.

Bemerkung

e Aus der Gleichung folgt, dass F' injektiv ist: fiir v # 0 ist auch F(v) # 0.
Falls dim V' < oo, so folgt daraus die Surjektivitdt. Diese muss also bei endlich
dimensionalen Vektorrdumen nicht gefordert werden.

e Die orthogonalen Abbildungen bilden eine Untergruppe O(V) C Aut(V), die
sogenannte orthogonale Gruppe.

e Orthogonale Abbildungen erhalten Winkel, Langen und Abstédnde. Sie setzen
sich daher aus Drehungen und Spiegelungen zusammen.

Die orthogonale Gruppe des R"

Beispiel
Wir betrachten den R™ mit dem kanonischen Skalarprodukt (x,y) := > " | zy;.
Dann definiert man die orthogonale Gruppe

O(n) .= OR", (., .))
(als Gruppe von Matrizen); es gilt fiir A € Mat(n, R)

AcO(n) < A'A=1,,
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Denn: Sei A = (a;;) € Mat(n,R) und e; die kanonische Basis. Dann ist A €
O(n) —

5ij = (ei ej) = (Aes, Aej) Zam% ek, el) = Y akitii0r = Y Qkiak;
k

fiir alle 4,5 = 1,...,n. Dies ist aber dquivalent zu 1,, = A*A.

Die unitire Gruppe

Definition 18 (Unitére Gruppe). Sei (V,(-,-)) ein Hermitescher VR.
Ein surjektiver Endomorphismus F : V. — V' heifit unitir, wenn

(F(v), F(w)) = (v,w) fir alle v,w e V.

(Falls dimV < oo, so braucht die Surjektivitit nicht gefordert zu werden.) Die
unitdren Endomorphismen bilden eine Untergruppe U(V) C Aut(V'), die sogenannte
unitdre Gruppe (UA).

Beispiel
Fiir U(n) := U(C", (-,-)), (z,w) := Y7, 2 A€ U(n) <= A'A = 1,.

Ubungsaufgabe
U(n) kann als Untergruppe von O(2n) aufgefasst werden.

2.7 Normalformen unitirer Endomorphismen

Normalformen von Endomorphismen

Fiir bestimmte Mengen von Endomorphismen F' : V' — V existiert eine Nor-
malform. Damit ist gemeint, dass man stets eine Basis von V finden kann, in der
die darstellende Matrix Normalform — z.B. Diagonalgestalt — hat (und dass “echt
verschiedene Endomorphismen in Normalform auch verschieden aussehen).

Sei z. B. F : R? — R? mit der darstellenden Matrix

1 1
A:( )
1

beziiglich der kanonischen Basis (e1, e2). Dann ist by = e; — eg ist ein Eigenvektor
zum Eigenwert %, und by = e; + ey zum Eigenwert % D.h. in der Basis (b1, b2) hat
F die viel einfachere Diagonalgestalt

1

1o
B:<2 >

0%

Wir werden insbesondere Normalformen fiir orthogonale und unitédre Endomorphis-
men finden.

Satz 15 (Normalform unitérer Endomorphismen). Sei V' ein endlichdimensionaler
Hermitescher Vektorraum und F € U(V') ein unitirer Endomorphismus.
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(i) Die Eigenwerte von F sind komplexe Zahlen vom Betrag 1.
(ii) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht aufeinander.

(iii) Es gibt eine unitire Basis von V' bestehend aus Figenvektoren von F. D.h. F
st in einer unitdren Basis diagonalisierbar.

Beweis.
(i) Sei v ein Eigenvektor von F und A € C der zugehorige Eigenwert. Aus
0 # (v,v) = (Fv, Fv) = (\v, \v) = A\ (v, v)
ergibt sich [A| = 1.

(ii) Seien v,w € V Eigenvektoren von F zu den Eigenwerten A und g. [Imm]
Wegen (i) ist A™' = X. Daher impliziert u # ), dass A\ # 1. [lmm] Aus
(v,w) = (Fv, Fw) = Ai{v, w) folgt daher (v, w) = 0.

(iii) Beweis durch Induktion nach n = dim V. Der Fall n = 1 ist klar.

Sei dimV > 2. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat jedes nicht-
konstante komplexe Polynom eine Nullstelle. Insbesondere hat das charak-
teristische Polynom von F' eine Nullstelle und F' mithin einen Eigenwert ;.

Wir wihlen einen zugehorigen Eigenvektor by € V' der Liange 1 und betrachten
W .= bf-.

Es gilt dimW =n —1 und FW C W, denn aus w € W folgt
0= <b1,w> = <Fb1,Fw) = )\1<b1,Fw)

und somit Fw € W. (Wg. (i) ist \y #0.)

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine unitdre Basis (bg,...,b,) von W
bestehend aus Eigenvektoren von F und (by, ba, . .., by,) ist die gesuchte unitéire
Basis von V. O

Normalform orthogonaler Endomorphismen

Folgerung 16 (Normalform orthogonaler Endomorphismen). Sei V' ein endlich-
dimensionaler Euklidischer Vektorraum und F € O(V') ein orthogonaler Endomor-
phismus.

(i) FEigenwerte von F sind reelle Zahlen vom Betrag 1, dh. = +1.

(ii) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht aufeinander.
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(iii) Es gibt eine Orthonormalbasis beziiglich der F durch eine Blockdiagonalmatrix
folgender Art dargestellt wird

diag(A1, ..., Ap, Dyyy ooy Dy, ),

Sy _ cosp; —sing;

wobei \; € {£1}, D, ( sing;  cos
vj € R sind, und p+2q = dim V.

> Drehungen um den Winkel

Beweis.
(i-ii) Gleicher Beweis wie fiir unitdre Endomorphismen.

(iii) Analog erhalten wir auch eine aus Eigenvektoren bestehende ONB (by,...,b,)
fiir die Summe U := V; @ V_; der Eigenrdume V4.

Es sei U # V. Wieder bildet F das orthogonale Komplement W := U+ in sich
ab. Auflerdem enthilt W keine Eigenvektoren von F'.

Insbesondere hat W gerade Dimension m = 2¢q, denn sonst héitte das charak-
teristische Polynom der Einschrinkung F'|y eine reelle Nullstelle.

Es geniigt zu zeigen, dass W eine ONB besitzt, beziiglich der die darstellende
Matrix von Fly die Gestalt diag(Dy,,..., Dy, ) hat .

Weiter im Beweis:

Durch Wahl einer ONB von W kénnen wir annehmen, dass W = R™ der Eukli-
dische Raum ist und F|y gegeben ist durch A € O(m).

Wir kénnen A als komplexe Matrix, d.h. als Endomorphismus des C™, auffassen.
Dann ist A unitér beziiglich des Hermiteschen Skalarproduktes auf C”, welches durch
das Euklidische Skalarprodukt auf R™ induziert wird, denn A'A = 1,, und A = A,
dh A'A =1,

Ist nun p ein komplexer Eigenwert mit Eigenvektor v = x + iy, so ist & auch ein
Eigenwert mit Eigenvektor 7 := x — iy. Dies gilt da A reell ist:

Av=pw —= Av=Av=Tw=70"7.

Die Eigenwerte u; = €% (p; € R) treten also in Paaren auf, denn die komplexe
Konjugation bildet den Eigenraum zum KEigenwert p isomorph auf den Eigenraum
zum Eigenwert @ ab.

Weiter im Beweis: Nach dem Satz gibt es eine unitéire Basis

(51,---,5%%7---7@)

von C™ = C?9 bestehend aus Eigenvektoren von A € U(m) mit zugehorigen Eigen-
werten

(le . 'auqvﬁla” : 7ﬁq)'
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Hierbei ist p1; = el%i mit ¢j € R. Wir setzen fiir j =1,...,¢:
1
V2
o g _ 7
8 = 565

(B1, BT, -, By, By) ist eine ONB von R™. (Das Euklidische SKP von R™ ist die
Einschrankung des Hermiteschen SKP von C™.)

Die darstellende Matrix von A beziiglich dieser Basis ist von der gewiinschten
Form (UA). O

g, = (Bj + B;)

2.8 Selbstadjungierte Endomorphismen
Selbstadjungierte Endomorphismen

Definition 19 (Selbstadjungierte Endomorphismen). Sei F' ein Endomorphismus
eines Euklidischen oder Hermiteschen Vektorraumes (V, (.,.)).

e Ein Endomorphismus F € End(V) heifit zu F adjungiert, falls
(Fo,w) = (v, F%%)  fiir alle v,w e V.
o F heift selbstadjungiert, wenn F ezistiert und F = F . (Selbstadjungierte

Endomorphismen eines Euklidischen bzw. Hermiteschen Vektorraumes heifien
auch symmetrische bzw. Hermitesche Endomorphismen.)

Satz 17. Sei ' ein Endomorphismus eines FEuklidischen oder Hermiteschen VR'’s

V.
e Dann existiert héchstens ein zu F adjungierter Endomorphismus F.
e Ist V endlich-dimensional, so existiert F®.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass (.,.) nicht entartet ist:
Seien F7 und F; zu F adjungiert. Dann gilt fiir alle u,v € V, dass

(u, Fi(v) = Fa(v)) = (F(u),v) — (F(u),v) = 0.

Damit muss aber gelten, dass Fi(v) = Fy(v) fiir alle v € V.

Sei nun dim(V') = n, (b1,...,by) eine Orthornomal- bzw. eine Hermitesche Basis
und sei A = (aij)i j=1,...n die darstellende Matrix von F beziiglich dieser Basis, d.h.

F(bj) = Zaijbi, oder dquivalent dazu (F(b;), b;) = a;j

=1

Dann ist F% gegeben durch die darstellende Matrix Zt, denn
(b FUU(bi)) = (bj, > a@abi) = Y air(bj, by) = auj,
k=1 k=1
und damit (F(u),v) = (u, F*(v)). O
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Symmetrische und Hermitesche Matrizen

Folgerung 18 (aus dem Satz). Sei V' ein endlichdimensionaler Euklidischer oder
Hermitescher VR und A die darstellende Matriz eines Endomorphismus F von V
beztiglich einer orthonormalen bzw. unitdren Basis. Dann st darstellende Matrix

von F gegeben durch A und es gilt

F selbstadjungiert < A = A

Beispiel
Insbesondere gilt fiir V' = R" mit dem kanonischen Euklidischen Skalarprodukt bzw.
fir V= C" mit dem kanonischen Hermiteschen Skalarprodukt, dass

A% — At byw. A% = AT

Matrizen mit A = A! heiflen symmetrisch, Matrizen mit A = A’ heiBen Hermitesch.

Kern und Bild von Endomorphismen

Satz 19. Sei F' ein Endomorphismus eines Fuklidischen oder Hermiteschen Vek-
torraumes V. Dann qilt

Kern(F) = (Bild(F*))*
Kern(F*) = (Bild(F))*

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der definierenden Gleichung
(Fv,w) = (v, F"%), v,weV.
Erinnerung;:

Kern(F) = {veV|Fv=0}
Bild(F*) = {F“y|weV}

Normalform selbstadjungierter Endomorphismen

Satz 20 (Normalform selbstadjungierter Endomorphismen). Sei V' ein Fuklidischer
oder Hermitescher VR und F € End(V') selbstadjungiert.

(i) Die Eigenwerte von F' sind reell.

(ii) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von F stehen senkrecht aufein-
ander.

(i43) Falls dimV < oo, so besitzt V' eine orthonormale bzw. unitire Basis bestehend
aus Figenvektoren von F'.

Beweis.
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(i) Aus Fv = \v, |jv|| =1, folgt A = (Fv,v) = (v, Fv) = .

(ii) v, w seien Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A, u € R. Dann folgt
(v,w) =0 aus
Av,w) = (Fv,w) = (v, Fw) = p{v, w)

Weiter im Beweis:

(iii) Es geniigt zu zeigen, dass F' einen Eigenvektor v besitzt. F' erhélt dann das
orthogonale Komplement W := v':

(v,w)y=0 = (v,Fw) = (Fv,w)=0.
Somit ist ein Induktionsbeweis moglich.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat das charakteristische Polynom
von F' eine Nullstelle A\. Im Fall V' komplex und hermitesch liefert das die
Existenz eines Eigenwertes.

Im Fall V reell und Euklidisch fixieren wir eine ONB und identifizieren V' mit
R™. Wir kénnen dann F' auffassen als selbstadjungierten Endomorphismus von
R™ aber auch von C". Beide haben dasselbe charakteristische Polynom, welches
nach (i) reelle Nullstellen hat und daher in reelle Linearfaktoren zerfillt.

Also hat F' auch im Fall eines reellen Vektorraumes V einen Eigenvektor v € V.

O

2.9 Hauptachsentransformation
Dualisierung

Satz 21. Sei (V. (.,.)) ein endlich-dimensionaler Euklidischer (oder Hermitescher)
Vektorraum. Der R-Vektorraum der symmetrischen Bilinearformen (bzw. der Her-
miteschen Formen) auf V' ist isomorph zum R-Vektorraum der selbstadjungierten
Endomorphismen von V.

Beweis. Der Isomorphismus ist gegeben durch die Beziehung
B(u,v) = (F(u),v), YuveV.

zwischen einem selbstadjungierten Endomorphismus F' und einer symmetrischen/Hermiteschen
Form 5 (UA). O

Folgerung 22. Sei V ein C-VR mit dim(V') = n und h eine Hermitesche Form auf
V.

(i) Dann existiert eine Basis von V, beziiglich der die darstellende Matriz von h
folgende Gestalt hat:
diag(1,,,—1,_,0.)

mit vy +r_ + 19 =n und 0,, € Mat,,(C) die ro x ro-Nullmatriz.
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(ii) Die Zahlen ri und r_ hdngen nicht von der Wahl der Basis ab.

Beweis. (i) Wir wihlen ein Hermitesches SKP (-,-) auf V.

Nach dem vorigen Satz entspricht der Hermiteschen Form h ein selbstadjungier-
ter Endomorphismus F'. Dieser kann aber in Normalform gebracht werden mit reel-
len Eigenwerten \; und einer unitéren Basis (uq,...,u,) aus Eigenvektoren von F.
Davon sind r; Eigenwerte > 0, r_ Eigenwerte < 0 und dim(Ker(F)) =n—ry —r_.

Durch Multiplikation von u; mit ——, falls \; # 0 und Umordnung erhalten wir

VIl
eine Basis mit der gewiinschten Eigenschaft.
Beweis von (ii): Aus
Vo = Kern F' = {v|h(v,w) =0 fiiralle weV}

folgt die Unabhéngigkeit von rg = dim V{y von allen Wahlen.

Es bleibt zu zeigen, dass auch die Zahlen r; unabhéngig von allen Wahlen sind.
Wir zeigen das z.B. fiir 4, indem wir zeigen, dass

ry = max{dim W | W C V, h auf W positiv-definit}.

Dazu sei V. bzw. V_ die Summe der Eigenrdume zu den positiven bzw. negativen
Eigenwerten.

h ist auf V. positiv definit und auf dem Komplement V_&Vj negativ semi-definit,
d.h. A(v,v) <0 fiir alle v € V_ @ Vj.

Sei W C V ein UR, auf dem h positiv definit ist.
Dann gilt W N (V- @ V) = 0 und somit dim W < r. O

Hauptachsentransformation

Folgerung 23 (Hauptachsentransformation). Sei V' ein endlichdimensionaler Eu-
klidischer VR und 3 eine symmetrische Bilinearform auf V.

(i) Dann existiert eine orthogonale Basis (bi,...,b,) von V, beziglich der die
darstellende Matrixz von 8 folgende Gestalt hat:

diag(lr+, -1, ,0.).
(Die Geraden Rb; heiffen Hauptachsen von 3.)
(ii) Die Zahlen ri, r— und ro hingen nicht von der Wahl der Basis ab.
Beweis. Analog zum Beweis des vorhergehenden Satzes. g

Aussage (1) ist bekannt als Satz von der Hauptachsentransformation, (ii) als Tragheitssatz
von Sylvester.

Beispiel
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Sei V' = R? mit kanonischen SP (.,.). Dann ist {v € R? | (v,v) = 1} gleich dem
Kreis mit Radius 1. Nun betrachten wir die symmetrische Bilinearform

x x / / / /
I5; y )Ly = bxx + dyy + 3zy + 3yz’.

Fiir die orthogonale Basis b; = i(el +e32), by = %(61 — eg) gilt B(bi, b)) = dj.
Insbesondere sind die Hauptachsen von 8 die Diagonalen y = x und y = —uz.
Das sind genau die Hauptachsen der Ellipse

=5 o1} -

Es gilt B(v,v) = 522 + 5y? + 6xy = (442)% 4 (2¥)2
2

by

3 Metrische Rdume und Vollstindigkeit

3.1 Metrische Raume

Metrische Riume
Dies sind Mengen, auf denen ein Abstand zwischen je zwei Elementen definiert
ist.

Definition 20. Sei X eine Menge. Eine Metrik (ein Abstand) auf X ist eine
Abbildung
d: X xX —[0,00)

mit folgenden Figenschaften:

M1) Fir z,y € X gilt genau dann d(z,y) =0, wenn x = y.

M2) d(x,y) = d(y,x) fir alle z,y € X.

M3) d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) fir alle x,y,z € X (Dreiecksungleichung).
Eine Norm definiert einen Abstand

Bemerkungen
e Die Fuklidische Metrik des R™ ist gegeben durch:

n
Z |z — yil?
i=1

d(Xv y) =

e Allgemeiner wird durch

d(X,y) = ||X_ YH’ X,y € V.

auf jedem normierten Vektorraum (V|| - ||) eine Metrik d : V x V' — [0, 00)
definiert. Dabei folgt die Dreiecksungleichung fiir die Metrik aus der fiir die
Norm:

d(x,z) =[x —z| =[x -y +y — z|| <d(x,y) +d(y,2)
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Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Rdumen
Die Metrik dient dazu, Konvergenz von Folgen zu definieren.

Definition 21. (i) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge x,, € X, n € N,
heifit konvergent mit Grenzwert x € X, in Zeichen lim,,_,o x, = x, wenn die
Folge d(xy,x) € R eine Nullfolge ist, d.h. lim,_,oc d(zp,x) = 0.

(i) Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume. Eine Abbildung f : X — 'Y heifst
im Punkt x € X stetig, wenn lim,_,~ f(z,) = f(x) €Y fiir jede gegen x € X
konvergente Folge x,, € X.

f heifit stetig, wenn f in allen Punkten x € X stetig ist.
Beispiel

Sei (V|| - ||) ein normierter VR mit zugehoriger Metrik d.

Dann ist || - || : V' — R eine stetige Funktion, denn aus der Dreiecksungleichung
fiir die Norm folgt |||z]| — [[y]l| < = — yll.
3.2 Die Parallelogrammgleichung

Die Parallelogrammgleichung
Die Frage, wann eine Norm von einem Skalarprodukt kommt, kann mittels der
Parallelogrammgleichung entschieden werden.

Satz 24 (Parallelogrammgleichung). Fine Norm || - || auf einem reellen VR V wird
genau dann durch ein Skalarprodukt auf V induziert, wenn fir alle v,w € V die

Parallelogrammgleichung gilt:
(*) v+ wl? + flo = wlf* = 2/jv]| + 2||w]|*.
Beweis.

(=) Ist die Norm durch ein Skalarprodukt definiert, d.h.ist ||ul|? = (u,u) fiir al-
le u € V, so ergibt sich (*) durch Berechnung der linken Seite mittels der
Bilinearitiat des Skalarproduktes.

Weiter im Beweis:

(<) Wir definieren ein Skalarprodukt

(Il +wl? = llv = w]?) .

AN

(v,w) :=
I2.

Dann gilt offenbar (v, w) = (w,v) und (v,v) = ||v

Es geniigt daher, die Linearitét von (-, ) im ersten Argument nachzuweisen.
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Fiir alle u,u’ € V gilt:

—~

u+ v, w) + (u— ', w)

= S Uutd +wl? — o+ o — wl?)

4 (= o+ wl? = fu— o — wlP?)
@ Sl o) = =l + )
= SOt wl — = wl?) = 26w,

Weiter im Beweis:

Wir haben gezeigt, dass
(1) (u+u,w)+ (u—u',w) = 2(u,w).

Fiir u = ' erhilt man (2u, w) = 2(u, w).

Nun zeigen wir die Additivitidt: Seien v,v’ € V beliebig. Definiert man u =
fo+v)und o =L(v—0),s0ist v =u+u und v’ = u— .

Aus (1) erhélt man dann

—~
~

(v,w) + (V' w) = 2u,w) = (v+v',w),

d.h. die Additivitat.
Daraus ergibt sich (nv,w) = n(v,w) fiir alle n € N.

Desweiteren folgt aus der Definition und der Norm-Eigenschaft (N2), dass
1 2 2
(mv,w) = 7 (I v+ vl = [lv+wl?) = = (v, w),

und damit (nv, w) = n{v,w) fir alle n € Z.
Weiter im Beweis: Daraus ergibt sich wiederum dass

fiir alle uw € V,n € Z*. Somit
@ (ww) = Au,w)

fiir alle A € Q.

Die Stetigkeit der Norm liefert nun die Gleichung (2) fiir alle A € R, da es zu
jeder reellen Zahl A eine Folge rationaler Zahlen gibt, die gegen A konvergiert. [

Beispiele

(i) Die Euklidische Norm auf R™ erfiillt natiirlich die Parallelogrammgleichung.
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(ii) Durch
n
|lz||1 = Z |zi|, x= inei e R",
i=1

wird eine Norm auf R™ definiert.

Diese erfiillt nicht die Parallelogrammgleichung, denn z.B. ist
8= [lex + ezl +[lex —e2f* # 2[lex]| + 2llea|* = 4.
(iii) Die Mazimumsnorm

[2llmaa = max{[z1], [za], . .., [2n]}

auf R” erfiillt nicht die Parallelogrammgleichung.

3.3 Aquivalente Normen

Aquivalente Normen

Definition 22. Zwei Normen || - || und || - ||" auf einem VR V heiflen dquivalent,
wenn es positive Konstanten ¢ und C' g¢ibt, so dass

col| < vl < Cllv||  fiir allev € V.

Bemerkung

e Dies definiert eine Aquivalenzrelation zwischen Normen (UA).

Insbesondere sind zwei Normen, die beide zu einer dritten dquivalent sind,
auch zueinander dquivalent (Transitivitit).

e Seien dj und dy die durch zwei dquivalente Normen auf V' definierten Metriken.
Dann konvergiert eine Folge z,, € V gegen x bzgl. di genau dann, wenn sie
auch bzgl. ds gegen x konvergiert;

d.h. (V,dy) und (V,dz) haben dieselben konvergenten Folgen.

Alle Normen auf endl. dimensionalen VR’en sind dquivalent

Satz 25. Je zwei Normen || - || und || - || auf einem endlichdimensionalen reellen
oder komplexen VRV sind dquivalent.

Beweis. Sei B := (b1,...,b,) eine Basis von V.

Fir ¢ = )" | x;b; € V betrachten wir wieder die Norm

|||l maz := max{|z1|,...,|xnl}.

Wir zeigen, dass jede Norm auf V' dquivalent zu || - ||;maz iSt.
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Fiir jede Norm || - || auf V' gilt nach der Dreiecksungleichung

n n
lzll = 1) @bl < D lail - il < Cllzlimas,
i=1 i=1

wobei z. B. C:= )", ||b;]]. Dies beweist die eine Ungleichung.
Weiter im Beweis:
Wir nehmen an, es giibe kein ¢ > 0 mit ¢|| « ||maz < || - ||

D.h. es gibt fiir jedes ¢ > 0 ein y € V mit ¢||y|lmaz > ||y||. Damit findet man fiir
jedes ¢ einen Vektor x := ﬁ mit ||2]|mez = 1 und ¢ > ||z
max

Fiir alle k € N gibt es also einen Vektor %) = "7 xgk)bi € V mit |x£k)| <1
und + > ||z®)]||. Nach Bolzano-Weierstra hat jede der beschrinkten Zahlenfolgen
(k)

(x; " )ken, i = 1,...,n, eine konvergente Teilfolge.
Wir konnen daher annehmen, dass (z¥)) beziiglich der Norm || - |[;mas gegen
=Y i x;b; € V konvergiert.

Es gilt dann

1
o] <l — =) + 2] < Ol — 2@+ 7 73 01
Also z = 0 und somit 0 = [|z]lmar = limg_ o0 ||$(k)Hmax, im Widerspruch zu
Hx(k)Hmax =1. 0

3.4 Vollstandigkeit und Hilbertraume
Vollstindigkeit, Banachriume, Hilbertrdume

Definition 23 (Vollstandigkeit von metrischen Rdumen). Sei (X, d) ein metrischer
Raum.

e Fine Folge x, € X heifit Cauchy-Folge, wenn es zu jedem & > 0 ein N € N
gibt, so dass
d(Tm,xy) < e fir allem,n > N.

e (X,d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X gegen einen Grenzwert
x € X konvergiert.

Definition 24. e FEin Banachraum ist ein normierter Vektorraum, der (beziiglich
der zur Norm gehérenden Metrik) vollstindig ist.

e Fin reeller bzw. komplexer Hilbertraum ist ein FEuklidischer bzw. Hermite-
scher Vektorraum, der (beziiglich der vom Skalarprodukt induzierten Metrik)
vollstindig ist.

Bemerkungen/Beispiele

1. Wieder gilt: Seien d; und ds die durch zwei dquivalente Normen auf V' de-
finierten Metriken. Dann ist z,, € V eine Cauchyfolge bzgl. d; genau dann,
wenn sie eine Cauchyfolge bzgl. da ist.
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2. Aus der Vollsténdigkeit von K = R, C folgt, dass (K", || ||;naz) ein Banachraum
ist: Ist z,, € K™ eine Cauchyfolge, so auch alle ihre Komponenten.

3. Mittels Wahl einer Basis, folgt daraus: Jeder endlichdimensionale normierte
reelle oder komplexe Vektorraum ist ein Banachraum.

4. Damit sind auch endlichdimensionale Euklidische und Hermitesche Vektorraume
Hilbertraume.
Insbesondere ist R™ mit dem Euklidischen und C" mit dem Hermiteschen
Skalarprodukt ein reeller bzw. komplexer Hilbertraum.

5. Unendlich-dimensionale Hilbertrdume spielen eine wichtige Rolle in der Quan-
tenmechanik.

Beipiel fiir einen co-dimensionalen Hilbertraum: Quadratisch summier-
bare Folgen

Satz 26. Der Vektorraum der quadratisch summierbaren komplexen Zahlenfolgen

[o.¢]
xn € C, Z lzn|? < oo}

n=0

2= £(C) = {(ivn)neN

mit dem Hermiteschen Skalarprodukt (UA!)

0
<$a y> = Z TnlYn
n=0

ist ein Hilbertraum.

Beweis. (£2,(.,.)) ist ein Hermitescher Vektorraum (sieche UA).
Wir beweisen die Vollstindigkeit von ¢2: Sei (z))eny = (xg ),xg)
Cauchy-Folge in ¢2.

,...) eine

(k)

Dann ist jede der Komponentenfolgen (x5, ' )ren eine Cauchy-Folge und konver-
giert daher gegen einen Grenzwert x, := limy_, x%k).

Dann gilt: = := (25 )nen € £2 und o = limy_, oo z®) | denn:

Da (x(k)) eine Cauchy-Folge ist, gibt es zu ¢ > 0 ein N € N mit

> a0 < &
n=0

fur alle p,g > N und alle m € N.
Grenziibergang p — oo liefert:

m
Do len —aPP <&
n=0
fiir alle ¢ > N und alle m € N, d.h. ||z — 29| < e. O
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3.5 Banachscher Fixpunktsatz

Banachscher Fixpunktsatz

Den Banachschen Fixpunktsatz werden wir in der Theorie der gewohnlichen
Differentialgleichungen benutzen. Wir werden ihn dann auf bestimmte Banachréume
von Funktionen anwenden, um die Existenz der Losung einer Differentialgleichung
nachzuweisen.

Satz 27 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum
und F': X — X eine kontrahierende Abbildung, d.h. es existiert 0 < 6 < 1, so dass
d(F(x), F(y)) < 0d(z,y)

fir alle x,y € X.

Dann existiert ein Fixpunkt von F, d.h. ein v € X mit F(z) = x.
Dieser Fixpunkt ist eindeutig bestimmit.

Des Weiteren konvergiert fiir alle Anfangswerte xg € X die durch x4 = F(xy)
rekursiv definierte Folge (xy) gegen diesen Fizpunkt.

Beweis. Existiert ein Fixpunkt, so ist er eindeutig bestimmt, denn fiir zwei
Fixpunkte = und y ergibt sich d(x,y) = 0, also = y, aus der Ungleichung

0<d(z,y) = d(F(x),F(y)) < 0d(z,y).

Die Folge (zy) ist fir jeden Startpunkt zp eine Cauchyfolge, denn es gilt, mit
C :=d(x1,m0):
d(anrkvxn) = d(F(xn+k71);F(xn—l>) < Hd(anrkflaxn—l) <
< O"d(zg, o) <O SNS Az, m) <O 0 O < G0 0.
Da nun (X, d) vollstindig ist, existiert ein Grenzwert = € X.

Dieser ist aber auch der Fixpunkt, denn wegen der Dreiecksungleichung gilt

d(F(z),z) < d(F(x),zp) + d(zg, )

< Od(xz,xp—1) + d(zg, x) 230
Somit ist d(F(x),z) =0, d.h. F(z) = z. O
Banachscher Fixpunktsatz
Beispiel aus dem 1. Semester: Berechnung von V2
Sei X := [1,00) der mit der Euklidischen Metrik versehene vollstdndige metrische

Raum.
Wir betrachten die Abbildung

1 r 1
F:iX5z = 12— —(?-2) =2+-€X
Sz x 2x<x ) 2+$€

Diese Abbildung ist kontrahierend, denn

impliziert wegen zy > 1 dass ||F(z) — F(y)| < 3|z — y||.

Somit hat F einen Fixpunkt, namlich /2.
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3.6 Topologische Grundbegriffe in metrischen Riaumen
Offene und abgeschlossene Mengen
Definition 25. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

e Die Teilmenge B.(x) := {y € X|d(y,z) < r} heifit Kugel (oder Ball) vom
Radius r und Mittelpunkt x.

e Fine Teilmenge U C X heifst offen, wenn es zu jedem x € U ein r > 0 gibt,
so dass B.(z) C U.

e Fine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Bemerkung/UA
e Beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind wieder offen.

e Beliebige Durchschnitte von abgeschlossenen Mengen sind wieder abgeschlos-
sen.

e Endliche Durchschnitte von offenen Mengen sind wieder offen.

e Endliche Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen sind wieder abgeschlos-
sen.

Inneres, Abschluss und Rand
Definition 26. Sei X ein metrischer Raum und A C X.
(i) Das Innere von A ist definiert als die offene Teilmenge

;1:: U B

BCA offen

(i) Der Abschluss von A is definiert als die abgeschlossene Teilmenge

A= N B

B> A abgeschl.

(iii) OA = A\ A heifst Rand von A.

Beispiel/ UA:
Der Abschluss der offenen Kugel B, (z) C R™ im Euklidischen Raum ist die abge-

schlossene Kugel o
By (x) ={y e R"|d(y,z) <r}.

Der Rand der Kugel ist die Sphére vom Radius r: 0B, (z) = S, (x) := {y € R"|d(y,z) =
r}.
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Stetige Abbildungen
Satz 28. Sei I': X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Dann gilt
F' ist stetig
& Urbilder F~1(U) von offenen Mengen U C'Y sind offen.
& Urbilder F~(A) von abgeschlossenen Mengen A sind abgeschlossen.

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aquivalenz:

(<) Zu ¢ > 0 betrachten wir die Kugel B.(F(z)) C Y, welche nach Vorraus-
setzung ein offenes Urbild hat. D.h. wir finden ein 6 > 0, so dass Bs(x) C
F~YB.(F(z))). Da x, — x € X, finden wir ein N mit z,, € Bs(x) V n > N.
Damit ist aber

F(x,) € F(F~1(B(F())) C B:(F(x)),
d.h. F(z,) — F(x).
Weiter im Beweis:

(=) Angenommen, es existiert eine offene Menge V C Y, so dass F~(V) nicht
offen ist.

D.h. 3z € F7Y(V), so dass Bi(x) ¢ F~1(V) ¥n € N. Sein nun z,, eine Folge
mit x, € B1(x)\ F~1(V).

Insbesondere gilt dann x,, — = und wegen der Stetigkeit gilt auch F(z,) —

Da V offen war, gibt daher es ein 6 mit Bs(F(z)) C V und

F(z,) € Bs(F(xz))CV Vn>N.

Das steht aber im Widerspruch zu x,, ¢ F~1(V). O

Satz 29 (Abgeschlossene Teilmengen von metrischen Rdumen). Fiir eine Teilmenge
A C X eines metrischen Raumes X gilt:

A ist abgeschlossen

& Fir alle x € X gilt: Wenn © € X Grenzwert einer konvergenten Folge von
Elementen von A ist, so gilt x € A.

Beweis.

(=) Sei zy € A eine Folge mit Grenzwert z € X.
Wenn = € A, so wire U = X \ A offen und z € U

Das widerspricht aber der Konvergenz der Folge x; € A gegen x.
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(<) Seixz e X\ A. Wir zeigen, dass es r > 0 gibt mit B,(z) C X \ A.
Sonst gibt es eine Folge xy, € By /i(7) N A.
Da diese Folge gegen x konvergiert, folgt € A, im Widerspruch zu z € X'\ A.
O

Folgerung 30. Sei X metrischer Raum. Sei A eine Teilmenge (versehen mit der
Metrik, die durch die Metrik von X gegeben ist). Dann:

(i) Ist A vollstindig, so ist A abgeschlossen in X.
(i) Ist X wvollstindig und A abgeschlossen, so ist A auch vollstindig.
Beweis.
(i) Sei xp € A konvergent mit Grenzwert = € X.
Dann ist (xj) eine Cauchy-Folge und somit x € A (A ist vollstandig).
(ii) Sei z, € A eine Cauchy-Folge.

Dann konvergiert (xx) gegen x € X (X ist vollstéindig) und somit x € A (A
ist abgeschlossen).

0

Kompakte Mengen
Definition 27 (Kompaktheit). Sei X ein metrischer Raum.

e Eine (offene) Uberdeckung einer Teilmenge A C X ist eine Familie (Uy)ier
von (offenen) Teilmengen U; C X mit A C U;jerU;.

e Eine Teilmenge A C X heift kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung
(Ui)ier von A eine endliche Teiliberdeckung (Us,, Uiy, ..., Us,), i1,...,45 € 1,
gibt.

Satz 31. Sei X ein metrischer Raum und A C X eine kompakte Teilmenge. Dann
hat jede Folge in A eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A.

Beweis.

Sei xy € A, k € N, eine Folge.

Wenn (x)ren keine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A hat, dann gibt es
zu jedem a € A eine offene Umgebung U,, die nur endlich viele Glieder der Folge xy,
enthalt.

(Ua)aca ist eine offene Uberdeckung der kompakten Menge A und besitzt daher
eine endliche Teilitberdeckung U,,,U,,,...,U,,.

Nach Konstruktion enthélt U;_,U,, D A nur endlich viele Glieder der Folge, im
Widerspruch zu x; € A. O]
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Folgerung 32. Jede kompakte Teilmenge A C X eines metrischen Raumes X ist
abgeschlossen, vollstindig und beschrdnkt.

Beweis. Die Vollstindigkeit und damit die Abgeschlossenheit folgt sofort aus
dem vorhergehenden Satz. (Cauchyfolgen konvergieren, wenn sie eine konvergente
Teilfolge besitzen.)

Die Beschrénktheit bedeutet, dass es x € X und R > 0 gibt, so dass A C Bg(z).
Fiir alle z € X ist (Bg(z))xen eine offene Uberdeckung von X und somit von A.
Also existiert eine endliche Teiliiberdeckung By, (z), ..., B, ()

und mit R = max{ki, ..., k,} erhalten wir A C Bg(z). O

Satz 33. X kompakt, A C X abgeschlossen = A kompakt.

Beweis. Sei (U;);er eine offene Uberdeckung von A.
Dann ist (X \ A, (U;)icr) eine offene Uberdeckung des Kompaktums X.
Also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung (X \ A4, U;,,...,U;,.) von X.

i

(Uiy, ..., Ui, ) ist eine endliche Teiliiberdeckung von A. O

Folgerung 34. Sei X ein metrischer Raum, in dem die abgeschlossenen Kugeln

B, (x) kompakt sind.

Die kompakten Teilmengen von X sind dann genau die abgeschlossenen be-
schrinkten Teilmengen.

Satz 35 (Satz von Heine-Borel). Im R"™, versehen mit der Euklidischen Metrik, (und
in jedem endlich-dimensionalen normierten Vektorraum) gilt: Eine Teilmenge A ist
genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrdnkt ist.

Beweis. Aufgrund der Folgerung geniigt es zu zeigen, dass die abgeschlossenen
Kugeln B, (z) C R™ kompakt sind.

Da alle Normen auf R" dquivalent sind, kénnen wir z.B. die Maximumsnorm zu
Grunde legen.

Auflerdem kénnen wir z = 0 (Translationsinvarianz des Abstands) und r = 1
(Homogenitét) annehmen, d.h. B,(z) = B1(0) = [-1,1]" =: W.
Sei (U;);er eine offene Uberdeckung des Wiirfels W = W

Wir nehmen an, es gibt keine endliche Teiliiberdeckung und fiihren diese Annah-
me zum Widerspruch.

Weiter im Beweis:

Wir konstruieren durch sukzessive Halbierung der Kantenlédngen eine Folge von
Wiirfeln W), mit Kantenlinge 2' =% und mit der Eigenschaft, dass W}, nicht durch
endlich viele der U; tiberdeckt wird. Dabei ist Wy = [—1, 1]™.

Halbierung der Kanten fiihrt zu einer Zerlegung des Wiirfels Wy, in 2" Teilwiirfel,
von denen mindestens einer nicht durch endlich viele U; iiberdeckt werden kann
(sonst konnte man Wy, durch endlich viele U; iiberdecken); diesen wéhlen wir als
Wk;+1.

Sei (z) Folge mit z, € Wj. Dann ist (zy) eine Cauchy-Folge.
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Wegen der Abgeschlossenheit von W; gilt x = limg_ ooz € W;, denn x € W
fir alle k > 1.

Daraus folgt x € N\;W; C W.

Also existiert ein ip mit € U;, und somit B.(x) C U;,, wenn € > 0 klein genug
ist.

Daraus ergibt sich Wy, C B.(z) C U;,, wenn 2% < . Ein Widerspruch! (Hierbei
haben wir benutzt, dass ||z — y|lmas < 27 fiir alle y € W) O

Satz 36. Sei F': X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen und
A C X sei kompakt. Dann ist F(A) CY kompakt

Beweis. Sei (U;);es eine offene Uberdeckung von F(A). Dann bilden die V; :=
F~Y(U;) eine offene Uberdeckung des Kompaktums A. Also gibt es eine endliche
Teilitberdeckung (V;,,..., Vi, ) und (Uj,, ..., U;, ) tiberdeckt dann F(A). O

Folgerung 37. Sei f: X — R eine stetige Funktion und X kompakt.

Dann ist f beschrdankt und nimmt thr Minimum und Mazimum in X an.

Beweis. Nach dem vorhergenden Satz ist f(X) kompakt und somit beschriankt
und abgeschlossen. O

Gleichméflige Stetigkeit

Satz 38. Jede stetige Abbildung F : X — Y wvon einem kompakten metrischen Raum
X in einen metrischen Raum Y ist gleichmdf$ig stetig,

d.h. fiir alle e > 0 existiert § > 0, so dass fiir alle v,x' € X gilt
d(F(z),F(z) <e falls d(xz,2')<$§

Beweis. Sei ¢ > 0. Wegen der Stetigkeit von F' existiert fiir alle x € X ein
d(z) > 0, so dass

wann immer d(z,z’) < §(x).

Weiter im Beweis:

Da die offenen Kugeln U, := Bs(,)/2(z) das Kompaktum X iiberdecken, gibt es
T1y..., 2T € X mit X = Ui-g:lUmi.

Seien nun z,z’ € X mit
d(z,2') < §:= '_nllinkd(:ni)/z
Dann gibt es x; mit x € Uy, d.h. d(z,z;) < §(x;)/2, und somit d(z’, z;) < 6(x;).
Daraus ergibt sich
d(F(z),F(z;)) <e/2 und d(F(2'),F(x;)) <¢g/2

und somit d(F(z), F(2')) < e. O
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3.7 Gleichmiflige Konvergenz von Funktionenfolgen

Gleichmiflige Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition 28. Seien (X,dx) und (Y,dy) zwei metrische Riume und { fy, }nen eine
Folge von Abbildungen zwischen diesen. Man sagt f, konvergiert gleichmdfig gegen
eine Grenzfunktion f genau dann, wenn es fir alle e > 0 ein N € N ¢ibt, so dass

dy (fn(z), f(x)) <e V¥Vn > N, Vz € X.

Sei Y = C, und sei
[fllx == sup{|f(z)] |z € X}

die Supremumsnorm von f beziiglich X, dann konvergiert eine Folge f,, von Abbil-
dungen X — C genau dann gleichméfig gegen f : X — C, wenn

Tim [[f — fllx = 0.

Stetigkeit der Grenzfunktion

Satz 39. Seien (X,dx) und (Y,dy) zwei metrische Riume und { fn}nen eine Folge
von stetigen Abbildungen, die gleichmdifSig gegen eine Grenzfunktion f : X — Y
konvergiert. Dann ist f stetig.

Beweis. Wir zeigen, dass f in einem beliebig fixierten xg € X stetig ist.
Sei also € > 0.
Da f, gleichméBig gegen f konvergiert, existiert ein n. > 0 mit

dy (fu(x), f(x)) < § Vn >ne, Vo € X.
Da auflerdem auch f,_ stetig ist, gibt es ein § > 0 mit
dy (fn. (), fn.(r0)) < § Vz € X mit dx(z,70) < 9.
D.h. aber, dass fiir alle z € X mit dx(z,x0) < 0 gilt, dass

dy (f(x), f (o))
(),

< dy(f(2), fa. () + dy (fn. (2), fn. (20)) + dy (fn.(20), f(x0))
< §+35+§5 =c¢
Damit ist f stetig. O

Bemerkung: Punktweise versus gleichmdfige Konvergenz

e Eine Folge {f,} von Abbildungen konvergiert punktweise gegen eine Abbildung
f, falls limy, 0 fn(z) = f(2) fir alle z € X.

e Gleichmiflige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz.
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o Aber: Sei f, eine Folge von stetigen Abbildungen, die punktweise gegen f
konvergieren. Dann muss f nicht unbedingt stetig sein.

Beispiel: Sei f,, : [0,1] — R, f,(x) := 2™. Dann konvergiert f, punktweise
gegen die nicht stetige Funktion

[0, fallsz €[0,1)
)= { 1, fallsxz=1

Bemerkung: Vertauschung von Limes und Integral

e Eine Folge stetiger Funktionen f,, : [a,b] — R konvergiere gleichméBig gegen
eine Abbildung f : [a,b] — R. Dann gilt

/a " fa)da = Tim / " (o)

Denn: f ist stetig und ’f;f(a:)d:c — f; fn(:c)dx‘ < (b—a)llf = fallap — O

e Ist f,, : [a,b] — R eine Folge stetiger Funktionen, die punktweise gegen eine
stetige Funktion f konvergiert, dann gilt die obige Gleichheit im allgemeinen
nicht.

Beispiel / Ubg: Man betrachte, fiir n > 2, f, : [0,1] = R, f,(z) := max{n —
n’lz — 1,0}

Der Raum stetiger Abbildungen auf kompakten Mengen
Seien X und Y zwei metrische Rdume und bezeichne

C(X,Y):={f: X =Y | f stetig }

die Menge der stetigen Abbildungen von X nach Y.
Ist X kompakt, dann definiert

doo(fa g) = maxdy(f(x),g(x))

zeX
eine Metrik auf C'(X,Y), die Mazimumsmetrik.

Satz 40. Sei X ein kompakter metrischer Raum und Y ein vollstindiger metrischer
Raum. Dann ist (C(X,Y),ds) ein vollstindiger metrischer Raum.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Cauchyfolge in C(X,Y) eine stetige
Grenzfunktion hat.

Sei {f,} eine Cauchyfolge in C'(X,Y") und sei € > 0. D.h. es gibt ein n. > 0, so
dass fiir alle x € X gilt

dY(fn(.iU),fm(.iU)) < doo(fn,fm) <e€ Vn,m > Ne.
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D.h. aber, dass fiir jedes € X die Folge f,,(x) eine Cauchyfolge in Y ist und daher
einen Grenzwert f(z) := limy,_oo frn(x) hat.
Da die Metrik dy stetig ist, erhalten wir

Ay (fule), (@) = dy(fule). Tm_fu(2)
=l dy(fa(0), (@) <

fiir jedes z € X und jedes n > n.. D.h. f,, konvergiert gleichméfig gegen f. Aufgrund
des vorherigen Satzes ist f stetig. g

4 Beschriankte Operatoren, Hilbertbasen, Fourier-Reihen

4.1 Beschriankte Operatoren, Darstellungssatz von Riesz

Beschrinkte Operatoren

Definition 29. Seien (Vi,||.||1) und (Va,||.||2) zwei normierte Riume.
Eine lineare Abbildung F : Vi — V5 heif$t beschrinkt, falls es eine Konstante C
gibt, so dass
[E(w)ll2 < Cllully ¥V ue Wi

Dies ist dquivalent zu
[Full2

0£ueVr HUHI

< 00

Die Zahl

Fx 2
1= sup 1071
0#£zeV qul

heifit Operatornorm von F.

Bemerkungen,/UA

Durch die Operatornorm wird der VR
Ly(V1, Vo) :={F € L(V1,V3)| |IF|| < oo}
der beschrinkten Operatoren zu einem normierten VR.

e Insbesondere ist V' := Ly(V,K) ein normierter VR fiir jeden normierten K-
Vektorraum V. Hierbei ist K (= R oder C) durch den Betrag normiert.

e Lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen sind be-
schréankt.

e Ist V; unendlich-dimensional, so gilt dies nicht: Sei Vi = Vo = C*°([0,1])
versehen mit der Norm || f|lc = Supgep1] f(2), und sei F' = (.)" der Ablei-
tungsoperator. Dann gilt fiir f,(x) := 2™ dass || fnllco = 1 und ||F(fn)]|cc = 1.
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Satz 41. Fine lineare Abbildung F : Vi — Vo zwischen normierten Vektorrdumen
Vi, |- |l1) und (Va, || - |l2) ist genau dann stetig, wenn sie beschrinkt ist.

Beweis. Ist F' stetig, so ist F' auch in 0 € Vj stetig. D.h., zu € = 1 gibt es ein
0 > 0 mit
HFUHZ < 1, falls [jv]j; < o.

Sei nun v € V1. Fiir v := 5 ” w gilt dann, dass ||v||; < ¢, und somit

2IIUH1 2] ull

1)z = :

Damit ist F' beschrankt.
Ist andererseits F' beschrinkt, d.h. [|[F(u)||e < C||lull; Yu € V4, so gilt

[E )2 <

1 (u) = F(un)ll2 = [F(w = un)ll2 < Cllu = unll1.

Somit konvergiert F'(u,) gegen F'(u), falls u, — u. O

Orthogonalprojektion auf vollstindige Unterrdume

Satz 42. Sei V' ein Euklidischer oder Hermitescher VR und U C V' ein vollstdndiger
Unterraum.

(i) Dann ezistiert zu jedem x € V' genau ein xy € U mit kleinstem Abstand zu x,
d.h.
lx —zu|| < ||z —yl|| fir alle yeU.

(i) Das Element xyy € U ist durch x — xy € UL charakterisiert.
(iii) Es gilt V =U @ U~.

(iv) Die Zuordnung x — zy definiert eine stetige lineare Abbildung P :'V — U
(die sogenannte orthogonale Projektion auf U ).

Beweis. (i) Sei y, € U eine Folge mit lim, . || — yn|| = d := infycp ||z — y||.
(yn) ist eine Cauchy-Folge, denn wegen der Parallelogrammgleichung gilt

||yn_ym||2 = ”(yn_aj)_(ym_aj)HQ

= 2|yn — 2l* + 2llym — 2> — (yn — 2) + (Ym — 2)|”

+
= 2flyn — |2 + 2y — all? — 4|2 — )

(m n—)oo)

< 2Hyn_xH2+2Hym_x”2 4d? 0

Aufgrund der Vollstiandigkeit von U konvergiert (y,) in U, xy := limy, 00y € U,
und ||z — zy|| = d, wegen der Stetigkeit der Norm.

Aus zy, 2, € U mit ||lzy — z|| = ||z}, — z|| = d folgt wie oben

lzv =2yl = 2llev — 2|+ 2llay — 2] - |2v + 2y — 22
= 4d* — ||zy + 2 — 2z||> < 4d* — 4d*> =0

Das beweist die Eindeutigkeit.
Weiter im Beweis:
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(ii) Fir alley € U, t € R gilt mit z = — 2y
& = ||2|* < ||z + ty[|> = d* + 2tRe (z,y) + *ly||*.
Das ist nur moglich, wenn Re(z,y) = 0 fir alle y € U.
Analog zeigt man Im(z,y) = 0 fiir alle y € U. Es folgt z =z — 2y L U.
Umgekehrt folgt ausu € U und z =2 —u L U:
120 < Mz + I = lI2]1 + [lyl*  fix alle y €U,
d.h. u = zy.
(iii) In (i-ii) haben wir gezeigt, dass jeder Vektor x € V eine eindeutige Darstellung

x = xy + (x — xy) besitzt mit xy € U und = — 2y € UL. Das beweist
V=UpUL

(iv) Die Linearitit der Abbildung = +— zy folgt aus der Charakterisierung (ii). Aus
der Orthogonalitiit der Zerlegung V = U @ U+ folgt |lzy| < ||=| und somit
die Stetigkeit von P. O

Satz 43 (Darstellungssatz von Riesz). Sei V' ein Hilbertraum tber K (=R oder C)
und V' der Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen V — K.

Dann ist durch
¢(x) :=(,z), zeV,
ein konjugiert-linearer Isomorphismus normierter Vektorriume ¢ : V. — V' gegeben.

Beweis.
Die Stetigkeit der Linearform ¢(x) : V' — K ergibt sich aus der CS-Ungleichung:

[p(2) ()] = [y, @) < [lz]| - [yl fir alle y € V.

Weiter im Beweis:
Die CS-Ungleichung liefert zunéchst ||¢(x)| < ||z||.

Fiir y = = erhalten wir Gleichheit in der CS-Ungleichung und somit ||¢(z)|| =
|z||. Es ist klar, dass ¢ konjugiert-linear ist, denn das Hermitesche Skalarprodukt
ist konjugiert-linear im zweiten Argument. Da ¢ die Norm erhilt, ist ¢ injektiv.

Es bleibt noch die Surjektivitéit von ¢ zu zeigen.

Sei dazu 0 # « € V' und v € V mit a(v) = 1. Aufgrund der Stetigkeit von « ist
U= Kerna CV vollstindig und V =U & U~ .

Wir setzen xg := v — vy € UL, wobei vy € U die Orthogonalprojektion von v in
U ist.

Dann gilt a(zg) = 1 und fiir alle y € V' ist daher
y = (y — a(y)xo) +a(y)xo € U U .
—

€ker a

Somit (y, zg) = oz(y)Hm)H2 und a = ¢(797). O

[lzol?
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4.2 Orthonormale Familien und Hilbertbasen
Separabilitét
Definition 30. Sei (X,d) ein metrischer Raum.
o Eine Teilmenge Y C X heifit dicht in X, falls thr Abschluss gleich X ist, d.h.
Y =X.
Aquivalent dazu ist: V x € X,¥ e >03y €Y, so dassy € B.(z).

o (X,d) heifst separabel, falls es eine abzihlbare dichte Teilmenge in X gibt.

Beispiel
Fiir jedes n ist Q™ dicht in R™; jeder endlich-dimensionale Vektorraum iiber K (= R
oder C) ist separabel.

Bemerkung
£? ist separabel, denn:

Die Folgen = € (2 mit z, € Q +iQ C C fiir alle n € N und z,, = 0 fiir fast
alle n € N bilden eine abzihlbare dichte Teilmenge S, d.h. jedes Element x € £? ist
Grenzwert einer Folge xj € S.

Weiterhin gilt:

Jeder unendlich-dimensionale separable komplexe Hilbertraum (V, (-, -)y) ist iso-
morph zu £2,

genauer: es gibt einen Isomorphismus von Vektorriumen ¢ : £2 — V, der

<¢($)7 ¢(y)>V = <:L‘7 y>€2

fiir alle ,y € ¢? erfiillt.

Fiir den Beweis dieser Isomorphie benutzt man Hilbertbasen (s.u.: Jede Hilbert-
basis B = (b1,b2,...) von V definiert einen solchen Isomorphismus ¢p : >, xier —

Sei (-,-) eine Bilinearform oder Hermitesche Form auf einem K-Vektorraum V.
Eine Teilmenge U C V heifit orthonormale Familie, wenn (u,u) = 1 und (u,v) =0
fiir alle u,v € U mit u # v.

Satz 44. Sei V ein separabler Fuklidischer oder Hermitescher VR.

Dann ist jede orthonormale Familie (v;);cr abzihlbar.

Beweis.
Fiir alle 4, j € I mit 4 # j gilt [Jv; — vj| = V2.
Sei A C V eine abzihlbare dichte Teilmenge.
Zu jedem i € [ existiert a(i) € A mit ||v; — a(i)]] < g
Wir zeigen, dass die Zuordnung I — A, i — a(i), injektiv ist:
la(@i) —a()Il = llvi = vj + a(i) —vi +vj — a(j)|
> |lvi = vyl = [la(@) — vil| = [lv; — a(5)]| >0

fur alle 4,5 € I mit 7 # j. O
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Satz 45 (Besselsche Ungleichung). Sei V' ein Euklidischer oder Hermitescher VR
und (vi,ve,...) eine (endliche oder unendliche) orthonormale Familie.

Dann gilt fiir alle x € V:

>l u) P < ).
k

Gleichheit gilt genau dann, wenn

xr = Z(x,vk>vk.

k

Beweis. Wir betrachten den endlich-dimensionalen (und somit vollsténdigen)
Unterraum

Uy := span{vy,va,...,on} C V.

Sei zx € Uy die Orthogonalprojektion von x in Uy.
Es gilt 2y = S0, (x, vp)vg, denn z — S0 (z, vp)op L Un.

Aus der orthogonalen Zerlegung x = zx + (x — xy) folgt dann
N
S a2 = a2 < [l
k=1

Daraus folgt die Besselsche Ungleichung und die absolute Konvergenz der Reihe
Too 1= (T, Vk) V.
Fiir z gilt 00 L * — 2o und

||='E00H2 = HmHQ = ||z — »Too||2 =0<—=— =T
O
Definition 46. Sei V ein Euklidischer oder Hermitescher VR.

Eine orthonormale Familie (vy,vg,...) heiit Hilbertbasis, wenn jeder Vektor x €
V eine Darstellung « = ), (x, vi)vi, besitzt.

Beispiele

(i) Falls dimV < oo, so sind Hilbertbasen nichts anderes als orthonormale bzw.
unitdre Basen.

(i) Sei V = ¢? der Hilbertraum der quadratisch summierbaren Folgen z : N — C.

Die Folgen e; € ¢ mit e;(k) := ;5 (j, k € N) bilden eine Hilbertbasis (e;);en,
die sogenannte kanonische Hilbertbasis von £2.

(ej)jen ist keine Vektorraumbasis, denn die lineare Hiille der e; ist
{z:N = C|xp:=z(k) = 0 fiir fast alle k € N} C /%,

(Bei der linearen Hiille sind nur endliche Linearkombinationen zugelassen!)
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Satz 47. Fir eine orthonormale Familie B = (by,be,...) von Vektoren eines Eukli-
dischen oder Hermiteschen VRV sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) span{by,ba,...} ist dicht in V.
(i) B ist eine Hilbertbasis.

(iii) Fir alle z,y € V gilt

<$, y> = Z<$v bk><ya bk>

k

(iv) Fiir alle x € V' gilt die Parsevalsche Gleichung

2l = 16, bi) 2.
k

Beweis.
(i) =(ii): Zu x € V existiert x; € span{by, bo, ...} mit x = lim;_,~ X;.
Wir kénnen annehmen, dass
x;i € U; :=span{by,...,bn,},
wobei N; € N eine monoton wachsende Folge ist.
Fiir die orthogonale Projektion x| = Z]k\f;(x, bi)br, von x in Uj; gilt
% — x| < flx — x|
und somit

x = lim x| = Z(x, b, ) b

1—+00
k

Weiter im Beweis:

(ii)=(ili): Wenn B = (b1, ba, ...) eine Hilbertbasis ist, so kénnen wir z,y € V
schreiben als
i J

wobei x; = (x,b;), Yj = (Y, bj>-

Daraus folgt
(@y) = O mibiy) =Y zilbi,y)
bivy) = (i ysb) =D 7;(bibj) =7,
J J

und somit
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Weiter im Beweis:
(iii)=(iv): Setze = = y.

(iv)=-(i): Aus der Parsevalschen Gleichung folgt (nach dem Satz iiber die Bes-
selsche Ungleichung), dass « = ), (x, bi)by, fiir alle z € V.

Damit gilt (i).
g

Satz 48 (Hilbertbasen). Jeder unendlichdimensionale separable Hilbertraum V be-
sitzt eine abzdhlbare unendliche Hilbertbasis B = (by, b, .. .).

Fiir den Beweis des Satzes benttigen wir das Zornsche Lemma, das aus dem
Auswahlaxiom der Mengenlehre folgt.

(Mit dem Zornschen Lemma beweist man auch, dass jeder Vektorraum eine Basis
besitzt.)

Definition 31. Fine Relation < auf einer Menge X heifit Ordnungsrelation, wenn
folgenden FEigenschaften fiir alle x,y,z € X erfullt sind:

r<x,
aus ¢ <y und y < x folgt x =y und

aus x <y und y < z folgt x < z.

Die Ordnungsrelation heifst total, wenn fir alle x,y € X eine der beiden Unglei-
chungen x <y oder y < x gilt.

x € X heifit mazimal, wenn es kein y € X mit x < y gibt (d.h. mit x < y und
T #y).
x € X heiffit eine obere Schranke von'Y C X, fallsy <z fir alley €Y.

Lemma 49 (Zornsches Lemma). Auf der Menge X sei eine Ordnungsrelation <
gegeben, derart dass jede total geordnete Teilmenge Y C X eine obere Schranke
besitzt. Dann hat X ein maximales Element. (|

Zum Beweis des Satzes.

Man zeigt mit dem Zornschen Lemma, dass sich jede orthonormale Familie Fj
in einem separablen Hilbertraum ergénzen lasst zu einer unter allen orthonormalen
Familien, die Fyy enhalten, maximalen Familie B = (b1, be,...). (Hierbei sei X die
durch C geordnete Menge aller orthonormalen Familien, die Fy enhalten. Fiir jede
total geordnete Teilmenge Y C X bildet Upcy F' eine obere Schranke.)

Nun ist B eine Hilbertbasis, denn aus y :=  — >, (z, by)by, L b; fiir alle i € N
folgt y = 0. g
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4.3 Fourier-Reihen

Fourier-Reihen
Sei V' der Vektorraum der 27-periodische Funktionen f : R — C, so dass f|g 2]
integrierbar ist.
UA.
Die Funktionen ey (z) := exp(ikx) , k € Z, bilden ein orthonormales System beziiglich
der Hermiteschen Form
1 /2 —

() {f0) =5 [ F@igl@dr, fgev.
T Jo
(%) ist positiv semi-definit, d.h. (f, f) > 0 fiir alle f € V.
Auf dem Unterraum der stetigen Funktionen ist (*) positiv definit und somit ein
Skalarprodukt.

Die zugehérige Norm bezeichnen wir mit || f||2 := /(f, f)-
Auf demselben Raum kénnen wir auch die Norm || f{lcc = supge(o,2x [f(2)| be-
trachten.

Definition
Ein trigonometrisches Polynom vom Grad < n ist eine Linearkombination

n
> e,y eC.

k=—n

Es sei f : R — C eine 27-periodische Funktion, so dass f|( o, integrierbar

ist. Die komplexe Zahl ¢ = (f,ex) = 5= OQWf(a:)e*ikxdw heifit k-ter Fourier-

Koeffizient und das trigonometrische Polynom Fy,(f) := Y p__, crer heifit n-tes
Fourier-Polynom von f.
Die Reihe (Fy,(f))n=0,1,.. heifit Fourier-Reihe von f.

Bemerkung.
Es gilt
n
E.(f) = % 4 (ak, cos kx + by sin k),
2 k=1
wobei
1 2
ap, = cp+c_p=— (z) cos kxdx
T Jo
1 2m
by = ilcgp —c_p) = - f(x)sin kzdz.
0

Wenn f reellwertig ist, dann ist c_ = ¢, und F,(f) ist reellwertig.

Satz 50 (Fourier-Polynome und Besselsche Ungleichung). (i) F,(f) ist die beste
Approximation im quadratischen Mittel an f € V durch ein trigonometrisches
Polynom vom Grad < n, d.h. || f — Fu(f)|l2 = infyev;, ||f — gl2, wobei V,, :=
span{eg| —n < k < n}.
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(it) Es gilt ||f — Fo(£)IF = 1£17 = [1F(HIIE = [1F15 = Xk=—, lexl*.
(iii) Fir die Fourier-Koeffizienten ¢, von f € V gilt die Besselsche Ungleichung

o0

o lalP <113

k=—o00

und Gleichheit gilt genau dann, wenn
Jim [ f = Fo(f)ll2 = 0.

Beweis. (ii) kann man direkt nachrechnen.
Um (i) zu zeigen, berechnen wir analog fiir g = Y, drey € Vy:

n

If=gll3 = 1£13— D (drce + diti) + > |dil?
k=—n k=—n
= NI£15= D lel® + IFa(f) — gll5.
k=—n

(iii) folgt nun: Ist (e1,e2,...) eine (endliche oder unendliche) orthonormale Fa-

milie, so gilt (fiir alle f)
Do) P <1IF13
k o

und Gleichheit gilt genau bei Konvergenz der Reihe ), crey, im quadratischen Mittel
gegen f. O

Wir wollen nun zeigen, dass in der Besselschen Ungleichung ~ = ~ gilt (Parse-
valsche Gleichung).

Satz 51 (Konvergenz der Fourier-Reihe im quadratischen Mittel). Sei V' der Vek-
torraum der 2m-periodische Funktionen f : R — C, so dass f \[07%] integrierbar ist.

(i) Fir alle f €V gilt

oo
IF13=>" lel

k=—o00

(i) Die Fourier-Reihe konvergiert im quadratischen Mittel gegen f, d.h. lim, o || f—
Ea(f)ll2 =0.

Zum Beweis: Aus dem vorhergehenden Satz wissen wir, dass (i) und (ii) &quivalent
sind. Es geniigt also, (ii) zu zeigen.

Lemma 52. Sei f € V' so, dass fljg2n eine Treppenfunktion ist.
Dann konvergiert F,(f) im quadratischen Mittel gegen f.
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Weiter im Beweis des Satzes:

flj0,2x] ist als Riemann-integrierbare Funktion beschrinkt. Wir kénnen 0.B.d.A.
annehmen, dass f reellwertig ist und |f| < 1.

Dann existieren zu € > 0 Treppenfunktionen —1 < ¢ < f < 9 < 1, so dass
2 Jo (@) — p(x))dr < 5.

Mit (¥ — ¢)? < 2(¢ — ¢) folgt daraus |If — ¢} < [¥ — ¢l < % und somit
If—ell2 < 5.

Wegen des Lemmas existiert N € N, so dass ||¢ — Fy,(¢)|[2 < § fiir alle n > N.

Mit g = f — ¢ gilt [|[g = Fa(g)ll2 < llgll2 < 5 und somit |[f — Fu(f)l2 < llg —
Fulg)ll2 + lp — Ful@) 2 < e. O

Beweis des Lemmas:

Wir kénnen annehmen, dass f|q) = 1 und f|(,2r) = 0, denn jede Treppenfunk-
tion ldsst sich als Linearkombination solcher Funktionen darstellen.

Als Fourier-Koeffizienten erhalten wir ¢p = 5~ und

. a
v —ikx
——— . keN k0.
* ok 0 7
Mit |ex|? = 15;825“ (k # 0) erhalten wir
R s @ 1 =1 1 <X coska
dolal=int ) @ ml e
k=—o00 k=1 k=1

Weiter im Beweis:

Mit Hilfe der fiir alle z € [0, 27| giiltigen Formel

(%) > cosk:x_ T —T 2_12
K2 2 12
k=1

erhalten wir

co 1 2
2 k=152 = 'g und

= 5 a? 1 1 a-m, a 9
> el :@Jrg—*g(( 5 ) —ﬁ)zngsz-

k=—o00

Also konvergiert F,(f) im quadratischen Mittel gegen f.
Weiter im Beweis: Zum Beweis von (x):

Wir behaupten:

oo . k o
(%) ; Smk g 5 T firalle € (0,27).
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Darf man — ) 77, % = %57 gliedweise integrieren, so erhilt man

o0

coskr (x—m)?
F(x) := Z 2= 1 +c,
k=1
und durch weitere gliedweise Integration
2 3

_ 2m _(.Z'—Tf)g
0—/0 F(x)dx = ~———

1 + 2mc = % + 2me,

0

also ¢ = —’17—;, und damit gilt die Behauptung (x).
Weiter im Beweis:

Um die gliedweise Integration zu rechtfertigen, stellen wir zuerst fest, dass die
Reihe F(z) = 72, Coljzkx absolut und gleichméBig auf R konvergiert.
Man muss auerdem die gleichméBige Konvergenz von > ;2 % gegen 5+ auf

jedem kompakten Teilintervall [d, 2 — d] von (0, 27) zeigen.

[ Dazu schiitzen wir zunéchst s,(z) := > _; sinkz = Im (3_;_; ™) ab:

- tkx i 1—eme 2 1
|sn(@)] < ;e = | T | S e < Gnez
Weiter im Beweis: Aus |s,(z)| < ﬁ =: o erhalten wir weiter
i sinkx| i skp(x) — sp—1(x)
E | k
k=n k=n
_ is () 11 n sm(®)  sp-1(z)
ZINE T k1) T mrd n

1 1 1 1 20
<o|--— + +—=—
n m+1 m+1 n n

Also ‘ZZ’;” %‘ < %", woraus die gleichméfiige Konvergenz der Reihe folgt.]

Es bleibt noch (xx) zu zeigen.
Weiter im Beweis:

Es gilt S8k — [ cos kt dt und

n n

n
1 , , 1 , 1
ZCOS kt — 5 Z(ezkt + e—zkt) — 5 Z ezkt o 5
k=1 k=1 k=—n
B e—int(l _ ei(?n-‘rl)t) 1 B sin(n 4 %)t 1
N 2(1 — eit) 2 2sini 2’
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Lemma 53. Fiir jede stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — R gilt mit r € R:

b
lim / f(z)sinrzde = 0.

|r]—o0

Beweis. partielle Integration. O
Weiter im Beweis:

Mit Hilfe des Lemmas erhalten wir schliefilich:

€T —
dt — =
2 2

> sin ka ) /z sin(n + )t
= lim ;
™

k n—o0 2sin 5

k=1
U

Bemerkung
Aus der Besselschen Ungleichung folgt, dass die Folgen ¢, ¢_p quadratisch sum-
mierbare komplexe Zahlenfolgen sind, d.h. Elemente von ¢2(C).

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt die Vollstéandigkeit des ON-Systems e (), k €
Z.

(Die ex(z), k € Z bilden eine Hilbertbasis des Hilbertraums der L?-Funktionen
auf [0, 27], den wir im Teil IIT einfithren werden.)

Satz 54 (Fourierentwicklung). Sei f € V stetig und stiickweise C*, d.h. es gibt eine
Unterteilung 0 = tg <ty < --- < t, = 2w, so dass f := f|[tk_17tk] von der Klasse C!
ist, k=1,...,r.

Dann konvergiert F,,(f) gleichmdfig gegen f.

Beweis.

Sei ¢ die periodische Funktion mit @y, | 1) = fi.-

Die Fourier-Koeffizienten c,, von f ergeben sich durch partielle Integration aus
den Fourier-Koeffizienten ~,, von ¢:

tr ) i ) ty i tr )
(x)e™"dx = —f(x)e” "™ - / p(x)e” " d.
tre—1 n th_1 N Jiy 4
Wegen der Periodizitdt von f erhilt man daraus ¢, = —%’yn (n #0).

Weiter im Beweis:
Wegen |ab| < 1(|a|? + |b]?) folgt nun

1,1 )
lenl < 55+ Ial?)

Dad >°, & <ocound Y02 |7a|* < oo (Besselsche Ungleichung) ist 3 [cn| (von @
unabhéngige) absolut konvergente Majorante der Fourier-Reihe, und daraus folgt die
absolute und gleichméfiige Konvergenz der Fourier-Reihe F,,(f) gegen eine stetige
Grenzfunktion g.

Andererseits konvergiert F,(f) im quadratischen Mittel gegen f.

Das ist nur moglich, wenn f = g, denn beide Funktionen sind stetig. ]
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5 Differentialrechung mehrerer Veréinderlicher

5.1 Richtungsableitung
Differentialrechung mehrerer Verédnderlicher Rich-

tungsableitung
Definition 32. Sei U C R" eine offene Teilmenge und v € R™ ein Vektor.

(i) Fine Funktion f : U — R heifit an der Stelle x € U in Richtung v differen-
zierbar, wenn die Funktion

fi(—e,e) >R, t— f(x+1tv),
bei t = 0 differenzierbar ist.
(Hierbei ist € > 0 so klein, dass x +tv € U fir alle t € (—¢,¢).)

(i) Die Zahl
d

0.1)) = 5| Flct )= F(0)
t=0
heifit Ableitung von f an der Stelle x in Richtung v oder auch Richtungsablei-
tung.
Erinnerung:

f ist differenzierbar in 0, wenn lim;_.q M existiert.

Die Ableitung f'(0) an der Stelle 0 ist dann gegeben durch
; f(t) - f(0) fx+tv) - f(x)

! . K — .
FO=im= =

Rechenregeln fiir die Richtungsableitung

Satz 55. Seien f,g : R” — R zwei Funktionen, die beide in x € R™ in Richtung
v € R™ differenzierbar sind. Dann gilt:

Ou(f+9)(x) = ( )(%) + 9u(9)(x)
QW(Af)(x) = A0(f)(x) fir A eR,
Ou(f-9)(x) = ( )(X)g(x) + f(x)8u(9)(x)-

Ist g(x) # 0, so ist g in x in Richtung v differenzierbar, und es gilt:

Y oy 0)) — F600(9)(o0
av<g)<> -

Der Beweis folgt aus den Rechenregeln fiir die differenzierbaren reellen Funk-
tionen f und §: R — R definiert durch f(¢) := f(x + tv), §(t) = g(x + tv). O
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5.2 Partielle Ableitungen
Partielle Ableitungen

Definition 33. Sei (e1,...,e,) die kanonische Basis des R™, U C R™ offen und
f:USR.

o Die Funktion f heifst an der Stelle x € U partiell differenzierbar, wenn f an
der Stelle x in alle Koordinatenrichtungen e; differenzierbar ist.

e Die Zahl
(0if)(x) :== (0, f)(x), i=1,2,...n

heif$t i-te partielle Ableitung von f an der Stelle x.

o f heifst partiell differenzierbar, wenn f in allen Punkten x € U partiell diffe-
renzierbar ist.

e Die Funktion 0;f : U — R heifit i-te partielle Ableitung von f.

Man schreibt dafiir auch

of

8%1‘ '
Bemerkung
Die i-te partielle Ableitung (0;f)(x ) an der Stelle x = 377 xje; ist genau die
Ableitung der Funktion h(t) := f(z1,...,2i—1,t,Zit1,...,2y) an der Stelle t = z;:

d /
(8f)( ) dt f($1,-~',$i—1,$i+t7$i+1,-~7$n)Zh(fUi)-
t=0

Beim Berechnen der i-ten partiellen Ableitung sind also die Variablen z; fiir j # ¢
als Konstanten zu behandeln. Differenziert wird nach der Variablen x;.

Beispiel

Die Funktion f: R" — R, f(x) = ||x||?> = Py ], ist partiell differenzierbar und
0
L eIy = 225

Beispiel

Partielle Differenzierbarkeit impliziert im Allgemeinen nicht die Stetigkeit!

Sei ,
_ ) = (my) #0
f(xvy)_{ 0,+y ($ y):

f ist nicht stetig in (0,0), aber alle Richtungsableitungen existieren:
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Sei v = (v1,v2) € R2. In pg = (0,0) gilt dann

f(po +tv) — f(po) _ f(tv) _ t3v1v3 _ V103
t t t(t2v? + t4o)) v? + 1205
2
tj}O %7 (%1 7’5 0
0, v1=0

5.3 Hohere partielle Ableitungen
Ho6here partielle Ableitungen

Definition 34. Sei U C R" offen und f : U — R.

(i) Fiirk > 2 definiert man rekursiv: f heifit k-mal partiell differenzierbar, wenn f
partiell differenzierbar ist und die partiellen Ableitungen 0;f (k-1)-mal partiell
differenzierbar sind.

(f heifit einmal partiell differenzierbar, wenn f partiell differenzierbar ist.)

(ii) f heifit k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal partiell differenzierbar ist
und alle k-ten partiellen Ableitungen

ok f

8.%'i1 8.%'i2 s 895%

= 82'1ai2 tt alkf
stetig sind.

Lemma von Schwarz

Satz 56 (Hermann Amandus Schwarz). Sei f : U — R (U C R" offen) zweimal
stetig differenzierbar.

Dann gilt fiir alle i,5 € {1,2,...,n}:
0;0;f = 0;0;f.

Beweis. Da es nur um zwei Koordinatenrichtungen e; und e; geht, konnen wir
annehmen, dass n = 2.

Wir berechnen die zweiten partiellen Ableitungen an der Stelle (zg,yo) € U.

Wir konnen annehmen, dass (zg,y9) = (0,0) und dass U ein Quadrat Q@ =
{(z,y)] |z| < e und |y| < e} enthilt (¢ > 0).

Weiter im Beweis:

Nach dem Mittelwertsatz angewendet auf die Funktion g(z) = f(z,y) — f(z,0)
gibt es zu (z,y) € Q ein & € (—|z|, |x|) mit

(1) g(z) —g(0) = 2g'(§) = x(0Lf(§,y) — OLf(£,0)).
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Anwendung des MWS auf y — 0y f(&,y) liefert n € (—|y|, |y|) mit

(2) 01f(&y) — 01f(£,0) = yd01f(&,m).
Aus (1) und (2) ergibt sich

(3) g(x) —g(0) = 2yd0:1 f(§, ).

Analog ergibt sich mit h(y) = f(z,y) — f(0,y)

wobei €] < |z| und |7] < |y|.
Weiter im Beweis:
Aus (3) und (3’) erhalten wir wg. g(z) — g(0) = h(y) — h(0):

(4)  0201f(&n) = 0102 (€, 7).

Die Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen erlaubt nun den Grenziibergang
(z,y) — (0,0) in (4), woraus sich 920 f(0,0) = 0102 f(0,0) ergibt. O
5.4 Der Gradient einer Funktion

Der Gradient einer Funktion

Definition 35 (Gradient). Se: U C R™ offen und f : U — R an der Stelle x € U
partiell differenzierbar. Der Spaltenvektor

glf (x)
grad f(x) := 2J(i(x)

Onf (%)

heiffit Gradient von f an der Stelle x.

Bemerkung

Aus den Rechenregeln fiir die Richtungsableitungen erhilt man auch Rechenregeln
fiir den Gradienten. Z. B. ist grad additiv und fiir zwei in x partiell differenzierbare
Funktionen gilt:

grad(f - g)(x) = f(x)-(grad g)(x) + g(x) - (grad f)(x).

Beispiel
Sei r = r(x) = ||x|| die Euklidische Norm von x € R™ und f : Ry — R eine
differenzierbare Funktion.
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Dann ist die rotationssymmetrische Funktion F(x) = f(r) =
R™\ {0} partiell differenzierbar.

Die partiellen Ableitungen erhélt man mittels der Kettenregel:

O;F(r) = f'(r)oyr

T

1
O;r = 0;Vr? = —6i||xH2 =
2r r

Der Gradient ist daher gradr(x) = % und somit

grad F(x) = f'(r)gradr(x) = f'(r)

X
T‘ )
5.5 Divergenz eines Vektorfeldes

Divergenz eines Vektorfeldes

Definition 36 (Divergenz). Sei U C R™ offen.

f(r(x)) auf U =

(i) Eine Abbildung F =", Fie; : U — R™ heifit (in x) partiell differenzierbar,

wenn ihre Komponentenfunktionen F;, i = 1,2,...m, (in x)
zierbar sind.

(i) Ein Vektorfeld auf U C R™ ist eine Abbildung v : U — R".
an jeden Punkt x € U den Vektor v(x) angeheftet.)

(iii) Fir ein in x € U partiell differenzierbares Vektorfeldes v =
R™ ist die Divergenz an der Stelle x gegeben durch

divv(x) := Z@ivi(x).
i=1

Leibnizregel fiir die Divergenz

Satz 57. Sei v ein in x partiell differenzierbares Vektorfeld und f
differenzierbare Funktion. Dann ist f-v ein in x partiell differenzie
und es gilt

div(fv)(x) = (grad f(x),v(x))+ f(x) - div v(x)

partiell differen-

(Man denkt sich

Z?:l Vi€ - U —

etne in X partiell
rbares Vektorfeld

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus der Leibnizregel fiir Richtungsableitungen:

div(f v)(x) = Y 9(f v)(x)
=1

n

= > (0 f(x) - vi(x) + f(x) - 0vi(x))

=1

= (grad f(x),v(x)) + f(x) - divv(x).
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5.6 Der Laplace-Operator
Der Laplace-Operator

Definition 37 (Laplace-Operator). Der Gradient einer zweimal partiell differen-
zierbaren Funktion f : U — R ist ein partiell differenzierbares Vektorfeld grad f :
U— R™
Somit definiert
n
Af = divgradfzzal?f
i=1

etne Funktion U — R.
e Der Differentialoperator A heifst Laplace-Operator.

e Lisungen f der (Laplace- oder auch Potential-)Gleichung
Af=0

heiffen harmonische Funktionen.

Leibnizregel fiir den Laplace Operator
Aus der Leibnizregel fiir div und grad erhalten wir eine Leibnizregel fiir den
Laplace-Operator.

Satz 58. Seien f und g zwei zweimal partiell differenzierbare Funktionen. Dann gilt
A(f-g) = f-Ag+g-Af+2(grad f,grad g).

Beispiel: Rotationssymmetrische Potentiale
Sei f: Ry — R eine zweimal differenzierbare Funktion, 7 : R” — R™ die Norm von

x, d.h. r(x) := />, 22 und F(x) = f(r(x)) die zugehorige rotationssymmetrische

=11
zweimal partiell differenzierbare Funktion auf R™ \ {0}.

Dann gilt 0;F(x) = f'(r)% und

T

DOF() = F/n) ST 4 pn Ty T ey <5ﬂ _ W)

r2 r2 r2 r r3

Daraus folgt
n—1

AF(x) = f"(r) + fi(r).

Jede Losung der Differentialgleichung f”(r) + ”771 f'(r) = 0 definiert somit eine
rotationssymmetrische harmonische Funktion.

Fiir n = 1 erhalten wir f(r) = ar + b als Losung.

Fiir n > 2 setzten wir h(r) := f’(r) und erhalten die Gleichung

n—1
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Unter der Voraussetzung, dass h(r) keine Nullstellen hat, kénnen wir die DGL fiir
n > 2 wie folgt umformen:

n—1 R (r)
= — = —(n|h(r)])
. =~k
Dies impliziert In |h(r)| = —(n — 1) In7+ ¢ und Anwenden von exp ergibt als Losung
eC
O —

Somit ist f(r) = 7tz + b falls n > 2 und f(r) = alnr + b fir n = 2.

Fiir n = 3 erhalten wir mit b = 0 das Newtonsche Gravitationspotential —G% einer
im Nullpunkt konzentrierten Masse M. (Hierbei ist G > 0 die Gravitationskonstan-
te.)

Ganz analog ist das elektrische Potential einer Punktladung @) gegeben durch
'y% (Dabei ist wieder v > 0 eine Konstante.)

Das Newtonsche Gravitationsfeld
Jede partiell differenzierbare Funktion V' : U — R auf einer offenen Teilmenge
U C R" definiert ein Vektorfeld —gradV .

Fiir das Newtonpotential V (r) = —G2L erhalten wir
M x
—gradV = -G——, e R3\ {0},
gra 5, XxeR\{0}

das Newtonsche Gravitationsfeld.

Die auf eine Probemasse m im Punkt x wirkende Kraft ist
mM x

F=—-mgradV = -G—5——.
réor
Beschreibt ¢ + x(t) € R?® die Bewegung der Probemasse im Gravitationsfeld, so
geniigt diese nach dem Newtonschen Gesetz F' = mx der (von m # 0 unabhéngigen)
Differentialgleichung

%= —GM.

r

Das elektrostatische Feld
Fiir das elektrische Potential V (r) = 'y% ergibt sich entsprechend

E = —gradV = V%;, x € R\ {0},

als elektrisches Feld.

Die auf eine Probeladung ¢ im Punkt x wirkende Kraft ist

qQ x
F=qE=~—"%=.
rTer

(Die elektrische Kraft ist abstoflend, wenn ¢@Q > 0 und anziehend wenn ¢@ < 0.)

Die Bewegung einer Probeladung geniigt der Differentialgleichung % = 'y%

(m # 0 ist die Masse der Probeladung).

%
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5.7 Die Rotation eines Vektorfeldes
Das Vektorprodukt

Definition 38 (Vektorprodukt/Kreuzprodukt). Das Vektorprodukt (oder Kreuzpro-
dukt) von x = Zf’:l zie; €R3 undy = Z?:l yie; € R3 ist der Vektor

T2Y3 — T3Y2
XXy = T3Y1 — T1Y3
T1Y2 — T2Y1

= (z2ys — x3y2)e1 + (z3y1 — x1y3)e2 + (x1y2 — Ta2y1)es.

Es gilt
Die durch das Kreuzprodukt definierte Abbildung

x : R®*xR® = R (x,5) = xxy
ist bilinear und schiefsymmetrisch.

Satz 59 (Eigenschaften des Vektorprodukts). Sei der R3 wversehen mit der durch
die Basis (e1, ez, e3) gegebenen Orientierung. Fir alle x,y € R? gilt dann:

(i) x Xy =—y X X.

(i) x X'y ist senkrecht zu x undy.

fiii) x x yl12 = x|y I — (x, )2,

(iv) |x x y| = ||x]| - [ly]| sinp, wenn x,y € R3\ {0} und p = Z(x,y) € [0,7].
(v) x xy =0<= x undy linear abhingig.

(vi) Sind x und y linear unabhdngig, so ist (x,y,X X y) eine positiv orientierte
Basis.

(vii) Sind x und 'y orthonormal, so ist (x,y,x Xy) eine positiv orientierte Ortho-
normalbasis.

Beweis. Ubungsaufgabe O

Spatprodukt
Satz 60. Fir alle x,y,z € R3 gilt: (x x y,z) =det(x y z).

Beweis. Wegen der Trilinearitéit von (x X y,z) und det geniigt es, die Gleichung
fir x,y,z € {e1, ea, €3} zu iiberpriifen.

Offenbar ist (e; x ej,ex) = 0 = det(e; e; eg), wenn zwei der drei Indizes
iibereinstimmen.

Sei (4, j, k) eine Permutation von (1,2, 3). Da (e;, ;) orthonormal ist, gilt e; xe; =
€ijk€k, Wobei g;5; das Vorzeichen der Permutation ist.
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Also (e; % ej,ex) = €5, = det(e; e; ey) fiir jede Permutation. O
Bemerkung
Die alternierende Trilinearform (x,y,z) — (x X y,z) heiflt Spatprodukt.

|(x x y,z)| ist das Volumen des durch x,y, z aufgespannten Parallelepipeds oder
Spats P = {ax + by + cz|a,b,c € [0,1]}.
Definition 39. Seiv = Zf’zl vie; ein partiell differenzierbares Vektorfeld auf einer
offenen Teilmenge U C R3.

Das Vektorfeld

Oav3 — O30
rotv:= | 0O3v1 — O1v3
O1v2 — vy

heifst Rotation von v.

Bemerkung
Wir kénnen den Gradienten als vektorwertigen Differentialoperator auffassen:

7}
grad=| 0y | :{f:U — R fpart. diffb. } —  Vektorfelder auf U
05
of
[ grad(f) = | Ouf
Osf

Daraus ergibt sich formal (grad ¢ R3 !):
divv = (grad,v), rotv = grad x v.
Satz 61. Sei U C R3 offen und f : U — R, v : U — R? zweimal stetig partiell
differenzierbar. Dann gilt
rotgrad f =0 wund divrotv =0,

d.h. (formal): grad x grad f = 0 wund (grad,grad x v) = 0.

Beweis. Das rechnet man (unter Benutzung des Lemmas von Schwarz) direkt
nach (UA). O
6 Differenzierbare Abbildungen

6.1 Differenzierbarkeit und Differential

Differenzierbarkeit

Definition 40 (Differenzierbarkeit). Sei U C R™ offen und F : U — R™.
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(i) F heifit im Punkt x € U (total) differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung
A:R"™ — R™ gibt, so dass

L IFx 8 - Fe) -~ A©]
EER™, €50 €]l
(ii) F : U — R™ heifit differenzierbar, wenn F' in allen Punkten x € U differen-
zierbar ist.

Satz 62 (und Definition Differential). Sei F': U — R™ differenzierbar in x. Dann
wird durch lime_o (|| F(x + &) — F(x) — A(9|/1I£]]) = 0 die lineare Abbildung dFy :=
A eindeutig bestimmt. Sie heifst Differential (oder Ableitung) von F im Punkt x. Im
folgenden identifizieren wir oft dFy mit ihrer beschreibenden Matriz.

Beweis der Eindeutigkeit von A:
Seien A und B zwei lineare Abbildungen mit der geforderten Eigenschaft.
Mit der Dreiecksungleichung der Norm erhélt man

o < m IBE - A€
£-0 €]l
o i PO = PO = AQN , = Fx+ ) + Fx) + B
€0 4] £-0 €]
=0
Setzt man nun = tn mit ||n|| = 1 so erhélt man daraus wegen der Linearitdt von
A und B, dass
t
0 = lim L (B(m) — A(m) = B(m) — AW),
—0 [t
und damit A = B. O
Beispiel

f R -5 R, f(x) = |x]||?, ist iiberall differenzierbar, denn wegen

Fx+86 = fx)+2(x.8) + f(&) = [IxI* +2(x,&) + [|&]*

gilt
fx+6) = f(x) —2(x,6) _ €Il
€11 €1l

Das Differential dfx € (R™)* ist gegeben durch:

= [I€]l =0 0.

dfx(&) = 2(x,¢§) = 2xl¢é, € e R™M

Also dfx = (2x1,2x9, ..., 21z,).
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Jacobi-Matrix (Matrix der Ableitungen)

Satz 63. Sei U C R" offen und F : U — R™ in x differenzierbar. Dann existiert
fir jede Komponente Fj von F die Richtungsableitung 0,F;(x) fir jede Richtung v

und es gilt
Oy Fj(x) = (dFj)x(v).

Insbesondere sind alle F; in x partiell differenzierbar, d.h. F' ist in x partiell diffe-
renzierbar. Weiterhin gilt:

81F1 (X) ce 8nF1 (X) (gradF1 (X))t
dFy = : : = :
NFpn(x) - OpFn(x) (gradF,,(x))*
Diese Matrix heifst auch Jacobi-Matriz
Beweis: Sei v € R" und ' =377, Fje;.
Da F' differenzierbar ist, sind alle Komponentenfunktionen F) differenzierbar.
D.h. es gilt fiir jede Komponente F)

L E(x A ) — Fi(x) = (dFj)x(tv)]

0 = lim
t=0 2]l
F(x +tv) — F,
= i | BT Ty )],
t—0 t

d.h. (dF))x(v) = L), Fj(x + tv) = 0, Fj(x).
Damit erhélt man fiir v = e; die i-te partielle Ableitung 0;F;(x) = (dFj)x(e;).
Dies gilt fiir jede Komponente F; und somit

0 F1 (x)
dFx(e;) = : = i-te Spalte von dFx.
0i Fpn (%)
Dies beweist die Formel fiir die Ableitungsmatrix. 0

Folgerung 64. Sei U C R" offen und f : U — R eine differenzierbare Funktion.
Dann existiert fiir jedes v € R™ die Richtungsableitung 0, f(x) und es gilt

avf(x) =dfyv = <gradf(:v),v>.
Die Jacobi-Matrixz von f ist gegeben durch

df = (O1f,....,0nf) = (grad )" : U — (R")",
T > df.

Beispiel

Fiir die Koordinatenfunktionen f(x) = x; haben wir grad(z;) = e; und somit dz; =
(€5,+). Man schreibt daher fiir jede differenzierbare Funktion f auf einer offenen
Teilmenge U C R™ auch

=1
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6.2 Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit

Satz 65. Sei U C R" offen und F = Z;nﬂ Fje; : U — R™ in x differenzierbar.
Dann ist F' ist in x stetig.

Beweis. Sei x,, := x + £, mit &, — 0 eine Folge, die gegen x konvergiert. Dann
ist wegen der Dreiecksungleichung
HF(Xn) — F(X) — de(é‘n)
1€

—0, da f diffb.

1F () — F)|| < Ly +1dE el
<~

—0

Nun ist aber dFx : R™ — R linear und damit stetig, d.h. auch ||dFx(&,)]| —¢,—0 0.
Also | F (%) — F(x)|| — 0. O

Hinreichendes Kriterium fiir Differenzierbarkeit

Satz 66. Sei U C R" offen, F = Z;nzl Fje; : U — R™ partiell differenzierbar und
alle partiellen Ableitungen O;F}; seien an der Stelle x € U stetig.
Dann ist F' in x differenzierbar.

Beweis. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass m = 1.
Sei € > 0 so klein, dass B:(x) C U und £ =Y | &ie; € B:(0).

Fir i =1,...,n betrachten wir die Funktionen
g1(t) : F(xy+t,x9,...,2p)
9i(t) : Fle1+&,...,mim1 + &1, + 6,41, ... Tp)
gn(t) : Flx1+&,...,2n-1+&—1,Zn +1)
Dann gilt

g;(0) = OiF (w1 + &, Tic1 + &1, Ty - - -, Tn)

Weiter im Beweis:
Auf diese Funktionen wenden wir nun den MWS an und erhalten, fiiri =1...n,
Zahlen 0; € (—|fl|, |§1|) mit

Flx1+&, ..., 2 + &, Tig1, ... xn) — F(x1+ &1, i1 + &1, Tiy - . Tp)

= LOiF(x1+&,....0i-1+ &1, + 0, i1, ... xn)

Setzt man nun

y(Z) = (:131+§1,...,CE1‘+§i7xi+1,...$n),i:O,...,n,
Z(Z) = (xl—i—fl,...,xi_l—i—{i_l,xi+6i,xi+1,...xn),iZ1,
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so erhilt man daraus

n

Fx+&-Fx) =Y Fy®)—rEy*Y) = > gorE").
k=1 k=1

Ende des Beweises: Mit Hilfe der CS-Ungleichung ergibt sich dann

[Fx+€&) — F(x) =Y, 0Fx&] | X 0iF(2Y) — 0:F (%))l
€]l €]l
< 1) (0:F (") = 8iF (x))eil|
=1

Fiir £ — 0 gilt auch z( — x.
Da nun alle partiellen Ableitungen stetig sind, bekommen wir

O F(29) —¢ 0 BiF(x),

und somit "
L IFGe+ )~ P~ S F08] _
€0 €]l
Damit ist F' differenzierbar. O

6.3 Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential
Satz 67. Sei F': R™ — R™ eine Abbildung, die in x differenzierbar ist. Dann gilt:

o Ist G:R™ — R™ in x differenzierbar, so auch F'+ G und es gilt

Ad(F +G)x = dFy+dGyx

o Fir A € R ist \F in x differenzierbar und es gilt

dA\F)x = MdFy

o Ist h:R"™ = R in x differenzierbar, so auch h - F und es gilt

d(h-F)x = F(x)-dhx+ h(x)dFx.

o Istg:R"™ — R inx differenzierbar und g(x) # 0, so ist éF in x differenzierbar,
und es gilt:
1 1
d| -F = —— (g(x)dFx — F(x) - dgx) .
Satz 68 (Kettenregel). Seien U C R,V C R™ offen, F : U — R™, F(U) C V und
G:V — Rk,
Wenn F in x und G in'y = F(x) differenzierbar sind, dann ist Go F : U — R¥

in x differenzierbar und
d(G o F)x = dGy o dFx.
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Beweis. Fir x e U, y = F(x) € V, £ € R” und n € R™ definieren wir

p) = F(x+¢& —F(x)— Af, wobei A= dF,
¢(n) = G(y+n)—G(y)—Bn, wobeiB =dGy,

Dann gilt wegen der Differenzierbarkeit von F' und G, dass

o £ _ ) _
€30 €~ n=0 [l

Weiter im Beweis:
Fiir das spezielle n = F(x +§) —y = A& + (&) erhalten wir

(GoF)(x+§) - (GoF)(x) = G(y+n) —G(y)
= Bn+y(n)
= BA&H By(€) +1(n)

D.h.
i 1G2 P)x+) = (Go F)Gx) = BAGI _ o 1B, - v
€50 1€]] &0 [€] S|
Nun ist aber wegen der Linearitéit von B
Bl e(8) @)l
lim ———— = B <|IBllo, _norm lim = 0.
b ey = £ 15 (g )1 < VBlon- o 12 g
Also geniigt es, zu zeigen, dass limg_, H(II) =0.
Ende des Beweises: Dazu bemerkt man, dass n — 0 falls £ — 0, denn wegen
der Dreiecksungleichung ist
Inll = A8+ @)l < 4]+ lle@)l] —¢—0 O
Somit gilt I H( |) —¢-0 0. Aus der der Differenzierbarkeit von G und der Dreiecks-
ungleichung fo{gt dann:
ol _ @l o)l A€ + @)l
1€]] Il llll 7l €]
[Pl (AL, o)l
+ — 60 0,
i (T ) e
~—— ~——
—¢00 —¢00
denn wegen der Linearitéit von A bleibt |||1|‘2€”|| = || A( i £||)|| beschrankt. O

Folgerung 69 (Kettenregel in Komponenten). Seien U C R™, V C R™ offen, F :
U—->R", FU) CVundG:V =R, H:=GoF:U —R. Es sei F inx und G
iny = F(x) differenzierbar. Dann ist H = G o F' in x differenzierbar und fir alle
1=1,2,...,n gilt:

Zakc; )0i F(x),
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d.h.

8Fk
8:62 Z Gyk axz ().

Beispiele
In den folgenden Beispielen betrachten wir Abbildungen des Vektorraumes der n x n-
Matrizen Mat,(R) = R™".
(i) Sei F' : Mat,(R) — R gegeben durch F(A) = det(A). Dann gilt fiir das
Differential in 1,,
dFy, (A) =d dety, (A) = spur(A);
denn es ist dFy,, (A)

d
= |t 0 Z 8(0-)(610(1) + 7jalcf(l)) et (5n0(n) + 75ana(n))

dt gESR

= a1+ ...+ apn-

Beispiele
(i) Nun sei F' : Mat,(R) — Mat,(R) gegeben durch F(A) = A% und G :
Mat,,(R) — R durch G(A) = spurA.
F und G sind auf Mat, (R) differenzierbar mit

dF4B = %\tzo [(A+tB)*] = AB + BA,

und p
dGaB = ah:o [spur(A 4 ¢B)] = spurB,

fir A, B € Mat,, (R).
Somit ist G o F : A — spur(A?2) differenzierbar und
d(G o F)aB = dGpay o dFa(B) = spur(AB + BA) = 2spur(AB).

Beispiel
Sei ¢ : (—e,e) = R™ (¢ > 0) eine differenzierbare Abbildung, d.h. eine differenzier-
bare Kurve; x = ¢(0), v = ¢/(0) = (| (0),...,c,(0))".

(Es geniigt hier vorauszusetzen, dass c stetige Abbildung, d.h. eine stetige Kurve
ist, die im Nullpunkt differenzierbar ist.)

Ferner sei f : U — R eine in einer offenen Umgebung U C R” von x definierte
und in x differenzierbare Funktion.

Dann gilt fiir die Ableitung der Funktion foc: (—e,e) — R:

(f ©¢)'(0) = dfe(0)(¢(0)) = dfx(v) = Ou f (x).

D.h. 4 ;
Sil=o(f(e®)) = 0uf(x) = Jl=o(f(x + tv)).
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6.4 Mittelwertsatz
Mittelwertsatz

Satz 70 (Mittelwertsatz fiir Funktionen auf dem R™). Sei U C R™ offen und F :
U — R stetig differenzierbar.

Seien weiterhin x € U und £ € R™, so dass x +t§ € U, fir alle t € [0, 1].

Dann existiert ein xg = x + to§ € U mit ty € (0,1), so dass

F(x+§) = F(x) = dFx,(§)-

Beweis. Der Beweis beruht auf dem MWS fiir Funktionen f : [0,1] — R.
Sei :[0,1] > R, t—x+t{und f=Fop:[0,1] > R.

Nach dem MWS fiir f erhalten wir ein tg € (0,1) mit f(1) — f(0) = f'(to).
Aus der Kettenregel ergibt sich dann

FQ) = £(0) = f'(to) = (Fog)(te) = dFxrte(¢(t0))

Fiir p(t) = x 4+ t£ ist ¢’ = € und damit F(x 4+ &) — F(x) = dFx,(&). O

Ist eine Abbildung F' : U — R™ konstant, so ist dFx = 0 fiir alle x € U. Die
Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht (man betrachte eine disjunkte Vereinigung
U = Uy U Uy zweier offener Mengen). Allerdings gilt:

Folgerung 71. Sei U C R" offen. Ist U wegzusammenhdngend, d.h. gibt es fir
je zwei Punkte x,y € U stets eine stetige Kurve ¢ : [0,1] — U mit ¢(0) = x und
c(l) =y, so gilt:

Ist F': U — R™ differenzierbar mit dFy =0V x € U, so ist F' konstant.

Beweis. Sei x € U und € > 0 so, dass Kx := B:(x) C U. Nach dem MWS ist
F auf Kx konstant, d.h. F|g, =d.

Sei nun y € U und c eine stetige Kurve von x nach y. Deren Bild wird iiberdeckt
durch das Mengensystem {B:(c(t)) }e[0,1]-

Da nun [0, 1] kompakt ist und ¢ stetig, ist auch ¢([0, 1]) kompakt. Daher finden
wir eine endliche Teiliiberdeckung durch offene Bélle B.(c(t;)) fiir ¢ = 1,...k und
t1 = 0, tp = 1. Damit ist aber F|p (x) = d = F|p_(ot)), d-h. F(y) = F(c(tr)) =

7

.= F(c(ty)) = F(x). O

6.5 Niveaumengen und lokale Extrema

Niveaumengen und Gradient

Satz 72. Sei U C R"™ offen, f: U — R stetig differenzierbar.
Dann steht grad f senkrecht auf den Niveaumengen

Ny(k) == {x e R"|f(x) = k},
d.h. fir jede in N¢(k) verlaufende differenzierbare Kurve c: (a,b) — R™ gilt

grad fl.qy L d(t)  fir alle t € (a,b).
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Beweis. Das folgt durch Ableiten der Gleichung f oc = k:
0=df.oc = (grad f,c).

O

Beispiel
Sei f : R™ — R gegeben durch die Norm, f(x) = ||x||. Die Niveaumengen sind dann
Kugeln vom Radius k£ und der Gradient ist gradf(x) = =

[l

Bemerkung

Wenn grad f(x) # 0 ist, so gibt der Gradient die Richtung des stérksten Anstiegs
der Funktion f im Punkt x € U an, denn fiir jeden Einheitsvektor v € R” gilt wegen
der CS-Ungleichung

9y f(x) = (grad f(x),v) < [[grad f(x)]|
)

. . . _ grad f(x
mit Gleichheit genau dann, wenn v = Tarad T

Lokale Extrema

Definition 41. Sei U C R™, f: U — R eine Funktion und x € U.

Man sagt, dass f in x ein lokales Mazimum (bzw. ein lokales Minimum) an-
nimmt, falls es € > 0 gibt, derart dass

fx) =2 f(€)  (baw. f(x) < f(§))

fiir alle € € U mit ||x — || < e.
Lokale Minima und Maxima heiffen auch lokale Extrema.

Man spricht von einem isolierten lokalen Extremum, falls zusdtzlich f(§) # f(x)
fir alle £ € U\ {x} mit ||x —&|| < e.

Lokale Extrema und Gradient

Satz 73. f: U — R sei an der Stelle x € U partiell differenzierbar (U C R™ offen).

Wenn f an der Stellex € U ein lokales Extremum annimmt, dann gilt grad f(x) =

Beweis. Fiirallei = 1, ..., nist die Funktion ¢t — g¢(t) := f(x+te;) im Nullpunkt
differenzierbar und hat dort ein lokales Extremum.

Demnach gilt
0=g'(0) = 9:f(x).
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6.6 Taylorentwicklung

Wiederholung: Taylor-Entwicklung fiir Funktionen einer Variablen
Essei f : I — R eine (m+1)-mal stetig differenzierbare Funktion auf einem Intervall
I CR. Zu z € I sei das Polynom T,,(&) := T, (z, &) € R[¢] gegeben durch

To(2,€) = f(&) + f/ @+ 5 f @ 4+ f e
Dann gibt es zu jedem & mit {x + t£|t € [0,1]} C I ein 7 € [0, 1] mit

St (@ + 7€)

m+1
(m+1)! &

f@+8) = Ton(x,8) +

Notation: Multi-Indizes
Um die Taylorentwicklung fiir Funktionen von mehreren Verédnderlichen kompakt
schreiben zu koénnen, fithren wir die folgenden Abkiirzungen ein.

Fiir a1, 00,...,0n, € Nund x = )" | 2;¢; € R setzen wir
a = (a,a,...,0p)
o] = o +ag+-Fay
al = aqlag!- - ay!
x* = x{txg?eapn
0% = 0oy o

Definition 42. Sei U C R" offen. Es bezeichne
CHMU) :={f : U = R| f ist k-mal stetig partiell diff.bar }

den Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen U — R.

Taylorentwicklung fiir Funktionen von n Variablen

Satz 74 (Taylorentwicklung). Sei U C R" offen, f € C"(U), x € U und £ € R,
so dass {x+t&{t € [0,1]} C U.

Dann existiert T € [0, 1], so dass
1 1
fx+8 =3 S0+ D 0 flx+TOE
laj<m laj=m+1

Definition 43. T, (£) := > j0<m Lo f(x)&* ist ein Polynom vom (Gesamt-)Grad
m in den Variablen &1, ...,&, und heifst m-tes Taylorpolynom.

Mit Hilfe des folgenden Hilfssatzes fithren wir den Satz auf den Fall n = 1 zurtick.
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Lemma 75. Fir die (m+ 1)-mal stetig differenzierbaren Funktionen g : [0,1] — R,
g(t) == f(x+t&), gilt (fir alle0 <k <m+1):

gB B =k D ff?“f(xﬂtt&)&“-
|or|= K '

Beweis des Satzes: Der Satz folgt nun mit Hilfe des Lemmas aus der Taylor-
entwicklung von g im Nullpunkt:

m (m+1)
g L9 m
— 1 pr— —_—_— . 1
flx+€) = g(1) ;} L R
1 1 .. o
-~ SOFRET+ Y SO+ TE)en.
la|<m la]=m+1
O
Beweis des Lemmas: Wir beweisen das Lemma durch Induktion nach k.
Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen. Wir berechnen g(*+1)(¢) aus
gt =k Y ﬂ‘?“f(xﬂt te)E".
|a|= k :
Mit der Kettenregel erhalten wir:
d Q . (0%
29 Fx+t8) = 00" f(x + )¢
i=1
und somit
g*H( k'z > —a OVf(x 4 tE)E%E;.
i1 |a=k * '
Weiter im Beweis: Daraus ergibt sich weiter:
= 1
g @) = KD D 00 f(x + )€
i=1|a|=k
= k! Z > 3 aﬁf + t)8”
i=1 |B|= k+1
1
= (k+1)! > Eaﬁf(x +1£)€P,
|8|=k+1
denn Y Bi= Bl =k+1, 8= (al,...,a; +1,...,0a5). O

Damit haben wir das Lemma und somit auch den Satz bewiesen.
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Approximation durch das Taylorpolynom
Folgerung 76. Sei U C R™ offen, f : U — R eine m-mal stetig differenzierbare
Funktion und x € U.

Dann existiert 6 > 0 und ¢ : Bs(x) = R, so dass Bs(x) C U und

et = D 0 FE + ()

lal<m

fiir alle £ € Bs(0), wobei
lim P8 _
=0 [l

Beweis (der Folgerung).

Da U offen ist, existiert Bs(x) C U. Aus der Taylorentwicklung der Ordnung
m — 1 folgt fiir £ € B;(0):

1 (63 « 1 (03 «
flx+¢) = .a|<§n‘:_1 SO feIE + Em O flx T,
mit 7 € [0,1].
Wir setzen

pl€)i= 30 (0 T+ 7E) — O (X))

la|=m

Dann gilt f(x +£) = 3oy 50 F ()6 + (€) und

lim o(&)/1I]™ = 0,

denn die m-ten partiellen Ableitungen von f sind stetig. O

Beispiel
Sei U C R” offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar und x,¢ € R™ derart,
dass {x+t{|t € [0,1]} C U.

Dann gilt

P46 = [0+ 30T (06 + 5 D 003 ()& +(6),
=1

1,j=1

quadratisches Taylorpolynom

—

A &) _
wobei limg_,o e = 0.
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6.7 Hessematrix und lokale Extrema

Hessematrix

Definition 44. Die symmetrische Matriz
Hess f(x) := (0:0; f(x))i,j=1,...n

heifst Hessematriz von f im Punkt x.

Nachtrag zum letzen Beispiel:
Mit der Hessematrix lasst sich die obige Gleichung nun indexfrei schreiben:

Flox+€) = £0<) + {grad F(x),€) + 5 (Hess f()6,) + 9(6).

Definition 45. (i) Eine symmetrische Bilinearform B auf einem reellen VR heifst
positiv semi-definit, wenn

B(v,v) >0 fir alle v e V.
(ii) B heif$t negativ definit (bzw. negativ semi-definit), wenn — 3 positiv definit (bzw.
positiv semi-definit) ist.
(iii) B heifit indefinit, wenn [ weder positiv noch negativ semi-definit ist.

(iv) Ein symmetrischer Endomorphismus A eines Euklidischen VR heif$t positiv
definit (bzw. positiv semi-definit, indefinit etc. ), wenn die zugehdrige symme-
trische Bilinearform

B(v,w) = (v, Aw), v,w €€V,

positiv definit (bzw. positiv semi-definit, indefinit etc. ) ist.

Hessematrix und lokale Extrema
Satz 77. Sei U C R"™ offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar.

(i) Wenn f an der Stelle x € U ein lokales Minimum (bzw. Mazximum) hat, dann
ist grad f(x) = 0 und Hess f(x) ist positiv (bzw. negativ) semi-definit.

(ii) Wenn der Gradient von f an der Stelle x € U verschwindet und ist
Hess f(x) positiv definit, dann hat f in x ein isoliertes lokales Minimum,
Hess f(x) negativ definit, dann hat f in x ein isoliertes lokales Mazimum,

Hess f(x) indefinit, dann hat f in x kein lokales Extremum.

Beweis.
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(i) f habe in x z.B. ein lokales Minimum. Wir wissen bereits, dass grad f(x) =0
und mit h(€) := 3 (Hess f(x)¢, &) gilt

fx) < f(x+8) = f(x) + (&) + @(§).
Daraus folgt 0 < h(§) + ¢(&), d.h. h(§) > —¢(£) und somit mit ¢ € R*:

3 ) h(€) _ h(t§) _  »(t€) 1
h-—>) = = - 0.
(Hé‘\l ez = Teel? = el

Das impliziert h(y) > 0 fiir alle Einheitsvektoren y, d.h. h > 0.

(ii) Sei nun umgekehrt grad f(x) = 0 und A(£) > 0 fiir alle £ # 0.
Dann ist m = min,—; h(y) > 0.
Weiterhin findet man zu 0 < € < m ein § > 0, so dass |p(&)] < ¢||¢]|? fiir alle

0 # £ € Bs(0).
Aus der Taylorentwicklung folgt dann f(x+¢&) = f(x) +h(§) +¢(§) > f(x)+
mlg]? —ell€]? > f(x).

O

7 Der Umkehrsatz und seine Anwendungen

7.1 Umkehrsatz
Umbkehrsatz

Definition 46 (Diffeomorphismen). Seien U und V offene Mengen im R™. Eine
bijektive, stetig differenzierbare Abbildung f : U — V', deren Umkehrabbildung auch
stetig differenzierbar ist, heifst Diffeomorphismus zwischen U und V.

Satz 78. Sei f : U — V ein Diffeomorphismus. Dann ist fir alle x € U die
Ableitung df, invertierbar und es gilt

df Dy = (dfa)

Beweis. Dies folgt aus der Kettenregel:
Idgn = dId, = d(f'of) = df]:(;) o df,

und damit df]:(;) = (df,)" " O

Umbkehrsatz
Der Umkehrsatz besagt, dass lokal, d.h. in einer Umgebung von z, eine Umkehr-
abbildung existiert, falls df, invertierbar ist.

Satz 79 (Umkehrsatz). Sei U C R™ offen, f : U — R" stetig differenzierbar und
p € U so, dass die Ableitungsmatrixz df, invertierbar ist. Dann existieren offene
Umgebungen V- C U wvon p und W wvon q := f(p), so dass fly : V. — W ein
Diffeomorphismus ist.
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Beispiele

e Sei f:R — Ry, f(z) = 22 mit f'(z) # 0 fiir € R\ {0}. Dann: > 0 =
W=Ry, V=R;ud f(y) =g, undz <0= W =Ry, V=R_ und
) = -

e f:R = R, f(z) = 23 besitzt eine stetige Umkehrabbildung (da streng mo-
noton wachsend). Diese ist aber nicht differenzierbar in y = 0 = f(0) da

7(0) = 0.

Der Beweis des Umkehrsatzes beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz und
den folgenden beiden Satzen.

Satz 80 (Schrankensatz). Sei f: U C R™ — R™ stetig differenzierbar. Sei K C U
eine kompakte Menge, die konvex ist, d.h. fir alle x,y € K liegt auch die Strecke
{tr+ (1 —t)y |t €[0,1]} in K. Dann ist f auf K Lipschitzstetig, d.h. es existiert
eine Zahl L > 0, die Lipschitzkonstante, so dass

1F(z) = )l < Lllz =yl

fir alle z,y € K. Dabei ist L gegeben durch L = maxzck ||dfz||operatornorm.-

Beweis. Da K kompakt ist und x — df, stetig, existiert

L= d _ = d
gg\\ fﬂcHOp- norm %%geﬂ@ﬁﬁﬂu Ifz ()]

Nach dem MWS existiert dann fiir 2,y € K ein tg € [0, 1], so dass

1 (@) = Wl = ldftgar1—to)y (v — @) < Lily — |- O

Satz 81 (Diffeomorphie). Seien U und V offene Mengen im R™ und f : U — V
stetig differenzierbar und bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung f~':V — U. Wenn

fiir jedes x € U das Differential df, invertierbar ist, so ist f ein Diffeomorphismus,
d.h. f~1 ist auch stetig differenzierbar und df;(;) = (df,)"L.

Wir erinnern uns:
f(x) = 23 hat eine stetige aber in z = 0 nicht stetig differenzierbare Umkehrabbil-
dung.

Beweis. Wir zeigen die stetige Differenzierbarkeit von f~!in y = f(z).

0O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass x = y = 0 und df, = Id, denn:

Sind Li, Lo : R™ — R” invertierbare lineare Abbildungen, so gilt der Satz fiir f
genau dann, wenn er fiir L o f o Lo gilt.

Mittels einer Translation verschiebt man dann z und y nach 0, und mittels
L := (df;)! erhiilt man nach der Kettenregel

d(Lo f)y = ALy o df, = Lodf, = 1d.
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Weiter im Beweis des Satzes: Sei y € V und z := f~!(y) € U. Wieder
definieren wir

p(x) = f(x) = f(0)—dfo(z) = f(z)—=
Yy) = Ty —y =z—flz) = —p(x) = —o(f ()

Wir miissen zeigen, dass % —ry—0 0.

Da f stetig differenzierbar ist, gilt % —2—0 0.
LDl < 1 fiir alle [lz] < e
Da f~1 stetig ist, finden wir zu diesem ¢ ein § > 0, so dass || f~!(y)| < ¢ fiir alle

llyl| < 4. Somit gilt fiir alle y mit ||y|| < J, dass

D.h. wir finden ein € > 0, so dass

W = lle@)ll < =l = %Ilffl(y)\la (%)

und daher wegen der Dreiecksungleichung

_ _ ) 1. .
LI < 157 @) =yl + vl = @l + < SIF @)l+ vl
Ende des Beweises: Also haben wir fiir alle y mit ||y|| < 0, dass

IF~ @) < 2]yl

und somit

@I _ @Izl _ @Il o el

Il M=l lylt =l (] ]

Aus y — 0 folgt nun, wegen der Stetigkeit von f~!, dass auch z = f~!(y) — 0 und
somit

Wl el

Iyl [edl
Damit ist f~! differenzierbar in y und mit df,; I = (df;)~! erhalten wir auch die
Stetigkeit von df ~!. O

Jetzt beweisen wir den Umkehrsatz:

Satz 82 (Umkehrsatz). Sei U C R™ offen, f : U — R" stetig differenzierbar und
p € U so, dass die Ableitungsmatriz df, invertierbar ist. Dann existieren offene
Umgebungen V.- C U von p und W wvon q := f(p), so dass fly : V. — W ein
Diffeomorphismus ist,

d.h. flv ist bijektiv und (f|y)~': W — V stetig differenzierbar.

Beweis. Wir kénnen wieder 0.B.d.A. annehmen, dass p = ¢ = 0 und df,, = Id.
Der Beweis des Umkehrsatzes erfolgt nun in mehreren Schritten:

1) Definition von W: Sei § > 0, so dass Bas(0) C U und so, dass

1
| Id — dfs < 5 fiir alle z € Bys(0). (%)

HOp.fNo'rm

Wir setzen dann W := Bs(0).
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2) Definition von V:
V = f7H W) N Bys(0).

Da W offen ist und f stetig, ist auch das Urbild f~(W) offen.Damit ist V als
Durchschnitt zweier offener Mengen offen.

Weiter im Beweis: 3) f|y : V — W ist bijektiv:
Zuy € W = B;(0) definieren wir die differenzierbare Abbildung

oy U—=R",  pylx):=y+z— f(z).

Ein Fixpunkt = von ¢, ist eine Losung von f(z) = y. Wegen (dyy), = Id — df,
liefert der Schrankensatz auf Bos(0) C U dass

lpy (1) = py(z2)] < %Hml — ol (xx)

Da ||y|| < 0 gilt fiir alle z € Bys(0), dass

ey (@) < lley(2) = @y (0] + llyll < 26,

D.h. ¢, : Bas(0) — Ba5(0). Wegen (*x) ist ¢, also eine kontrahierende Abbildung
auf dem vollsténdigen metrischen Raum Bys(0).

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz finden wir also zu jedem y € W = Bs(0)
genau ein x € Bys(0) mit ¢, (z) = .

Wegen ||z|| = ||¢y(x)]| < 26, gilt sogar x € Bys(0). D.h aber, dass f(z) =y
und z € f~1(W) N Bys(0) = V. Somit ist f : V — W bijektiv und wir kénnen die
Umkehrabbildung mittels f~!(y) := z definieren.

Weiter im Beweis:

4) f~1ist stetig:

Wegen (**) und der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir z1, 22 € V

[z2 =21l = lleo(@2) —po(z)| + [|f(z2) — f(z1)]l
(s

) 1
< gllez =zl +[1f(z2) = Fan)ll
Damit ist fiir #1 = f~!(y1) und 2 = f~(y2)

1F 7 (w2) = f7H )l < 202 =l

und somit ist f~! stetig.

5) Fiir alle x € V ist df, ein Isomorphismus:

Fiir z € V C Bys(0) und der Wahl von ¢ in (*) gilt fir £ € R

I(zd—d) @) < 3lell

Fiir € € Ker(df,) ist dann [|€]| < [|¢]|, d.h. € = 0. Also ist df, invertierbar.
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Aus dem vorherigen Satz folgt somit die Behauptung des Umkehrsatzes. O

Bemerkung:

f~1 ist sogar k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal stetig differenzierbar ist
(k € N). Die Gleichung dfy*1 = (dfg(y))*1 zeigt nimlich, dass f~! k-mal stetig
differenzierbar ist, wenn f k-mal und g = f~! (k — 1)-mal stetig differenzierbar ist.

Folgerung 83 (Offenheits-/Diffeomorphiesatz). Sei U C R™ offen und f : U — R™
eine stetig differenzierbare Abbildung mit df, invertierbar fiir alle x € U. Dann gilt

o f(U) C R™ ist offen.
o Ist f injektiv, so ist f ein Diffeomorphismus U — f(U).

Beweis. Dies folgt aus dem Umkehrsatz und dem Satz iiber Diffeomorphie bei
stetiger Umkehrabbildung. (UA) O

Beispiel (ebene Polarkoordinaten)

Die Abbildung
f R? _s R TN (T o reosy
’ ’ © Y rsing )’

ist unendlich oft differenzierbar. Ihr Differential ist

g oo cos @ rsin @
— or Oy — -
df ( % % ) ( sing rcosgp >
Da det df = r, gibt es zu jedem Punkt p = (19, pg) € R* x R eine offene Umgebung
U C R* x R, so dass f U bijektiv auf eine offene Menge V = f(U) C R? abbildet
mit unendlich oft differenzierbarer Umkehrabbildung (f|y)~!:V — U.

Z.B. U =Ry x (¢o —m,po + 7).

7.2 Satz iiber implizite Funktionen

Satz iiber implizite Funktionen

Motivation
Sei f : R™ — R eine Funktion. Wir betrachten die Gleichung [Imm]
bzw. die Losungsmenge Ny := {z € R" | f(z) = 0}.

e Ist f linear, so ist die Losungsmenge N¢(0) ein (n — 1)-dimensionaler Unter-
raum. Eine Variable, z.B. x,, ist durch die anderen durch eine lineare Abbil-
dung g : R"™! — R bestimmt (wir kénnen nach z,, auflosen): f(x1,...,2,) =
0 < =z, =g(x1,...,2,_1) mit g linear.

e Was passiert, wenn f nicht linear ist? Unter welchen Bedingungen kann man
nun die Gleichung nach einer Koordinate auflésen, d.h. wann existiert eine
Funktion ¢ : R*™! — R, so dass

flz1,...xp_1,9(x1,...,xp_1)) =0,

d.h. N¢(0) = graph(g)? Ist g differenzierbar, falls f differenzierbar ist?
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Beispiele

e Sei f:R? = R, f(z,y) := 22+ y* — 1. Es ist N¢(0) = S der Kreis. Hier
benétigen wir zwei Funktionen, um Nf(0) als Graphen darzustellen:

St = {(myes|ly>0t U {(z,y)eS|y<0}
graph(gy) U graph(g-)

mit g+ : [-1,1] = Ry, g+(z) := +v1 — 22, g4 sind differenzierbar nur auf
dem offenen Intervall (—1,1).

e f(z,y,2) = 2 +y?, d.h. Ny = {(0,0,2) | = € R}. Hier gibt es kein g mit
graph(g) = Ny.
Beispiele
o f(x,y) =z — > Hier ist g(x) = ¢z nicht differenzierbar in 0.

o f(z,y) = y* — 2%(1 — 22). N¢(0) \ {(~1,0),(0,0),(1,0)} ist Vereinigung von
Graphen von 4 stetig differenzierbaren Funktionen.

Satz iiber implizite Funktionen

Satz 84 (Satz iiber implizite Funktionen). Sei U C R™ x R™ offen, f : U — R"
k-mal stetig differenzierbar (k > 1) und (p,q) € U, so dass f(p,q) = 0. Weiterhin
sei das Differential der Abbildung v — f(p,y) im Punkt y = q invertierbar.

Dann gibt es offene Umgebungen V. C R™ von p und W C R™ von q und eine
k-mal stetig differenzierbare Abbildung g : V. — W so dass fiir alle (z,y) € V. x W
gilt: f(z,y) =0 <= y=g(z).

D.h. Nt (0)NV x W = graph(g).

Beweis. Wir betrachten F': U — R™ x R", F(z,y) := (x, f(z,y)).

Das Differential von F' an (p, q) berechnet sich wie folgt aus dem Differential der
Abbildung y — f(z,y) = > iy filz,y)es:

1,, 0
(7 ) )

),
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Weiter im Beweis: Da <g£)” im Punkt (p, ¢) invertierbar ist, ist auch dFy, ,
im Punkt (p, ¢) invertierbar.

Nach dem Umkehrsatz gibt es offene Umgebungen Vi C R” von p und Vo C R"
von ¢, so dass Vi x Vo C U C R™ x R™ durch F bijektiv auf eine offene Umgebung
Q CR™ xR von F(p,q) = (p, f(p,q)) = (p,0) abgebildet wird, und zwar so, dass
die Umkehrabbildung

G:(Gl,Gg):Qﬁlevg

k-mal stetig differenzierbar ist.
Dann ist V := {z € Vi|(z,0) € 2} eine offene Umgebung V' C V; von p. Wir
setzen dann W := V5 und

g: V=W, g(z):=Gaz,0).

Da G k-mal stetig differenzierbar ist, ist es auch g.
Weiter im Beweis: Aus

Q> (SU,y) = F(G(xay)) = (Gl(xvy)vf(Gl(xvy)vGQ(xay))) (*)

folgt dann G1(z,y) = = und f(z, Ga(z,y)) = y.
Wir iiberpriifen nun die Aquivalenz f(z,y) =0 <= y = g() fiir alle (z,y) €
VxW:

(<) Da g(z) = Ga(z,0) folgt aus (*), dass f(z,g(x)) =0 fir alle x € V.
(=) Umgekehrt folgt aus (x,y) € VxW mit f(z,y) = 0, dass F(z,y) = (z, f(z,y)) =
(z,0)und somit
(l‘,y) - G(F(;C,y)) - G(x70> - (Gl(x70>7G2([E?O)) = (:U,g(m)),

d.h. y = g(z).
Damit ist der Satz bewiesen. O
Beispiel (zweischaliges Hyperboloid)
Die Funktion f:R3 =R? x R — R,
flz,y,2) =a® 4+ 9% — 22 +1,

erfiillt % = —2z # 0 fiir alle (z,y,2) € H := f~1(0).

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen definiert die Gleichung f(z,y,2) =
0 also lokal eine unendlich oft differenzierbare Funktion (z,y) — z = g(z,y).
Diese kann man durch Auflésen der Gleichung f(z,y,z) = 0 nach z berechnen:

g+ (z,y) = /22 + 92 + 1.

Der Graph von g4 : R? — RT, bzw. g_ :
R? — R_ ist die obere, bzw. untere, Schale
des Hyperboloids H.

76



Bemerkung
Unter den Voraussetzungen des Satzes {iber implizite Funktionen lésst sich das Diffe-
rential der durch die Gleichung f(z,y) = 0 implizit definierten Abbildung x — ¢(z)
wie folgt berechnen.

Bezeichnet d, f das Differential der Abbildung 2 — f(x,y) und d, f das Differen-
tial der Abbildung y — f(z,y), dann liefert Ableiten der Gleichung f(x,g(x)) =0
nach der Kettenregel:

0=d.f +dyfdg = dg = —(dyf) 'd.f.

Hierbei ist dg an der Stelle z und d, f, d, f an der Stelle (x, g(x)) auszuwerten:

—1
dgle = = (dyfl@g()  dofl@ge))-

In Komponenten, ¢ =1,...,nund j=1,...,m:
Ofi — 0fi 99k
e = 0.
oz, (z,9(z)) + 2 Dy, (z,9(x)) oz, (z)

7.3 Abbildungen von konstantem Rang

Abbildungen von konstantem Rang

Definition 47 (Rang einer differenzierbaren Abbildung). U C R™ sei offen und
f:U — R"™ differenzierbar.

(i) Der Rang von f im Punkt p € U ist definiert als
rg(f)p := 18 dfp < min{m,n}.
Das definiert eine Funktion rg(f): U —{0,1,2,...,min{m,n}}.
(ii) f heifst Immersion, wenn rg(f) = m.
(iii) f heifit Submersion, wenn rg(f) = n.

(iv) k-mal stetig differenzierbare Abbildungen heifien auch von der Klasse C* oder
C*-Abbildungen, k € NU {co}.

(v) U C R™, V. C R" seien offen. Eine C*-Abbildung f : U — V heifit C*-
Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und f~! von der Klasse C* ist.

Beispiele
(i) Sei m <n.
R™ > (z1,...,2&m) — (T1,...,Tm,0,...,0) e R x R""™ =R"

ist eine Immersion. Diese nennt man auch kanonische Immersion ¢.
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(ii) Sei m > n.
R™ 3 (21,...,2m) — (21,...,2,) € R"

ist eine Submersion. Das ist die kanonische Submersion (Projektion) .
(iii) Sei r < min{m,n}.
R™ > (x1,...,2m) — (T1,...,2,,0,...,0) e R" x R"" =R"

hat konstanten Rang 7.

Beispiele

(iv) Sei f : U € R® — R eine Funktion. Dann ist ' : U C R"® — R""l F(z) =
(z, f(z)) eine Immersion, denn rg(dF,) = n. Das Bild von F ist der Graph
von f.

(v) Der Rang eines Diffeomorphismus f : U — V (U C R™, V C R" offen) ist
konstant gleich m = n.

Durch Ableiten der Gleichungen f~'o f = Idy und fo f~' = Idy folgt
namlich, dass df, fiir alle p € U invertierbar ist, d.h. m = n = rg(f).

Umgekehrt besagt der Umkehrsatz, dass jede C*-Abbildung f : U — V vom
Rang n zwischen offenen Mengen des R™ lokal ein C*-Diffeomorphismus ist.

Immersionen

Satz 85 (Immersionen). Sei U C R™ offen, p € U und f : U — R" eine CF-
Abbildung mit rg(f), =m < n.

Dann existiert eine offene Umgebung V von f(p) und ein C*-Diffeomorphismus
0: V= o(V)CR", so dass

(00 P)@1s e sm) = (1 s 0, 0)
i etner Umgebung von p.

Schematisch sieht die Situation bei einer Immersion so aus

V cR"?
!
/O X
R™">U <=, ¢olV)cCR"

wobei ¢ o f = ¢. Dies ist durch das Symbol O angedeutet. Man spricht auch von
einem kommutativen Diagramm.
Beweis. Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten im R" koénnen wir
annehmen, dass die ersten m Zeilen der (n x m)-Matrix df, linear unabhéngig sind.
Betrachte F': U x R"™™ — R", F(x,y) = f(x) + (0,y).
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F ist von der Klasse C* und

0

n—m

dF () = ( df, ‘ . > € Mat,(R).

Da insbesondere dF, o) invertierbar ist, existiert nach dem Umkehrsatz eine offene
Umgebung W von (p,0) € R”, so dass Fly : W — F(W) ein Diffeomorphismus auf
eine offene Umgebung V = F(W) von F(p,0) = f(p) ist.

Der Diffeomorphismus ¢ := (F|w)~! : V — W erfiillt dann, wie gewiinscht,
(2,0) = ¢(F(x,0)) = ¢(f(x)). O

Submersionen

Satz 86 (Submersionen). Sei U C R™ offen, p € U und f : U — R" eine C*-
Abbildung mit rg(f)p, =n < m.

Dann existiert eine offene Umgebung V. C U von p und ein C*-Diffeomorphismus
w:V = (V) CR™, so dass

(focp’l)(xl,...,a:m) = (21,...,2p)

auf (V).

Hier bekommen wir folgendes Bild:

R*">UDV -5 (V)R
7 \‘O \L T
R’n
wobei fo ™t =7,
Beweis. Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten im R™ kénnen wir
annehmen, dass die ersten n Spalten der (n x m)-Matrix df,, linear unabhéngig sind.

Betrachte F' : U — R™, F(2/,2") = (f(«',2"),2"), wobei (2/,2") € U C R"™ x
R™" 2 = (x1,...,20), 2" = (Tnt1,- -, Tm)-
F ist von der Klasse C* und

df,
dF, = P .
(o)
Da dF), invertierbar ist, existiert nach dem Umkehrsatz eine offene Umgebung V- C U
von p € R™, so dass ¢ := F|y : V — F(V) ein Diffeomorphismus ist.

¢ erfiillt dann fiir alle (2/,2") € p(V): (o/,2") = F(¢~1(2’,2")) und somit, wie
gewiinscht, f(p~1(2/,2")) = 2'. O
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Allgemeine Abbildungen von konstantem Rang

Satz 87 (Allgemeine Abbildungen von konstantem Rang). Sei U C R™ offen, p € U
und f: U — R"™ eine C*-Abbildung mit rg(f) = r auf U.

Dann existieren offene Umgebungen V- C U wvon p und W C R™ von f(p) und
C*-Diffeomorphismen o : V. — o(V) CR™, b : W — (W) C R", so dass

(Yo fop Nxy,...,zm) = (21,...,2,0,...,0)
auf (V).

Beweis. Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten im R und R"
konnen wir annehmen, dass die Matrix

- (g

) invertierbar ist.
=17

Weiter im Beweis:
Betrachte F'(z) = (fi(x),..., fr(®), Tri1,. .o Tm).

Da
A *
de_< ! 1mr>

invertierbar ist, existiert eine offene Umgebung V' C U von p, so dass ¢ := F|y :
V — (V) ein Diffeomorphismus ist.

Aus F o p~1(z) = z folgt dann f;(¢ = (x)) = ; fiir alle i < r und x € (V).

Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, dass f;(z) = x; fiir alle i < r.

(1.0 ([ Of;
dfp_< * B>’ B_<8xj>i,j2m_1'

und aus rg(f) = r folgt nun B = 0, d.h. f héngt nur von (z1,...,x,) ab.
Weiter im Beweis:

Wir haben gezeigt, dass f von der Form f(z) = (2/, f”(2")) ist, wobei

Somit ist

o= (x1,...,7,) und [ = (fra1,.-, fn)

Sei nun U’ C R" die Projektion von U C R" x R™™",

W := U’ x R"" ist eine offene Umgebung von f(p) = (p/, f”(p')), wobei p' € R”
die Projektion von p = (p/,p") e U C R" x R™™" ist.

Es geniigt nun, folgenden Diffeomorphismus ¢ : W — ¢(W) C R™ zu verwenden:
1/}(1,) — (IL’/,ZE” o f”([L‘/)), T = (CC/,CL‘”) c W — U/ X Rn—r'

In der Tat gilt, wie gewiinscht, ¥(f(z)) = (', f"(a')) = (&, f"(a') — f"(2)) =
(', 0). O

Beispiel
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Die Abbildung f : Mat(n,R) — Mat(n,R), A — f(A) = A'A, hat auf der offenen
Teilmenge GL(n,R) C Mat(n,R) konstanten Rang r = @, wie im Folgenden
gezeigt wird.

Wir kénnen f als Abbildung f : Mat(n,R) — Sym(n,R) in den Unterraum
Sym(n,R) C Mat(n,R) der symmetrischen Matrizen auffassen.

Das Differential df4 : B — B'A + A'B, Mat(n,R) — Sym(n,R), ist fiir A €
GL(n,R) surjektiv:

Sei C € Sym(n,R). dfa bildet B = (A~1)!C auf 3(C' + C) = C ab.

Daraus folgt rg(f)4 = dim Sym(n,R) =1+2+ .-+ n = %

Somit definiert f eine Submersion GL(n,R) — Sym(n,R).

7.4 Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum
Wir wollen nun Teilmengen des Euklidischen Raumes betrachten, die lokal durch
eine Immersion oder eine Submersion gegeben sind.

Bemerkung: Die auf Teilmengen induzierte Metrik
Sei Y C (X, d) eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d).

Dann definiert die Einschrdnkung von d auf Y eine Metrik dy auf Y, so dass
(Y, dy) ein metrischer Raum ist. dy heiit induzierte Metrik.

Beispiel
Die zweidimensionale Einheitssphire S? = S1(0) = {(x,y, 2) € R3|2? +y? + 22 = 1}
ist eine abgeschlossene Teilmenge im Euklidischen Raum und beziiglich der indu-
zierten Metrik ein vollstédndiger metrischer Raum.

Die obere Halbsphiire {(x,y,2) € S? | z > 0} ist eine offene Teilmenge der
Sphére S? und nicht vollstindig.

Definition 48. FEine bijektive stetige Abbildung f : X — Y zwischen metrischen
Réiumen X und Y heifit Homoomorphismus, wenn f~1:Y — X stetig ist

Beispiel
Die Abbildung

fol0,2m) = St ={z€Cllz| =1}, flp) =€,

ist stetig und bijektiv, aber kein Homéomorphismus. Denn z, = f(27 — %) e st
konvergergiert gegen 1 aber f~!(z,) = 27 — % € [0,27) konvergiert nicht gegen
1) =o.

Die Einschrinkung von f auf das offene Intervall (0,27) definiert jedoch einen

Homé&omorphismus von (0, 27) auf die offene Teilmenge S'\ {1} der Einheitskreislinie
St
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Untermannigfaltigkeiten

Definition 49 (Untermannigfaltigkeiten). Eine Teilmenge M C R™ heifit m-dimensionale
C*-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem p € M eine offene Umgebung V C R”,

eine offene Teilmenge U C R™ und eine C*-Immersion F : U — R"™ gibt, die U
homdéomorph auf F(U) =V N M abbildet.

F heifst lokale Parametrisierung von M.
Zweidimensionale Untermannigfaltigkeit heiffen Fldchen.

(n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten von R™ heiffen Hyperflichen.

Beispiel

Die Menge M := {(z,y) € R? | 22(1—-22)—y? =0} = ( / > C R? ist keine

Untermannigfaltigkeit. M \ {(0,0)} ist eine Untermannigfaltigkeit.

Beispiel
Sei U € R™ offen und f : U — R” eine C*-Abbildung.
Dann ist der Graph von f

Iy ={(z.y) €U x 'y = f(2)}

eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von R”, wobei n = m + r.

Die C*-Immersion F : U — R", F(x) = (x, f(x)), bildet U homéomorph auf
F(U) = Ff ab.

Beispiel
Die Sphire S? ist eine C*°-Fliche.
Sie besitzt niamlich eine Uberdeckung durch 6 Halbsphiiren

HE := {x = (21,29, 73) € S| £ 2; > 0}

und jede der Halbsphiiren ist ein Graph. Z.B. ist H;” = {(f(u),u)lu € U} mit
FrU={ueRull <1} =R, f(u) = /1 Jul

Beispiel: Die stereographische Projektion der Sphdre
Wir betrachten die beiden Abbildungen ¢ : R? — R3 definiert durch

1

pi(r,y) = N TERDIE (22, 2y, (|| (z,y)|* = 1)) .

Beides sind Immersionen mit Im(p+) C S? (UA).
Seien N* = (0,0,41) der Nord- und Siidpol der Sphire. Dann sind ¢4 : R —
52\ {N*} Homoomorphismen mit der Umkehrabbildung (UA)

—1 2 + 2 —1 i Yy
0 S N R =
A e ter )
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gpil heifit stereographische Projektion aus
dem Nord/Stdpol. Sie ordnet jedem Punkt
P € S?\ {N*} den Schittpunkt P’ der
Gerade durch P und N* mit dem

R? = {(x,9,0) € R3} zu.

Untermannigfaltigkeiten und Abbildungen von konstantem Rang

Satz 88. Sei U C R™ offen und f : U — R"™ eine C*-Abbildung von konstantem
Rang r und q € f(U). Dann ist

M=f"qcU
eine CF - Untermannigfaltigkeit der Dimension m — r.

Beweis. Sei p = (p1,...,pm) € M. Mit Hilfe der Normalform von Abbildungen
von konstantem Rang kénnen wir annehmen, dass

[z, oo ) — (21,...,2,,0,...,0)

auf einer offenen Umgebung V =V} x Vo C U C R" x R™™" von p.

Dann ist aber Vo 3 y — (p1,...,pr,y) € V = Vi x V5 eine Immersion, die V5
homéomorph auf M NV = f~(p1,...,p:,0,...,0) abbildet. O
Beispiele

(i) Die Abbildung f : GL(n) — Sym(n,R), A — A'A, hat iiberall den Rang
n(n + 1)/2. Somit ist O(n) = f~1(1,) C Mat(n,R) eine (kompakte) C°°-
Untermannigfaltigkeit der Dimension n(n — 1)/2.

(ii) Man zeigt auf &hnliche Weise, dass U(n) C Mat(n,C) eine (kompakte) C*°-
Untermannigfaltigkeit der (reellen) Dimension n? ist (UA).

(iii) Sei p € R™*1. Die Abbildung f : R"™ — R, f(z) = ||z — p||?, definiert eine
Submersion von R"!\ {p} auf R, . Die n-dimensionalen Sphiren S"(p) =
F1(r?) Cc R™ (r > 0) sind also C*°-Hyperflichen.

(iv) Sei U C R™ offen und F : U — R” eine C*-Abbildung und I'y = {(z, F(z)) €
U x R"} der Graph von F.

Dann gilt: die Abbildung f : R™*" — R" definiert durch f(x,y) := y — F(x)
ist eine Submersion und
I'p=f0).
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Untermannigfaltigkeiten und Submersionen

Satz 89. Eine Teilmenge M C R™ ist genau dann eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit,
wenn es zu jedem p € M eine Umgebung V. C R™ gibt und eine C*-Submersion
f:V=R"™™ s0dass M NV = f~10).

Beweis. “="Sei I': U — V C R" eine lokale Parametrisierung, wobei U C R™
und pe F(U)=MnNV.

Wegen der Normalform von Immersionen kénnen wir annehmen, dass F': (21, ..., %) —
(1, Tm,0,...,0).

f:V=RY f(x,...,2n) = (Tmt1,- - -, Ty), ist dann die gesuchte Submersion.

Die Umkehrung folgt aus dem vorherigen Satz. g

7.5 Tangentialraum

Tangentialraum

Definition 50 (Tangentialvektoren). Sei M C R"™ eine C'-Untermannigfaltigkeit
und x € M.

Ein Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor an M in x, wenn es ein € > 0 und
eine C1-Kurve v : (—e,e) — M C R™ gibt mit

¥(0) =2 und v=17'(0).

Die Menge aller Tangentialvektoren an M in x heifit Tangentialraum und wird mit
T, M bezeichnet.

M

g

y(®

Beispiel: Tangentialraum an die Sphdre
Sei S = {z € R""! | ||z||?> = r?} € R"*! die n-dimensionale Sphire vom Radius 7.
Dann gilt fiir alle p € S}, dass

T,S" = pt.

Es gilt v € T,M <= 3 eine Kurve v = (71,...,Yn41) : (—€,€) = S mit 4(0) = p
und ~/(0) = v.
Dann gilt 72 = (y(t),v(t)) = Z;‘:‘T (7:(t))? und somit

d n+1

0= a’t=o<7(t),7(t)> = 2%(0)(3)'(0) = (p,v).
=1
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Satz 90 (Eigenschaften des Tangentialraumes). Sei M C R" eine m-dimensionale
C'-Untermannigfaltigkeit und T,M der Tangentialraum an M in p € M. Dann gilt:

(i) T, M ist ein Vektorraum der Dimension m = dim M.

(ii) Sei FF : U C R™ — V eine lokale Parametrisierung von M, u € U mit
p = F(u).
Dann bilden die Vektoren 01F (u),...,0nmF(u) eine Basis von T,M.

(iii) Sei V.C R™ eine offene Umgebung von p und f = (fi,..., fo—m): V — R*™™
eine C-Submersion, so dass M NV = f~(q), wobei ¢ = f(p). Dann ist

T,M = Kern(df,) = N'=1"(grad f;(p))*.
(iv) Insbesondere gilt Tle = span{grad fi(p), ..., grad fn_m(p)}.

Beweis. Da Rang(F') = m und Rang(f) = n — m, geniigt es zu zeigen, dass
span{01 F'(u),...,0nF(u)} CT,M (%)

und grad fj(p) L T,M furallej=1,...,n—m, (¥x)
denn (x) impliziert dim(7,M) > m und (*x) impliziert dim(7,M) < n—(n—m) = m.

Sei nun v = Y., vie; € R™. Dann definiert c(t) := F(u + tv) eine C'-Kurve
(—e,e) > F(U) C M mit

d(0) =dFyv = Z 0;0; F(u).
i=1

Das beweist (x).

Fiir jede C'-Kurve ¢ : (—¢,e) — F(U) C M mit ¢(0) = p gilt f(c(t)) = ¢ und
somit 0 = %‘t:o f(ce(t)) = dfpd(0).

Das zeigt T,M C Kern(df,) = N7_1"(grad f; (p))* und damit (*x). O
Beispiele:

e Tangentialraum an die Sphére:

Es ist S® = f~1(0) wobei f : R"*1\ {0} — R die Submersion ist, die durch
f(z) = ||z||* — 1 gegeben ist. Damit ist T,M = (grad f)* = 2p*.
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e Tangentialraum an einen Graphen:

Sei p : U C R™ — R eine C*-Abb. und I'y, = {(z,¢(x)) € U x R} der Graph

von (.

Dann ist F : U — R™" F(z) = (z,¢(x)) eine Parametrisierung und

T,T', = span ((e;, Dip(p))') -, C R™

Ist f: R™! — R", f(x,y) = ¢(z) — y die durch den Graphen definierte
Submersion, dann gilt auch

T,T'y = (grad f(p,(p)))" = (grad ¢(p),—1)".

Beachte, dass ((grad ¢(p), —1), (e;, dip(p))) = 0.
Dies gilt natiirlich auch fiir ¢ : U — R" mit r > 1.

7.6 Extrema mit Nebenbedingungen

Extrema mit Nebenbedingungen

Satz 91 (Extrema mit Nebenbedingungen). Sei M C R™ eine Untermannigfaltig-
keit, U C R™ offen und f : U — R im Punkt p € M NU differenzierbar

(i) Wenn F = f|lunm tm Punkt p ein lokales Extremum annimmt, so ist

(%) T,M C Kerndf, = (grad f(p))*.

(i) (%) gilt genau dann, wenn es Konstanten A1, ..., A\, € R (sogenannte Lagran-
gemultiplikatoren) gibt mit

grad f(p) = Y Ajgrad hy(p),
j=1

wobei r = m —n und h = (hy,...,h;) : U = R" eine C*-Submersion ist, so
dass M NU = h=1(0).
Beweis. Sei ¢ : (—¢,e) = M NU C R" eine C1-Kurve mit ¢(0) = p.
foc:(—e,e) = R hat ein lokales Extremum in 0 und somit

d

0= —
dt|,_,

f(e(t)) = dfpd' (0) = (grad f(p), '(0)).
Das beweist (i), d.h. T,M C (grad f)*. Das impliziert aber grad f C (T,M)=.
Damit folgt (ii) aus

TpML = span{grad hi(p),...,grad h,(p)}.
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Beispiel
Hiermit koénnen wir (erneut) zeigen, dass jeder symmetrische Endomorphismus A
eines endlichdimensionalen Euklidischen Vektorraums V' einen Eigenvektor hat:

Da die Einheitssphire S = S7(0) C V kompakt ist, nimmt die stetige Funkti-
on (genauer quadratische Form) = — f(x) := (z, Axz) in einem Punkt p € S ihr
Minimum an.

Nach dem vorherigen Satz gilt also
grad f(p) = 24p € (T,5)" = Rp,

d.h. p ist ein Eigenvektor von A. (Der Lagrangemultiplikator ist der Eigenwert!)

8 Gewoshnliche Differentialgleichungen

8.1 Definition und Beispiele

Gewdhnliche Differentialgleichungen

Eine gewohnliche Differentialgleichung (DG) besteht aus einer oder mehreren
Gleichungen an eine oder mehrere Funktionen einer Variablen und deren Ableitun-
gen. Eine Losung dieser Gleichung ist durch Anfangsbedingungen (AB) bestimmt.

Wir kennen schon einige Differentialgleichungen:

e Erfiille die differenzierbare Funktion z : R — R, ¢ — z(¢t) die DG 2/(t) = 0.
Eine Losung ist z(t) = ¢, wobei ¢ € R eine Konstante ist. D.h. wir miissen
noch eine Anfangsbedingung stellen: x(ty) = c.

e Die DG zweiter Ordnung x(t) = 0 hat die Losungen x(t) = at + b wobei
a,b € R Konstanten sind. Diesmal miissen wir zwei AB’en stellen: x(ty) = b
und z/(tg) = ap. Dann ist z(t) = ag(t — to) + by eine Losung.

e Die DG 2/(t) = t*> mit der AB z(0) = ¢ hat die Losung z(t) = 13 + c.

e Die DG 2/(t) = z(t) mit der AB x(0) = ¢ hat die Losung z(t) = ce’.

Warum interessieren wir uns fiir DG’en:
Die Bewegung eines Punktes im Raum wird beschrieben durch eine Kurve im R3

r:R — R3
t = z(t) = (z1(t), 22(t), 23(1))

2'(t) gibt dann die Geschwindigkeit und z”(t) die Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢
an. Auf den Punkt wirke eine Kraft F', die vom Ort x, der Zeit ¢t und der Geschwin-
digkeit 2/(t) des Punktes abhiingt, d.h. FF = F(x,2’,t). Das Newtonsche Bewegungs-
gesetz der Mechanik hat dann folgende Form

m -2’ (t) = F(x(t), 2/ (t),t).
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Unter der Annahme, dass F, x(tp) und 2/(to) bekannt sind, versucht man, die Be-
wegungskurve des Punktes zu bestimmen.
Dies ist ein Anfangswertproblem der Form

1
2'(t) = —F(x,2',t), x(to) =x0, 2'(tg) = vo.
m

Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Definition 51 (Gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung). Sei  C R?
und f: Q2 — R eine stetige Funktion.

e Dann heifit die Gleichung
a'(t) = f(=,1) (1)

Differentialgleichung erster Ordnung in x. (Meist schreiben wir auch nur ¥’ =

f(z,t).)

o Unter einer Lisung der DG (1) versteht man eine auf einem Intervall I C R
differenzierbare Funktion ¢ : I — R, so dass

(i) (p(t),t) € Q fir allet €1,
(ii) ©'(t) = f(p(t),t) fir allet € 1.

e Seity € I und c € R. Eine Lisung ¢ der DG (1) mit ¢(tg) = ¢ heifit Lisung
des Anfangswertproblems zu (1) mit Anfangsbedingung

z(ty) = c. (2)

Gewohnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Definition 52 (Gewdhnliche DG hoherer Ordnung). Sei Q C R¥xR und f : Q@ — R
stetig.
e ®) = fz, 2. 2D 1) (3)

heifst gewohnliche DG k-ter Ordung.

o Unter einer Ldosung versteht man eine auf einem Intervall I C R definierte
k-mal differenzierbare Funktion ¢ : I — R, so dass

(i) (®(t),t) € Q fiir alle t, wobei ® = (p, ¢, ..., * D) : T - RF und
(ii) M (1) = fp(t), (1), ..., oWV (8),1) fiir alle t € I.

e Seity € I und (ci,...,c;) € R¥. Das Anfangswertproblem (AWP) ist gegeben
durch (3) und

Ji(to) = (C
x/(to) = Co (4)
2D (to) = Ck



Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen

Definition 53 (Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen). Sei Q ¢ R™* x R
und F : Q — R" stetig.
e®) = F(z,o,. .. 2% ) (5)

heifst System gewdhnlicher DG’en k-ter Ordung an © = (z1,...%y).
o Unter einer Lisung versteht man eine differenzierbare Kurve ¢ : I — R™ mit
(i) (®(t),t) € Q fiir alle t, wobei ® = (@, ¢, ..., o* D) : I — R™ und
(i) W) = F(p(t), (1), oD (0),1) fir alle t € .

o Seity € I und cy,...,c Vektoren in € R™. Das Anfangswertproblem (AWP)
ist gegeben durch (5) und

I(to) = C
() = e (6)
z= 1 (1) = Ck

Reduktion von Systemen héherer Ordnung

Satz 92. Sei F : Q C R*® x R — R” stetig und F* : Q — R™* definiert durch

F*(yo, ..., ye—1,t) = (W1, Yr—1, F (Yo, ..., yp—1,t)), wobei y; € R™ fir alle j €
{0,...,k —1}. Dann gilt:

(1) Ist x: I — R™ eine Losung des AWP’s k-ter Ordnung

:C(to) = a
2k — F(x,... ,x(k_l), t) mit AB’en : (7)
x(k—l)(to) = ag,

s0 st y 1= (:U,x’, e ,l'(k_l)) : I — R"* eine Lisung des AWP’s
y, = F*(ya t)v y(tO) = (ala s ,(Ik) (8)

(2) Ist y = (yo,---,yk_1) : I — R"™ eine Lsg. des AWP’s (8) erster Ordnung, so
ist yo : I — R eine Lsg. des AWP’s (7) k-ter Ordnung.

Beweis: Nach Definition von F™* ist ¢/(t) = F*(y(t),t) dquivalent zu

Yo(t) = y1(t), -y Yho() = yk-1(t), Yeor(t) = F(yo,-- -, Yk-1,1).
Die Behauptung folgt dann sofort durch Einsetzen:

(), ...,z (1)) st (8)

z(t) 1ost (7) = y(t) = (z
yo(t) 1ost (7). O

y(t) st (8) = a(t)

Beispiel: Schwingungsgleichung ohne Retbung
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Die Bewegung einer Masse m, die reibungsfrei an einer Feder auf der z-Achse um 0
gleitet, wird beschrieben durch die DG 2. Ordnung

2" (t) = —%x = F(z,2',t) mit F:R*xR — R, F(zq,21,t) = —%xo. 9)
Wir fithren nun (9) auf das System erster Ordnung zuriick
(o), y1 (1)) = (y1(8), =5 w0 (t)) = F*(yo, y1. 1),

wobei F* : ]R2 xR — ]R27 F*(y(bylat) = (ylaF(y())yht)) = (yla_%y())' Das helﬁt?
z(t) 16st genau dann (9), wenn (yo(t),y1(t)) := (z(t),2'(t)) folgendes Differential-
gleichungssystem erster Ordnung 16st

(oo )= ()= (5% o) (00))

d.h. ¢/(t) = A-y(t), mit einer konstanten Matrix A. Solche DG’en nennt man lineare
DG-Systeme mit konstanten Koeffizienten.

Autonome Differentialgleichungen und Vektorfelder
Definition 54. e Ein DG-System der Form z*) = F(x,..., x(k_l)), bzw. 2’ =
F(x) falls k = 1, heifit autonom (d.h., F hingt nicht von t selbst ab).

e FLin stetiges Vektorfeld (ab jetzt, kurz: Vektorfeld) auf einer offenen Menge
U C R"™ ist eine stetige Abbildung V : U C R* — R"™. Man nennt U den
Phasenraum des Vektorfeldes V.

e Eine C1-Kurve v, : (—e,6) C R — U heifit Integralkurve des Vektorfeldes
V' durch o € U, falls gilt
V (Yao (1) = 75, () Vt € (—€,8) und 7z,(0) = .

D.h. V(v4,(t)) ist gleich dem Tangentialvektor der Kurve ~,, in ¢. Die Integral-
kurven eines Vektorfeldes V' : U C R” — R" sind also Losungen der autonomen
Differentialgleichung

7 (t) = V(y(t)) mit der Anfangsbedingung ~(0) = .

Beispiel: Lineare Vektorfelder auf dem R?

e Sei A € R und U : R? — R? ein Vektorfeld definiert durch U(x,y) = - (z,y).

Eine Integralkurve von U durch p := (zg, y0) € R? ist dann gegeben durch
7}7 = e)\tpv

denn )(t) = AeMp = Ay () = Ulrp(1)).

e Sei V das Vektorfeld V(x,y) = (—y,z). Eine Integralkurve durch p = (r%,0
ist dann gegeben durch 7,(t) = r?(cost,sint), denn 7, (t) = r*(—sint, cost) =
V(p(1)-

e Sei W das Vektorfeld W (z,y) = (v, x). Eine Integralkurve durch p = (r2,0) ist
dann gegeben durch ,(t) = r?(cosht,sinht), denn Yp(t) = r?(sinht,cosht) =
W (1))-
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8.2 Elementare Losungsmethoden fiir DG’en 1. Ordnung

Elementare L6sungsmethoden fiir DG’en 1. Ordnung
In diesem Abschnitt betrachten wir Differentialgleichungen der Form

' = F(x,t)

wobei F': R x R — R stetig ist. D.h., eine Losung ist eine differenzierbare Funktion
z: I CR—=R

Wir geben elementare Losungsmethoden an, fiir Fille, in denen F' eine einfache
Gestalt hat. Diese Verfahren basieren meist auf der Moglichkeit der Trennung der
Variablen: Hierbei ist F(xz,t) = f(t) - g(z), d.h. 2’ = f(t) - g(z).

(Formal ist dann % = f(¢)g(z) und deshalb % = f(t)dt; Integration liefert die

Losung.)

Trennung der Variablen

Definition 93. Eine DG mit getrennten Variablen ist eine DG folgenden Typs
2'(t) = f(t) - g(z(t)) mit AB x(tg) = o, (10)

wobei f:I; — Rund g: Iy — R\ {0} stetig sind, (to,x0) € I1 x Iz und Iy, Is offene
Intervalle.

Satz 94 (DG mit getrennten Variablen). Das AWP (10) besitzt auf einem Intervall
J C I1 um ty die eindeutige Losung

()= 67 (Gan) + Fs)ds).

wobei G eine Stammfkt. von % auf Iy und G=1 die Umkehrfkt. von G ist. J ist

¢
gegeben durch J = {t eER|G(zo)+ [ f(s)ds € Im(G)}.
to

Beweis.
Existenz: Da é stetig und ohne Nullstellen ist, ist die Stammfkt. G streng mo-

noton und somit umkehrbar mit G~ : Im(G) — I3. Dann erfiillt

t

z(t) = G| G(x0) +/f(s) ds

to

die DG (10), denn nach der Kettenregel ist

70 = Gy G + [ F5)ds) = gla(v) - £0).

t
z(t) ist definiert fiir diejenigen ¢, fiir die G(zo) + [ f(s)ds € Im(G).

to

91



Weiter im Beweis.
Eindeutigkeit: Sei = eine Losung von (10)

Wir integrieren die Gleichung gg(c;((?)) = f(t) von to bis T nahe ty:

T .Z'/(t) _ T
/to glay © =, 1O

Die Substitution z = z(t) ergibt dz = 2/(t) dt und

T z(T) T
[y - / g‘f) — G(a(T)) - G(xo)

fir G die Stammfunktion von é. D.h. z ist eindeutig bestimmt. O
Beispiele
e Eine autonome DG 2z’ = g(x), z(to) = o ist eine DG mit getrennten Variablen

und f = 1. Ist G eine Stammfunktion von 1/g, so ist z(t) := G~ (t4+G(x¢) —to)
eine Losung.

Sei z.B. #’ = x mit 2(0) = ¢ > 0. Dann ist G(z) = Inz die Stammfunktion von
1/2 mit Umkehrfunktion G~!(z) = e*. Somit ist die Losung gegeben durch

z(t) = ete = ¢ ¢l
e Sei 2/ =t- 2% mit AB z(0) = ¢ # 0. Dann ist G(z) = —1 die Stammfunktion

von 1/z% mit Umkehrfunktion G~*(z) = —21. Andererseits ist fgsds = 1t
Somit ist die Losung gegeben durch

Euler—homogene Differentialgleichungen

Definition 95. Sei f : I — R stetig. Eine Fuler-homogene DG ist eine DG vom
Typ
x(t)

2(t) = f <t> (z,) mit %e[ (11)

Losungsmethode: Die Substitution u(t) = @ ergibt

w = T a2 WL ).

12 t t

D.h., 1ost x(t) die DG (11), so 16st u(t) = @ die DG mit getr. Variablen

W(t) = S(f(u) ~u). (12)



Wir bestimmen also u(¢) mit der Methode der Trennung der Variablen aus (12).
Dann 16st z(t) =t - u(t) die Euler-homogene DGL (11), denn

¢ =t +u P flu)—u+u = f(%)
Beispiel
Wir betrachten die DGL 2’ = 1 4 § mit der Anfangsbedingung x(1) = g, und wir
suchen Losungen auf (0, 00). Dann gilt

x(t) , o -t—xz 1 1
Somit ist u/(t) := }, u(1) = xg zu lésen. Die Losung ist aber offensichtlich gegeben
durch u(t) = In(t) + x¢. Folglich erhalten wir als Losung fiir 2’ =1+ £, (1) = xo:

z(t) = t(In(t) + zo) Vt € (0,00).

Lineare Differentialgleichungen

Definition 96. Eine lineare DG ist eine DG der Form
Z'(t) = p(t)z(t) + q(t), (13)

wobei p,q : I — R stetige Funktionen sind. Ist ¢(¢) = 0 so heifit (13) homogene
lineare DG. (13) heiit inhomogene lineare DG, falls q # 0.

Satz 97 (Homogene lineare DG). Jede Lisung einer homogenen, linearen DG x’' =
p(t)x ist gegeben durch

z(t) =c- efp(t)dt,
wobei ¢ € R konstant und [ p(t)dt eine Stammfunktion von p ist. Das AWP 2’ =
p(t)x mit der AB x(to) = x¢ hat genau eine Lésung x : I — R

x(t) =x0 - e Jrg ple)ds,

Beweis. 2/ = p(t)x ist eine DGL mit getrennten Variablen.
Somit ist die Losung des AWP’s eindeutig gestimmt.
t
In der Tat erfiillt z(t) =z - e Jig P95 gas AWP, denn
t d t
() = xo- elio ()5 (/ p(s)ds) = x(t)p(t) und z(ty) = xo.
to
D.h. aber, dass die allgemeine Losung von 2/ (t) = p(¢)x(t) von der Gestalt z(t) =
- el P dt gt O

Satz 98. Sei x5 : I — R eine spezielle Lésung der inhomogenen Linearen DG
¥ = p(t)x + ¢ mit ¢ # 0. Dann erhdlt man alle Lisungen x der inhomogenen
Gleichung mittels x = x5 + x. mit einer allgemeinen Losung

xc(t) := cel Pt
der homogenen Gleichung ©' = p(t)x.

Beweis. © — x5 16st die homogene lineare Gleichung. D.h. x — x5 = x.. ]
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Wie findet man nun eine spezielle Losung z; der inhomogenen Gleichung
' =p(t)xr+q(t)?

1. Methode: Variation der Konstanten

Wir betrachten eine Losung z(t) = ¢-e/ () 4 der homogenen, linearen DG &’ = p(t)x
und machen den folgenden Ansatz: Angenommen,

24(t) = c(t)e/ POt

lose die inhomogene, lineare DG 2’ = p(t)x + q(t).
Man bestimmt daraus ¢(t). Es gilt

pt)rs +alt) = @l = (1)l PO g oft) - p(r) el MO
(t) - el POt L pit) -z (1)

Folglich ist ¢ (t) = q(t)-e~/ P® 4 und somit ¢(t) = [ q(t)-e~ PO gt Mit diesem c(t)
ist 24(t) = c(t)e) Pt gine Losung der inhomogenen, linearen DGL 2/ = p(t)z+q(t).
Beispiel zur Variation der Konstanten
Wir betrachten die inhomogene, lineare DG und das AWP

o =tz +te”” mit AB z(0) = xo. (14)
Die allgemeine Lsg. der homogenen DG 2/ = tx ist x(t) = cel 1t = ce2!”. Variation
der Konstanten: Sei z4(t) = c(t)e%t2 eine spezielle Losung. Dann

2 2 2 2
Z(t) = (e +e(b)ter = e +izs(t) L2 d(t)eT = tet

2 2 2
Folglich ist ¢/ = te'z = (et?)’. Alsoist c(t) = T eine Losung fiir c(t) und z4(t) = e’
ist eine spezielle Losung der inhomogenen, linearen DG. Damit ist z(t) = e’ +ceT
allgemeine Losung der inhomogenen DGL. Wir bestimmen die Konstante ¢ aus der
AB z(0) = xg. Wegen xg =1+ ¢ ist
+2 t2
z(t)=e2 (67 + 20— 1).
die einzige Losung des Anfangswertproblems (14).
2. Methode: Ansiitze fiir s bei p(t) = p # 0 konstant
Wir betrachten die inhomogene lineare DG 2/(t) = px(t) 4+ ¢(t) mit p # 0 konstant.

(1) Ist die Storfunktion ¢(t) ein Polynom h(t) vom Grad m mit reellen Koeffizi-
enten, so setze fiir xs(t) ein Polynom @ vom Grad m an.

(2) Ist q(t) von der Form h(t)-e®, so setze fiir x5(t) die Funktion Q(t)-e® (p # a)
bzw. t - Q(t) - € (p = a) an ( h,Q wie oben).

(3) Ist ¢(t) von der Form h(t) - cos(bt) oder h(t) - sin(bt), h € R[t], b # 0, so setze
fiir z5(t) die Funktion Q1(t) - cos(bt) + Q2(t) - sin(bt) an.

(4) TIst g(t) von der Form h(t) - cos(bt) - e?* oder h(t) - sin(bt) - ¥, h € R[t], b # 0,
so setze fiir z5(t) die Funktion Q1(t)e® - cos(bt) + Qa(t)e? - sin(bt) an.

Dann setzt man den Ansatz in die inhomogene, lineare DGL ein und berechnet die
Koeffizienten des Polynoms Q(t) durch Koeffizientenvergleich.
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Die Bernoullische Differentialgleichung
Definition 99. Eine Bernoullische DGL ist eine DGL des folgenden Types

'(t) = p(t)z(t) + q(t)=(t)", (15)
wobei v € R\ ({0} U{1}) und p,q : I — R stetige Funktionen sind.

Eine Bernoullische DGL wird durch die Substitution u(t) := z(¢)!~® behandelt.
Man erhalt

W= (L) 2’ = (- )z (p(t)z + q(t)a”)
= (1—ap(t)2' " + (1 - a)q(t).

Fiir u(t) erhélt man also eine lineare DGL
u'=(1-a)p(t)u+ (1 —a)q(t).

Diese wird gelost mit u(t). Dann erhélt ist z(t) = u(t)ﬁ als Losung der Bernoulli-
schen DGL.[0,2cm)]

Beispiel zur Bernoullischen DG
Wir betrachten eine Bernoullische DG

¥ =-x+tyr, dh a=1/2 (16)
: 1
Wir setzen u(t) := ()2 und erhalten
1
u =322 = %m_%(—x+t\/§) = —%x% + 3t =—tu+ it (17)
Fiir die homogene lineare DGL v/ = —u erhilt man als allgemeine Losung u(t) =

¢-e 2!, Um nun eine spezielle Losung us der inhomogenen, linearen DGL (17)

u = —%u + %t zu finden, machen wir den folgenden Ansatz mit einem Polynom

ersten Grades als Losung: us = at + b (siehe 2. Methode (1)). Daraus ergibt sich

. Lo+ Lt 1(t+m+1t
a =Uus; = —ZU -t = —=(a —t.
s 2% 9 2 2

Dies hat zur Folge, dass a = 1 und b = —2 ist.

Weiter im Beispiel zur Bernoullischen DG
Damit haben wir mit us(t) = ¢t — 2 eine spezielle Lésung der inhomogenen DGL (17)

gefunden. Somit ist u(t) =t —2+¢ ¢3! eine allgemeine Losung der inhomogenen,
linearen DGL (16), und wir erhalten
2
x@):(t—2+ce*¥>

als allgemeine Losung der Bernoullischen DG (16) 2’ = —z + t\/x.
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Exakte Differentialgleichung
Sei V = (P,Q) : U C R? — R? ein differenzierbares Vektorfeld auf R2. Falls es
eine differenzierbare Funktion F': U — R gibt mit

gradF(z1, z2) = V(z1,22) = (P71, 72), Q(71, 72)),
so gilt wegen des Lemmas von Schwarz

P _ PP PP 0Q 18)
83:2 B 8%281’1 N 61’18{[}2 N 6:1:1'

Bemerkung
Ist die offene Menge U sternférmig, so ﬁndet man zu jedem diff.-baren Vektorfeld
= (P,Q) : U — R?, welches g—fg = 71 erfiillt, auch eine Funktion F' € C%(U,R)
mit V = gradF.
F heiflt dann Potentialfunktion von V.

Exakte Differentialgleichung

Definition 100. Seien P,Q € C'(U,R), U C R? offen, zusammenhingend und
gelte auf U

872 8762 und @ # 0. (19)
Dann heifit die DGL
Pt,z(t)) + Q(t,z(t)) - 2'(t) = 0 (20)

exakte Differentialgleichung. (19) ist die Integrabilititsbedingung.

Satz 101. Sei F € C?(U,R) mit 8F = P und aF = Q. Dann erhdilt man eine
Lésung der exakten DG (20) mit der AB x(tg) = xo *durch Auflésen der Gleichung

F(t,x) — F(to,z0) =0
nach x.

Beweis. Wegen des Lemmas von Schwarz ist die Integrabilitédtsbedingung (19)
erfiillt, d.h. es liegt eine exakte DG vor

Da 3712(750,350) = Q(to,zo) # 0, folgt nach dem Satz iiber implizite Funktionen
die eindeutige Auflosbarkeit von F(t,x) — F(to,x0) = 0 nach x in (tg — e,%o + €).
Das heifit, es existiert eine C'-Funktion x : (tg — &, tg+¢) — R mit z(tg) = zo und
F(t,z(t)) — F(to, o) = 0. Differenzieren nach t ergibt

F rrs
o, . 2(0) /(1) =0

=P(t,z(t)) =Q(t,z(1))

Somit erfiillt die Auflésung nach z(t) die exakte DG. O
Beispiel zur exakten DG
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Wir betrachten die DGL z +t+ 1+ (x+t)2’ =0 mit AB z(ty) = xp und U =
{(z1,72) € R? | (21 + x2) > 0}. Diese ist exakt:

P(zy, ) =z +22+1, Q(x1,22) =21 + 22, also 3‘712 =1= %ﬁ.
Eine bis auf eine Konst. ¢ eindeutige Potentialfkt. F' von (P, Q) ist:
F(ry,22) = %(331 + $2)2 +z1+c¢
Wir 1osen 0 = F(t,2) — F(to,z0) = 3(t + 2)> +t — 3(to + x0)? — to nach z auf und
erhalten (¢t 4+ x)? = 2(tg — t) + (o + 20)? und somit
z(t) = /(to +w0)? + 2(to — 1) — ¢,
da x +t > 0. z(t) ist Losung der gegebenen DGL und der Definitionsbereich von z
2
ist {t € R | o+ Lotz > 4,

Exakte Differentialgleichung: Integrierender Faktor
Ist die Bedingung g—éz = g—g fiir die DG P + @ - 2/ = 0 nicht erfiillt, so kann die
Exaktheit durch die Multiplikation mit A € C*(U) erreicht werden.

Definition 102. A € C1(U), X # 0 heift integrierender Faktor (BEulerscher Multi-

plikator) der DG P + @ - 2’ = 0, falls 6(%1;) = 8(8/9\0?)'

Es ist dann (AP) + (AQ) - 2’ = 0 exakte DG (mit unveréinderten Losungen).

Beispiel
Sei U = {(x1,72) € R? | 21, 22 > 0}. Wir betrachten die DGL

5t* 4 22 + 3ta? - 2/ = 0. (21)

Hier ist g—g = 623 # 37% = 323, das heiBt (21) ist nicht exakt. Aber die Funktion
A1, 2) = 1 ist ein integrierender Faktor fiir die DGL (21); wir kénnen die exakte
DGL 5t + 2ta3 + 3t222 - 2/ = 0 16sen.

8.3 [Existenz und Eindeutigkeitssitze fiir gewohnliche DG’en

Existenz und Eindeutigkeitssitze fiir gewhnliche DG’en

Wir haben gesehen, wie sich bestimmte gewdhnliche DG’en (eindeutig) 16sen
lassen. Im folgenden Abschnitt wollen wir allgemeine Aussagen iiber die Existenz
und Eindeutigkeit von Lésungen machen.

Dazu muss die “rechte Seite” f eine Bedingung erfiillen, die etwas stérker ist als
die der Stetigkeit, und die wir schon vom Schrankensatz kennen.

Definition 55. Sei Q C R™ x R™ und f: Q — RF, (z,t) — f(,t).
f heift auf einer Teilmenge K C ) beziiglich x Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-
konstanten Lg > 0, wenn
1f (@1, 8) = fla2, )] < Lrlley — 22|l (%)

fiir alle (x1,t), (z2,t) € K.

f heif$t auf Q beziiglich x lokal Lipschitz-stetig, wenn es zu jedem p € ) eine Um-
gebung U von p gibt, so dass (x) fir alle (z1,t), (z2,t) € UNQ mit einer Konstanten
Ly gilt (die von U abhingen kann).
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Bemerkung zur Lipschitzstetigkeit

Abgesehen von dem herkémmlichen Stetigkeitsbegriff hatten wir auch den der gleichméafi-
gen Stetigkeit kennengelernt: Eine Abbildung f zwischen zwei metrischen Ridumen
heifit gleichmdfig stetig, falls es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt, so dass f(Bs(z)) C
B.(f(z)) fir alle z € X. D.h. das Wachstum der Abbildung ist gleichméfig auf ganz

X. Es gilt: Lipschitzstetgigkeit = gleichm. Stetigkeit = Stetigkeit.
Die erste Implikation beweist man, indem man ¢ = 7 wihlt.
Beispiele:

e f(z) = cos(z) ist Lipschitz-stetig auf ganz R mit Lipschitzk. L = 1.

e f: Ry = R, f(x) := % ist stetig, aber nicht gleichmifig stetig, denn f(x +
o f:]0,1] = R, f(z) := /z ist gleichmiBig stetig (als stetige Abbildung auf
einem Kompaktum), aber nicht Lipschitzstetig auf Intervallen (0, a) und damit

f

nicht lokal Lipschitzstetig, denn ‘f =y } = ‘ = ’ﬁJr\/g‘ —a,y—0 O0.

Lipschitzstetigkeit

Satz 103 (Lipschitzbedingung). Sei Q@ C R™ x R offen und f : Q@ — R™ von der
Klasse C*, d.h.stetig diff.-bar. Ist K x [a,b] C Q mit K kompakt und konvez, dann
ist f auf K X [a,b] beziglich x Lipschitz-stetig. Insbesondere ist f auf Q beziiglich x
lokal Lipschitz-stetig.

Beweis. Der Beweis beruht auf dem Schrankensatz, der sich wiederum aus dem
MWS ergab: Da K X [a,b] C £ kompakt und konvex ist und f stetig diff.-bar., ist
nach dem Schrankensatz f auf K x [a, b] C 2 Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstanter
L. D.h. aber, dass

[f(21,t) = f22, )] < Ll[(21,t) — (22,)]| = Ll|(21 — 22,0)|| = Ll|z1 — 22|,
und somit ist f auf K X [a, b] Lipschitz-stetig bzgl. x. O

Der Satz von Picard—Lindelof

Satz 104 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard—Lindelof). Sei F' : U C
R™ x R — R"™ stetig, (xo,t0) € U und a,b > 0 so, dass

Q= Bb(ilio) X [to —a,ty +a] cU,

wobei By(zo) := {x € R" | ||z — xo|| < b} die abgeschl. Kugel vom Radius b um x
ist. Sei F' Lipschitz-stetig auf Q bzgl. der x—Variablen und

b
M = max ||F(y,t und o :=min|(a,— |.
max [[F (5.0 < M)

Dann hat das AWP z' = F(x,t), 2(to) = o genau eine C'-Losung
x:[to—o,to+o0] CR— R",
fir die gilt x(t) € By(zg) fir alle t € [to — o,t0 + o].
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Beweis. Wir wollen den Banachschen Fixpunktsatz auf eine Abbildung zwischen
Funktionenrdumen anwenden. Sei I := [tg — 0,19 + o]. Dazu betrachten wir um die
Funktion, die konstant x ist, die abgeschlossene Kugel By, in (C(I,R"), ||.||sc), d.h.

K = {oeCR")||lp) -l <b vt}

Da K eine abgeschlossene Teilmenge im vollstdndigen metrischen Raum (C'(I,R"), d)
ist, ist K selbst ein vollstéindiger metrischer Raum. Wir betrachten nun den Inte-
graloperator

H : K — CRY
x (H t*—>$0+ft s),s)ds).
(a,

Wegen der Wahl von ¢ := min ) gilt H: K — K, denn

|Ho(t —:co\—n/ 9l < Mo < ML —b.

Ein Fixpunkt von H ist nun eine Losung des AWP’s, denn

z(t)=Hz(t)=x0+ | F(x(s),s)ds < 2/(t)=F(x(t),t),z(ty) = xo.

to

Weiter im Beweis: Ist L die Lipschitzkonstante von F', so ist H Lipschitz-stetig
mit Lipschitzkonstanter Lo, denn

t t
1720~y < [ IF(@(s).9) = Plu(s) s < L [ Jlals) =u(s)lds (22
0 0
und somit |Hx — Hyl|eo < Loz — y||co-
Um mittels des Banachschen Fixpunktsatzes einen Fixpunkt zu finden, muss
H kontrahierend sein. Im allgemeinen ist H aber nicht kontrahierend Wir fithren
daher eine neue Norm ein, bzgl. der H kontrahierend ist. Dazu wéhlen wir ein
a € C(I,[r,s]) und definieren die Norm auf C(I,R)

Iilla = max o™ (¢) |

Diese ist &quivalent zu ||.||o0, denn € ||¢]|oo < [|@lla < €°||¢]|co- Damit ist (C'(1,R™), ||.]|a)
ein Banachraum und K C C(I,R") abgeschlossen beziiglich ||.||o. D.h. (K, dy) ist
ein vollstdndiger metrischer Raum.

Ende des Beweises: Wir wiihlen nun a(t) := —L|t—t|, d.h. o € C (I, [e7 7, 1]).
Multiplizieren wir nun die Ungleichung (22) mit e*(®) = e~LIt=tol 5o erhalten wir fiir

allet € I

t
e 20~y @) < e [ e (5) — y (s)

to

t
< Le_L|t_t°| ’ @L‘s_t‘)'ds ‘ Hx - y”a
to
S—

:%(eth_tO‘_:[)

< (- ')z —yll,
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D.h. aber, dass H kontrahierend ist beziiglich d:

—Lo
[Hz — Hyll, < (1—e¢ )|z —yl,
—_———
<1

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz ist H konstant oder hat genau einen Fixpunkt
z € K und somit genau eine Losung = des Anfangswertproblems 2/ = F(x,t) und
x(tg) = xo mit dem Definitionsbereich I = [ty — 0,t9 + o] und dem Bild z(I) C
Bb(l'o)). [l

Approximative Losung des AWP’s

Folgerung 105. Unter den Voraussetzungen des Satzes von Picard—Lindeldf lie-
fert der Banachsche Fixpunktsatz ein Verfahren zur Approximation der Lésung des
Anfangswertproblems ©' = F(x,t), x(tg) = xo: Sei

wo(t) =z0, w1:=Hpo, ..., pn:=Hpu1, ...

iterativ definiert. Dann konvergiert @, gleichmdf$ig gegen die Losung x des AWP’s
in (C(I, By(20)), ||-|lcc)- Die Abschétzungen in jedem Schritt liefern

M L" N
lz(t) = en(®)] < ( |t —to[™+.

n+1)!
Zum Beweis dieser Folgerung benutzt man den Beweis des Banachschen Fix-
punktsatzes und eine Induktion iiber n.

Lokale Version des Satzes von Picard—Lindelsf

Folgerung 106 (Picard-Lindelof lokal). Sei F': U C R" x R — R"™ eine stetige
Abbildung, die lokal Lipschitz-stetig bzgl. x ist. Dann existiert zu jeder Anfangsbe-
dingung (zo,to) € U ein e > 0 und eine eindeutige Lisung oz, : (to—¢,to+¢e) — R”
des AWP’s ' = F(x,t) mit x(ty) = xp.

Beweis. Da F' lokal Lipschitz-stetig ist, finden wir zu jedem (zg,tg) € U eine
Umgebung V' auf der F' Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante L. Darin finden
wir nun eine kompakte Menge @ = Bs(zg) X [to — &,t0 + €], so dass € < §/M und
Le <1 (M wie im Beweis des Satzes).

Im Beweis des Satzes hatten wir gesehen, dass Le die Kontraktionskonstante fiir
den Integraloperator H ist, d.h. dass H fiir dieses ¢ kontrahierend ist. O

Eindeutigkeit der Lésung

Satz 107 (Eindeutigkeitssatz). Sei Q C R" x R, f: Q — R" stetig und beziiglich x
lokal Lipschitz-stetig. Seien o, : I = (a,b) — R™ zwei Lisungen von z' = f(x,t)
mit o(to) = VP(to) = xo fir ein to € I. Dann gilt ¢ = ).

Beweis. Wir betrachten die Menge D := {t € I | p(t) = ¢(t)}. Dann ist

e D nicht leer, denn ty € D,
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e D ist abgeschlossen, denn ¢ und ¢ sind stetig und D = (o — 1) ~1(0).

e D ist offen in I: Sei dazu t € D. Dann sind ¢, Losungen des AWP’s 2/ =
F(z,t), z(t) = ¢(t) = ¢ (t). Nach Picard-Lindel6f lokal existiert ein € > 0, so
dass ¢ = ¢ auf (t —e,t +¢) C I. Dann ist aber (t —e,t +¢) C D. D.h. D ist
offen in I.

Damit ist D nicht leer, offen und abgeschlossen im Intervall 1.
Somit ist D = 1. O

Fortsetzung zur maximalen L6sung

Definition 56. Eine Lisung ¢ : I — R"™ des AWP’s (*) o’ = F(z,t), z(to) = zo,
heifst maximal, falls fiir jede andere Losung ¢ : J — R™ von (*) gilt, dass J C I.

Folgerung 108 (Satz iiber die maximale Losung). Sei F': U C R" x R — R" stetig
und lokal Lipschitz-stetig bzgl. x. Dann existiert zu jedem (zg,to) € U genau eine
mazimale Lisung @z, @ (agg,byy) C R — R™ des AWP’s o' = F(x,t), x(to) = xo.

Beweis. Sei (z9,ty) € U. Wir definieren die folgenden Zahlen

az, := inf{a € R|JLsg. des AWP’s ¢ : (a,b) - R}
by, = sup{be R |ILsg. des AWP’s ¢ : (a,b) — R}

mit az, < o < bgy. Auf Inax = (azy, bz,) C R definieren wir die Abb.

Yzo ¢ Imax — R"
t — (), fallste (a,b) und ¢ : (a,b) — R™ eine
Lsg. des AWP’s 2/ = F(z,t), x(to) = o

Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes ist diese wohldefinert, da zwei auf einem Inter-
vall gegebene Losungen iibereinstimmen. Alle Losungen sind C''~Abbildungen, und
damit auch g, .

Des Weiteren 1ost ¢, das Anfangswertproblem z’ = F(xz,t), z(ty) = x¢ auf dem
gesamten (und maximal moglichen) Intervall (az,, bs,)- O

Globale Existenz- und Eindeutigkeit

Satz 109. Sei I = (a,b) mit —oo < a <b < oo und F': R" x I — R™ Lipschitz-
stetig auf jeder Menge der Form R™ x J, wobei J ; I ein kompaktes Intervall ist.
Dann ezistiert zu jeder Anfangsbedingung (xo,to) € R™ x I eine eindeutige, auf ganz
I definierte mazimale Lésung pgz, : I — R™ des AWP’s 2/ = F(x,t) mit x(ty) = xo.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Beweis des Satzes von Picard—Lindelof:
Sei J C I ein kompaktes Intervall. Da F' : R™ x J — R" Lipschitz-stetig ist, ist der
Integraloperator H aus dem Beweis eine Lipschitz-stetige Abbildung von C'(J,R") —
C(J,R™). Wie im Beweis weist man dann nach, dass H kontrahierend ist (bzgl. der
gednderten Norm). Somit erhélt man fiir jedes kompakte J C I eine eindeutige
Losung ¢ : J — R™ des AWP’s. Diese kann man nun wie im Satz iiber die maximale
Losung zu einer Losung auf [ fortsetzen. ([l
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Maximale Losung des linearen AWP’s

Folgerung 110 (Maximale Losung des linearen AWP’s). Sei I = (a,b) mit —oo <
a<b<oo, (zg,tg) e R"xI, A: I — Mat,(R) undb : I — R" stetige Abbildungen.
Dann besitzt das lineare AWP

2 =At)z +b(t), x(ty) =
genay eine mazimale Lisung pg, : I — R™.

Beweis. f(x,t) = A(t)x + b(t) ist Lipschitz-stetig auf jeder Menge der Form
R"™ x J mit einem kompakten Intervall J ; I:

1£(y,t) = flz, )l = [[A@®)y — A@)z]l = [[A®)(y — 2)]| < max [AD)[]ly — 2]

wobei || Al = maxecrn |¢|=1 [[AS]|- Die Lipschitz-Konstante ist L := maxe s [|A(2)]]-
Die Behauptung folgt dann aus dem vorhergehenden Satz. g

Existenzsatz von Cauchy und Peano

Zum Abschluss geben wir noch einen allgemeineren Existenzsatz an, ohne ihn zu
beweisen. Die Voraussetzungen sind schwiicher (Stetigkeit statt Lipschitz-Stetigkeit),
dafiir erhélt man keine Eindeutigkeitsaussage.

Satz 111 (Existenzsatz von Cauchy und Peano). Sei U C R"! eine offene Menge
und (zo,tg) € U. Die Abbildung F : U C R™ xR — R" sei stetig auf dem kompakten
Bereich

Q = Bp(x) X [to —a,ty + a] cU.
Bezeichne wieder M := max, peq |F (y,t)|| und o := min (a, L) . Dann hat das
AWP o' = F(x,t), z(tg) = 2o mindestens eine C'-Lisung

x:[to—o,to+o0] CR— R",
und diese erfillt ||z (t) — xo|| < b fir alle t € [to — 0,10 + o].

Fiir einen Beweis sieche H. Amann: Gewdhnliche Differentialgleichungen.

Beispiel zur Mehrdeutigkeit der Losung
Wir betrachten die stetige Funktion F' : R — R def. durch F(z) = y/|z| und das
AWP

¥ =F(x)=+/|z|, z(t) =0.
Wir haben gesehen, dass F' nicht lokal Lipschitz-stetig ist, so dass wir nicht den Satz
von Picard-Lindel6f anwenden konnen. Nach dem Satz von Peano gibt es jedoch

mindestens eine Losung, z.B. x(t) = 0. Man findet jedoch unendlich viele weitere
Losungen, denn fiir jede Konstante ¢ > tg ist

(t_f)Q fir t>c¢
0 fir t<c¢

xe(t) =
eine Losung des AWP’s (UA).
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8.4 Abhingigkeit der Losung von den AB’en

Abhingigkeit der Losung von den AB’en
Wir wollen nun untersuchen, wie die Losung von den Anfangswerten abhéingt.
Dazu bendtigen wir folgendes Lemma.

Lemma 112 (Gronwall-Ungleichung). Seien u,v : [a,b] — R stetige, nichtnega-
tive Funktionen und gelte

t
v(t) <c +/ v(s)u(s)ds Vt € [a,b], c € RT U {0} konstant.

Dann gilt
v(t) <c-ela®™® vt e [a,b].

Beweis. 1. Fall: ¢ > 0. Wir betrachten die Funktion
t
f(t):= c+/ v(s)u(s)ds > 0.
a

Es gilt 0 < ¢ < f(t) und v(t) < f(¢) fiir alle ¢ € [a, b]. Dann gilt

(1) =v(t) - u(t) < f(t)-u(t) und deshalb (Inf(t)) =
Durch Integration erhéalt man

In(f(t)) —In(f(a)) S/ u(s)ds, also f(t) < f(a)-eJau)ds

t

Ju(s)ds
Folglich ist v(t) < f(t) < c-ea mit ¢ = f(a).
2. Fall: ¢ = 0. Hier ist zu zeigen, dass v(¢) = 0. Nach Voraussetzung ist

u(t) < /tv(s)u(s) ds <e+ /tv(s)u(s) ds VYt € [a,b], € > 0.

Nach dem 1. Fall folgt dann 0 < v(t) <e-e Jaw($)ds \y ¢ 0. Lassen wir ¢ gegen 0
laufen, so folgt v(t) = 0. O

Stetige Abhingigkeit der Lésung von der AB

Satz 113. Sei F': U CR" x R — R"™ auf U stetig und Lipschitz-stetig bzgl. x mit
der Lipschitzkonstanten L. Seien (xo,to), (yo,to) € U und

Oao > Pyo * [to — &t +¢] — R”
Lsg’en der DG x' = F(x,t) mit den AB’en @z, (t) = xo bzw. @y, (t) = yo. Dann gilt

a0 (8) = @uo (B)II < o — woll - 7701 Wt € [tg — e t0 +€].
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Folgerung 114 (Stetige Abhéingigkeit der Losung von der AB). Sei F' wie im Satz
und {x,}5°, eine Folge von AB’en, die gegen die AB xy konvergiert. Sei ¢, die
Lésung des AWP’s ! = F(x,t), x(to) = xn. Dann konvergiert {p,, } gleichmdfSig
gegen @g, auf jedem kompakten Intervall [to — e,to + €], auf dem alle Lésungen
definiert sind.

Beweis. v(t) := ||z, (t) — @y (1)]|? ist diff.-bar. Fiir ty <t < to + € gilt:

v(t) = v(to)—i-/vl(s)ds

CS—-U. tot
< wlto)+2 | llews(s) = @u(s)] - 1z (8) = 2y ()] s
= w(to) +2 t 1920 (8) = yo (S (Pao (), 8) = F(pyo(s) 5)llds
s olto)+2L | Jlewo(s) o (5)|I* ds

=v(s)
Aus der Gronwall-Ungleichung fiir u(s) = 2L folgt dann
u(t) < v(to) - e Ji2Lds _ u(to) - €2HE=t0)

Damit erhilt man die Behauptung [|¢u,(£) — @y (0| < [lz0 — yol| - 1) fiir alle
to <t < tg+e. Analog geht man fiir tg — e < t < t( vor. ]

Beispiel zur Abhdngigkeit der Lsg. von den AB’s
Wir betrachten das folgende Vektorfeld auf dem R?:

V(a:,y) = (_yax) + (TQ(xvy) - 1) (.T,y) )

wobei 72(x,7) := x? + y%. Wir suchen die Integralkurven von V durch einen Punkt
(79,0) € R?, 29 > 0, d.h. wir miissen das autonome AWP

Vao () =V (o (1)), Y20 (0) = (20, 0) (23)
l6sen. Schreiben wir v,, = (z,y), so ist das AWP

= —y+ (r? - 1)z,

y = z+@*—1y 2(0) = 2o y(0)=0

zu 16sen. Wir machen folgenden Ansatz fiir die Losung 7,:

Vao(t) = h(t)(cos(t), sin(t))

fiir eine Funktion A : I — R mit h(0) = xo.
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Dann gilt 72 (v, (t)) = h2(t). Ist vz, (t) = h(t)(cos(t),sin(t)) eine Integralkurve
von V, so gilt

7;0 (t) = h'(t)(cos(t),sin(t)) + h(t)(—sin(t), cos(t))
=" h(t)(—sin(t),cos(t)) + (R*(t) — 1)h(t)(cos(t),sin(t))

Also muss h das autonome AWP b/ = h(h? — 1), h(0) = g erfiillen. Dies 16st man
mittels Trennung der Variablen und erhélt

e—t

Jeu-(-)

Ist nun zg < 1, so ist (1 — x%) < 0 und damit ist A : R — R auf ganz R definiert.

h(t) =

0
Ist dagegen zg > 1, so ist 0 < (1 — %) < 1 und damit ist h nur definiert auf dem

o

Intervall T = (—oo, —%ln (1 — xig)) C R um typ = 0.

Wir unterscheiden nun drei Fille fiir die Integralkurven v, (¢) = h(t)(cos(t), sin(t)):
e 1o = 1: Hier ist h(f) = 1 und die Integralkurve ist ein Kreis.

e 0 < xg < 1: Hier sind die Integralkurven 7, : R — R? Spiralen, die auf ganz R
definiert sind. Das Quadrat des Abstandes zum Nullpunkt 72(t) := 72 (74, (t))

1st
e 2t 1

—2t 1 B _ a2t _ 1
e (1-%) 1-e(1-%)

und erfiillt 72(t) =4 oo 1 und 72(t) =00 0. D.h. die Spiralen laufen fiir
t — oo in die Null und nahern sich fiir ¢t — —oo dem Einheitskreis an.

r2(t) = h2(t) =

e 1o > 1: Die Integralkurven g, : (—oo, —% In (1 — ﬁ)) — R? sind Spiralen,
- 0

die sich fiir t =& —oo dem Einheitskreis anndhern, und fiir ¢ — —% In (1 — z%)
0

in endlicher Zeit gegen co gehen.

8.5 Lineare Differentialgleichungen im R"

Lineare Differentialgleichungen im R"

Wir haben Loésungsmethoden fiir lineare Differentialgleichungen in R kennenge-
lernt. In diesem Kapitel verallgemeinern wir diese und behandeln lineare Differenti-
algleichungen im R".

Sei I = (a,b) C R ein Intervall mit —oo < a < b < 0o und

A:I— Mat,(R), b:I —R"
stetige Abbildungen. Dann heif3t

2 = Alt)x homogenes, lineares DGL System,
' = A(@t)x+b(t) inhomog., lin. DGL System mit Storfkt. b(t).
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(Ist speziell A(t) = A € Mat,(R), so sagt man, das System hat konstante Koeffizi-
enten, s.0.).

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass es zu jeder AB der Form z(ty) = zo
mit g € I genau eine maximale Losung des linearen Systems gibt, die auf ganz I
definiert ist.

Struktur des Lésungsraumes linearer Systeme

Satz 115 (Struktur des Losungsraumes linearer Systeme). Die Menge V' der mai-
malen Lésungen x : I — R™ des linearen homogenen Systems (*) x' = A(t)z ist ein
n-dimensionaler reeller Vektorraum.

Die Menge der maximalen Lisungen des linearen inhomogenen Systems (*%*)
' = A(t)x 4+ b(t) ist der affine Raum A = x5+ V wobei x5 eine spezielle Lisung der
imhomogenen linearen Differentialgleichung ist.

Beweis. Sind x; und zo zwei Losungen von (x) und A, Ay € R, so ist auch
A1x1 + Aoz eine Losung von (x). Zu jedem Vektor zp € R™ existiert genau eine
max. Losung ¢g,, d.h. die lineare Abb. o — ¢, ist ein VR-Isomorphismus, und
somit ist dim V = n.

Sei A der Losungsraum des inhom. lin. Systems (xx). Wir wissen, dass eine
spezielle Losung x5 der inhomogenen linearen DGL (xx) existiert. AuBlerdem gilt
fiir jede andere Losung = € A, dass x — z; € V und fiir jede Losung y € V, dass
zs+1y € A. Somit ist A =2x,+ V.

Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix

Definition 116 (Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix). Sei A : I — Mat,,(R)
stetig und (*) 2’ = A(t)x ein homogenes lineares DGL-System.

e Eine Basis @1, ..., ¢, des Losungsraumes von (*) nennt man Fundamentalsy-
stem zu (*).

e Die Matrix ® = (¢1,...,¢,) aus den Spaltenvektoren ¢; heifit Fundamental-
matriz von (*).

e Seien (p1,...,¢n) Losungen von (*). Die Funktion W := det(p1,...,¢n) :
I — R heifit Wronski Determinante von (@1, ..., pn).

e Bilden ¢; = Z;‘:l pije; ein Fundamentalsystem mit ¢;; : R — R und e;
die kanonische Basis, dann ist die Fundamentalmatrix gegeben durch & =
(%’j)?jj:r

e n Losungen von (*) bilden ein Fundamentalsystem, genau dann, wenn ihre
Wronski-Determinante fiir ein ¢ nicht verschwindet.

Eigenschaften der Fundamentalmatrix
Sei ® eine Fundamentalmatrix zu (x). Dann gilt:
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1. Eine Losung des homogenen AWP’s 2/ = Az, x(tg) = o ist gegeben durch
p(t) = (1)(®(to)) "o
2. @ ist eine Lsg. des linearen homogenen System X' = A- X in R,

3. Ist S € GL(n,R), d.h. S invertierbar, so ist ® - S ist auch eine Fundamental-

matrix.
Beweis. 1) /(1) = '(£)(®(t)) "0 = AD(£)(@(ty)) "o = Ap(t).
)(I)/ ( /1 : 790n):(A ®1, ASOn) A-D.
N(D-5)=d-S5=A-0-5. ]
Beispiel

Sei w eine Konstante. Wir betrachten das homogene lineare DG-System mit kon-
stanten Koeffizienten

(42 2w (2)-(09)(2)
Ty = wWT T2 w 0 T2

Ein Fundamentalystem wird von den folgenden beiden Funktionen gebildet

o1(t) = ( cos(wi) > oalt) = < — sin(wt) >

sin(wt) cos(wt)

Diese entsprechen den AB ¢;(0) = e; und ¢2(0) = ea.
Zu einer beliebigen AB z(0) = c1e1 + coeg erhalten wir die Losung ¢ = c1¢1 +

C2p2.
Die Fundamentalmatrix ist dann gegeben durch

cos(wt) —sin(wt)

d(t) = ( sin(wt)  cos(wt) )

Spezielle Losungen des inhomogenen Systems

Wie im 1-dim. Fall erhélt man spezielle Lsg’en der inhom. lin. DG 2’ = A(t)x +
b(t) aus einem Fundamentalsystem der zugehorigen homogenen DG mittels Variation
der Konstanten.

Satz 117 (Variation der Konstanten). Seien A : I — Mat,(R) undb: I — R™ stetig
und ® : I — Mat,(R) eine Fundamentalmatriz des linearen homogenen Systems
x' = A(t)x. Dann ist

Ps(t) = (t)u(t)
eine spezielle Losung des inhomogenen Systems x' = A(t)x + b(t), wobei w: I — R™
stetig differenzierbar mit ®(t)u'(t) = b(t), dh.

(%) u(t) = / d~1(s)b(s)ds + v

to

mit einem konstanten Vektor v. Gibt man zur inhomogenen DG die AB x(ty) = o
vor, so ist v := ® 1 (tg)xg.
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Beweis. Fiir u(t j; b(s)ds+const wie in (x) gilt dass v/(t) = ®~1(¢)b(t)
und damit ®(t)u’ (¢ ) (t) Somlt 1st Ps(t) = @(t)u(t) eine Losung:

Us(t) = <I>’(()( O(t)u'(1)

= A@@)ult) +b(t) = A)s(t) +0(t). O
Bemerkung
Ist v = (v1,...,v,) : I — R™ so ist mit ft s)ds die folgende differenzierbare
Abbildung gemeint
. f; v1(s)ds
Ist— [ v(s)ds = : e R".
to t
fto vn(8)ds

Beispiel
Wir betrachten das inhom. lin. DG-System mit konst. Koeffizienten

¥y, = —x9 1 /_ 0 —1 1 0
v 2 (n) = (0 o) (5)+ ()
—_—— ——

=A(t) =b(t)

Wir miissen nun folgendes tun, um eine spezielle Losung zu erhalten:

1) Bestimmen der Fundamentalmatrix (bereits erledigt, s.o.):
~( cos(t) —sin(t)
() = ( sin(t)  cos(t) )
—sin(t) cos(t)

o) 0 = () o ) (7)) = (e ).

3) Integrieren von

2) Invertieren von ®, ®(¢)~! = < cos(t) - sin(?) > , und damit

u(t) = /tt B (5)b(s)ds = /:( 22;2((3 >ds

Dies berechnen wir mit partieller Integration und erhalten
/t sin(t)dt = —tcos(t) + sin(t)
/tcos(t)dt = tsin(t) + cos(t)

—t cos(t) + sin(t) o
( tSin(t) + COS(t) ) Somit ist

cost —sint —tcost+sint —t
ws(t)—<I>(t)u(t)—< sint cost>< tsint 4 cost >_( 1 )

eine spezielle Losung des inhomogenen Systems.

und damit u(t)
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Homogene lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten
Wie bestimmt man nun eine Fundamentalsystem eines homog. lin. DG-Systems
" = A(t)z? Wir betrachen nun den Spezialfall A(t) = A € Mat,(R) konstant.
Analog zu n = 1 definiert man:

o0
Definition 118 (Matrixexponential). Sei A € Mat,(R). Die Matrix e := Ak—?
heifit Exponential von A.

Dies ist wohl-definiert, d.h. diese Reihe konvergiert: Da (Mat,(R), ||.||) ein vollstdndiger
normierzer Raum ist, geniigt es zu zeigen, dass die Folge der Partialsummen .5,
Yo % eine Cauchy-Folge ist. Es ist aber

1Sm = Se-all = 11> 471l <
k=/¢

m

0,

k=t

denn ellAl = > oheo E ”AH konvergiert. Dabei gilt die zweite Ungleichung wegen ||AB|| =

SuprRn 145 Tzl ol < sup,ern || Al ﬁx” = ||Al||| B||- Daran sehen wir auch, dass die Reihe

e? absolut konvergiert.

Lemma 119. Sei A € Mat,(R) und ® : R — Mat,(R), ®(t) := €. Es sei
P, : R = Mat,(R) die Folge von Abildungen definiert durch ®p,(t) ==Y ;' tkk—‘?k
Dann konvergiert @, auf jedem kompakten Intervall K C R gleichméBig gegen .
Insbesondere ist ® stetig auf R.

Beweis. Sei K = [a,b] C Rund M := max{]al, |b|} - [|A||. Die konvergente Reihe

M oAl —

e =307, ]\g—f ist eine Majorante fiir die Exponentialreihe der Betréige
k m

Yoo th]:l!H . Nach dem Cauchy-Kriterium finden wir zu € > 0 ein n., so dass % +
ot %l < ¢ fiir alle m > £ > n.. Somit gilt fiir alle t € K und m > £ > n., dass

b m
Mk:
<> r<e
k=0

D.h., sowohl ®,, als auch die Exponentialreihe der Betridge sind Cauchyfolgen in
vollstédndigen metrischen Rdumen und somit gleichméfig konvergent auf K. Damit

ist der Grenzwert @ stetig auf allen kompakten Intervallen, und damit auch auf ganz
R. O

m m

[P (£) — Pea(

k=l k=0

Die Lsg. der homogenen DG mit konstanten Koeffizienten

Satz 120. Sei A € Mat,(R). Dann ist die Abbildung ® : R >t — et4 € Mat,(R)
eine Fundamentalmatriz zu ¢’ = Ax.

Insbesondere ist zu jedem xo € R", die differenzierbare Abbildung ¢z, : R — R",
definiert durch g, (t) = e?=%)A . 24 die Losung des AWP’s o’ = Az, x(ty) = xo.

Beweis. Da A konstant ist, sind die Lésungen 1, ..., ¢, der AWP’e 2/ = Az,
mit AB’en 2(0) =e;, i = 1,...,n auf ganz R definiert.
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Sei ® = (¢1,...,pn) die dazugehorige Fundamentalmatrix.

Nach der Iteration von Picard-Lindel6f wird jede dieser Losungen ¢; auf kom-
pakten Intervallen gleichméBig approximiert durch Funktionen ¢, die sich durch
iteratives Anwenden des Integraloperators H ergeben, d.h.

t t
io(t) = e, pirt(t) =e; +/ Axods, pim(t) = €; +/ Apim—1(s)ds
0 0

Schreibt man ®,, fiir die Matrix mit den Spalten (©1m, - .., Pnm), SO ist
q)o(t) = ]-n

t
(I)l(t) = H(I)()(t) = 1n+/ Ads = 1, +tA
0

Do(t) = HP()

t
1n+/ A1, + sA)ds = 1, +tA+ £2
0

t m—1 m
Pall) = Ha(t) = Lot [FA(30 A Jas = 3
0 k=0 k=0

Wir haben aber gesehen, dass die Folge von Abbildungen ®,, : t — Y, _, %
auf jedem kompakten Intervall gleichméBig gegen ®(t) = et4 konvergiert. Da die
kompakten Intervalle beliebig grofl sein kénnen, erhilt man dass ® : R — Mat,(R)
die Fundamentalmatrix von 2’ = Az ist. Damit ist ® diffbar und p(t) = ®(t)zo die
Lsg. des AWP’s z(0) = . Dass ¢(t) = ®(t — tg)zo eine Lsg. des AWP’s z(t9) = zo
ist, folgt aus der Kettenregel. O
Beispiel

Wir betrachten wieder die homog. lin. DG mit konstanten Koeffizienten

/
1 (0 -1 1 (0 -1
(5) (Vo) () ma-(7 )
Dann rechnet man nach, dass A%**! = (~1)*A und A%* = (—~1)¥1,. Somit koénnen
wir das Exponential 4 bestimmen:
tA > QkAQk > 2k+1A2k+1
e = Zt(zT)l +Z‘t kT
k=0 k=0
> k 2k > k 2k+1
- (vt e (S0 4

k=0 k=0

cost —sint
= 1 int)A = .
(cos )15 + (sint) ( sint  cost )

Folgerung 121 (Exponentialabbildung). Fir A € Mat,(R) ist die Abbildung ® :
(R, +) — GL(n,R), ®(t) = e ein differenzierbarer Gruppenmorphismus zwischen
der additiven Gruppe (R,+) und der Gruppe der invertierbaren Matrizen GL(n,R).
Insbesondere ist e(tT9)A = el4 . e84 — o34 . glA ypd (el4)~1 = 14
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Beweis. Seien s € R und = € R"™ beliebig und seien ¢ und ¢ Losungen des
AWP’s 2/ = Az mit den jeweiligen AB’en z(s) = x und z(0) = z. Nach dem
vorherigen Satz gilt fiir alle ¢ € R, dass ¢(t) = e*=942 = 4(t — 5). Somit erhalten
wir mit Eigenschaften der Fundamentalmatrix, dass

B()P(s) lx =) = Yt —5) =Dt —s5)P0) 'z =3t —s)x
fir alle z € R™. Damit erhalten wir fiir alle ¢, s € R, dass
(%) D(t)D(s)™! = D(t — 5).
Dies impliziert aber die Behauptung

Bt +5) = Dt + 5)D(s) " D(s) = B()D(5).

0

Folgerung 122 (Weitere Eigenschaften der Exponentialabbildung). Seien A, B €
Mat,(R).

1. Ist AB = BA, dann gilt Ae? = eBA und eAT8 = et . B,
2. Ist B € GL(n,R), so ist eBAB™" = BeAB~1,
Beweis. Alle Aussagen folgen aus der Eindeutigkeit der Lsg. eines AWP’s. Sei
z.B. X (t) = Ae'B und Y (t) = e!P A. Dann gilt X(0) = Y(0) = A und
X'(t) = ABe'P = BAe!® = BX(t) sowie Y'(t) = Be'PA = BY (t).

Aus der Eindeutigkeit der Lsg. des AWP’s X’ = BX, X (0) = A folgt dann X (¢) =
Y (t) fiir alle t € R.

Sei weiter U(t) := e+B) und V(t) = e . &', Dann gilt U(0) = V(0) = 1,
und wegen der ersten FEigenschaft

U'(t) = (A+ B)U(t) sowie V'(t) = Ae!e!P +e4Be'P = (A+ B)V(¢)
und somit U(t) = V(¢) fir alle t € R.
Die verbleibende Aussage beweist man analog. O

Zusammenfassung: Lineare DGLn mit konstanten Koeffizienten
Sei A € Mat(n,R), b: R — R" stetig und (xg,ty) € R" x R.
1. Die eindeutige Losung ¢ : R — R™ des homogenen AWPs 2/ = Az mit der AB
x(ty) = xo ist gegeben durch (t) = elt=t0) Ay,
2. Die eindeutige Losung ¢ : R — R™ des inhomogenen AWP’s 2/ = Ax + b(t)
mit der AB z(ty) = x¢ ist gegeben durch
t t
P(t) = etA(/ e *4b(s)ds + e*tOAxo) = e(t=t0)Ag) 4 etA/ e *4b(s)ds.

to to

(Siehe Satz iiber die Variation der Konstanten.)
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3. Ist b(t) = b auch konstant, kann man das Integral sofort berechnen, falls

A invertierbar ist. Dann ist ftto e *bds = —A~te™*4b[! und somit ¢(t) =
elt=t0) Az + A=1(e(t=10)Ap —p) denn A und damit auch A~ kommutieren mit
tA
el

Beachte, dass —A~!b eine (konstante) Lsg. von 3 = Ay + b ist.

Beispiel: Lineare Systeme mit diagonalisierbarem A

Sei nun A diagonalisierbar und (v1,...,v,) eine Basis von R" bestehend aus Ei-
genvektoren von A: Av; = A\v;. Dann sind v; auch Eigenvektoren von ed zu den
Eigenwerten e

1. Setzen wir ¢;(t) = etit=t0)y,  dann bilden die ¢; : R — R™ eine Basis

des Losungsraums des homogenen Systems z' = Ax. Daher ist g (t) =
Yo (z0)ipi(t) die Lsg. zur AB z(tg) = o =: >, (z0)ivi.

2. Eine spezielle Lsg. des inhomogenen Systems x' = Az + b mit konstantem b
erhalten wir fiir 5 = 0 und zg = 0:

n

= Y etit 1te_s’\isv: ¢ (t)v;
o =3 b (/0 ds)oi = 3 eiltyo;

=1

wobei ¢;(t) := und b= Y"1, bv;.

%(em —1), falls \; #0
bi t7 falls AZ - 07

Aber: Nicht jede quadratische Matrix ist diagonalisierbar.

Lineare Systeme in Jordanscher Normalform

Wir wollen nun die Jordansche Normalform von Matrizen benutzen, um lineare
Systeme in moglichst einfacher Form zu schreiben. Einem Basiswechsel entspricht
dann eine Substitution:

Lemma 123. Sei A € Mat,(R), S € GL(n,R) und A= S~1AS.

@ ist eine Lsg. von @' = Ax <= 1 = S~1y ist eine Lsg. von y = Ay.

® ist eine Fundamentallsg. von x' = Az <= S™'®S (und damit auch S™1®)
ist eine Fundamentallsg. von v = Ay.

Beweis. Da S eine konstante invertierbare Matrix ist, erhdlt man
(S71p)(t) = STH/(t) = ST Ap(t) = (STTAS) ST (1),

d.h. Sl ist eine Lsg. von y' = Ay. )
Damit ist S~'®, und somit auch S~'®S eine FL von ¢’ = Ay.
(Den letzten Punkt sicht man auch an et '45 = §-1gt4g ) O

Folgerung 124. Sei A € Mat,(R) diagonalisierbar, d.h. STYAS = diag(\1, ..., \n).
Dann ist ®(t) = S diag(eM?, ..., e*?) eine Fundamentalmatriz von x’' = Ax.
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Beispiel

1 -1
stische Polynom ist A> — 2, d.h. EW’e sind +v/2 zu den EV’en v; = e1 + (\/§ —1)ey
und vy = e; — (V2 + 1)es.
1

Nun bilden die Spalten vy, ve die Matrix S = < VI 1 _(\/%+ 1) )

und es ist det S = —2v/2, §~1 = 1 V241 1 )

1 1
Sei A = ( ) A ist symmetrisch und damit diagonalisierbar. Das charakteri-

22\ V2-1 -1

o V2 o etV2 e V2 :
Somit ist S 0 V2 |~ (V3 — l)et‘/i _(VE+ 1)e_t*/§ eine Fun-

damentalmatrix von &’ = Az.

Satz 125 (Jordansche Normalform). Sei A € Mat,(C). Dann ezistiert ein S €
GL(n,C), so dass

A = SAS™' = diag(Jm, (M), Sy (Mk)),

wobes
0 --- 0
0O N 1 :
Im(N) = : .. 0 € Mat,,(C)
A1
0 e 0 A

Hierbei sind \; die (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwerte von A.
(Die Matrizen J,,(\) heiffen Jordanblicke.)

Der Beweis beruht auf dem Hauptsatz der Algebra, nach dem das charakte-
ristische Polynom von A mindestens eine komplexe Nullstelle hat. Somit hat A
mindestents einen Eigenwert.

Satz 126 (Reelle Jordansche Normalform). Sei A € Mat(n,R). Dann eristiert S €
GL(n,R), so dass A = SAS~! folgende Gestalt hat

AV = diag(ng ()\1)7 e 7J&«()‘7“)7 J2m1 (ala Bl)a e 7J2ms (O[SWBS))v

Jom(a, B) = ( ng(:) J,f(log ) € Mat(m,R)

Hierbei sind \; die (nicht notw. verschiedenen) reellen Eigenwerte von A, sowie
pj = oy +iff; und ji; = aj —if3;, mit B; > 0, die (nicht notw. versch.) nicht reellen
FEigenwertepaare von A.

Fiir einen Beweis siche z.B. Klingenberg, Lineare Algebra und Geometrie: Wen-
de Jordansche Normalform auf A € Mat,(C) an. Fiir reelle EW’e erhilt man Jor-
danblocke. Ist p ein nicht reeller EW von A, so auch fi, denn A ist reell. U

! Die Multiplizitéit eines reellen Eigenwerts A (bzw. eines imaginéren Eigenwerts w) ist dabei also

>on,=a b (bzw. ZM:“ m;).
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Anwendung auf lineare DG’n

Sei 2’ = Az ein lineares DG-System mit konstanten Koeffizienten.

Sei A = S71AS in Jordanscher Normalform, d.h. die Fundamentalmatrix von
2’ = Ax ist gegeben durch e = Set4 51,

Sei nun A = Ay + ... + Aj, wobei die 4; jeweils nur einen Jordanblock oder nur
eine Matrix der Form Ja,,,(«, §) enthalten, und sonst nur Nullen.

Dann kommutieren die A; miteinander und wir haben

et[l _ et(A1+---+Ak) _ ot otAk

D.h., um die Fundamentalmatrix von =’ = Ax zu bestimmen, miissen wir S kennen
und e'? fiir die Fille 1) B = J,,(\) und 2) B = Ja;,(a, 3) bestimmen.

1) B=J,(A) = A1, + J,(0): Da J,(0) und A1,, miteinander kommutieren, ist
(B _ oA olJn(0) £, (0)

e . Wir miissen also nur noch e berechnen: Berechnet man
die Potenzen von e'/7(9) 5o erhilt man
t2 tnfl
¢ 2! (n—1)!
tn—
01 ¢ (=
olB — oth . gtIn(0) _ otX A . :
00 ... 1 t
00 ... 0 1
D.h., eine Lsg. von 2/ = Bz mit der AB z(0) = zp = >, ¢;e; ist gegeben
durch
t2 tnfl
C1+02t+C35+...+0n@ p(t)
tn— /
etho :et>‘ 62+C3t+...+0n(n72)! :et)\ p(t) ’
Cn (=1 (2)

wobei p(t) = > 1, ﬁt’“_l Polynome vom Grad n sind.

Jm(a) _61m ) _
Bly  Jm(a)

=V ) (o 0 ) (9 )

Da alle drei Summanden miteinander kommutieren erhilt man wieder

tB _ ta [ cos(Bt)Lly  —sin(Bt)1,, etJm (0) 0
¢ T sin(ft)1,,  cos(Bt)1l,, ) 0 etIm(0) |-

Eine allgemeine Losung ist dann gegeben durch

mB:mem:<

P('t) —q('t)
p(t) = e cos(Bt) p(m_l(;gg + e sin(Bt) _q(m_zgg
4D (1) D) ()



mit beliebigen Polynomen p,q vom Grad < m — 1, deren Koeffizienten durch
die AB’en bestimmt werden.

8.6 Gewdhnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Gewdhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Wir wollen nun die Ergebnisse aus den vorherigen Abschnitten auf DG’en hoherer
Ordnung anwenden.

Erinnerung: Wir kénnen eine DG n-ter Ordnung z(™ = flz, 2. .. ,w("_l),t),
f:QCR" xR — R auf ein System erster Ordnung zu reduzieren. Jetzt bezeichnen
wir F: R" x R — R"”,

F(yla"'vynvt) = (yQa"'7yn7f(y17"'aynvt));

und es ist  : I — R eine Losung des AWP’s n-ter Ordnung 2(") = flzx,... ,m(”_l),t)
mit AB’en z(tg) = ay, ..., 2 D(tg) = a,, genau dann, wenn y := (:L‘, ... ,x(”_l)) :
I — R" eine Losung des AWP’s ¢/ = F(y,t), y(to) = (a1,...,a,) erster Ordnung
ist. D.h.

v ) = o) = wald)
) = ) = fnynnt)

Da aus der Lipschitz-Stetigkeit von f beziiglich (x1,...,z,) dievon (z1,...,z,,t) —

F(z1,...,zn,t) = (z1,...,2Zn, f(z1,...,2n,t)) folgt, iibertragen sich alle Existenz-
und Eindeutgkeitssidtze auf DG’en hoherer Ordnung. Folgende Aussagen gelten fiir
das AWP n-ter Ordnung

™ = flx .. 2D )
z(to) = a1, '(to) = az, ..., 2" VD(tg) = a, (+)
Folgerung 127 (Maximale Existenz- und Eindeutigkeit). Sei Q@ C R" xR offen und
f:Q — R sei stetig und beziiglich (x1,...,x,) Lipschitz-stetig. Dann existiert zu

jedem (zg,to) = (ai,...,an,to) € Q genau eine mazimale Lsg. ¢ : (to—e,to+e) = R
des AWP’s (x).

Folgerung 128 (Globale Existenz- und Eindeutigkeit). Sei I = (a,b) mit —oo <
a<b<oound f:R"xI — R Lipschitz-stetig beziiglich (x1,...,x,) auf jeder
Menge der Form R™ x J, wobei J ; I ein kompaktes Intervall ist. Dann existiert
genau eine auf ganz I definierte maximale Lisung ¢ : I — R™ des AWP’s (x).

Definition 57 (die lineare DG hoherer Ordnung). Sei I C R ein Intervall und
byap : I —- R, firk=20,...,n—1 stetig.

2™ 4 a1 ()2 £ ar (D)2 + ag(t)r = b(t) (24)

heifst lineare DG n-ter Ordnung. Ist b(t) = 0, heifst (24) homogen, sonst inhomogen.
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Folgerung 129 (Maximale Losung des linearen AWP’s n-ter Ordnung). Sei [ =
(a,b) mit —oo < a < b < o0, (xo,t0) € R" X I, und byar, : I — R, fir k =
0,1,...,n—1, seien stetige Funktionen. Dann besitzt das lineare AWP zu (24) genau
eine mazimale Losung pg, : I — R".

Folgerung 130 (Struktur des Losungsraumes). Die mazimalen Losungen der ho-
mogenen DG n-ter Ordnung bilden einen n-dimensionalen Vektorraum L. Die maxi-
malen Lésungen der inhomogenen DG n-ter Ordnung bilden einen n-dimensionalen
affinen Raum L + 1, wobei i eine spezielle Lsg. der inhomogenen DG ist.

Uberfiithren wir nun die lineare DG n-ter Ordnung
2™ a1 ()2 4+ a ()3 + ao(t)z = b(t)

in ein System erster Ordnung, so erhalten wir

/

Y1 Y2
: _ :
ynfl yn
U, b(t) — an—1(t)yn — - .. — a1(t)y2 — ao(t)y1

und damit das lineare System

Y 010 0 Y1 0
0o 0 1 0 :
= + (25)
/ 0 0 ... 0 1 0
Yn —ao(t) ... ... ... —an(b) Yn b(t)

=:A(t)

Definition und Bemerkungen

Eine Basis (¢1,...,¢n), @i : I — R, des Losungsraumes der homog. lin. DG
n-ter Ordnung () ™ 4 a,_1(H)z"Y + ...+ a1(t)2’ + ao(t)x = 0 heiBt Fundamen-
talsystem von (x). Die Fundamentalmatrix ® des dazugehorigen linearen Systems
erster Ordnung,

®¥1 . ©®n
Y1 - P
sogn—l) . 9051”_1)

heifit Fundamentalmatriz von (x).
Seien (¢1,...,¢n), ¢i : I — R beliebige (n — 1)-mal differenzierbare Funktio-

nen, dann heifit W (e1,. .., o) := det (@Ej_1)>1<' oy Wronski-Determinante von
_Z7J: —n

(@15, @n). Ist nun (¢1,...,¢,) ein Fundamentalsystem (x), so ist die Wronski-

Determinante von (g1, ..., ¢, ) gleich der Wronski-Determinante des Fundamental-

systems des zughorigen linearen Systems.
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Aus der Variation der Konstanten fiir lineare Systeme erhalten wir, dass eine
Losung des inhomogenen Systems (24) gegeben ist durch

@), ..., v "N = d(t) [} 0,...,0,b(s)) ds,
b

wobei @ eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems ist. Mittels der Cramer-
schen Regel ldsst sich @~ 'b ausdriicken, und mit Laplacescher Entwicklung (nach
der Spalte b enthaltenden Spalte) erhalten wir:

Satz 131 (Variation der Konstanten). Sei (¢1,...,¢n) ein Fundamentalsystem der

homog. DG n-ter Ordnung. Dann ist eine spezielle Losung der inhomogenen DG
(24) gegeben durch

n

_ 1)Etg / W801, s Ph—1 Pt 1y - - - Pn)(8) <
o0 =31 / bo) PP PP 20 gy (g

Variation der Konstanten

1. Fir n = 2 sieht diese Formel so aus

t t
= — __bp2 __bpr
P(t) = SOl/t ©10h—0] mds T2 /to «puo/fw’lsozds'

2. Die spezielle Losung (26) kann auch mittels der Variation der Konstanten

ermittelt werden: Dazu machen wir den Ansatz (t) = Z ok (t)ek(t) und

bestimmen die ¢ (t) so, dass ¢ die inhomog. DGL (24) lost Dann erhélt man
das folgende lineare Gleichungssystem an die ¢} (t)

. ok(t) 0
Sao 0 |-]
- o V() b(t)

Integration liefert dann die Funktionen cj(t).

Lineare DG n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Wir wollen nun das Fundamentalsystem einer linearen DG n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten finden.

Definition 58 (Charakteristisches Polynom). Das charakteristisches Polynom der
linearen homogenen DG n-ter Ordnung

2™ () + 12V (E) + an_ox™D () + ..+ agz(t) = 0
mit konstanten Koeffizienten ag . ..,an—1 € R ist das Polynom

P(A) = \"+ A N U+ a )+ ag
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Ist P € R[\] ein Polynom in einer Variablen, dann ist P(\) das charakteristische
Polynom zur DG P(%)x = apz™ + ap_12" Y 4+ f a2 +agr =0

Wir hatten gesehen, dass Die DG n-ter Ordnung z(™(t) + ... + agz(t) = 0
dquivalent ist zu einem System 3y’ = Ay mit A wie in (25).

Daran sieht man, dass das charakteristische Polynom der DG gleich dem cha-
rakteristischen Polynom P4 () = det(A — A\1,) von A ist: Entwickelt man nach der
letzten Zeile, so erhilt man

—A 1 0 0 0
0 -2 1 0 0
det(A—)\) = ; ; _A : .
0 0 0 -\ 1
—ao(t) cee e e —Qp—2 —Qp_1 — A

= (=1)"Y(=ap) + (=1)" "2 (—=a1)(=A) + ...
+ (=1 N =an-2) (=N + (=1)*"(=an-1 = A)(=A)""
= (-1 (ao +ai A+ .. Fa, N+ an)\")

Also sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms der DG gleich den Eigen-
werten von A. Und diese brauchen wir, um ein Fundamentalsystem zu bestimmen.

Satz 132 (Lineare DG n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten). Sei P(\) =
Ny A N rag A tag € R[A] das charakteristische Polynom zur homogenen
linearen DG

2™ a1 a4 agr =0, (%)

Seien \j die reellen und py, = ag + 18y, sowie 1y, die nicht reellen Nullstellen von

P mit den zugehorigen Multiplizititen €;,my,, wobei j = 1,...,r und k =1,...,s.
Dann bilden die reellen Funktionen
o) = eNt.tf Vi=1,...,m, £=0,....0; —1
Yem(t) = et cos(Byt) - t™
i’ =1 =0 -1
Dan(t) = € sin(Byt) - ¢ R

ein Fundamentalsystem von (x).

Beweis. Es seien Aj,..., A+ die verschiedenen (und nicht zueinander konju-
gierten), komplexen Nullstellen von P()) mit den zugehorigen Vielfachheiten ¢;. Es
gilt:

Lemma 133. Besitzt ein Polyonom P()\) € C[\] den Faktor (A — \;)% und ist
0 < t;, so gilt P(L)eNtt! =0.

Beweis. UA. O

Aufgrund des Lemmas erhilt man, dass die Funktionen ¢, : R — C definiert
durch

i) =Mttt V=1, =0, 0 —1 (%)
komplexe Losungen der DG (™ (t) + ap_12™ Y ... + agx(t) = 0 sind.
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Aus (**) folgt also, dass die Funktionen ¢j(t) = e/*-#¢ fiir die reellen Eigenwerte
Aj Losungen sind. Fiir die echt komplexen Eigenwerte pj = oy, + i) erhélt man
aus (**), dass sowohl Realteil als auch Imaginérteil von ¢g,, (t) = e#s! - t™ Losungen
sind. D.h. man erhélt 27, my, weitere Losungen

Yrem(t) = Re(prm(t)) = Ret™et ! = e . cos(Byt) - t™
V(1) = Tm(@pm(t)) = Imt™elst = et . sin(Bt) - t™
fuirk=1,...,s, m=0,...,m; — 1.

Wir haben n Losungen gefunden und miissen nun noch zeigen, dass diese li-
near unabhiingig sind. (Sind alle p;y(t) = e’ - ¢ linear unabhingig, so auch die
zugehorigen reellen Losungen.) Nun folgt die Behauptung aus:

Lemma 134. Seien ci,...,c, € C paarweise verschieden und pi(t),...,pn(t) €
C[t]. Ist

p1(t)e + -+ pp(t)e™t =0 fir alle t€R,
so gilt py =+ =p, =0.

Beweis. n = 1: Aus p(t)ett = 0 folgt py(t) = 0.

Induktionsschritt n — n 4 1: Wir nehmen an, dass Z?;l p;(t)et = 0 fiir alle
t € R. Sei k der Grad des Polynoms p,,11. Dann gilt (% — 1) ppg1 (B)efn 1t = 0

und somit

n+1

0= (& = ens)™ Dm0’ = hy(0)e!
i=1 j=1

mit gewissen Polynomen ;.
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt aber h; = 0.

Um zu zeigen, dass p; = 0, schreiben wir (£ — ¢, 1)F ! = anilo am(t — ;)™ mit
ap 7é 0.
Daraus ergibt sich

k+1
hj(t)@cjt _ (% _ Cn+1)k+1pj(t)ecjt — Z ampjm) (t)ecjt
m=0

und somit hat h; denselben Grad wie p;.

Das ist nur méglich, wenn p; = 0. U

Beispiel:
Wir betrachten die DGL 2" — 2" + 2/ — x = t.

(1) Um das Fundamentalsystem der homogenen DG zu finden, suchen wir die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

PO = X=X+ A-1=A-1DN\+1) = A=DA+3)(\—1i).
Wir erhalten somit als komplexes Fundamentalsystem

x1(t) = et, Za(t) = eit, Z3(t) = e it
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Somit ist
x1 = €', x9(t) = cos(t) = Re(#z), x3(t) = sin(t) = Im(29).
Wir haben also als allgemeine Losung der homogenen DG

z(t) = cre’ + ca cos(t) + c3sin(t).

(2) Wir wollen auch eine spezielle Losung der inhomogenen DG bestimmen:
b(t) =t ist ein Polynom ersten Grades. Daher machen wir den folgenden Ansatz

ys(t) = at + B.
a—at—p=t,dh
—a=1 und a=0 d.h. 8=-1

Somit ist die spezielle Losung ys(t) = —(t + 1), und die allgemeine Losung der
inhomogenen DGL ist

z(t) = —(t+ 1) 4 c1e’ + ca cos(t) + cgsin(t).

Inhomogene lin. DG mit konst. Koeffizienten

Satz 135 (Inhomogene lin. gewohnliche DG mit konst. Koeffizienten). Sei P(z) =
2"+ an_ 12"+ + a1+ ap € R[z] ein Polynom und p € R mit P(u) # 0. Dann
gilt:

(i) PGEL;) ist eine Lsg. der inhomog. DGL P(%)x = ekt

(ii) Sei f(t) € R[t] vom Grad m. Dann hat die inhomog. DGL P(&%)z = f(t)ett
eine Lsg. der Form g(t)e, wobei g(t) € R[t] vom Grad m ist.

Beweis. (i) und der Induktionsanfang von (ii) sind offensichtlich. Fiir den In-
duktionsschritt schreiben wir P(%)tme“t =: fo(t)e!, wobei fo(t) € R[t] vom Grad
m ist. Damit gibt es ein ¢ # 0, so dass h(t) := f(t) —cfo(t) Grad < m —1 hat. Nach
Ind.vor. existiert dann eine Lsg. g1 (t)e”! von P(%)w = h(t)e" mit einem Polynom
g1(t) vom Grad <m — 1.

g(t) = ct™ + g1(t) ist dann das gesuchte Polynom vom Grad m. O

Satz 136. Seiu € R eine k-fache Nullstelle von P(z) = 2™ 4a, 12" '+ +a1z+ag
und f(t) € R[t] vom Grad m. Dann hat die inhomog. DG P(%)x = f(t)e eine Lsg.

der Form h(t)e, wobei
k+m

h(t) =Y ct!.

J=k
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Beweis. Wir schreiben P(t) = Q(t)(t — u)¥, mit einem Polynom Q(t) vom Grad
m — k und Q(u) # 0.
Nach dem vorigen Satz existiert ein Polynom g¢(¢) vom Grad m, so dass g(t)e#
eine Lsg. von Q(4)z = f(t)er! ist.
Sei h(t) = Zf:}cn c;t! derart, dass h(®)(t) = g(t). Dann ist h(t)e** die gesuchte
Lsg. von P(%)x = f(t)eH.
U

Bemerkung.

Die letzten beiden Sétze gelten auch fiir DG’en mit komplexen Koeflizienten, d.h.
P,f,g,h € C[t], p € C. Die Losungen ¢ : R — C sind komplexwertige Funktionen
der reellen Variablen t.

Beispiel: Harmonischer Oszillator
Wir betrachten die DGL

(*) &4 wiz =acoswt, w,wp>0,a € R*

Diese DG beschreibt Schwingungen ohne Reibung. Man nennt Sie auch getriebe-
ner (oder angeregter) harmonischer Oszillator mit Eigenfrequenz wy. Die Anregung
erfolgt hier periodisch mit Frequenz w.

Die entsprechende harmonische Gleichung # + w2z = 0 heifit harmonischer Os-
zillator. Das charakterisische Polynom P(r) = x? +w? hat nur die imaginiiren Null-
stellen +wqi. Daher sind die Lsg’en der homog. Gleichung Linearkombinationen von
sin wot und cos wot.

... Harmonischer Oszillator
Um eine Lsg. von (k) zu finden betrachten wir die DG

(¥%) &+ wiz = ae™".
(i) Wenn w # wp, d.h. P(iw) # 0, so existiert eine Lsg. von (xx) von der Form

ce!. Einsetzen in (xx) liefert ¢ = —%—.
-

©(t) = Rece™! = ccoswt ist dann eine Lsg. von (x).

(ii) Wenn w = wyp (d.h. der harm. Oszillator wird mit der Eigenfrequenz wy ange-
regt) dann gibt es eine Lsg. von (%) von der Form cte™!. Einsetzen in (xx)
liefert ¢ = 57-.
¢(t) = Recte™® = Ltsinwt ist dann eine Lsg. von (*) und fiir die Amplitude
der Schwingung gilt |g5t| — oo fiir t — oo (Resonanzkatastrophe).
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