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Kapitel 13

Determinante J
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Determinante einer 2 x2-Matrix

Bemerkung:

Es sei A € Mat(n, K) eine quadratische Matrix und b € K". Das durch
Ax = b gegebene inhomogene lineare Gleichungssystem sei eindeutig
|6sbar.

Gesucht: Losungsformel fiir die n Unbekannten xi, xo, ..., X,.

Im Spezialfall n = 2:

ajix1 +apxe = by

ag1Xy + axnxy = by

Mit elementaren Zeilenumformungen findet man im Fall, dass eine
eindeutige Losung existiert (rg(A) = n = 2) die folgende Regel:
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Cramersche Regel fiir n = 2:

biaxy — aiobo

X1 =
di11d22 — di24d21

aiiby — bran

X2 =
di11d22 — di24d21

Dass dies wirklich eine Losung ist, verifiziert man leicht durch Einsetzen.

Definition
Der Ausdruck Det(A) := aj1ax — aipaz1 € K heiBt Determinante der
(2 x 2)-Matrix A.
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Determinante

Definition (Determinante)

Eine Abbildung det: Mat(n, K) — K heiBt Determinante, wenn sie
folgende Eigenschaften hat:

(D1) det ist linear in jeder Spalte, d.h.

det(al---a,-_l Aaj + ubj a,-+1---a,,)
= )\det(al IR HEEI .an) _|_Iudet(al - | biaf-l-]. oo .an)

fiir alle Spaltenvektoren as, ..., an, bj € K" und X\, u € K.

(D2) det ist alternierend, d.h. det A =0, falls zwei Spalten von A
libereinstimmen.

(D3) det ist folgendermaBen normiert: det(1,) =1, wobei 1, := (e1 - - - ep)
die Einheitsmatrix ist. )
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Wir werden zeigen, dass es genau eine Abbildung det: Mat(n, K) — K mit
den Eigenschaften (D1)-(D3) gibt.

Zunachst zeigen wir, dass (D1)-(D3) eine Reihe weiterer Rechenregeln
nach sich ziehen.
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Satz

Sei A= (a1---ap) € Mat(n,K). Aus (D1)-(D2) folgt fiir jede Permutation
o€S,:

(x) det(ay(1) - as(n)) = (o) det A.

Beweis. Aus (D1)-(D2) erhalten wir fiir i < j

O = det(al_|_ajal_|_aj)
— det(alal)+det(alaj)
=0

= det(---a,----aj---)+det(---aj---oa,----).
Hierbei ist die i-te und j-te Spalte angegeben. Die drei Auslassungspunkte
stehen fiir a; ---a;_1, sowie aj11---aj—1 und aj41---ap.
Das beweist (*) fiir jede Transposition o = ;.
Der allgemeine Fall folgt nun daraus, dass sich jede Permutation als

Produkt von Transpositionen schreiben lasst. l
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Satz

Sei A= (a1---ap) € Mat(n,K) und A € K. Aus (D1)-(D2) folgt, dass
Addition des \-fachen der j-ten Spalte von A zur i-ten Spalte von A
(i # j) den Wert der Determinante nicht dndert:

det(ar---aj—1a; + Aajajy1---an) = det(A).

Beweis. Aus der Linearitat in der i-ten Spalte folgt:

det(a1 ---aj_1a; + )\aj ajy1- - an)
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Folgerung

Sei A= (a1---ap) € Mat(n,K). Aus (D1)-(D2) folgt: Falls rg(A) # n, so
ist det(A) = 0.

Beweis. rg(A) # n bedeutet, dass die Dimension des Bildes von A kleiner
als n ist. D.h. aber, dass sich wenigstens eine der Spalten a; als
Linearkombination der anderen schreiben l3sst, dass fiir ein / gilt gilt

aj = Z Ajaj.

J#i
Daraus ergibt sich durch Zuaddieren die Spalten j # i

det A = det(al ---aj_1aj — Z )\jaj ajy1 a,,) =0.
J#i

A 7

=0

[]
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Berechnung der Determinante mittels Spaltenumformungen

Satz

Jede invertierbare Matrix A € GL(n,K) lasst sich durch wiederholtes
Anwenden folgender zwei Spaltenumformungen in eine Diagonalmatrix

A = diag(A1,. .., Ap) = (A1e1- - Anep) dberfiihren:

(S1) Vertauschen von zwei Spalten bei gleichzeitiger Multiplikation einer
der beiden mit —1 und

(S2) Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte.

Folgerung
Fiir A invertierbar und A" wie im Satz gilt det A=det A" = \;---\, #0.

v

Beweis der Folgerung
Die Spaltenumformungen (S1)-(S2) andern nicht den Wert der
Determinante. Somit erhalten wir aus dem Satz:

det A =det A 2 xr oo n, det(1,) 2 A 0
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Beweis des Satzes: Da A invertierbar ist, ist rg(A) = n. Daher kdnnen
wir durch Anwendung des GauBalgorithmus auf die Spalten (statt auf die
Zeilen), mittels (S1)-(S2) die Matrix A in untere Dreiecksgestalt bringen:

Diese Matrix hat Rang n, da die Umformungen (S1)-(S2) den Rang nicht
andern.
Also ist das Produkt A1--- A, # 0.

Durch Umformungen vom Typ (S2) konnen wir deswegen alle
Matrixeintrage unterhalb der Diagonalen eliminieren und erhalten die
gewiinsche Diagonalgestalt A" = diag(\1, ..., A\pn). O
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Der GauBalgorithmus liefert auch:

Satz/UA

Fiir Blockdreiecksmatrizen gilt

A B A O
det(o D)_det<C D)—detAdetD.

Hierbei ist A eine (n x n)-Matrix, D eine (m x m)-Matrix,
B eine (n x m)-Matrix und C eine (m x n)-Matrix.

Wir haben bereits gesehen:

Charakterisierung von Determinanten

Es gibt hochstens eine Abbildung det: Mat(n, K) — K mit den
Eigenschaften

(D1) det ist linear in jeder Spalte,

(D2) det ist alternierend bzgl. der Spalten, d.h. det A = 0, falls zwei
Spalten von A iibereinstimmen,

(D3) det ist normiert: det(1,) = 1.

Unter der Voraussetzung, dass eine solche Abbildung existiert, gilt:
A € Mat(n,K) ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0.
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Dass eine solche Abbildung existiert, zeigen wir jetzt:

Satz (Explizite Formel fiir die Determinante)
Es gibt genau eine Abbildung det: Mat(n, K) — K mit den Eigenschaften
(D1) det ist linear in jeder Spalte,

(D2) det ist alternierend bzgl. der Spalten, d.h. det A =0, falls zwei
Spalten von A iibereinstimmen,

(D3) det ist normiert: det(1,) = 1.

Die Determinante einer (n x n)-Matrix A = (aj;);j ist durch folgende
Formel gegeben:

Det A .= Z 8(0‘)30(1)1 **+Ag(n)n-

o€S,
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Beweis. Da wir bereits wissen, dass es hochstens eine Abbildung mit den
Eigenschaften (D1)-(D3) gibt, geniigt es (D1)-(D3) fiir die Abbildung Det
nachzuweisen, um DetA = det A zu zeigen.

(D1): Seien A, B und C Matrizen, die als r-te Spalte gerade a,, b, und
Aa, + pb, haben und sonst iibereinstimmen. Dann gilt

Det C = Z E(O-)aa(l)l e (Aaa(r)r + Mba(r)r) ***do(n)n
o€Sn
= ADet A+ uDet B.
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Weiter Beweis der expliziten Formel fiir die Determinante:

(D2): Es geniigt zu zeigen, dass fiir jede Transposition 7

Det (aT(l) s aT(n)) = —DetA

~~

A=

gilt. Fiir eine Matrix wie in (D2) mit a; = a; und 7 = 7j; gilt dann
A=A, sodass Det A= Det A, = —Det A, und somit Det A = 0.
Dies beweist (D2).

Mit o/ := o7 = 0 o 7 haben wir 0 = o'7, ¢(0’) = —¢(0) und somit

Det(A;) = D &(0)ag(1)r(1) " ao(m)r(n)

oES,
= = > e(0)aw(z@)r) - o (r(m)r(n)
O'IESn
= — Z 5(0/)30/(1)1 cee aa/(,,)n = —DetA
o’€S,
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Weiter im Beweis der expliziten Formel fiir die Determinante:
(D3): Sei nun A=1,, d.h.

1, falls i=j
ajj = 0jj 1= { s = (6;; heiBt Kroneckersymbol).
0 sonst

Ist o € S, eine Permutation mit o # Id, so existiert ein j € {1,...n}
mit o(j) # j. Es folgt § = 0, und der entsprechende Summand in
Det(1,) verschwindet.

Wir erhalten also

Det(1,) = > (0)6,(1)1 - Oo(nyn = £(1d) = 1.
o€S,

o(j)J
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Berechnung von Determinanten

Die Berechnung der Determinante einer Matrix A € Mat(n, K) mittels der
Formel

det A=) 2(0)ay(1)1 " Au(mn

oE€S,
ist wegen des schnellen Wachstums von card(S,) = n! fiir groBe n sehr
aufwandig.
Beachten Sie, dass n! schneller wachst als jede Exponentialfunktion a”,
a>1.

Wir werden bald effizientere Formeln zur Berechnung der Determinante
kennenlernen. )

431 /832

Regel von Sarrus:

Wir erhalten fiir n = 3 direkt aus der Formel:

a1l d12 a3
det | a»1 ax» ax3 = 3d114a22a33 + d12a23d31 + 313321432
d31 4d32 433
—3d13d22a31 — 4124821333 — a11323332,

dabei entsprechen die ersten drei Terme den zyklischen Permutationen
[123], [231] und [312], die letzten drei den Transpositionen 713, 712 und
723.

Praktisches Vorgehen: Wir schreiben den 1. und 2. Spaltenvektor nochmal
hinter die Matrix und betrachten die Diagonale und ihre beiden Parallelen.
Fiir diese addieren wir die Produkte der jeweiligen drei Eintrage (positives
Vorzeichen). Dann subtrahieren wir die Produkte der jeweiligen Eintrage
fiir die von links unten nach rechts oben laufenden Diagonalen (negatives
Vorzeichen).
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Satz
Fiir jede Matrix A = (aj);j € Mat(n,K) gilt

detA = > £(0)ay)1 - do(n)n

UGSn

= Z 6(7')317_(1) “*rdpr(n) = det AT.
TES,

Beweis. Die Substitution 7 = 0! liefert wegen (1) = (o) die
Behauptung. [
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Folgerung

(i) Ebenso wie durch die Eigenschaften
(D1) det ist linear in jeder Spalte,
(D2) det ist alternierend bzgl. der Spalten, d.h. det A = 0, falls zwei Spalten
von A iibereinstimmen,

(D3) det ist normiert: det(1,) =1
lasst sich det: Mat(n,K) — K durch die folgenden Eigenschaften
charakterisieren:

(D1") det ist linear in jeder Zeile,

(D2'") det ist alternierend bzgl. der Zeilen, d.h. det A = 0, falls zwei Zeilen

von A (ibereinstimmen,
(D3") det(1,) = 1.
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Folgerung

(ii) Addition des A\-fachen der j-ten Zeile der Matrix A zur i-ten Zeile
(i # j) andert nicht den Wert der Determinante.

(iii) Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile (i # j) dndert die Determinante
nur um ein Vorzeichen.

(iv) Insbesondere lasst sich die Determinante durch Anwendung des
GauBalgorithmus auf die Zeilen der Matrix berechnen (bei
Buchfiihrung (iber die Zeilenvertauschungen!).

435 /832

Determinantenmultiplikationssatz

Satz (Determinantenmultiplikationssatz)
Es gilt fiir alle A, B € Mat(n, K):

det(AB) = det(A) det(B).

Beweis.
1. Fall Falls rg(A) < n, so ist rg(AB) < n und somit
det(AB) = 0 = det(A) det(B) = 0 - det(B).
2. Fall Falls rg(B) < n, so ist ker(B) # 0 und somit ker(AB) # 0. Also
ebenfalls det(AB) = 0 = det(A) det(B) = det(A) - 0.
3. Fall Seien also A, B invertierbar. Wir halten B mit det B # 0 fest und
zeigen, dass fiir die Funktion
det(A- B)

det B
die Axiome einer Determinantenfunktion erfiillt sind, woraus wegen der
Eindeutigkeit einer solchen Funktion detA = det A und somit die
Behauptung folgt.

detA =

436 /832



Beweis des Determinantenmultiplikationssatzes

(D2') Hat A zwei gleiche Zeilen, so ist rgA < n. Wie gesehen folgt
rgAB < n, also det(AB) = 0, also detA = det(A- B)/det(B) = 0.

—

(D3") Auch die Funktion det ist normiert:
det(ln ° B) .
detB

(D1') (i) Entsteht A aus A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit A € K,
soist A=A, ;- Amit
1
f e )

detl, =

k R
)

i—te Spalte.
437 /832

Es folgt AB = Ay ;(A- B), d.h. auch AB entsteht aus AB durch
Multiplikation der i—ten Zeile mit A\. Nach dem Axiom (D1) fiir die
Determinantenfunktion det folgt

det(AB) = M det AB

und somit _
— — det(AB) . detAB .~
A= — 2 — = A.
det detB  \detm  det
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(D1) (ii) Um die Additivitat von det zu zeigen, driicken wir die Matrix
B = (b1, ..., bp) durch (Spalten-)Vektoren b; € K" aus, und die
(a1)*
Matrix A schreiben wir mit Vektoren a; € K" als A = : . Es
(an)*

gelte fiir die i-te Zeile (a;)* = a't + a/1. Dann ist

/ (al)Tbl ce (al)Tbn \

A-B=| (&b +a"b) ... (&b, +a!Th,)

\ @)™ .. ()b

Aus der Additivitdt von det folgt det AB = det A'B 4 det A” B und
daraus die von det:
det AB

— detA’ + detA” .
det B etA +de

detA =
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Folgerung

(i)
det: GL(n,K) — (K \ {0},-)

ist ein Gruppenhomomorphismus.
(ii) Insbesondere gilt fiir alle A € GL(n,K):

det(A™1) = (det A) 7!

(iif)
SL(n,K) := {A € GL(n,K)|det A =1} C GL(n,K).

ist eine Untergruppe, die sogenannte spezielle lineare Gruppe.

.

Beweis. (i-ii) sind klar. (jii) folgt, da SL(n,K) = det (1) ein Kern ist. [J

Achtung: Fiir n > 2 gilt nicht det(A 4+ B) = det(A) + det(B)!

. 1 0 0
Gegenbeispiel A = ( 0 0 ) und B = ( 0 >

= O
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Definition (Determinante eines Endomorphismus)

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n, F € End(V) ein
Endomorphismus und A = Mg(F) € Mat(n, K) seine darstellende Matrix
beziiglich einer beliebigen Basis B von V. Wir definieren die Determinante
von F als:

det F := det A.

Behauptung: Dies ist wohldefiniert, d.h. die Definition hangt nicht von
der Wahl der Basis B ab.
Beweis. Sei B’ eine weitere Basis von V, A" := Mg/(F). Dann entspricht

A einer Selbstabbildung ¢E1 o F o ¢g von K" und A’ einer Abbildung
¢ o Fodp.
Letztere schreibt sich auch als

¢gr 0o dpodpt o Fopgods odp

=S =A =5-1
d.h. A’ = SAS~1 mit der invertierbaren n x n-Matrix S.
Also ist det A’ = det(SAS™1) = det S det A(det S)~! = det A. O
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Aquivalenzrelation
Definition
@ Eine Relation auf einer Menge X ist eine Teilmenge R C X x X. Wir
schreiben auch xRy, genau dann, wenn (x,y) € R gilt.

o Eine Relation ~ auf X heiBt Aquivalenzrelation, wenn sie folgende
Eigenschaften hat:

(i) x ~ x fiir alle x € X, (reflexiv)
(i) x ~y =y ~ x (symmetrisch)
(iii) x ~y und y ~ z = x ~ z (transitiv)

Jedes Element x € X definiert eine Aquivalenzklasse

[x] = {y € Xly ~ x}.

Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit X/ ~ bezeichnet.
Beispiel

X sei die Menge der Schiiler einer Schule, ~ die Aquivalenzrelation “in die
gleiche Klasse gehen”. Dann ist X/ ~ die Menge der Klassen.

442 /832



Quotientenraum

Beispiel

Sei K ein Koérper und sei V' ein Vektorraum iiber K, und sei U C V ein
Unterraum. Dann definieren wir eine Aquivalenzrelation ~ auf V' wie folgt:

X~y << x—yeU.

Also R={(x,y)|x,y €V und x—y e U} CV x V.

V/U :={[x] | x € V} ist (in kanonischer Weise) ein Vektorraum, wobei
die Abbildung x — [x] eine lineare Abbildung ist.

V /U heiBt Quotientenvektorraum von V nach U.
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Direr

Auf einem Bild von Albrecht Diirer (1471-1528) sieht man zwei Manner,
die sich sehr bemiihen, die Aquivalenzklassen beziiglich eines
eindimensionalen Unterraums von R3 zu verstehen.
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Ein mathematischeres Bild

Hier sehen Sie einige Aquivalenzklassen von R? nach dem in hellem Rot
gezeichnenten ein-dimensionalen Unterraum:

1LUU %

80

[
—100 —80 —60 —40 20 740 60 80 100

445 / 832

Determinante Quotientenrdume, Orientierung

Orientierung

Definition

Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Zwei (geordnete)
Basen B = (b1, ..., b,) und B' = (b}, ..., b)) heiBen gleich orientiert,
wenn der Basiswechsel F = ¢pgr o (bgl: V — V positive Determinante hat.

v

Bemerkungen
o Beachte, dass F(b;) = ¢pdg'(bi) = dp(ei) = b..
@ Die darstellende Matrix von F beziiglich der Basis B ist gegeben
durch die Abbildung ¢5' o (¢ 0 ¢5') 0 o5 = ¢5' 0 pg: R" — R™.
Insbesondere:

det F = det(¢g" 0 dp/).
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Orientierung
Satz

Sei V ein reeller Viektorraum der Dimension n € N. Wir schreiben B ~ B’,
falls B und B’ gleich orientierte Basen von V sind.

(a) Die Relation “~" ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Basen
von V.

(b) Jede (geordnete) Basis B definiert eine Aquivalenzklasse (ihre
“Hindigkeit”)

[B] .= {B’ Basisvon V|B ~ B}

und es gibt genau zwei Aquivalenzklassen.

Beweis.
a) ist eine einfache Ubungsaufgabe.
b) Sei B = (by,...,by) eine Basis. Jede Basis ist entweder gleich
orientiert zu (by, ..., by) oder zu (—by, by, ..., b,). Daher gibt es

genau zwei Aquivalenzklassen. 447 /832
]

Orientierung

Definition
Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n € N. Eine Orientierung von
V' ist eine Aquivalenzklasse gleich orientierter Basen von V.

Bemerkungen

@ Jede Basis B = (b1, ..., b,) definiert eine Orientierung [B]. Wie wir
gesehen haben, gibt es genau zwei Orientierungen [B] und
[B]°P = [(—b1, bo, . .., by)]. Letztere heiBt die zu [B]
entgegengesetzte (oder umgekehrte) Orientierung.

@ Automorphismen F € GL(V) mit det F > 0 heiBen
orientierungserhaltend, denn FB = (Fby, ..., Fb,) € [B] fiir jede
Basis B = (b, ..., b,). Ein Automorphismus F € GL(V) mit

det F < 0 heiBt orientierungsumkehrend, denn
FB = (Fby,..., Fb,) € [B]°P fiir jede Basis B.

y
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Orientierung

Beispiele |

@ Die kanonische Orientierung des R" ist die durch die kanonische Basis
definierte Orientierung [(e1, ..., e,)]. Die Basen (e, e3,€1) und

(—e2, e1, e3) definieren auch die kanonische Orientierung des R3.

@ Die durch die Basis (e, €1, e3) definierte Orientierung ist zur durch
die kanonische Basis definierten Orientierung [(e1, ez, €3)]
entgegengesetzt. Es gilt [(e2, €1, €3)] = [(—e1, &2, €3)].

@ Die Drehung (um die z-Achse, entgegen dem Uhrzeigersinn um den

Winkel ¢)
cosp —sing 0
D=1 sinp cosp 0
0 0 1

ist wegen det D = 1 > 0 orientierungserhaltend.
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Orientierung

Beispiele Il
Die Spiegelung (an der (x, y)-Ebene)

1 0 O
S=101 0
0 0 -1
ist wegen det S = —1 < 0 orientierungsumkehrend.
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Matrixinversion mittels GauBalgorithmus

Wir wollen die Inverse A=! zu A € GL(n,K) bestimmen. Dazu erinnern
Wir uns an:

@ i-te Spalte der Matrix A~! ist A~1e;, wobei e; der i-te Vektor der
kanonischen Basis ist.

@ Nun ist x := A le;, also die i-te Spalte von A1 die eindeutige
Losung von des Gleichungssystems Ax = e;.

@ D.h. wir konnen x bestimmen, indem wir den GauBschen Algorithmus
auf (Alej) anwenden bis wir (1,|x) erhalten.

Somit haben wir die i-te Spalte x = A~1e; von A~! ermittelt. Das
Verfahren auf alle Basisvektoren e; gleichzeitig angewandt

GauBscher Alg.
—

(Al 1n) (1n | A)

liefert die inverse Matrix A1 = A’.
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Matrixinversion und Determinanten
Ein Zahlenbeispiel:
1 1 2
Wir wollen A= 0 1 2 invertieren (das geht, da det A = —3):
1 1 -1
1 1 211 0 O 112100/””113
01 210o010|"™'"[ o1 20 10|
1 1 —-1/0 0 1 O 0 -3|—-1 01
1 0 0|1 -1 O 1 0 0|1 -1 0O
012(0 1 0o |"3"[0o10/-2 1 2]
1 1 1 1
001/ o -1 001l o -1
1 -1 0
-1 _ 2 2
d.h. A= = —1§ 1 §1
3 0 —3

Als explizite Probe rechne man AA~! = 13 nach.
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Berechnung der Inversen mittels Determinanten

Dazu benétigt man den Begriff der Streichungsmatrix.

Definition (Streichungsmatrix)

Sei A = (au)k,1=1..n € Mat(n,K) und 1 < i,j < n zwei Indizes. Die
Matrix Aj; € Mat(n — 1,K), die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und
J-ten Spalte entsteht, heit (i, j)-te Streichungsmatrix von A.

Lemma
(i) die (i,j)-te Streichungsmatrix von A stimmt mit der Matrix (A;)t
liberein.
(ii) (—1)i+j det A,'j = det(a1 crAj_16jAj41 -a,,).

Beweis. (i) ist klar.

453 /832

Beweis von (ii). Die (n x n)-Matrix (a1 ---aj_1€jajy1---ay,) lasst sich
durch Addition von Vielfachen der j-ten Spalte zu den anderen Spalten in
folgende Form bringen:

( alr -+ arj—1 0 ajy1 -0 ain \
ai—11 - ai—1j-1 0 aj_1j41 -+ ai—1a
Bj := 0o ... 0 1 0 0
aiy11 -+ ait+1j—1 0 aiy1j41 o Qigin
\ dnl T dnj—1 0 dnj+1 T dnn )

Die Matrix Bj; lasst sich durch i — 1 Zeilen- und j — 1
Spaltenvertauschungen in die Blockdiagonalgestalt ( (1) /2 ) bringen.
ij

Also det(a;---aj_1€@jy1---a,) =
det B’.I — (_1)(i_1)+(j_1) det AU = (—]_)H_J det A,J u
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Satz
Sei A= (a;);j € Mat(n,K) und A = (3j);; definiert durch

5ij = (—1)i+j det Aj,‘ . det(a1 ccraj-16jAj41 a,,).

Dann gilt AA = AA = (det A)1,,.

Beweis. Wir zeigen zuerst AA = (det A)1,:

~ Lemma
E ajjdjk = E djk det(a;---aj_1 € ajt1--: an)
J J

—

= det(a1 SRR ] Z ajk€ Ajy1--- a,,) — 0j det A.
J
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Weiter im Beweis: Ist det(A) # 0, so erhalten wir aus gf\/ = (det A)1,
auch AA = det(A)1,, und zwar durch Multiplikation von AA = (det A)1,,
von links mit A und von rechts mit A~!.

st aber 0 = det(A) = det(A'), so erhilt man
P mmal(i ~ T e
0 = (AT)AT temzel) (A) AT = (Ad)"

und damit auch AA = 0. ]
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Folgerung (Entwicklungssatz von Laplace)
Fiir jede Matrix A € Mat(n,K) gilt:
(Z) (Entwicklung nach der i-ten Zeile)

det A=) (—1)"ajdet A
j=1

(S) (Entwicklung nach der j-ten Spalte)

det A=) (—1)"ajdetAy.
=il

Beweis. Auf der rechten Seite von (Z) bzw (S) steht, siehe Lemma (ii),

genau der i-te bzw. j-te Diagonaleintrag der Matrix AA = (det A)1, bzw.
der Matrix AA = (det A)1,,. O
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Folgerung (Cramersche Regel)
Sei A € GL(n,K) und b € K". Dann gilt:

() At =gz A

(i) Die eindeutig bestimmte Lésung x = (x;)i=1..n der Gleichung Ax = b
berechnet sich nach der folgenden Cramerschen Regel

Xj = det(al---a,-_l b a,-+1---a,,).

det A

Beweais.

(i) folgt sofort aus det A £ 0 und AA = (det A)1,.
(ii) Mit 5,'1' = det(a1 ccc@j1€j@j41 e a,,) und x = A~ 1b ist

1 - 1
Xj = det A Z a,-jbj = det A det(a1 SRR | Z bjej ajp1-° a,,)
J J
1
= detAdet(al ---a,-_lba,-+1 ---a,,) []
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Cramersche Regel fiir n = 2:

biaxy — ajobo

d11d22 — d12421

aiiby — bran

X =
di11d22 — di24d21

Und (vgl. Spezialfille: b = e; bzw. b = &):

A—1: 1 az? —adi12
d11d22 — ai2ali —d?21 aii
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Ein Zahlenbeispiel fiir den Entwicklungssatz von Laplace:

1 1 2
Wir wollen die Determinantevon A= 0 1 2 durch Entwicklung
T 1 —1
nach der ersten Spalte berechnen:
1 1 2
det 01 2 = 1-detAj;; — 0 -det Ay; + 7 - det A3z
™ 1 -1

1 2 1 2
—1-det<1 _1)+7r-det(1 2)——3+7T-0——3
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Matrixinversion und Determinanten
Kapitel 14

Diagonalisierung von Endomorphismen J
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Diagonalisierung von Endomorphismen Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum

Eigenwerte, Eigenvektor und Eigenraum

Definition
Sei F ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V/, d.h. die
Selbstabbildung F: V — V sei K-linear.

@ )\ € K heiBt Eigenwert von F, wenn es einen vom Nullvektor
verschiedenen Vektor 0 # v € V gibt, so dass

F(v) = Av.

@ Jeder solche Vektor heiBBt Eigenvektor von F zum Eigenwert .

@ Der Unterraum von V' definiert durch
Vy :={v e V|F(v) = Av}

heiBt Eigenraum von F zum Eigenwert .
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Diagonalisierung von Endomorphismen Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum

Beispiel 1:
Sei V =R? und
0 1
F = ( 10 ) € End(V).

e1 + e ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1,

e1 — & ist ein Eigenvektor zum Eigenwert —1,

Die Eigenrdume sind V4 = R(e; + &) und V_; = R(e; — &),
Da V = Vi & V_q, hat F keine weiteren Eigenwerte.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum

Beispiel 2:
Die lineare Abbildung von R? nach R?, gegeben durch die Matrix

D . [ Cos¥ —sin
7\ singp cosp )’

ist eine Drehung um den Winkel ¢ und hat daher hat keine reellen
Eigenwerte, falls ¢ kein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist.

0
1

x\ (0 -1 x\ ([ -y \ ! X
o ()= (3 0)(5)=(2) ()
d.h. —y = Ax und x = \y. Dies impliziert aber x = —A\%2x und y = —\?y.
Wegen A2 > 0, ergibt dies x = y = 0.

Zum Beispiel ist D/, = ( _01 ) und die Eigenwertgleichung liefert
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Diagonalisierung von Endomorphismen Charakteristisches Polynom

Charakteristisches Polynom
Das charakteristische Polynom dient zur Bestimmung der Eigenwerte.

Verabredung. Wir nehmen im Folgenden an, dass K O Q ein unendlicher
Korper ist. Wir unterscheiden nicht zwischen Polynomen P(t) € K[t] und
polynomialen Funktionen P: K — K.

Definition (Charakteristisches Polynom)

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n < oo und F € End(V).

Das charakteristische Polynom Pg: K — K, t — Pg(t), von F ist definiert
durch

Pe(t) := det(F —tld) = det(A—t1,)
= Z e(0) (a10(1) = t015(1)) = - - - (no(n) = tOno(m)) »
o€S)

wobei A = (ajj);j die darstellende Matrix von F beziiglich (irgend)einer
Basis von V' ist.

y
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Diagonalisierung von Endomorphismen Charakteristisches Polynom

Wie sieht das charakteristische Polynom aus?

Satz
Das charakteristische Polynom von F € End(V') hat Grad n = dim V.

Schreibt man i
Pe(t) = Z apth
k=0
mit Koeffizienten o € K, die von F abhangen, dann gilt
ag = detF = detA.

Op—1 = (_1)n—1 (311 =200 oF ann)
o = (—1)",

wobei A = (aj;) die darstellende Matrix von F ist.

Die Summe der Diagonalelemente von A heiBt auch die Spur des
Endomorphismus F: Tr(F) = Tr(A) := a11 + -+ - + ann.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Charakteristisches Polynom

Beweis. Das Polynom (310(1) — t510(1)) oLt (ana(n) — t5na(n)) hat fiir
jede Permutation o # Id einen Grad < n — 2, da dann mindestens zwei
Ausdriicke d;,(j) gleich 0 sind.

Daher gilt
Pe(t) = (a1 —t) - ... (ann — t) + Q(1)
mit einem Polynom Q(t) vom Grad < n — 2.

Ausmultiplizieren liefert nun:
Pe(t) = (—)" + (=) a1y + - + aun) + -+ + PE(0)

mit Pr(0) = det(F — 0-1d) = det F.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Charakteristisches Polynom

Charakteristisches Polynom und Eigenwerte

Satz
Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und F € End(V'). Dann gilt:

Die Eigenwerte von F sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms von F.

Beweis.

A € K ist genau dann ein Eigenwert von F, wenn es einen Vektor
0 # v € V gibt mit F(v) = Av, d.h. wenn (F — AId)(v) = 0 gilt, d.h.
wenn ker(F — Ald) # 0.

Dies ist gleichbedeutend mit det(F — Ald) = Pg(\) = 0. O
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen
Definition
Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n.

F € End(V) heiBt diagonalisierbar, wenn es eine Basis B = (by, ..., by,)
von V gibt, so dass die darstellende Matrix von F Diagonalgestalt hat:

A 0 0
Mg(F) = diag(A1,...,A\p) := o . 0 |, mthi,...; \,eK
0 0 A\,

Bemerkung
Die Basisvektoren b; sind dann Eigenvektoren von F und die
Diagonaleintrage \; sind die zugehorigen Eigenwerte \;.

F ist also genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis aus
Eigenvektoren gibt.
Diese Basis, wenn sie existiert, ist nicht eindeutig.

v
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Erinnerung und Erweiterung:
Definition (Innere Summe von mehr als zwei Unterrdumen)
Sei V' ein Vektorraum und V1, Vi, ..., Vi C V Unterrdume. Die innere

Summe der Unterrdume V; ist dann der Unterraum
Vi+Vot- -+ Ve={vi+w+ ---+wv|vveV,i=12 ... k}.

Haben die Unterrdume die Eigenschaft

V:N span{U Vit ={0} Vi
JF#I

so heiBBt die Summe direkt und wir schreiben Vi ® Vo @ - -- @ V.

470 /832



Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Es gilt:
o Vl@---@Vk:("'((\/l@VQ)@V3)EB“'€BV/<_1)@V/<-

@ Jeder Vektor v € V1 @ ... & Vi hat eine eindeutige Darstellung
V=wvi+w+---+vemity eV,

o Jedes k-Tupel (vq, va, ..., vx) von Vektoren v; € V; \ 0 ist linear
unabhangig.

Bemerkung

Allgemeiner:

Sei (Vj)ies eine beliebige (nicht notwendiger Weise endliche) Familie von
Unterraumen V; C V.

Wir definieren ) ;., Vi := span{U;¢; V;} und schreiben V = P, V;, falls
(i) V =>;c; Vi und (ii) jede Familie (v;);c; von Vektoren v; € V;\ 0

linear unabhangig ist.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Charakteristisches Polynom und Diagonalisierbarkeit

Satz

Das charakteristische Polynom eines diagonalisierbaren Endomorphismus F
zerfallt in Linearfaktoren.

Beweis. Aus Mg(F) = diag(\1, ..., A,) folgt

Pe(t) = det(diag(A1 —t,...,Ap—t))
(AM1—t)-...-(Ap—1t)
= (=1D)"(t—=M1) ... (t—An).

Bemerkung J

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht, wie wir gleich sehen werden.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Beispiel 1
Sei

F—= ( é 1 ) ¢ End(K?).

Pe(t) = (1 — t)? zerfillt in Linearfaktoren, t = 1 ist der einzige Eigenwert.
Eigenvektoren zum Eigenwert 1 erfiillen die Gleichung

(00)(%)=

Also ist der Eigenraum zum Eigenwert 1 gleich V; = Key.

Es gibt also keine Basis aus Eigenvektoren und F ist nicht diagonalisierbar.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Beispiel 2
Sei
_ (0 -1 2

F—<1 0 )EEnd(K).
Dann gilt Pr(t) = t? + 1.
Uber dem Korper K = R hat Pg(t) keine Nullstellen und zerfillt also nicht
in Linearfaktoren.
Insbesondere ist F nicht diagonalisierbar. Wir haben schon gesehen, dass
F die 90°-Drehung ist und deshalb keine Eigenvektoren hat.
Uber dem Kérper K = C zerfillt Pp(t) = t> +1 = (t +i)(t — i).

Dariiber hinaus ist F diagonalisierbar (mit komplexen Eigenwerten £/):

F(er —iex) = e +ieg = i(er — iep)
F(er +ie) = e —ieg = —i(e1 + iep).
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Diagonaliserbartkeit
Multiplizitat der Nullstellen des char. Polynoms

Ist A eine Nullstelle eines Polynoms P(t), so kann man P schreiben als
P(t) = (t = A)"Q(t)

mit einem Polynom @ mit Q(\) # 0. Die nicht-negative Zahl m heiBt
Vielfachheit der Nullstelle A.
Definition (Multiplizitat der Nullstellen des char. Polynoms)

Sei F ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V
mit Eigenwert .

Die algebraische Vielfachheit my des Eigenwerts X ist definiert durch

Pe(t) = (t — X\)™ Q(t), wobei Q € K[t] mit Q(X\) # 0.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Multiplizitat und Dimension des Eigenraumes

Satz
Es sei V/\ der Eigenraum zu )\ und ny := dim V) die sogenannte

geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A. Dann ist die geometrische
Vielfachheit durch die algebraische Vielfachheit beschrankt

ny < my.
)
Beweis. Sei By = (b1, ..., bs,) eine Basis des Eigenraums V.
Nach dem Basiserganzungssatz konnen wir By zu einer Basis B von V
erganzen.
Dann gilt

me(F)= (5 ).

wobei D eine quadratische Matrix ist.
Daraus ergibt sich Pe(t) = (—1)"(t — A\)™ Pp(t) und somit ny < my. O
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren

Satz

Sei V ein Vektorraum, F € End(V) und v;, i = 1,..., k, seien
Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten \;.

Dann ist die Familie (v1, ..., vk) linear unabhingig.

Beweis. Wir fihren den Beweis durch Induktion nach k.

IA: Fiir kK = 1 ist nichts zu zeigen, da ein Eigenvektor per definitionem
ungleich dem Nullvektor ist.

IV: Sei k > 2, und es gelte dass die Familie (vq,...,vk_1) von k —1

Eigenvektoren vq, ..., vx_1 zu verschiedenen Eigenwerten ); linear
unabhangig ist.

IS: Seien vi, ..., vi Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten \;. Wir
missen zeigen, dass die Familie (v;) linear unabhangig ist.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Weiter im Beweis:

Angenommen, es gelte 0 = Zf'(:l civj, so folgt einerseits

k
0= Z )\kC,'V,'
i=1

und andererseits durch Anwendung von F

k
0= Z )\,'C,'V,'.
i=1

Subtraktion der beiden Gleichungen liefert

k—1
0= Z ()\k — )\,‘) CiVi
i=1 £0

und somit (wegen der Induktionsvoraussetzung) ¢; = 0 fiir
i=1,... k-1

Es folgt 0 = fozl ¢;vi = ¢, Vi und somit auch ¢, = 0. O
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Diagonalisierbarkeit und Aufspaltung in Eigenraume

Satz
Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und F € End(V). Dann sind
aquivalent:

(i) Der Endomorphismus F ist diagonalisierbar

(i) Das charakteristische Polynom Pg zerfallt in Linearfaktoren und fiir
alle Eigenwerte \ stimmen geometrische und algebraische Vielfachheit
liberein, my = ny

(iii) V ist direkte Summe von Eigenrdumen, V = @ V.

A EW

Beweis. Sei F ein beliebiger Endomorphismus. Seien Aq1,..., A, die
verschiedenen Eigenwerte von F. Sei U = @fle V), € V die innere
Summe der Eigenrdume zu den verschiedenen Eigenwerten. Sie ist direkt.

Wahle eine Basis By von U. Nach dem Austauschlemma konnen wir By
zu einer Basis B von V' erganzen.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Weiter im Beweis:
Die darstellende Matrix von F beziiglich B hat dann die Gestalt

/V/B(F):(g‘ ;),

wobei A die darstellende Diagonalmatrix der Einschrankung F|y (beziiglich
der Basis By) ist und D eine (m x m)-Matrix ist, m := dim V — dim U.

Daraus folgt fiir das charakteristische Polynom von F
Pr(t) = Pa(t)Q(t),

wobei Q(t) = Pp(t), falls m > 0 und Q(t) =1, falls m = 0.

Nun gilt: F diagonalisierbar <— U=V <— m=0 <
PF(t) = PA(t) = ()\1 _ t)n>\1 .. ()\k o t)n>‘k_ -
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Kapitel 15

Euklidische und Hermitesche Vektorraume
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Euklidische und Hermitesche Vektorraume Euklidische Vektorraume

Euklidische und Hermitesche Vektorraume

Wir betrachten nun Vektorraume, die mit einer zusatzlichen Struktur,
einem Skalarprodukt, ausgestattet sind. Mit dessen Hilfe kbnnen wir
geometrische GroBen wie Abstand, Lange und Winkel definieren.

Erinnerung: Linearformen
Sei V ein K-Vektorraum.

@ Der Vektorraum

V* .= L(V,K)={L: V- K| L ist K-linear}

heiBt Dualraum zu V oder auch Raum der Linearformen.

@ Hat V endliche Dimension n, so auch V*. Ist (vi,...,v,) eine Basis
von V, so ist v{,..., v, definiert durch

(N 1 fallsi=j
Vi(VJ)_{O falls i £ j °

eine Basis von V*. Diese Basis heiBt die zu (vi, ..., v,) duale Basis.
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Euklidische und Hermitesche Vektorraume Euklidische Vektorraume

Bi- und Multilinearformen
Definition
Sei V ein K-Vektorraum.

@ Eine Abbildung B: V x V — K heiBt Bilinearform, wenn sie linear in
beiden Argumenten ist, d.h. wenn fiir alle x,y,z € V und a,b € K
gilt:

Blax+by,z) = aB(x,z)+ bB(y,z) und
B(z,ax + by) = af(z,x)+ bp(z,y)

@ Eine Abbildung

pw:Vk=vx...xv = K

(Vi) = (Vs i)

heiBt Multilinearform (genauer k-Linearform), wenn y in jedem der k
Argumente linear ist.

Wy
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Euklidische und Hermitesche Vektorraume Euklidische Vektorraume

Beispiele
@ Linearformen sind 1-Linearformen

Beispielsweise ist f +—> fab f(x)dx eine Linearform auf dem Vektorraum
der integrierbaren Funktionen auf dem Intervall [a, b].

@ Sei V = CY[a, b]) der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem
Intervall [a, b]. Dann definiert (f, g) — fab f(x) - g(x)dx eine
Bilinearform auf V.

@ Die Determinante det: Mat(n, K) = (K")" — K ist n-linear.
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Euklidische und Hermitesche Vektorraume Euklidische Vektorraume

Symmetrische und schiefymmetrische Bilinearformen

Definition
Eine Bilinearform 5: V x V — K heiBt

@ symmetrisch, wenn

B(v,w) = B(w,v) firalle v,we V.
@ schiefsymmetrisch, wenn

B(v,w) = —0B(w,v) firalle v,weV.
@ nicht entartet, wenn die lineare Abbildung

vV — V*
vV = B(Va')

injektiv ist, d.h. wenn v = 0 der einzige Vektor ist, fiir den
B(v,w) =0 fiir alle w € V gilt.
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Definition
SeidimV =n, a: V x V — K eine Bilinearform und B = (vi,...,v,)

eine Basis von V. Als darstellende Matrix (cj)i<ij<n von a beziiglich B

bezeichnen wir die Transponierte der darstellenden Matrix der linearen
Abbildung V — V* v — «(v,-), beziiglich der gegebenen Basis von V
und der dazu dualen Basis von V*.

Bemerkungen/UA

@ Dies ist die (n x n)-Matrix mit den Eintragen
aj = a(vj, V).

Denn: Wir schreiben a(v;, ) = >, ckiv;, mit (zu bestimmenden)
cki € R (k=1,...,n), und wenden diese Linearform auf v; an und
finden
a(vi, vj) = Dy v (V) = Gi = aij.
@ Die Bilinearform « ist genau dann nicht entartet, wenn ihre
darstellende Matrix invertierbar ist.
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Euklidische und Hermitesche Vektorraume Euklidische Vektorraume

Bemerkungen /UA

@ Die Bilinearform « ist symmetrisch (bzw. schiefsymmetrisch) genau
dann, wenn ihre darstellende Matrix A symmetrisch (bzw.
schiefsymmetrisch) ist, d.h. wenn A = AT (bzw. A = —A"). Der
Raum der symmetrischen (bzw. schiefsymmetrischen) Bilinearformen

bildet einen Vektorraum iiber K der Dimension w (bzw. @)

@ Wir betrachten R” mit der kanonischen Basis und definieren (-, -)

durch
n n n
B> xiei, > yiei) = > xiyi,
i=1 i=1 i=1

Die darstellende Matrix von 3 beziiglich der kanonischen Basis ist
dann die Einheitsmatrix 1,,.
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Euklidische Vektorraume

Definition (Euklidisches Skalarprodukt/Euklidischer Vektorraum)

Sei V ein reeller Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform
(-,-): V x V — R heiBt positiv definit, wenn fiir alle v € V, v # 0 gilt

(v,v) > 0.

Ein (Euklidisches) Skalarprodukt auf V ist eine positiv definite
symmetrische Bilinearform V x V. — R.

Ein Euklidischer VVektorraum ist ein reeller Vektorraum, zusammen mit
einem (Euklidischen) Skalarprodukt.

Bemerkung

Skalarprodukte sind nicht entartet, denn aus (v, v) = 0 folgt v = 0.
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Euklidische und Hermitesche Vektorraume Euklidische Vektorraume

Beispiel
Das kanonische Skalarprodukt auf R” ist definiert durch

n
(x,y) ==Y xiyi,
i=1

wobei x = Y7 . xje; und y = > 7, yiei. Die darstellende Matrix des
kanonischen Skalarprodukts von R” beziiglich der kanonischen Basis ist die
Einheitsmatrix 1,, denn

1, falls =,

(ei, &) = 0jj == {

0, sonst.
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N s
Geometrische GroBen 1: Lange und Abstand

Definition
Sei V ein Euklidischer Vektorraum.

e Die Lange (auch Norm) eines Vektors v € V ist die nicht-negative

Zahl
vl = v/ (v, v).

@ Der Abstand d(x,y) zweier Punkte x,y € V ist die Lange des
Vektors y — x:

d(x,y) = lly —x||.
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2Tl Vil e
Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ist fundamental. Sie erlaubt es u.a.,
Winkel zu definieren.

Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Sei V' ein Euklidischer Vektorraum. Dann gilt fiir alle v,w € V:

[{v, w)| < [lv]] - [[wl,

mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhangig sind.

.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass v # 0 und w = 0 gilt, denn sonst ist
nichts zu zeigen.
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Weiter im Beweis:
Fiir alle A\, u € R gilt wegen der Bilinearitat

0< (v 4+ pw, Av + uw) = N||V[2 + @[ w]]? + 27 (v, w).

[wll vl

Einsetzen von \ = ™ und p = =+ Twl liefert

0 < 2f|vlfjwll £ 2{v, w),

d.h. =(v,w) < ||v]|||w]|, und damit die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.
Gleichheit gilt genau dann, wenn fiir eine dieser beiden Wahlen von A und
w gilt Av + uw = 0, d.h. wenn v und w linear abhiangig sind. [
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2Tl Vil e
Geometrische GroBen 2: Winkel und Orthogonalitat

Definition
Sei V' ein Euklidischer Vektorraum und v,w € V \ {0}.

@ Der Winkel Z(v,w) zwischen v und w ist definiert als

(v, w)

Z(v,w) := arccos
’ vl wl]

€ [0, 7].

E[_]-71]
@ Man sagt, dass v,w € V senkrecht aufeinander stehen oder
orthogonal sind, wenn

(v,w) =10
und schreibt dafiir v 1 w.

o Fiir jeden Unterraum U C V' heiBt der Unterraum
Ut :={v e V|v L u fiir alle u € U}

das orthogonale Komplement von U in V.

uuuuuuu
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Orthogonales Komplement
Satz

Sei B eine nicht entartete Bilinearform auf einem n-dimensionalen
Vektorraum V und U C V ein Unterraum.
(i) Dann hat der Unterraum U’ :={v € V| (u,v) =0 Vu € U} die
Dimension dim U’ = n — dim U.

(i) Die Unterrdume U und U’ sind genau dann komplementar, d.h.
V=UaU, wenn UNn U =0.

Zu jedem Unterraum in einem Euklidischen Vektorraum gibt es ein
ausgezeichnetes Komplement:

Folgerung

Sei U C V ein Unterraum eines endlichdimensionalen Euklidischen
Vektorraums. Dann ist UL ein Komplement zu U in V, d.h. V = U & U+,

Beweis. der Folgerung: es gilt UN U+ = {0}, denn v € UN U+ impliziert
(v,v) = 0. Da das Skalarprodukt positiv definit ist, folgt v = 0. O]
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Beweis des Satzes:

Sei (uy,...,u,) eine Basis von U, ausgedehnt zu einer Basis (u1, ..., up,)
von V. Der Unterraum U’ ist genau der Lésungsraum des linearen
Gleichungssystems

B(u;,ijuJ Zﬁu,,ujxj ZBUXJ—O furalle i=1,...,r.

Da (3 nicht entartet ist, ist die Abbildung U > v+ S(u,.) € V* injektiv.
Somit hat die Matrix (j)i=1,....rj=1,...n vollen Rang r = dim U. Damit ist
die Dimension des Losungsraumes U’ gleich dimV — r = dim V — dim U.
(i) folgt aus (i) und der Dimensionsformel:

dim(U + U) dim U + dim U’ — dim(U N U')

—~
~.
~—

dim V —dim(U N U).

[
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Orthonormale Basen

In Euklidischen Vektorraumen gibt es eine ausgezeichnete Klasse von
Basen.

Definition
Sei (V,{(.,.)) ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum.
(i) Eine Vektor v € V heiBt Einheitsvektor, wenn ||v|| = 1.

(ii) Eine Basis (w1, ...,w,) von V aus n Einheitsvektoren w; € V, die
orthogonal zueinander sind, heiBt Orthonormalbasis (kurz: ONB). Es
gilt <W,‘, WJ> = 5,"1'.

Beispiel
Die kanonische Basis von R" ist orthonormal bzgl. des kanonischen
Skalarproduktes.
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Die Komponenten eines Vektors v € V in einer Orthonormalbasis
(wi,...,wp) sind gegeben durch (v, w;) € R, d.h.

n
v = Z(v, w;) w;.
i=1

Beweis. Da (wjy, ..., w,) eine Basis ist, ldsst sich v (eindeutig) als
Linearkombination schreiben,

n
v:::jE:,XnN; mit A € R .
i=1

Wir nehmen das Skalarprodukt mit w;:

(vowi) = Aidwi,wy) =) Xidij = A
i=1 i=1

]
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Satz
Sei V' ein Euklidischer Vektorraum und (v;);c; eine Familie von
orthogonalen Vektoren v;i € V mit v; # 0, d.h.

vi L fiiralle i#j.
Dann ist die Familie (v;);c; linear unabhangig.
Insbesondere ist in einem n-dimensionalen Euklidischen Vektorraum jede
Familie aus n orthogonalen Einheitsvektoren eine Orthonormalbasis.
o
Beweis.
Sei 0 = ZjeJ Ajvj, wobei J C [ eine endliche Teilmenge ist und \; € R.
Daraus folgt fiir alle i € J
2
0= (vi, Y Ajvi) = > A{vi, vi) = Ailvil
JjeJ JjeJ

und somit \; = 0. ]
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Orthonormalisierungsverfahren

Satz (Gram-Schmidt)

Jeder endlich-dimensionale Euklidische Vektorraum besitzt eine
Orthonormalbasis. (Diese ist natiirlich nicht eindeutig.)

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach n =dimV € N,
@ Falls dimV =1, so existiert v # 0 und wj : W ist eine ONB.

@ Wir nehmen an, dass jeder Euklidische Vektorraum der Dimension
< n eine ONB hat und zeigen, dass dann auch jeder n-dimensionale
Euklidische Vektorraum eine ONB hat.

@ Sei v € V, v # 0. Nach Induktion besitzt der (n — 1)-dimensionale
Unterraum v+ := (Rv)! eine ONB (wa,...,w,). Durch w; := ﬁ
wird diese zu einer ONB von V erganzt.

[
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Gram-Schmidt Verfahren
Eine beliebige Basis der Form (v, ..., v,) kann man algorithmisch zu einer
ONB umformen:
Wir setzen wy = ” ” Iterativ nehmen wir an, dass wir schon Vektoren
wi, ..., Wk konstruiert haben mit (w;, wj) = 0. Ist (wq,. .., wy) schon
eine Basis, dann sind wir fertig. Andernfalls definieren wir die senkrechte
Projektion von vy, 1 auf den von den Vektoren wy, ..., wy aufgespannten
Raum:

Vi1 = (Via1, W)Wy + .« .o+ (Vi 1, wie) wi

und bilden: Wk+1 = Vk4+1 — Vkt1- Es gilt
(Wit1, Wi) = (Viep1, Wj) — (Vieg1, wi) (wj, wy) =0 fiir 1 <7 < k.

Der Vektor w1 = ” s ” erfiillt dann (wy1, wj) = dk41, und
(wi,...,wp,) ist eine ONB
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Beispiel
1 1
Seien vi = | 2 und v = | 0 | = e; in R3. Beziiglich des
2 0
Standardskalarprodukts (-, -) erhalten wir:
1 1
Wi = —Vvi = =V,
1 NG 1= 3%
. 1 1
Wo = e1 — (e1, wi)wy = €1 — g1 =g (Ber — 2ex — 2e3),
1 . 1
Wor = ———Wh = —(861 — 262 — 263).

(Wi, Vi) 61/2
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Normierte Vektorraume

Definition
Sei V ein K-Vektorraum, wobei K = R oder K = C.
Eine Norm auf V ist eine Abbildung

I-1: V—=10,00), v |v],

mit folgenden Eigenschaften:

N1) Fiir v € V gilt genau dann ||v|| =0, wenn v = 0.
N2) |[\v] = |A| - ||v] fiir alle v e V, A € K.
N3) [|[v+ w| <||v||+ ||w]| fir alle v,w € V (Dreiecksungleichung).

Ein normierter Vektorraum ist ein reeller oder komplexer Vektorraum
zusammen mit einer Norm. )
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Satz
Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum. Dann wird durch

VIl :==VA{v,v), veV,

eine Norm || - || auf V' definiert. Damit ist jeder Euklidische Vektorraum
insbesondere ein normierter Vektorraum.

Beweis.
N1) folgt daraus, dass (-,-) positiv definit ist.

N2) folgt aus der Bilinearitat von (-, -):
IAV][? = (v, Av) = X2(v, v) = N[ lv||*.
N3) folgt aus der Bilinearitat und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

lv+wl? = [lv® + [lw]* + 2{v, w)
< vIP+Iwl? + 2llviliwll = (vl + lwl)?. O
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Hermitesche Vektorraume

Um auf komplexen Vektordumen geometrische GroBen einfiihren zu
konnen, bendtigt man den Begriff eines Hermiteschen Skalarprodukts.

Definition
Sei V' ein komplexer Vektorraum. Eine Hermitesche Form auf V' ist eine

Abbildung (-,-}: V x V — C, die C-linear im ersten Argument ist, und die
fiir alle v,w € V folgende Bedingung erfiillt:

(v,w) = (w,v) .

Bemerkung

Daraus folgt, dass (-, -) konjugiert-linear im zweiten Argument ist, d.h.

(u, \v + pw) = Mu, v) + i{u, w) fiiralle wu,v,w € V,\ pucC,

denn (u, \v) = (v, u) = X (v, u) = \(u, V).

AuBerdem ist (v, v) reell fiir alle v € V, da (v,v) = (v, v).
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Bemerkung

Die Menge der Hermiteschen Formen eines komplexen Vektorraumes ist
ein reeller (kein komplexer!) Vektorraum, denn: Ist 3 eine Hermitesche
Form und A € C, so gilt

()‘6)(”7 V) — )\5(”; V) — AB(‘@ u) — Xﬁ(V, U),

d.h. (AB)(u,v) = (AB)(v, u), falls A = X reell.

Definition
Eine Hermitesche Form (-,-): V x V — C heiBt positiv definit, wenn

(v,v) >0 fiirallev e V\O.

Ein (Hermitesches) Skalarprodukt auf V' ist eine positiv definite
Hermitesche Form V x V — C. Ein Hermitescher Vektorraum ist ein
komplexer Vektorraum zusammen mit einem Hermiteschen Skalarprodukt.
(Hermitesche Vektorrdume heiBen auch unitire Vektorrdume.)

v
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Beispiel
@ Das kanonische (Hermitesche) Skalarprodukt auf C” ist definiert

durch :
(z,w) = ZZ,‘W,‘,
i=1

wobei z =", zie;und w =" | wie;.
@ Sei V =R". Dann definiert jedes Euklidische Skalarprodukt (.,.) ein

Hermitesches Skalarprodukt (.,.)" auf C" mittels komplex linearer
und konjugiert linearer Erweiterung. D.h. wir definieren (., .)" durch

O+ iy u i = O u) + (V) + i (s ) = (x, 1))

fur alle x,y,u, v € R".
(., yH ist in der Tat ein Hermitesches Skalarpodukt (UA)
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Bemerkung
Sei V ein Hermitescher Vektorraum.

@ Auf V definiert man wieder die Lange eines Vektors durch
vl :==V{v,v), veV.

@ Ist (.,.) ein Hermitesches Skalarpodukt, so definiert sein Realteil
g(u,v) := Re(u, v) ein Euklidisches Skalarprodukt auf V/, aufgefasst
als reeller Vektorraum (UA).

Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

Sei h = (-,-) ein Hermitesches Skalarprodukt auf einem C-Vektorraum V.
(i) Dann gilt fiir alle v,w € V:

(x)  Kvowp < || - [lwl].

(i) Gleichheit in (x) gilt genau dann, wenn v und w linear abhangig sind.

.
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Beweis.

(i) Wir kdnnen annehmen, dass (v, w) # 0 gilt, und setzen

Wegen |(v, w)|? = (v, w){v, w) gilt dann

Dwvow) = Av,w) = ewlbewl

[{v, w)

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir das Euklidische
Skalarprodukt g := Re(h) liefert weiter

(2) (v, w) =g(Av,w) < Veg(v, Av)/g(w,w) = |lv] - [lw].

(i) Gleichheit in (2) und somit in (x) gilt genau dann, wenn Av und w
linear abhdngig iber R und somit v und w linear abhangig liber C
sind.

]
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Die Euklidische Norm

Wie im Fall von Euklidischen Vektorraumen gilt fiir Hermitesche
Vektorraume V: Das Hermitesche Skalarpodukt (-, -) definiert eine Norm

| - || auf V:
vl = e, vev.
Fiir N2) rechnet man nach: |[Av||2 = (Av, Av) = AX(v, v) = A\|v].

Die durch das kanonische Skalarprodukt auf dem R"” und die kanonische
Hermitesche Form auf dem C” definierte Norm heif3t Euklidische Norm,

509 / 832

Euklidische und Hermitesche Vektorraume Hermitesche Vektorraume

Unitare Basen
Wieder gibt es eine ausgezeichnete Klasse von Basen:

Definition (Unitare Basen)

Sei (V,{.,.)) ein endlichdimensionaler Hermitescher Vektorraum. Eine
unitare Basis von V ist eine Basis (wi, ..., wp) mit

(wi, wj) = dij.

(Ist der Bezug auf das Hermitesche Skalarpodukt klar, so kann man auch
wieder von einer ONB sprechen.)

Die Komponenten eines Vektors v € V in einer unitiren Basis
(wi, ..., wy) sind wieder gegeben durch (v, w;), d.h. v =37 (v, w;)w;.

Satz

Jeder endlichdimensionale Hermitesche Vektorraum besitzt eine unitare
Basis.

Beweis. Ubungsaufgabe (wie fiir den Satz von Gram-Schmidt) 510 Lok



Euklidische und Hermitesche Vektorraume Orthogonale und unitdre Gruppe

Die orthogonale Gruppe

Definition

Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum.

Eine surjektive lineare Abbildung F: VV — V heiBt orthogonal, wenn

(F(v),F(w)) = {(v,w) firalle v,we V.

Bemerkung
@ Aus der Gleichung folgt, dass F injektiv ist: aus F(v) = 0 folgt
0= (F(v),F(v)) = (v,v), also v =0. Falls dim V < oo, so folgt aus
Injektivitat die Surjektivitdt. Diese muss also bei endlich
dimensionalen Vektorraumen nicht gefordert werden.

@ Die orthogonalen Abbildungen bilden eine Untergruppe
O(V) C Aut(V), die sogenannte orthogonale Gruppe zu V.

@ Orthogonale Abbildungen erhalten Winkel, Langen und Abstdnde. Sie
setzen sich daher aus Drehungen und Spiegelungen zusammen.

.
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O1clizzatels ) e Gy
Die orthogonale Gruppe des R”

Beispiel
Wir betrachten den R” mit dem kanonischen Skalarprodukt
(x,y) :==>_7_; xiyi. Dann definiert man die orthogonale Gruppe

O(n) := O(R", {.,.))

als Untergruppe invertibler Matrizen. Sei A = (a;;) € Mat(n,R) und ¢; die
kanonische Basis. Dann ist A € O(n) <=

8 = <e,-,ej> (Aej, Aej) = E akiajj ek, €r) g axialox = E ki kj
K

fiir alle i,j = 1,..., n. Dies ist aber dquivalent zu 1, = AT A. Es gilt also
fir A € Mat(n, R)
AcO(n) <= A'A=1,.

v
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Die unitare Gruppe

Definition (Unitare Gruppe)

Sei (V,(-,-)) ein Hermitescher Vektorraum.
Ein surjektiver Endomorphismus F: V — V heiBt unitir, wenn

(F(v), F(w)) = {v,w) fiiralle v,we V.

(Falls dim V' < oo, braucht die Surjektivitit nicht gefordert zu werden.)
Die unitiren Endomorphismen bilden eine Untergruppe U(V) C Aut(V),
die sogenannte unitire Gruppe von V (UA).

Beispiel
Fiir U(n) := U(C", (-, ), {z,w) == 31, zw;:
AeU(n) <= A'A=1,. Man schreibt auch AT := A" .

Ubungsaufgabe

U(n) kann als Untergruppe von O(2n) aufgefasst werden. 513 832
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Metrische Raume

Erinnerung:

Metrische Raume sind Mengen, auf denen eine reellwertige
Abstandsfunktion definiert ist.

Definition

Sei X eine Menge.

Eine Metrik (eine Abstandsfunktion) auf X ist eine Abbildung

d: X x X — [0,0)

mit folgenden Eigenschaften:

M1) Fiir x,y € X gilt genau dann d(x,y) =0, wenn x = y.
M2) d(x,y) = d(y,x) fiir alle x,y € X.

M3) d(x,z) < d(x,y)+ d(y,z) fir alle x,y,z € X (Dreiecksung/eichung).)
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Eine Norm auf einem Vektorraum definiert einen Abstand

Bemerkungen
@ Die Euklidische Metrik des R” ist gegeben durch:

d(x,y) = | D Ixi = yil?
=i

o Allgemeiner wird durch
d(x,y) =[x —yl, firx,yeV

auf jedem normierten Vektorraum (V|| - ||) eine Metrik
d: V x V — Rx>q definiert. Dabei folgt die Dreiecksungleichung fiir
die Metrik aus der fiir die Norm:

d(x,z) = ||x=2|| = [|x=y+y—2z|| < |Ix=y|+|ly—z|| = d(x, y)+d(y, 2)
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Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Raumen
Erinnerung: Mit Hilfe der Metrik kann man Konvergenz von Folgen
definieren.
Definition
(i) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge x, € X, n € N, heiBt
konvergent mit Grenzwert x € X, in Zeichen lim,_c X, = X, wenn
die Folge d(xp,x) € R eine Nullfolge ist, d.h. lim,_, . d(xp, x) = 0.
(i) Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume. Eine Abbildung
f: X =Y heiBt im Punkt x € X stetig, wenn
lim, o0 f(xn) = f(x) € Y fiir jede gegen x € X konvergente Folge
Xn € X.

f heiBt stetig, wenn f in allen Punkten x € X stetig ist.

Beispiel
Sei (V.|| - ||) ein normierter Vektorraum mit zugehoriger Metrik d.
Dann ist die Norm || - ||: V — R eine stetige Funktion, denn aus der

Dreiecksungleichung fiir die Norm folgt |[|x|| — [ly[|| < [Ix — . 516 /832




Euklidische und Hermitesche Vektorraume Die Parallelogrammgleichung

Die Parallelogrammgleichung

Die Frage, wann eine Norm auf einem reellen Vektorraum von einem
Skalarprodukt kommt, kann mittels der Parallelogrammgleichung

entschieden werden.

Satz (Parallelogrammgleichung)

Eine Norm || - || auf einem reellen Vektorraum V' wird genau dann durch
ein Skalarprodukt auf V' induziert, wenn fiir alle v,w € V die

Parallelogrammgleichung gilt:

(*)

v+ wl® + llv = wlf* = 2||v|* + 2||w|.

Beweis.

(=) Ist die Norm durch ein Skalarprodukt definiert, d.h. ist ||u||* = (u, u)
fiir alle u € V, so ergibt sich (*) durch Berechnung der linken Seite
mittels der Bilinearitat des Skalarproduktes.
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Weiter im Beweis:

(«<=) Wir definieren ein Skalarprodukt

1

(v,w) =2 (Ilv+ wll* = [lv — wlf*) .

T4

Dann gilt offenbar (v, w) = (w,v) und (v, v) = ||v||°.

Es geniigt daher, die Linearitdt von (-,-) im ersten Argument
nachzuweisen. Wir beginnen mit einer Hilfsrechnung:

Fiir alle u, v, w € V gilt:

(Def)

(u+ ', w) + (u—u, w)

% (e + v+ wlf? = [Ju+ v — w|f?)

7% (lu =o'+ wlf* = fJu — v — w]]?)

%(H” +w|®+ 1)) - %(Hu — Wi+ ||I/]?)
2+ P = fla = wiP) = 20, w).
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Weiter im Beweis:
Wir haben gezeigt, dass fiir alle u, ', w € V gilt

(1) (u+d w)+{(u—1d,w)=2{u,w).

Fir u = o erhilt man 2u, w) = 2(u, w).

Nun zeigen wir die Additivitat: Seien v, v’ € V beliebig. Definiert man
u:=3(v+v)und v :=3(v—V), soistv=u+d und v =u—u.
Aus (1) erhalt man dann

(v,w) + (v, w) W 2(u,w) = Qu,w) = (v + v w),

d.h. die Additivitat im ersten Argument.
Daraus ergibt sich per Induktion {nv, w) = n{v, w) fiir alle n € N,
Desweiteren folgt aus der Definition und der Norm-Eigenschaft (N2), dass

(—v.w) =L (= v+ wl® = [lv+wl®) = —(v,w),

P N B

und damit (nv, w) = n{v, w) fiir alle n € Z.
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Weiter im Beweis: Daraus ergibt sich wiederum, dass

1 1,1 1
;<U, W> - ;(nzu, W> - <;U, W>

fur alle u € V,n € Z*. Somit
(2) (Au, w) = A(u, w)

fir alle A € Q.

Da es zu jeder reellen Zahl X eine Folge A\, rationaler Zahlen gibt, die
gegen \ konvergiert, liefert die Stetigkeit der Norm die Gleichung (2) fiir
alle A € R. [
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Beispiele
(i) Die Euklidische Norm auf R" erfiillt natiirlich die
Parallelogrammgleichung.

(ii) Durch
n
Ix[lr =) Ixl, x=>_ xie R,
i=1

wird eine Norm auf R" definiert.

Diese erfiillt nicht die Parallelogrammgleichung, denn z.B. ist
8= e +el’+ e —el® # 2al®+2]el =4
(iii) Die Maximumsnorm
X[l max == max{|xa|, [xa], ..., [xal }

auf R" erfiillt nicht die Parallelogrammgleichung.

v
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Aquivalente Normen
Definition
Zwei Normen || - || und || - ||" auf einem Vektorraum V heiBen dquivalent,

wenn es positive Konstanten ¢ und C gibt, so dass

clvll < vl < Cllv|| firallev e V.

Bemerkung

o Dies definiert eine Aquivalenzrelation zwischen Normen (UA).
Insbesondere sind zwei Normen, die beide zu einer dritten aquivalent
sind, auch zueinander dquivalent (Transitivitat).

@ Seien di und d; die durch zwei dquivalente Normen auf V definierten
Metriken. Dann konvergiert eine Folge x, € V gegen x bzgl. d; genau
dann, wenn sie auch bzgl. d» gegen x konvergiert;

d.h. die metrischen Raume (V, d;) und (V, d>) haben dieselben
konvergenten Folgen.

o
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Alle Normen auf endlich-dimensionalen Vektorraumen sind
aquivalent
Satz

Je zwei Normen || - || und || - || auf einem endlichdimensionalen reellen oder
komplexen Vektorraum V' sind aquivalent.

Beweis. Sei B := (b1, ..., b,) eine Basis von V.

Fir x = 27:1 x;b; € V betrachten wir wieder die Maximumsnorm

|1 x| max := max{|x1|, ..., |xa|}.
Wir zeigen, dass jede Norm auf V dquivalent zu || - || max ist.
Fiir jede Norm || - || auf V gilt nach der Dreiecksungleichung

n n
Ixll = 1> xibill < D Ixil- 16l < Clixllmax.
i=1 i=1

mit C := > " ||bi||. Dies beweist die eine Ungleichung.
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Weiter im Beweis:
Wir nehmen an, es gibe kein ¢ > 0 mit ¢|| - |[max < || - |-

D.h. es gibt fiir jedes ¢ > 0 ein y € V mit c||y||max > ||ly||.- Damit findet
man fiir jedes c einen Vektor x := Hi_ll mit ||x||max = 1 und ¢ > ||x]].
max

1=

|x,.(k)| <1lund ;> |x(¥)||. Nach Bolzano-WeierstraB hat jede der

Fiir alle k € N gibt es also einen Vektor x(K) = $°7 1x,-(k)b,- c V mit

beschrankten Zahlenfolgen (XI-(k))keN, i =1,...,n, eine konvergente
Teilfolge.
Wir kénnen daher annehmen, dass (x(K)) beziiglich der Norm || - || max
gegen x = Y o _; x;b; € V konvergiert.
Es gilt dann
1 (k

Il < flx = X P 4+ [ < Cllx = 5Bl mae + - 37 0,
Also x = 0 und somit 0 = || x| max = liMk_e0 [[¥¥) || max, im Widerspruch
zu || x5 || pax = 1. ]
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Normalformen von Endomorphismen

Fiir bestimmte Klassen von Endomorphismen F: V — V existiert eine
Normalform. Damit ist gemeint, dass man stets eine Basis von V finden
kann, in der die darstellende Matrix Normalform — z.B. Diagonalgestalt —
hat (und dass “echt"” verschiedene Endomorphismen in Normalform auch

verschieden aussehen).
Sei z. B. F: R?2 — R? mit der darstellenden Matrix

1 1
A:<12).
5 1

beziiglich der kanonischen Basis (e, e2). Dann ist by = e; — e ist ein
Eigenvektor zum Eigenwert 1, und by = e; + e zum Eigenwert % D.h. in
der Basis (b1, by) hat F die einfachere Diagonalgestalt

1
19
0 3

Wir werden insbesondere Normalformen fiir orthogonale und unitare

Endomorphismen finden.
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Satz (Normalform unitdrer Endomorphismen)

Sei V' ein endlichdimensionaler Hermitescher Veektorraum und F € U(V)
ein unitarer Endomorphismus.
(i) Die Eigenwerte von F sind komplexe Zahlen vom Betrag 1.

(i) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht
aufeinander.

(iii) Es gibt eine unitdre Basis von V' bestehend aus Eigenvektoren von F.
D.h. F ist in einer unitaren Basis diagonalisierbar.

Beweis.
(i) Sei v ein Eigenvektor von F und X\ € C der zugehdrige Eigenwert. Aus

0# (v,v) = (Fv, Fv) = (Av, Av) = A\(v, v)
ergibt sich |A\| = 1.
(ii) Seien v, w € V Eigenvektoren von F zu den Eigenwerten A und p.
Wegen (i) ist A=t = X. Daher impliziert p # X, dass \iz # 1.
Aus (v,w) = (Fv, Fw) = A(v, w) folgt daher (v, w) = 0.
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(iii) Beweis durch Induktion nach n = dim V. Der Fall n =1 ist klar.

Sei dim V' > 2. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat jedes
nicht-konstante komplexe Polynom eine Nullstelle. Insbesondere hat
das charakteristische Polynom von F eine Nullstelle und F mithin
einen Eigenwert \; # 0.

Wir wahlen einen zugehorigen Eigenvektor by € V der Lange 1 und
betrachten den Unterraum W := bi-.

Es gilt dm W =n—1und FW C W, denn aus w € W folgt
0 = <b1, W> = <Fb1, FW> — )\1<b1, FW>

und somit Fw € W, da A\; # 0.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine unitire Basis (by, ..., by)

von W bestehend aus Eigenvektoren von F und (b1, by, ..., b,) ist

die gesuchte unitare Basis von V. [
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Normalform orthogonaler Endomorphismen

Folgerung (Normalform orthogonaler Endomorphismen)

Sei V ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und F € O(V) ein
orthogonaler Endomorphismus.
(i) Eigenwerte von F sind reelle Zahlen vom Betrag 1, dh. = £1.

(i) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht
aufeinander.

(iii) Es gibt eine Orthonormalbasis, beziiglich derer F durch eine
Blockdiagonalmatrix folgender Art dargestellt wird

dlag()\]_, ce ey )\p7 DQO]_: °009 D@q)?

L _ [ cosp; — sin @;
wobei \; € {1}, D, ( R ) Drehungen um den
Winkel ¢; € R sind, und p+2q = dim V gilt.

v
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Beweis.

(i-ii) Gleicher Beweis wie fiir unitdre Endomorphismen.

(iii) Analog erhalten wir auch eine aus Eigenvektoren bestehende ONB
(b1,...,bp) fir die Summe U := V; & V_; der Eigenrdume V4.

Es sei U # V. Wieder bildet F das orthogonale Komplement
W := U™ in sich ab. AuBerdem enthilt W keine Eigenvektoren von
F.

Insbesondere hat W gerade Dimension m = 2g, denn sonst hatte das
charakteristische Polynom der Einschrankung F |y als reelles Polynom
ungeraden Grades eine reelle Nullstelle.

Es geniigt zu zeigen, dass W eine ONB besitzt, beziiglich der die
darstellende Matrix von F|y die Gestalt diag(D,,, ..., D,,) hat .
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Weiter im Beweis:

Durch Wahl einer ONB von W koénnen wir annehmen, dass W = R™ der
Euklidische Raum ist und F|y gegeben ist durch A € O(m).

Wir konnen A als komplexe Matrix, d.h. als Endomorphismus des C™,
auffassen. Dann ist A unitar beziiglich des Hermiteschen Skalarproduktes
auf C™, welches durch das Euklidische Skalarprodukt auf R™ induziert

wird, denn ATA =1,, und A= A implizieren A' A =1,,,.

Sei nun u ein komplexer Eigenwert von A mit Eigenvektor v = x + iy mit
x,y € R". Da A reell ist, gilt

Av=puv = AvV=Av=Qv=7m"V.

Also ist 1z auch ein Eigenwert von A mit Eigenvektor v := x — iy. Die echt
komplexen Eigenwerte y; = /% (¢; € R) treten also in komplexe
konjugierten Paaren gleicher Vielfachheit auf, denn die komplexe
Konjugation der Komponenten bildet den Eigenraum zum Eigenwert u
isomorph auf den Eigenraum zum Eigenwert 7z ab.

530 /832



Euklidische und Hermitesche Vektorraume Normalformen unitirer Endomorphismen

Weiter im Beweis: Nach dem Satz gibt es eine unitdre Basis

(617"'75qaa7°"76_q)

von C™ = C29 bestehend aus Eigenvektoren von A € U(m) mit
zugehorigen Eigenwerten

(,ula S 7:“(]7ﬁ17 <o 7ﬁq)°
Hierbei ist p; = e'%i mit ;j € R. Wir setzen fiir j =1,...,4q:

1 — ] —
8= 55 +5) 8 = ﬁ(ﬁj —B).

(81,87 -, Bq, By) ist eine ONB von R™. (Das Euklidische Skalarprodukt
von R ist die Einschrankung des Hermiteschen Skalarprodukts von C™.)

Die darstellende Matrix von A beziiglich dieser Basis ist von der
gewiinschten Form:

AB = J5(e18; + e ;) = cos() 75 (B + ;) + sin(y;) 75 (8; — B;) O
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Selbstadjungierte Endomorphismen

Definition (Selbstadjungierte Endomorphismen)

Sei F ein Endomorphismus eines Euklidischen oder Hermiteschen
Vektorraumes (V, (., .)).
o Ein Endomorphismus F29 € End(V) heiBt zu F adjungiert, falls
(F(v),w) = (v, F3(w)) fiir alle v,w € V.
e Existiert F29, so nennt man F normal, wenn F?@ o F = F o F39,
Speziell nennt man F selbstadjungiert, wenn F = F29.

(Wir untersuchen jetzt die Diagonalisierbarkeit im Fall F = F29, kdnnten
allerdings auch allgemeiner normale Endomorphismen betrachten.)

Satz

Sei F ein Endomorphismus eines Euklidischen oder Hermiteschen
Vektorraums V.

o Dann existiert héchstens ein zu F adjungierter Endomorphismus F39.

@ Ist V endlich-dimensional, so existiert F3.
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Beweis. Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass (.,.) nicht entartet ist:
Seien F; und F, zu F adjungiert. Dann gilt fiir alle u, v € V, dass

(u, Fi(v) = Fa(v)) = (F(u), v) = (F(u),v) =

Damit muss aber gelten, dass F1(v) = Fa(v) fiir alle v € V.

Sei nun dim(V) = n, (by,..., b,) eine Orthornomal- (bzw. unitdre) Basis
und sei A = (ajj)jj=1,...n die darstellende Matrix von F beziiglich dieser
Basis, d.h.

F(bj) = Za,-jb,-, oder dquivalent dazu (F(bj), b;) = aj;
i=1

Dann ist F?9 gegeben durch die darstellende Matrix Al := XT, denn

(bj, F?9(b;)) = bj,za,kbk > aik(bj, b)) = ay;,

und damit (F(u),v) = (u, F?9(v)). ]
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Symmetrische und Hermitesche Matrizen

Folgerung (aus dem Satz)

Sei V ein endlichdimensionaler Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum
und A die darstellende Matrix eines Endomorphismus F beziiglich einer
ONB. Dann ist die darstellende Matrix von F3 gegeben durch AT und es

gilt

F selbstadjungiert <—= A = AT,

Beispiel
Insbesondere gilt fiir V = R” mit dem kanonischen Euklidischen
Skalarprodukt bzw. fiir V = C"” mit dem kanonischen Hermiteschen

Skalarprodukt, dass A% = AT bzw. A% = AT = A

Matrizen mit A = A" (und ebenso die zugehorenden Endomorphismen)
heiBen symmetrisch. Analog verwendet man (iiber C) den Begriff
Hermitesch, wenn A = AT,

y
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Kern und Bild von adjungierten Endomorphismen
Erinnerung:

ker(F) = {veV|F(v)=0}
im(F) = {F*9%w)|weV}

Satz

Sei F ein Endomorphismus eines Euklidischen oder Hermiteschen
Vektorraumes V. Dann gilt

ker(F) = (im(Fad))L
ker(F?¥) = (im(F))*

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der definierenden Gleichung
(F(v),w) = (v, F?¥(w)), firalle v,we V.

]
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Normalform selbstadjungierter Endomorphismen

Satz (Normalform selbstadjungierter Endomorphismen)

Sei V' ein Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum und F € End(V)
selbstadjungiert.

(i) Die Eigenwerte von F sind reell.

(i) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von F stehen senkrecht
aufeinander.

(iii) Falls dim V < oo, so besitzt V' eine orthonormale bzw. unitire Basis
bestehend aus Eigenvektoren von F.

Beweis.
(i) Aus Fv = Av und |v|| =1, folgt A = (Fv,v) = (v, Fv) = A,
(ii) v, w seien Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A\, i € R,
Dann folgt aus

Mv,w) = (Fv,w) = (v, Fw) = u{v, w)
mit A\ # p, dass (v, w) = 0.
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Weiter im Beweis:
(iii) Es genligt zu zeigen, dass F einen Eigenvektor v besitzt. F erhilt
dann das orthogonale Komplement W := v*: fiir w € W gilt

(viw)=0 = (v,Fw) = (Fv,w)=0.

Somit ist wiederum ein Induktionsbeweis nach der Dimension von V
moglich.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat das charakteristische
Polynom von F eine Nullstelle A. Im Fall V' komplex und hermitesch
liefert das die Existenz eines Eigenwertes und eines Eigenvektors.

Im Fall V reell und Euklidisch fixieren wir eine ONB und identifizieren
V' mit R". Wir konnen dann F auffassen als selbstadjungierten
Endomorphismus von R”, aber auch von C". Beide haben dasselbe
charakteristische Polynom, welches nach (i) reelle Nullstellen hat und
daher in reelle Linearfaktoren zerfillt.

Also hat F auch im Fall eines reellen Vektorraumes V einen

Eigenvektor v € V.
]
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Dualisierung

Satz

Sei (V,{.,.)) ein endlich-dimensionaler Euklidischer (oder Hermitescher)
Vektorraum. Der R-Vektorraum der symmetrischen Bilinearformen (bzw.
der Hermiteschen Formen) auf V ist isomorph zum R-Vektorraum der
selbstadjungierten Endomorphismen von V.

Beweis. Der Isomorphismus ist gegeben durch die Beziehung
B(u,v) = (F(u),v), YuvelV.

zwischen einem selbstadjungierten Endomorphismus F und einer
symmetrischen /Hermiteschen Form S (UA). [
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Folgerung

Sei V' ein C-Vektorraum mit dim(V) = n und h eine Hermitesche Form
auf V.

(i) Dann existiert eine Basis von V, beziiglich derer die darstellende
Matrix von h folgende Gestalt hat:

diag(1,,,—1, ,04)

r4

mit ry + r— + rp = n und 0, € Mat,,(C) die ry x ro-Nullmatrix.

(ii) Die Zahlen ry und r— hdngen nicht von der Wahl der Basis ab.

Beweis. (i) Wahle ein Hermitesches Skalarprodukt (-, ) auf V.

Dann entspricht der Hermiteschen Form h ein selbstadjungierter
Endomorphismus F. Dieser kann in Normalform gebracht werden mit
reellen Eigenwerten \; und einer unitdren Basis (u1, ..., u,) aus
Eigenvektoren von F.

Es gebe ry positive und r_ negative Eigenwerte. Dann ist
dim(ker(F))=n—ry —r_.
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Fir \; # 0 setze i; := |1A'| ui. Dann ist fiir A\; #£ 0

=
und die Basis hat die gewiinschte Eigenschaft.
Beweis von (ii): Aus

Vo = ker F = {v|h(v,w) =0 fiiralle we V}

folgt die Unabhangigkeit von rp = dim V4 von allen Wahlen.
Um zu zeigen, dass etwa r unabhangig von allen Wahlen ist, zeigen wir

re = max{dim W | W C V, h auf W positiv-definit}.

Dazu sei V; bzw. V_ die Summe der Eigenrdaume zu den positiven bzw.
negativen Eigenwerten.

h ist auf V. positiv definit und auf dem Komplement V_ & Vj negativ
semi-definit, d.h. h(v,v) <0 fiir alle v € V_ & V.

Sei W C V ein UR, auf dem h positiv definit ist.

Dann gilt W N (V_ & V) =0 und somit dim W < r;. O

540 / 832



Euklidische und Hermitesche Vektorraume Hauptachsentransformation

Hauptachsentransformation

Folgerung (Hauptachsentransformation)

Sei V' ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und 3 eine
symmetrische Bilinearform auf V.

(i) Dann existiert eine orthogonale Basis (b1, ..., bp) von V, beziiglich
derer die darstellende Matrix von (3 folgende Gestalt hat:

diag(1,, ,—1, ,04).

r4»

(Die Ursprungsgeraden Rb; heiBen Hauptachsen von (3.)

(ii) Die Zahlen ry, r— und ry hdngen nicht von der Wahl der Basis ab.

W

Beweis. Analog zum Beweis des vorhergehenden Satzes. [

Aussage (i) ist bekannt als Satz von der Hauptachsentransformation, (ii)
als Tragheitssatz von Sylvester. J
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Beispiele

1) Sei V = R? mit kanonischen Skalarprodukt {(.,.).
Dann ist {v € R? | (v, v) = 1} gleich dem Kreis mit Radius 1.
2) Nun betrachten wir die symmetrische Bilinearform

/
B (( ; ) : ( ;, )) = 5xx" + 5yy’ + 3xy’ + 3yx’.

Beziiglich des Standardskalarprodukts (-, -) wird die Bilinearform durch die

Matrix
5 3
F._(3 5)

beschrieben. Deren charakteristisches Polynom Pg(T) = t? — 10t + 16 hat

die beiden verschiedenen Eigenwerte 8,2 mit normierten orthogonalen

Eigenvektoren uq := %(el + &) und wp := %(el — ). Fiir die

orthogonale Basis b; = \/LA—lul = %(el + &) und by = \/L)\—Zuz = %(el — &)

gilt B(bj, bj) = 5,1

4
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Ellipse

Insbesondere sind die Hauptachsen von (3 die Diagonalen y = x und
y = —x. Das sind genau die Hauptachsen der Ellipse

{v:(§)|ﬂ(v,v):l} mit

B(v,v) =5x% + 5y? + 6xy

E

= (R + ()
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Kapitel 16

Hauptachsentransformation

Abgeschlossenheit, Vollstandigkeit, GleichmaBige Konvergenz
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Offene und abgeschlossene Mengen
Definition
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

e Die Teilmenge B,(x) := {y € X|d(y, x) < r} heiBt (offene) Kugel
(oder Ball) vom Radius r und Mittelpunkt x.

@ Eine Teilmenge U C X heiBt offen, wenn es zu jedem x € U ein r > 0
gibt, so dass B,(x) C U.

@ Eine Teilmenge A C X heiBt abgeschlossen, wenn ihr Komplement
X \ A offen ist.

Bemerkung/UA
@ Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind wieder offen.
@ Beliebige Durchschnitte abg. Mengen sind wieder abgeschlossen.

Endliche Durchschnitte offener Mengen sind wieder offen.

°
@ Endliche Vereinigungen abg. Mengen sind abgeschlossen.
°

X und () sind offen und abgeschlossen. 545 /832
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Inneres, Abschluss und Rand

Definition
Sei X ein metrischer Raum und A C X.

(i) Das Innere von A ist definiert als die offene Teilmenge
A= |J B
BCA offen
(ii) Der Abschluss von A ist definiert als die abgeschlossene Teilmenge

A= ﬂ B

BDA abgeschl.

(iii) OA:= A\ A heiBt Rand von A.

Das Innere A ist also die groBte offene Teilmenge, der Abschluss A die

kleinste abgeschlossene Obermenge.
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Beispiel/ UA:

Der Abschluss der offenen Kugel B,(x) C R" im Euklidischen Raum ist die
abgeschlossene Kugel

B (x) = {y € R"|d(y,x) < r}.

Der Rand der Kugel ist die Sphare vom Radius r:
0B, (x) = 5,(x) :={y e R"|d(y,x) = r}.
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Stetige Abbildungen
Satz

Fiir eine Abbildung F: X — Y zwischen metrischen Raumen sind
aquivalent:

(i) F ist stetig
(i) Urbilder F~Y(U) aller offenen Mengen U C Y sind offen.
(i) Urbilder F~1(A) aller abgeschlossenen Mengen A sind abgeschlossen.

Beweis. Wir beweisen nur die Aquivalenz von (i) und (ii):

(i) = (i):

Sei x, — x eine konvergente Folge in X. Sei ¢ > 0. Betrachte die offene
Kugel B:(F(x)) C Y. Ihr Urbild ist nach Voraussetzung offen, d.h. wir
finden ein § > 0, so dass Bs(x) C F~1(B-(F(x))) in X.

Da x, — x € X, finden wir ein N = N(e) mit x, € Bs(x) fiir alle n > N.
Damit ist aber

F(x,) € F(FY(B.(F(x))) C B.(F(x)) fiir alle n > N.
Das heiBt aber F(x,) — F(x). Also ist F stetig. 548 / 832



Abgeschlossenheit, Vollstindigkeit, GleichmaBige Konvergenz Offene Mengen, abgeschlossene Mengen, kompakte Mengen

Weiter im Beweis: (i) = (ir):

Angenommen, es existiert eine offene Menge V C Y, so dass die Menge
F~1(V) C X nicht offen ist.

Es gibt dann x € F~1(V), so dass Bi(x) € F~1(V) fiir alle n € N. Sei
also x, eine Folge mit x, € B1(x)\ F~1(V).
Insbesondere gilt dann x,, — x und wegen der Stetigkeit gilt auch
F(xn) — F(x).
Da V C Y offen ist, gibt es ein § > 0 mit Bs(F(x)) C V und

F(xn) € Bs(F(x)) C V fiir alle n > N.

Das steht aber im Widerspruch zu x, ¢ F~1(V) fiir alle n € N. O
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Satz (Abgeschlossene Teilmengen metrischer Raume)

Fiir eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes X sind aquivalent:

(i) A ist abgeschlossen

(i) Wenn ein x € X Grenzwert einer konvergenten Folge von Elementen
von A ist, so gilt x € A.

Beweais.

(=) Sei xx € A eine Folge mit Grenzwert x € X.
Wenn x ¢ A, so lage x in der offenen Teilmenge U = X \ A.
Das widerspricht aber der Konvergenz der Folge xx € A gegen x.
(«<=) Sei x € X\ A. Wir zeigen, dass es ein r > 0 gibt mit B,(x) C X \ A.
Denn andernfalls gabe es eine Folge xx € By /. (x) NA.

Da diese Folge gegen x konvergiert, folgt nach Annahme x € A, im
Widerspruch zu x € X'\ A.

[
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Folgerung

Sei X metrischer Raum. Sei A eine Teilmenge (versehen mit der Metrik,
die durch die Einschrdnkung der Metrik von X gegeben ist). Dann:

(i) Ist A vollstindig, so ist A abgeschlossen in X.

(i) Ist X vollstindig und A abgeschlossen, so ist A auch vollstindig.

Beweis.
(i) Sei xx € A konvergent mit Grenzwert x € X.

Dann ist (xx) eine Cauchy-Folge und somit x € A, da A als
vollstandiger metrischer Raum vorausgesetzt wurde.

(ii) Sei xx € A eine Cauchy-Folge. Da X als vollstindig vorausgesetzt
wurde, konvergiert (xx) gegen x € X. Da A abgeschlossen sein soll,
ist aber nach dem vorgehenden Satz x € A.

]
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Kompakte Mengen

Definition (Kompaktheit)
Sei X ein metrischer Raum.

o Eine (offene) Uberdeckung einer Teilmenge A C X ist eine Familie
(Up)ics (offener) Teilmengen U; C X mit A C Uje U;.
@ Eine Teilmenge A C X heiBt kompakt, wenn es zu jeder offenen

Uberdeckung (U;)icr von A eine endliche Teiliiberdeckung
(U,'l, U,'2, U ), ih,...,Ix €1, gibt.

Kompaktheit ist also eine Endlichkeitseigenschaft des metrischen Raumes
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Satz

Sei X ein metrischer Raum und A C X eine kompakte Teilmenge. Dann
hat jede Folge in A eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A.

Beweis.
Sei x, € A, k € N, eine Folge in A.

Wenn die Folge (xx)ken keine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A
hat, dann gibt es zu jedem a € A eine offene Umgebung U,, die nur
endlich viele Glieder der Folge x, enthilt.

(U,)aca ist eine offene Uberdeckung der kompakten Menge A und besitzt
daher eine endliche Teiliberdeckung U,,, U,,, ..., U,,.

Nach Konstruktion enthalt U;_; U, © A nur endlich viele Glieder der
Folge, im Widerspruch zur Annahme x, € A fiir alle kK € N. [
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Folgerung

Jede kompakte Teilmenge A C X eines metrischen Raumes X ist
abgeschlossen, vollstandig und beschrankt.

Beweis. Cauchyfolgen konvergieren genau dann, wenn sie eine konvergente
Teilfolge besitzen. Nach dem vorhergehenden Satz ist dies aber der Fall.
Also ist A vollstindig. Da der Grenzwert in A liegt, ist A abgeschlossen.

Die Beschranktheit von A bedeutet, dass es x € X und R > 0 gibt, so dass
A Q BR(X).

Wihle ein x € X. Dann ist (By(x))ken eine offene Uberdeckung von X
und somit von A.

Da A als kompakt vorausgesetzt wurde, existiert eine endliche
Teiliberdeckung By, (x), - .., Bk, (x)

und mit R = max{ky, ...,k } erhalten wir A C Bgr(x). O
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Satz
X kompakt, A C X abgeschlossen —> A kompakt. J

Beweis. Sei (U;);c; eine offene Uberdeckung von A.

Dann ist (X \ A, (U;)ics) eine offene Uberdeckung des Kompaktums X.
Also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung (X \ A, U, ..., U;,) von X.
Insbesondere ist (U, ..., U, ) eine endliche Teiliiberdeckung von A. ]

Folgerung
Sei X ein metrischer Raum, in dem die abgeschlossenen Kugeln B,(x)
kompakt sind.

Die kompakten Teilmengen von X sind dann genau die abgeschlossenen
beschrankten Teilmengen.
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Satz (Satz von Heine-Borel)

Im R", versehen mit der Euklidischen Metrik, (und in jedem
endlich-dimensionalen normierten Vektorraum) gilt: Eine Teilmenge A ist
genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist.

Beweis. Aufgrund der vorangegangenen Folgerung geniigt es zu zeigen,
dass die abgeschlossenen Kugeln B,(x) C R"” kompakt sind.

Da alle Normen auf R"” dquivalent sind, konnen wir z.B. die
Maximumsnorm zu Grunde legen.

AuBerdem konnen wir x = 0 (Translationsinvarianz des Abstands) und
r = 1 (Homogenitat) annehmen, d.h. es reicht aus, zu zeigen, dass

B,(x) = B1(0) = [~1,1]" =: W kompakt ist.
Sei also (U;);c; eine offene Uberdeckung des Wiirfels W =: W.

Wir nehmen an, es gibe keine endliche Teiliiberdeckung und fiihren diese
Annahme zum Widerspruch.
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Weiter im Beweis:

Wir konstruieren durch sukzessive Halbierung der Kantenlangen eine Folge
von Wiirfeln W) mit Kantenlinge 21 =% und mit der Eigenschaft, dass W,
nicht durch endlich viele der U; iiberdeckt wird. Dabei ist Wy = [—1,1]".

Halbierung der Kanten fiihrt zu einer Zerlegung des Wiirfels W) in 2"
Teilwiirfel, von denen mindestens einer nicht durch endlich viele U;
liberdeckt werden kann (sonst konnte man Wy durch endlich viele U;
tiberdecken); diesen wahlen wir als W 1.

Sei (xk) eine beliebige Folge mit xx € Wj. Dann ist (xx) eine
Cauchy-Folge.

Wegen der Abgeschlossenheit von W, gilt x = limy_.oo xx € W;, denn

x, € W; fir alle kK > 1.

Daraus folgt x € N;W; C W.

Da W von den offenen Mengen U; iiberdeckt wird, existiert ein ig mit

x € U, und somit B.(x) C U, , wenn ¢ > 0 klein genug gewahlt ist.
Daraus ergibt sich W, C B.(x) C U;,, wenn 2=k < ¢. Ein Widerspruch!
(Hierbei haben wir benutzt, dass ||x — y|[max < 217 fiir alle y € Wy.) O
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Satz

Sei F: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Riumen und
A C X sei kompakt. Dann ist das Bild F(A) C'Y kompakt.

Beweis. Sei (U;);¢; eine offene Uberdeckung von F(A). Dann bilden die
Urbilder V; :== F~1(U;) eine offene Uberdeckung des Kompaktums A. Also
gibt es eine endliche Teiliiberdeckung (Vj, ..., V;, ) und deren Bilder

(Ui, ..., U,,) liberdecken dann das Bild F(A). ]

Folgerung
Sei f: X — R eine stetige Funktion und X kompakt.

Dann ist f beschrankt und nimmt ihr Minimum und Maximum in X an.

Beweis. Nach dem vorhergehenden Satz ist f(X) C R kompakt und somit
beschrankt und abgeschlossen. [
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Satz

Jede stetige Abbildung F: X — Y von einem kompakten metrischen
Raum X in einen metrischen Raum Y ist gleichmaBig stetig,

d.h. fiir alle ¢ > 0 existiert § > 0, so dass fiir alle x,x’ € X gilt

d(F(x),F(x")) <e falls d(x,x')<$

Beweis. Sei ¢ > 0. Wegen der Stetigkeit von F existiert fiir jedes x € X
ein d(x) > 0, so dass

fir alle X’ € X mit d(x, x") < 0(x).
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Weiter im Beweis:

Da die offenen Kugeln Uy := Bj(,)/2(x) das Kompaktum X iiberdecken,
gibt es endlich viele xq,...,xx € X mit X = Uf-‘zl Uy .

Seien nun x,x’ € X mit

d(x,x') < §:= __n11in k5(x,-)/2.

Dann gibt es x; mit x € U,., d.h. d(x, x;) < d(x;)/2, und somit
d(x', x;) < d(x',x) + d(x, x;) < §(x;)/2 4+ §(x;)/2 = 5(x;).

Daraus ergibt sich
d(F(x),F(x;)) <e/2 und d(F(x'),F(x)) <e/2
und somit nach der Dreieicksungleichung
d(F(x), F(x")) < d(F(x), F(x;))) + d(F(x), F(x")) < e .

[
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Vollstandigkeit, Banachraume, Hilbertraume

Definition (Vollstandigkeit metrischer Raume)

Erinnerung: Sei (X, d) ein metrischer Raum.

@ Eine Folge x, € X heiBBt Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € > 0 ein
N € N gibt, so dass

d(Xm, xn) < & fiir alle m,n > N.

@ Der metrische Raum (X, d) heiBt vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge
in X gegen einen Grenzwert x € X konvergiert.

W

Definition
@ Ein Banachraum ist ein normierter Vektorraum, der (beziiglich der zur
Norm gehérenden Metrik) vollstindig ist.
@ Ein reeller bzw. komplexer Hilbertraum ist ein Euklidischer bzw.
Hermitescher Vektorraum, der (beziiglich der vom Skalarprodukt
induzierten Metrik) vollstindig ist.
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Bemerkungen /Beispiele

© Wieder gilt: Seien d; und d> die durch zwei dquivalente Normen auf
V' definierten Metriken. Dann ist x, € V eine Cauchyfolge bzgl. d;
genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge bzgl. d; ist.

@ Aus der Vollstandigkeit von K = R, C folgt, dass (K", || - || max) ein
Banachraum ist: Ist x, € K" eine Cauchyfolge, so auch alle ihre
Komponenten.

© Mittels Wahl einer Basis, folgt daraus: Jeder endlichdimensionale
normierte reelle oder komplexe Vektorraum ist ein Banachraum.

© Damit sind auch endlichdimensionale Euklidische und Hermitesche

Vektorraume Hilbertraume.
Insbesondere ist R” mit dem Euklidischen und C" mit dem
Hermiteschen Skalarprodukt ein reeller bzw. komplexer Hilbertraum.

© Unendlich-dimensionale Hilbertraume spielen eine wichtige Rolle in
der Quantenmechanik.

.
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Beipiel fiir einen co-dimensionalen Hilbertraum:
Quadratisch summierbare Folgen

Satz
Der Vektorraum der quadratisch summierbaren komplexen Zahlenfolgen

o
xp € C, Z |Xn]% < oo}

0? = fZ(N, C) = {(Xn)nEN
n=0

mit dem Hermiteschen Skalarprodukt (UA!)

%)
<X>Y> = anﬁ
n=0

ist ein Hilbertraum.
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Beweis. (2, (.,.)) ist ein Hermitescher Vektorraum (siehe UA).
Wir beweisen die Vollstindigkeit von £2: Sei (x(9)), ey = (X(()k),xl(k), o)
eine Cauchy-Folge in ¢2.

Dann ist jede der Komponentenfolgen (x,(,k))keN eine Cauchy-Folge und

konvergiert daher gegen einen komplexen Grenzwert x, := limy_, x,(,k).
Behauptung: Dann gilt: x := (x,)nen € 02 und x = limg_ oo x(K).

Da (x(K)) eine Cauchy-Folge ist, gibt es zu € > 0 ein N € N mit
Z |X,(7p) _ X,gq)|2 < &2
n=0

fur alle p,g > N und alle m € N.

Grenziibergang p — oo in der endlichen Summe liefert:
m
Z |Xn —X,(7q)|2 < 62
n=0

fiir alle g > N und alle m € N, d.h. ||x — x(D| <e. [
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Banachscher Fixpunktsatz

Den Banachschen Fixpunktsatz werden wir in der Theorie der
gewohnlichen Differentialgleichungen benutzen. Wir werden ihn dann auf
bestimmte Banachraume von Funktionen anwenden, um die Existenz der
Losung einer Differentialgleichung zu zeigen.

Satz (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und F: X — X eine
kontrahierende Abbildung, d.h. es existiert 0 < 6 < 1, so dass

d(F(x), F(y)) < 0d(x,y)

fir alle x,y € X.

Dann existiert ein Fixpunkt von F, d.h. ein x € X mit F(x) = x.
Dieser Fixpunkt ist eindeutig bestimmt.

Des Weiteren konvergiert fiir alle Anfangswerte xy € X die durch
xk+1 = F(xx) rekursiv definierte Folge (xx) gegen diesen Fixpunkt.

v

565 / 832

Abgeschlossenheit, Vollstindigkeit, GleichmaBige Konvergenz Banachscher Fixpunktsatz

Beweis. 1) Existiert ein Fixpunkt, so ist er eindeutig bestimmt.
Denn seien x,y € X Fixpunkte, F(x) = x und F(y) =y, dann gilt

0<d(x,y) = d(F(x),F(y)) < 0d(x,y).

Wegen 6 < 1 folgt d(x,y) =0, also x = y.

2) Die Folge (xx) ist fiir jeden Startpunkt xg eine Cauchyfolge, denn es
gilt, mit C := d(x1, x0):

d(Xn—I—kaxn) — d(F(Xn—f—k—l)aF(Xn—l)) < ed(Xn—I—k—lpxn—l) <

<0"d(xk,x0) < 0" g d(xis1,x1) <O"Yfy 0 C < £ T,

Da (X, d) vollstandig ist, existiert ein Grenzwert x € X.

Dieser ist aber auch der Fixpunkt von F, denn wegen der
Dreiecksungleichung gilt

d(F(x),x)

A IA

>

S =
~'.I
X
2
=
3
Xa¥

(
Somit ist d(F(x),x) =0, d.h. F(x) = x. ]
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Banachscher Fixpunktsatz: Anwendungsbeispiel

Beispiel aus dem 1. Semester: Berechnung von /2

Sei X :=[1,00) der mit der Euklidischen Metrik versehene vollstandige
metrische Raum.

Wir betrachten die Abbildung

F)=FO) = =0 +3 = = (-2 ) =)

impliziert wegen xy > 1 dass ||F(x) — F(y)|| < 3llx — y||.
Somit hat F einen Fixpunkt, namlich V2.

v
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Beschrankte Operatoren

Wir betrachten jetzt noch lineare Abbildungen zwischen normierten
Vektorraumen. Keinesfalls alle dieser Abbildungen (Operatoren) sind stetig.

Definition
Seien (V4, ||.]|1) und (Va, ||.||2) zwei normierte Veektorrdume.

Eine lineare Abbildung F: Vi — V5 heiBt beschrankt, falls es eine
Konstante C > 0 gibt, so dass

|F(u)||l2 < C||lu||lx fiir alle u € V.

Dies ist aquivalent zu

F
sup || U||2 < o0

0#ucVy Hqu
Die Zahl

Full»
1A= sup WPl o A
0£uevy HUH]- x€Vi mit ||X||1:1

heiBt Operatornorm der linearen Abbildung F. 568 /832
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Bemerkungen/UA

@ Durch die Operatornorm wird der Vektorraum

Lb(\/l, V2) = {F € L(Vl, V2)’ ||F|| < OO}

der beschriankten Operatoren zu einem normierten Vektorraum.

@ Insbesondere ist V' := Ly(V,K) ein normierter Vektorraum fiir jeden
normierten K-Vektorraum V. Hierbei ist K (= R oder C) durch den
ublichen Betrag normiert.

@ Lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen reellen oder
komplexen Vektorraumen sind beschrankt.

@ Ist V4 unendlich-dimensional, so gilt dies nicht: Sei
Vi = Vo = C*([0,1]) versehen mit der Norm
[fllco = supyepo,a) If(x)], und sei F = (.)" der Ableitungsoperator.
Dann gilt fiir f,(x) := x" dass ||f4]|cc = 1 und
IF(fa)lloe = [Inx"" oo = n.

.
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Satz

Eine lineare Abbildung F: Vi — V, zwischen normierten Vektorraumen
(Va, || - |1) und (Va,|| - ||2) ist genau dann stetig, wenn sie beschrankt ist.

Beweis. Ist F stetig, so ist F auch in 0 € Vj stetig. Insbesondere zu e =1
gibt es ein 6 > 0 mit

|Fv||2 < 1, falls ||v]|1 <.

Sei nun u € V4 \ {0}. Fiir v := 2” ;U gilt dann, dass |v|]1 < 9, und somit

2|IUH1 2|IUH1

IF(u)ll2 = IF(V)ll2 <

Damit ist die stetige lineare Abblldung F beschrankt.
Ist andererseits F beschrankt, d.h. ||F(u)||2 < Cllul|; fiir alle u € V4, so
gilt
IF(u) = F(un)ll2 = |F(u = un)ll2 < Cllu = unllz.
Somit konvergiert F(u,) — F(u) in Vo, falls u, — uin Vj. ]
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Orthogonalprojektion auf vollstandige Unterraume

Satz

Sei V' ein Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum und U C V ein
vollstandiger Unterraum.

(i) Dann existiert zu jedem x € V genau ein xy € U mit kleinstem
Abstand zu x, d.h.

|x —xul| < ||x —yl|| fiiralle ye U.

(i) Das Element xy € U ist durch x — xy € U+ eindeutig charakterisiert.
(i) Esgilt V = U@ U*.
(iv) Die Zuordnung x — xy definiert eine stetige lineare Abbildung

P:V — U (die sogenannte orthogonale Projektion auf U). ’
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Beweis. (i) Sei y, € U eine Folge mit
iMoo I — yall = d i= infyey % — |
(yn) ist eine Cauchy-Folge, denn wegen der Parallelogrammgleichung gilt

lyn — ymH2 = [[(yn = x) = (ym — X)H2
= 2|lyn— X||2 + 2|lym — X||2 — |y = x) + (ym — X)||2
YntYy

= 2llyn = xII? + 2llym — x| — 4|75 — x|
< 2llyn — x|+ 2llym — x|2 — 4d? "5 0

Aufgrund der Vollstandigkeit des Unterraums U konvergiert (y,) in U,

xy = limp_o0 ¥n € U, und ||x — xy|| = d, wegen der Stetigkeit der Norm.

Aus xy, x;, € U mit ||xy — x|| = ||x; — x|| = d folgt wie oben

Ixv = xull? = 2lxu = x|I* + 2]xty = x|I* = lIxu + xy — 2x|1®

= 4d? — ||xy + x|y — 2x||? < 4d®* — 4d* = 0.

Das beweist die Eindeutigkeit von xy mit ||xy — x|| = d.
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Weiter im Beweis:
(i) Firalle y € U, t € R gilt mit z := x — xy:

d* = ||z||* < ||z + ty|* = d® + 2tRe (z,y) + *|ly|*.

Das ist nur moglich, wenn Re(z,y) = 0 fiir alle y € U.

Durch Substitution t ~~ it zeigt man Im(z,y) = 0 fiir alle y € U. Es
folgt z=x—xy L U.

Umgekehrt folgt fiir u € U mit z:=x —u L U fir alle y € U:

Iz +yI? = 121> + Iyl* > 1I2]1* ,

d.h. u = xy.

(iii) In (i-ii) haben wir gezeigt, dass jeder Vektor x € V eine eindeutige
Darstellung x = xy + (x — xy) besitzt mit xy € U und x — xy € U™,
Das beweist V = U @ U+.

(iv) Die Linearitat der Abbildung P: x — xy folgt aus der
Charakterisierung (ii). Aus der Orthogonalitdt der Zerlegung

V = U@ U™ folgt ||xy|| < ||x|| und somit die Stetigkeit von P. O
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GleichmaBige Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition

Seien (X, dx) und (Y,dy) zwei metrische Riume und (f,)ncn eine Folge
von Abbildungen zwischen diesen. Man sagt f,, konvergiert gleichmaBig
gegen eine Grenzfunktion f genau dann, wenn es fiir jedes € > 0 ein

n. € N gibt, so dass

dy(fa(x), f(x)) < e fiiralle n > n., fiir alle x € X.

Sei Y = C, und sei fiir geeignetes f
[fllx == sup{|f(x)| | x € X}

die Supremumsnorm von f beziiglich X, dann konvergiert eine Folge f,
von Abbildungen X — C genau dann gleichmaBig gegen f: X — C, wenn

lim ||, — f][x = O.
n—o0
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Stetigkeit der Grenzfunktion

Satz

Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Raume und (f,)nen eine Folge
stetiger Abbildungen, die gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion f: X — 'Y
konvergiert. Dann ist die Grenzfunktion f stetig.

.
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Beweis. Wir zeigen, dass f in einem beliebig fixierten xg € X stetig ist.
Sei also € > 0.
Da f, gleichmaBig gegen f konvergiert, existiert ein n. > 0 mit

dy (fa(x), f(x)) < 5 fiir alle n > n., fiir alle x € X.
Da auBerdem auch f,_ in xg stetig ist, gibt es ein 6 > 0 mit
dy (fn.(x), fo.(x0)) < §fiir alle x € X mit dx(x,xg) < 9.
Fiir alle x € X mit dx(x,x0) < d gilt dann wegen der Dreiecksungleichung

dy (f(x),f(x0))
< dy(f(x), fo.(x)) + dy (fo.(X), o (x0)) + dv (fn.(x0), f(x0))

Damit ist die Grenzfunktion f stetig in xg. [
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Bemerkung: Punktweise versus gleichmaBige Konvergenz

@ Eine Folge (f,) von Abbildungen konvergiert punktweise gegen eine

Abbildung f, falls lim,_,o fn(x) = f(x) fiir jedes x € X.

@ GleichmaBige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz.

@ Aber: Sei f, eine Folge stetiger Abbildungen, die punktweise gegen
eine Funktion f konvergieren. Dann muss die Grenzfunktion f nicht

unbedingt stetig sein.
Beispiel: Sei f,: [0,1] — R, f,(x) := x". Dann konvergiert f,
punktweise gegen die Funktion

_ [ 0, fallsxe][0,1),
)= { 1, falls x =1,

die in x = 1 nicht stetig ist.

Abgeschlossenheit, Vollstindigkeit, GleichmaBige Konvergenz GleichmiBige Konvergenz von Funktionenfolgen

Bemerkung: Vertauschung von Limes und Integral

@ Eine Folge stetiger Funktionen f,: [a, b] — R konvergiere gleichmaBig

gegen eine Funktion f: [a, b] — R. Dann gilt

/a i f(x)dx = lim / ’ f(x)dx.

Denn: f ist stetig und
S F()dx = J2 fa(x)dx| < (b= )lIf = fallfapy) = O.

@ Ist f,: [a, b] — R eine Folge stetiger Funktionen, die punktweise
gegen eine stetige Funktion f konvergiert, dann gilt die obige
Gleichheit im allgemeinen nicht.

Beispiel / Ubung: Man betrachte, fiir n > 2, f,: [0,1] — R,
fo(x) := max{n — n?|x — 1|, 0}.
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Abgeschlossenheit, Vollstindigkeit, GleichmaBige Konvergenz GleichmiBige Konvergenz von Funktionenfolgen

Der Raum stetiger Abbildungen auf kompakten Mengen

Seien X und Y zwei metrische Rdume und bezeichne
C(X,Y):={f: X = Y| f stetig }

die Menge der stetigen Abbildungen von X nach Y.
Ist X kompakt, dann definiert

doo(fag) = Tea;(( dY(f(X)’g(X))

eine Metrik auf dem Abbildungsraum C(X, Y'), die Maximumsmetrik.

Satz

Sei X ein kompakter metrischer Raum und Y ein vollstandiger metrischer
Raum. Dann ist (C(X,Y),dx) ein vollstindiger metrischer Raum.
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Abgeschlossenheit, Vollstindigkeit, GleichmaBige Konvergenz GleichmiBige Konvergenz von Funktionenfolgen

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Cauchyfolge in C(X, Y) eine stetige
Grenzfunktion hat.

Sei (f,) eine Cauchyfolge in C(X, Y) und sei ¢ > 0. Dann gibt es ein

N. > 0, so dass fiir alle x € X gilt

dy (fo(x), fm(x)) < doo(fn, fm) < e fiiralle n,m> N..

D.h. aber, dass fiir jedes x € X die Folge f,(x) eine Cauchyfolge im
vollstandigen metrischen Raum Y ist und daher fiir jedes x € X einen
Grenzwert f(x) := lim,_ fu(x) hat.
Da die Metrik dy stetig ist, erhalten wir
dy(Fa(x). F(x) = dy(f(x). lim fin(x))
= Iin dy (fr(x), fm(x)) < e

fiir jedes x € X und jedes n > N.. D.h. f, konvergiert gleichmaBig gegen
f. Aufgrund des vorherigen Satzes ist die Grenzfunktion f stetig. [

580 / 832



Abgeschlossenheit, Vollstindigkeit, GleichmaBige Konvergenz Orthonormale Familien

Separabilitat, Orthonormale Familien

Wir erganzen einige Konzepte fiir die Theorie von Banach- oder
Hilbertraumen. Zunichst behandeln wir sie allgemein, bevor wir (spater)
mit den Fourier-Reihen ein wichtiges Beispiel fiir diese Konzepte sehen
(allerdings ohne den entsprechenden Hilbertraum im Rahmen der aktuellen
Vorlesung schon einzufiihren).

Definition
Sei (X, d) ein metrischer Raum.
@ Eine Teilmenge Y C X heiBt dicht in X, falls ihr Abschluss gleich X
ist, d.h. Y = X.
Aquivalent dazu ist: fiir jedes x € X und jedes ¢ > 0 gibt esy € Y
mit d(x,y) < e.

o (X, d) heit separabel, falls es eine abzihlbare dichte Teilmenge in X
gibt.
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Abgeschlossenheit, Vollstindigkeit, GleichmaBige Konvergenz Orthonormale Familien

Beispiel

Fiir jedes n ist Q" dicht in R";
jeder endlich-dimensionale reelle oder komplexe Vektorraum ist daher
separabel.

Bemerkung

Der Hilbertraum ¢? ist separabel, denn:

Die Folgen x € 2 mit x, € Q + iQ C C fiir alle n € N und x, = 0 fiir fast
alle n € N bilden eine abzihlbare dichte Teilmenge S, d.h. jedes Element
x € ¢? ist Grenzwert einer Folge x, € S.
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Abgeschlossenheit, Vollstindigkeit, GleichmaBige Konvergenz Orthonormale Familien

Sei (-, ) eine Bilinearform oder Hermitesche Form auf einem
K-Vektorraum V. Eine Teilmenge U C V heilt orthonormale Familie,
wenn (u,u) =1 und (u,v) =0 fiir alle u,v € U mit u # v.

Satz
Sei V' ein separabler Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum.

Dann ist jede orthonormale Familie (v;);c; abzahlbar.

Beweis.
Sei (vj)ies eine orthonormale Familie. Fiir alle i,j € | mit i # j gilt

lvi = vl = V2.
Sei A C V eine abzdhlbare dichte Teilmenge.
Zu jedem i € | existiert ein Element a(i/) € A mit ||v; — a(i)|| < %
Wir zeigen, dass die Zuordnung | — A, i — a(i), injektiv ist:
la(i) —aU)ll = llvi—vi+a(i) = vi+v; —a()
> lvi =il = [a(i) = vill = llv; — a(j)I[ > O

fir alle i,j € I mit i # . [

583 /832

Abgeschlossenheit, Vollstindigkeit, GleichmaBige Konvergenz Orthonormale Familien

Satz (Besselsche Ungleichung)

Sei V' ein Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum und (v, vs,...) eine
(endliche oder abzihlbar unendliche) orthonormale Familie.

Dann gilt fiir alle x € V:

D 1 vid P < xII2.
k

Ist V' vollstindig, so besitzt die Reihe ), (x, vk)vk in V einen Grenzwert
Xoo UNd

Xoo =X &= |{x, vi)]* = ||x|1%.
k
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Abgeschlossenheit, Vollstindigkeit, GleichmaBige Konvergenz Orthonormale Familien

Beweis. Wir betrachten fiir N € N den endlich-dimensionalen (und somit
vollstandigen) Unterraum

Uy = span{vy, va,..., vy} C V.

Sei xy € Uy die Orthogonalprojektion von x auf den Unterraum Uy.

Es gilt xy = Zﬁﬂ(x, Vi) Vg, denn x — ZkN:1<X, Vi) vk L Upn.
Aus der orthogonalen Zerlegung x = xy + (x — xp) folgt dann

N

2 2 2 2 2
> 1 vid P = Il < lxll + = xll? = [IxI12.
k=1

Daraus folgt die Besselsche Ungleichung und die absolute Konvergenz der
Reihe x5 1= ), (X, vk) vk mit Werten in V.

Fiir o0 gilt Xoo L X — X5 und wegen ||x||? = ||xo0l|? + [|X — X0 ||?
[0 |12 = [IX]|? = ||X — Xo0||* = 0 <= X = Xo0.

]
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Abgeschlossenheit, Vollstindigkeit, GleichmaBige Konvergenz Orthonormale Familien

Definition

Sei V ein Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum.

Eine abz&hlbare orthonormale Familie (v1, v, ...) heiBt Hilbertbasis, wenn
jeder Vektor x € V eine Darstellung als Reihe x = >, (x, vi) vk besitzt.

Beispiele
(i) Falls dim V < oo, so sind Hilbertbasen nichts anderes als unitdre bzw.
orthonormale Basen.

(i) Sei V = £2 der Hilbertraum der quadratisch summierbaren Folgen
x: N—= C.

Die Folgen ¢; € ¢ mit ej(k) := di (j, k € N) bilden eine Hilbertbasis
(¢j)jen, die sogenannte kanonische Hilbertbasis von ¢2.

(ej)jen ist keine Vektorraumbasis, denn die lineare Hiille der ¢; ist
{x: N = C | xx := x(k) = 0 fiir fast alle k € N} C ¢2.

(Bei der linearen Hiille sind nur endliche Linearkombinationen
zugelassen!) 586 / 832
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Abgeschlossenheit, Vollstindigkeit, GleichmaBige Konvergenz Orthonormale Familien

Satz

Fiir eine abzdhlbare orthonormale Familie B = (b1, by, . ..) von Vektoren
eines Euklidischen oder Hermiteschen Vektorraum V sind folgende
Aussagen aquivalent:

(i) span{by, by, ...} ist dicht in V.
(ii) B ist eine Hilbertbasis.
(i) Fiir alle x,y € V gilt

(o) = S0x, i) (v B
k

(iv) Fiir alle x € V gilt die Parsevalsche Gleichung

Ix]I* = Z\ X, bie)|*
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Abgeschlossenheit, Vollstindigkeit, GleichmaBige Konvergenz Orthonormale Familien

Beweis.

(i) =(ii):
Zu x € V existiert eine Folge x; € span{by, b, ...} mit
X = lim;_ o0 X;.

Wir wahlen N; so, dass
x;j € U; .= span{by,..., by},

wobei wir N; jeweils so groB wahlen konnen, dass N; € N sogar eine
monoton wachsende Folge ist.

Fiir die orthogonale Projektion x! = ZLV":1<X, by )by von x in U; gilt
[x — x| < ||x — x| dax; € U;

und somit

x = lim x/ = Z<X, by ) by.

i—00
k
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Abgeschlossenheit, Vollstandigkeit, GleichmaBige Konvergenz Orthonormale Familien

Weiter im Beweis:

(ii)=>(iii):

Wenn B = (b1, by, ...) eine Hilbertbasis ist, so kdnnen wir x,y € V

schreiben als Reihen
X = § xjbi, 'y = E y;b;,
i J

wobei x; 1= (x, b;), yj := (y, bj).
Daraus folgt wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts

(x,y) = <Zx,-b,-,y>:§_jx,-<b,-,y>
(bi,y) = <biaZ)/jbj>:Z}7j<biabj>:)7i

und somit

<X7y> - ZXI)_//'
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Abgeschlossenheit, Vollstindigkeit, GleichmaBige Konvergenz Orthonormale Familien

Weiter im Beweis:
(iii)=(iv): Setze x = y.

(iv)=-(i): Aus der Parsevalschen Gleichung folgt (nach dem Satz iiber
die Besselsche Ungleichung), dass x = >, (x, bx) by fiir alle x € V.

Damit gilt (i).
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Abgeschlossenheit, Vollstindigkeit, GleichmaBige Konvergenz Orthonormale Familien

Satz (Darstellungssatz von Riesz)

Sei V ein Hilbertraum iiber K (=R oder C) und V' der Vektorraum aller
stetigen linearen Abbildungen V — K.

Dann ist durch
o(x):=(,x), xeV,

ein konjugiert-linearer Isomorphismus normierter Vektorrdume ¢p: V. — V'
gegeben.

Beweis.

Es ist klar, dass ¢ konjugiert-linear ist, denn das Hermitesche
Skalarprodukt ist konjugiert-linear im zweiten Argument.

Die Stetigkeit der Linearform ¢(x): V — K ergibt sich aus der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

[P = [y, ) < lIx[-llyll firalle y e V.

Daraus folgt ||6(x)]| < |Ix]I.
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Abgeschlossenheit, Vollstindigkeit, GleichmaBige Konvergenz Orthonormale Familien

Weiter im Beweis:

PO = [y, ) < x| -yl firalle y e V.

Daraus folgt ||¢(x)|| < ||x||. Fir y = x erhalten wir Gleichheit:
|o(x)|| = ||x||. Da ¢ die Norm erhalt, ist ¢ injektiv.
Es bleibt noch die Surjektivitdt von ¢ zu zeigen.

Sei dazu 0 # « € V/. Wahle v € V mit a(v) = 1. Aufgrund der Stetigkeit
von « ist U := ker a« C V abgeschlossen und daher vollstandig im
Hilbertraum V. Zerlege V = U @ U~

Sei vy € U die Orthogonalprojektion von v in U. Wir setzen
x0:=v—vy € UL
Dann gilt a(xp) = a(v) — a(vy) = a(v) =1 und fiir alle y € V ist daher

y =y —aly)xo) +a(y)x € U U™,

Eker a=U

Somit (y,xq) = a(y)||xo||? und daher a = ¢(22). O
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Abgeschlossenheit, Vollstandigkeit, GleichmaBige Konvergenz Orthonormale Familien

Kapitel 17

Fourier-Reihen J

503 /832

Fourier-Reihen

Definition
Eine auf ganz R definierte reell- oder komplexwertige Funktion f heiBt
periodisch mit Periode L > 0, wenn

f(x+L)=1f(x) firalle xeR.

@ Es ist dann auch f(x + nL) = f(x) fiir alle n € Z.
@ Hat die Funktion f die Periode L, so hat

Flx) = f(%x)

die Periode 27r.

Wir beschranken uns auf solche Funktionen. Sei V' der Vektorraum der
2m-periodischen Funktionen f: R — C, fiir die f|[0727r]
Riemann-integrierbar ist.
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Betrachte auf dem Vektorraum V der 27m-periodischen auf [0, 27]
integrablen Funktionen die Hermitesche Form

() (g) =5 [ F0EWIa figeV,

(Vgl. auch MfP I: Integrierbarkeit von Produkten).

Die hermitesche Form (x) ist positiv semi-definit, d.h. (f,f) > 0 fiir alle
f € V. Auf dem Unterraum der stetigen Funktionen ist sie positiv definit
und somit ein Skalarprodukt. Wir schreiben [|f||> := \/(f, f) (auch im
semi-definiten Fall). Auf demselben Unterraum kdnnen wir auch die Norm
[fllcc = SUPxe[o,2x] [f(x)| betrachten. Aus MfP | wissen wir:

Satz

Die Funktionen ex(x) := exp(ikx) , k € Z, bilden ein orthonormales
System beziiglich der Hermiteschen Form ().

Die ex(x), k € Z bilden eine Hilbertbasis des Hilbertraums der

L2-Funktionen auf [0,27], den wir spiter noch einfiihren werden.
595 / 832

Definition
Ein trigonometrisches Polynom vom Grad < n ist eine Linearkombination

n

p(x) = Z ve™  mit 4y, eC.
k=—n

Esgilt pe Vund k= (p,ex) = f027r p(x)e~ " dx.
Definition

Es sei f: R — C eine 27-periodische Funktion, so dass f|jg o, integrierbar
ist. Die komplexe Zahl

1 27 )
ck = (f,ex) = %/0 f(x)e™ " dx
heiBt k-ter Fourier-Koeffizient und das trigonometrische Polynom
Fn(f) :==> i__, ckek heiBt n-tes Fourier-Polynom von f.

Die Reihe (Fn(f))n=0.1,..., also die Folge der Partialsummen, heiBt
Fourier-Reihe von f.
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Bemerkung.
Es gilt
Fn(f) = % + Y (ak cos kx + by sin kx),
k=1
wobei
1 2
ax = Cx+C_|= —/ f(X) cos kxdx
T Jo
1 27
bk = i(Ck — C_k) = —/ f(X) sin kxdx.
T Jo

Wenn f reellwertig ist, dann ist c_x = €k und auch die Fourierreihe F,(f)
ist reellwertig.
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Ahnlich wie bei einer Taylorreihe ist nicht garantiert, dass die Fourierreihe
einer Funktion f konvergiert und dass sie im Fall der Konvergenz gegen f
konvergiert.

Wenn aber f € V sich in der Form

©.@)

f(X)Z Z Yk €k

k=—o0

mit einer gleichmaBig konvergenten Reihe darstellen lasst, muss diese
Reihe die Fourierreihe sein, denn man kann Integration und Limesbildung
bei gleichmaBiger Konvergenz vertauschen und findet fiir den
Fourierkoeffizienten:

2
& = 5z Jo (Cmme—oo Ymem)e—kdx
1 o0 27

= 25 2um=—o0 JO Ymem—kdX = Yk
Im Allgemeinen konvergiert aber die Fourierreihe von f weder gleichmaBig
noch punktweise gegen f. Ein anderer Konvergenzbegriff auf V ist

angemessen.
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Hilfssatz

Die Funktion f € V habe das n-te Fourier-Polynom F,,(f) = >"/_  ckex.
Dann gilt: || — Fa(f)[13 = 1113 — [IFa(F)II3 = IIfII5 — Xo%—_, lex]*.

Beweis. Wir finden
(FLFa(F)) = > ke nTilfre) = > iy TGk = D opep k|

und

(Fa(f), Fa(f)) = 30— ekl
Somit
Hf - Fn(f)H% - <f7 f> o <f7 Fn(f)> o <Fn(f)7 f> + <Fn(f)a Fn(f)>

= |IflI5 = Xk lekl?
= |If1I3 = [IFa(F)II3

[
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Satz (Fourier-Polynome und Besselsche Ungleichung)

(i) Das Fourierpolynom F,(f) ist die beste Approximation im
quadratischen Mittel an f € V' durch ein trigonometrisches Polynom
vom Grad < n, d.h. ||[f — F,(f)||2 = infgev, | — gl|2, wobei
V), := span{ex| — n < k < n}.

(ii) Fiir die Fourier-Koeffizienten ¢, von f € V gilt die Besselsche
Ungleichung

(©.9)
> lal < IIfl3

k=—o00

und Gleichheit gilt genau dann, wenn

If = Fa(f)]2 = 0.

lim
n—oo
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Beweis. Seien ¢, die Fourierkoeffizienten von f.
Um (i) zu zeigen, berechnen wir fiir beliebiges g := >"/_ _dkex € Vp:

If—gl3 = If13— D (deck +dic) + Y |dkl?
k=—n k=—n
= |IflE—= > lal> +1IFa(f) - gll3.
k=—n

Dies wird minimal fiir g = F,(f). (ii) folgt nun aus dem vorangegangenen

Hilfssatz: fiir alle f gilt
> el < Ifl5

k
und Gleichheit gilt wegen ||[f — F,(F)||13 = |13 — >_7__, |ck|? genau wenn
limp_ 00 || — Fa(f)|]2 = 0. O
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Wir wollen nun zeigen, dass fiir f € V in der Besselschen Ungleichung
Gleichheit gilt (Parsevalsche Gleichung).

Satz (Konvergenz der Fourier-Reihe im quadratischen Mittel)

Sei V' der Vektorraum der 2m-periodische Funktionen f: R — C, fiir die
fljo,2x] integrierbar ist.

(i) Fiir alle f € V gilt
I3 ="> lal
k=—o0

(ii) Die Fourier-Reihe von f € V' konvergiert im quadratischen Mittel
gegen f, d.h. limp_,o ||f — Fn(f)||2 = 0.

Zum Beweis: Aus dem vorhergehenden Satz wissen wir, dass (i) und (ii)
dquivalent sind. Es geniigt also, (ii) zu zeigen.
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Ein Beispiel vorweg

Wir betrachten o € V mit o: R — R definiert durch

mT—X

o(x) = 5 fir0 <x<2m, o(0)=0.

Wir finden ¢ = 5= f027T o(x)dx = 0 und fiir k # 0 ist cx = 5.
Die Fourierreihe lautet also:

-
[y
I
[y

Aus der Konvergenz im quadratischen Mittel folgt

(0.}

S =t [Tlewr=T .

k=1
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Lemma iiber Treppenfunktionen
Sei f € V so, dass f|[g 2] eine Treppenfunktion ist.
Dann konvergiert die Fourier-Reihe F,(f) im quadratischen Mittel gegen f.

Weiter im Beweis des Satzes:

f‘[0,27r] ist als Riemann-integrierbare Funktion beschrankt. Wir konnen
0.B.d.A. annehmen, dass f reellwertig ist und |f| < 1.

Dann eX|st|eren zue >0 Treppenfunktlonen —1<p< f <y <1, so
dass 5= fo ((x) — p(x))dx < 5 . Fiir 0 < x < 2 gilt x? < 2x.

Fiir (¢ — ¢)? < 2(¢ ¢) folgt daraus

1 2T
IF = el3 <l —lf < 5- [ 200—) <

und somit ||f — ¢|> < 5.

2

€
4

Wegen des Lemmas iiber Treppenfunktionen existiert fiir die
Treppenfunktion ¢ ein N € N, so dass |[¢ — Fa(p)|l2 < § fiir alle n > N.
Mit g := f — ¢ gilt ||g — Fa(g)ll2 < llgll2 < 5 und somit

If = Fa(F)ll2 < llg = Fa(g)ll2 + lo = Fale)ll2 <. 604 Febo



Beweis des Lemmas iiber Treppenfunktionen:

Wir kénnen annehmen, dass wir es mit der Treppenfunktion f mit
fl(0,2) = 1 und f|(52r) = 0 zu tun haben, denn jede Treppenfunktion lasst

sich als Linearkombination solcher Funktionen darstellen.

Als Fourier-Koeffizienten erhalten wir ¢g = % und

a

1 [ . I

—ikx —ikx
= — dx = — ke N, k#D0.
K 21 Jo € x 27Tke 07 €N k7
Mit |c]? = 15 Cgié‘a (k # 0) erhalten wir
00 2 00 00
>, a 1 1 1
Y lal=imt nm
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Weiter im Beweis:
Mit Hilfe der fiir alle x € [0, 27] giiltigen Formel

(*) > cos kx (x—m 2 r2
k2 2 12
k=1

erhalten wir fir x =0
2 .
> 1% =" und somit
00 2

a 1 1 a—m 2 a
Z |Ck‘2:m+6_P(( > )2_E):%:Hf”§

k=—o0

Also konvergiert F,(f) im quadratischen Mittel gegen die Treppenfunktion
f.
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Es bleibt der Beweis der Identitdt (*) nachzutragen.
Wir behaupten:

o

- B
(+) > 5'”k T 5 ~ firalle x € (0,2r).
k=1

Darf man — >°70 | 0K = X7 gliedweise integrieren, so erhdlt man
(0. @)
coskx  (x —m)?

F(x) := 2 1

+ C,
k=1

und durch weitere gliedweise Integration und weil F periodisch ist

27 . \3 |27 3
0:/ Foax= S L one 2™ Lone
also ¢ = —7{—;, und damit gilt die Behauptung ().
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Weiter im Beweis von (x):

Um die gliedweise Integration zu rechtfertigen, stellen wir zuerst fest, dass
die Reihe F(x) = > 72 Colf—zkx absolut und gleichmaBig auf R konvergiert.
Man muss auBerdem die gleichmaBige Konvergenz von > 7~ ; =& X gegen

k
T5* auf jedem kompakten Teilintervall [0, 27 — d] von (0, 27) zeigen.

[ Dazu schitzen wir zundchst s,(x) := Y7 _;sinkx = Im (> }_; e*) ab:

n
E : elkx
k=1

1 — efnx

oix 2 1
1 — elx

. . < .
~ |ex/2 — e=x/2| T sin§/2

[sn(x)| <
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Weiter im Beweis: Aus |s,(x)| <

— sind/2
zm: sin kx
k

=: o erhalten wir weiter

m Sk(X) — Sk_l(X)

i 1 1 sm(x)  sn—1(x)
S5l (§ - oy ) + oy -

1 1 1 1 20
R + +—)=—
n m+1 m-+1 n n

Also ‘Zzozn SE"ka| < 27" woraus die gleichmiBige Konvergenz der Reihe
folgt.]

Es bleibt noch die Identitdt (x*) > 7 4 Si”kkx = 5% zu zeigen.

2
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Zum Beweis von (xx):
Es gilt "% = [*cos kt dt und
znjcos kt = li(eikt 4+ e—ikt) — l i ekt _ 1
2 2 2
B e—int(l _ ei(2n+1)t) 1 B sin(n + %)t 1
B 2(1 — eft) 2 2sin} 2
Lemma
Fiir jede stetig differenzierbare Funktion f: [a, b] — R gilt mit r € R:
b
lim / f(x)sin rx dx = 0.
|rl—00 J 34
Beweis. partielle Integration. [l
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Weiter im Beweis:
Mit Hilfe des Lemmas erhalten wir schlieBlich:

= | dt — ~
PR S 2sin 2 2

> sin kx /Xsin(n—i—%)t X—7T T —X
™

k=1
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Bemerkung

Aus der Besselschen Ungleichung folgt, dass die Folgen ¢, c_x quadratisch
summierbare komplexe Zahlenfolgen sind, d.h. Elemente von ¢2.

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt die Vollstandigkeit des
Orthonormalsystems ex(x), k € Z.
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Anders als bei der Taylorreihe konnen auch periodische Funktionen
dargestellt werden, die nur stiickweise stetig differenzierbar sind.

Satz (Fourierentwicklung)

Sei f € V stetig und stiickweise C1, d.h. es gibt eine Unterteilung
O=ty<t1 <---<t,=2m, so dass fy .= f|[tk_1,tk] von der Klasse C! ist,
k=1,...,r.

Dann konvergiert die Fourierreihe F,(f) gleichmaBig gegen f.

Beweis.
Sei  die periodische Funktion, die durch ol , 4y = f, definiert wird.

Die Fourier-Koeffizienten ¢, von f ergeben sich durch partielle Integration
aus den Fourier-Koeffizienten ~, von ¢:

tk [ ty )
— — / o(x)e™ "™ dx.

tr—1 n te—1

tk . [ .
| e md = < f(x)e
n

te—1

Wegen der Periodizitat von f erhilt man daraus ¢, = —%'y,, (n#£0).
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Weiter im Beweis:
Wegen der allgemeinen Ungleichung |ab| < 3(|a]? + |b|?) folgt nun
11 ,
‘Cn| < 5(? + ‘7n| )

Da > 00, 5 <oound Y00 |vn|? < 0o (Besselsche Ungleichung) ist
> len| (von x unabhidngige) absolut konvergente Majorante der
Fourier-Reihe, und daraus folgt die absolute und gleichmaBige Konvergenz
der Fourier-Reihe F,(f) gegen eine stetige Grenzfunktion g.

Andererseits konvergiert F,(f) im quadratischen Mittel gegen f.

Das ist nur méglich, wenn f = g, denn beide Funktionen sind stetig. [
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ALEASIES
Kapitel 18

Differentialrechnung mehrerer Veranderlicher J
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Richtungsableitung

Differentialrechung mehrerer Veranderlicher
Richtungsableitung

Erinnerung:

Eine Funktion f: R — R heiBt differenzierbar in 0, wenn der Grenzwert

lim o H0=FO) eyistiert.

Die Ableitung /(0) an der Stelle 0 ist dann gegeben durch
7(0) = lim 1) =1(0)

t—0 t
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Richtungsableitung

Definition
Sei U C R" eine offene Teilmenge und v € R" \ {0} ein Vektor.

(i) Eine Funktion f: U — R heiBt an der Stelle x € U
in Richtung v differenzierbar, wenn die Funktion

f:(—e,e) =R, ts f(x+tv),

an der Stelle t = 0 differenzierbar ist,
Hierbei ist € > 0 so klein gewahlt, dass x + tv € U fiir alle t € (—¢,¢).
(ii) Die Zahl

@A) = o ) =P

heiBt Ableitung von f an der Stelle x in Richtung v oder auch
Richtungsableitung.

[Animation fiir die Richtungsableitung]
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Richtungsableitung

Rechenregeln fiir die Richtungsableitung

Satz

Seien f,g: R" — R zwei Funktionen, die beide in x € R" in Richtung
v € R” differenzierbar sind. Dann gilt:

O (f +g)(x) = O(F)(x)+dv(g)(x)
By(M)(x) = AO(F)(x) fiir A €R,

Ou(f-g)(x) = 0u(f)(x)g(x) + f(x)9.(g)(x).

Ist g(x) # 0, so ist g in x in Richtung v differenzierbar, und es gilt:

N gy - 2()X)Ex) = F(x)(g)(x)
5 (g)() 1] |

Der Beweis folgt aus den Rechenregeln fiir die differenzierbaren reellen
Funktionen in einer Variablen f und g: R — R definiert durch
f(t) = f(x+tv), g(t) = g(x + tv). O
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Partielle Ableitungen

Definition
Sei (e1,...,ep) die kanonische Basis des R", U C R" offen und
f: U— R.

@ Die Funktion f heiBt an der Stelle x € U partiell differenzierbar, wenn
f an der Stelle x in alle Koordinatenrichtungen e; differenzierbar ist.

@ Die Zahl
(0if)(x) = (0e,f)(x), i=1,2,...n,
heiBt i-te partielle Ableitung von f an der Stelle x.

o f heiBt partiell differenzierbar, wenn f in allen Punkten x € U partiell
differenzierbar ist.

@ Die Funktion 0;f: U — R heiBt i-te partielle Ableitung von f.

Man schreibt dafiir auch o

8X,' .

V.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Partielle Ableitungen

Bemerkung
Die i-te partielle Ableitung (0;f)(x) an der Stelle x = > 7, x;e; ist genau
die Ableitung der Funktion h(t) := f(x1,...,Xi—1,t, Xi+1,...,Xn) an der
Stelle t = x;:
(0;f)(x) = %|t:x; F(X1y oy Xio1, by Xid1y e o5 Xn)
= %’tzO f(Xl, cey Xi—1, X+t Xig1, - ,Xn)

= h/(X,').

Beim Berechnen der i-ten partiellen Ableitung sind also die Variablen Xx;
fiir j # i als Konstanten zu behandeln. Differenziert wird nach der
Variablen x;.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Partielle Ableitungen

Beispiel

Die Funktion : R" — R, f(x) = [|x||* = >_7_ 1x , ist partiell
differenzierbar und

of
8X (1x]1?) = ZX = 2x;.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Partielle Ableitungen

Beispiel
Partielle Differenzierbarkeit impliziert im Allgemeinen nicht die Stetigkeit!

Gegenbeispiel: Wir betrachten

_ 35 (oy) #£(0,0)
s)= { 0, (xy)=(0,0)

f ist nicht stetig in (0,0): Betrachten wir etwa x = ay?, so ist
lim, o f(ay?,y) = a/(a* + 1).

Aber alle Richtungsableitungen existieren in pg = (0, 0):

Sei v = (vi, ) € R?\ {(0,0)}. In pg = (0,0) gilt dann fiir t # 0:

f(po+tv) — f(po)  f(tv) t3vivs g
t t t(t2v2 + t*vy) vZ2 + t2vs
2
t:))O ‘;—i, Vi 75 0
0, Vi — 0

v
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Gradient einer Funktion

Vektorfelder
Definition
Sei U C R" offen.
F1
F>
(i) Eine Abbildung F = _ : U — R™ heiBt im Punkt x € U
Fm

partiell differenzierbar, wenn ihre Komponentenfunktionen F;,
i =1,2,...m, in x partiell differenzierbar sind.

(i) Ein Vektorfeld auf U C R" ist eine Abbildung v: U — R". Ein
stetiges Vektorfeld auf U ist entsprechend eine stetige Abbildung
v: U — R". Man denkt sich an jeden Punkt x € U den Vektor v(x)
angeheftet. [Animation.| (Oft werden wir spater nur noch stetige
Vektorfelder betrachten.)
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Gradient einer Funktion

Der Gradient einer Funktion

Definition (Gradient)

Sei U C R" offen und f: U — R an der Stelle x € U partiell
O1f(x)
O f(x)

differenzierbar. Der Spaltenvektor grad f(x) := heiBt

On f (x)

Gradient von f an der Stelle x. [Animation]

Bemerkungen

Somit ist gradf ein Vektorfeld auf U C R".

Die Rechenregeln fiir die Richtungsableitungen implizieren Rechenregeln
fiir den Gradienten. Z.B. ist grad additiv und fiir zwei in x partiell
differenzierbare Funktionen gilt als Folge der Leibnizregel

grad(f - g)(x) = f(x)- (grad g)(x) + g(x) - (grad f)(x).

y
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Gradient einer Funktion

Definition (Divergenz)
Sei U C R" offen. Fiir ein in x € U partiell differenzierbares Vektorfeld
v=> 1",viei: U— R" ist die Divergenz an der Stelle x gegeben durch

div v(x) := Z Oivi(x).
i=1

[Animation zur Divergenz.]

Das Newtonsche Gravitationsfeld

Ist r = r(x) := ||x|| die Euklidische Norm von x € R"” und f: Ry — R eine
differenzierbare Funktion, dann ist die rotationssymmetrische Funktion

g = forauf U=R"\ {0} partiell differenzierbar.

Die partiellen Ableitungen erhdlt man mittels der Kettenregel:

0ig(x) = f'(r)0;r mit

Xi

1
Bir = 9;Vr2 = —9j||x||> =
2r r

uuuuuuu

Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Gradient einer Funktion

Das Newtonsche Gravitationsfeld
Wir erhalten daher gradr(x) = % und fiir f(r(x)) den Gradienten

f'(rerad r(x) = f'(r)2,

r

Sei jetzt n =3 und f(r) = —GY auf U =R3\ {0} (das
Newtonpotential). Wir erhalten durch
M
—gradf(r(x)) = 652, fir xeR® \ {0},

9
rer

das Newtonsche Gravitationsfeld. )
Die Divergenz dieses Feldes ist fiir alle x € R3\ {0} gleich Null (Ubg bzw.
Verweis auf spater).
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Gradient einer Funktion

Das Newtonsche Gravitationsfeld

Die auf eine Probemasse m im Punkt x wirkende Kraft wird beschrieben
durch das Vektorfeld

F=-Goyx

r2 r-
Beschreibt t — x(t) € R3 die Bewegung der Probemasse im
Gravitationsfeld, so geniigt diese nach dem Newtonschen Gesetz F = mx
der (von m # 0 unabhangigen) Differentialgleichung

. X
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Hohere partielle Ableitungen
Hohere partielle Ableitungen

Definition
Sei U C R" offen und f: U — R.
(i) Fiir k > 2 definiert man rekursiv:

f heiBt einmal partiell differenzierbar, wenn f partiell differenzierbar
ISt.
f heiBt k-mal partiell differenzierbar, wenn f partiell differenzierbar ist
und alle partiellen Ableitungen O;f (k-1)-mal partiell differenzierbar
sind.

(i) f heiBt k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal partiell
differenzierbar ist und alle k-ten partiellen Ableitungen

akf- [Jpu—

8x,-1 8X,'2 s aX,'k T

040 -+ Oy

stetig sind.

V.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Hohere partielle Ableitungen

Lemma von Schwarz

Satz (Hermann Amandus Schwarz)

Sei f: U— R (U CR" offen) zweimal stetig differenzierbar.
Dann gilt fiir alle i,j € {1,2,...,n}:

0;0;f = 0;0;f.

.

Beweis. Da es nur um zwei Koordinatenrichtungen e; und ¢; geht, kénnen
wir annehmen, dass n = 2.

Wir berechnen die zweiten partiellen Ableitungen an der Stelle
(%0, ¥0) € U.

Wir konnen, gegebenenfalls nach Verschiebung, annehmen, dass
(x0, ¥0) = (0,0) und dass die offene Menge U ein Quadrat
Q = {(x,y)| [x] <eund |y| < e} enthilt fiir ein geeignetes ¢ > 0.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Hohere partielle Ableitungen

Weiter im Beweis:

Fiir festes y € (—¢,¢) betrachte die Funktion g,(x) := f(x,y) — f(x,0).
Nach dem Mittelwertsatz gibt es zu jedem x ein £ € (—|x|, |x|) mit

(1) &y(x) — 8/(0) = xgy(§) = x(91f (&, y) — 91£(£,0)).

Halte dieses £ fest. Die erneute Anwendung des Mittelwertsatzes auf die
Funktion y — 011 (&, y) liefert ein np € (—|y|, |y|) mit

(2) 0uf(&,y) — Oif(£,0) = yDa01 (&, m).

Aus (1) und (2) ergibt sich die Existenz von &, 7 mit || < |x|,
und

nl < |yl

(3) gy(X) - gy(o) = xy001f(&, 7).

Analog finden wir fiir die Funktion hy(y) := f(x,y) — f(0, y) Werte &, i
mit

(3" he(y) — he(0) = xy010-f (€, 1),
und [§] < |x| und |7j| < |y|.

630 / 832



Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Hohere partielle Ableitungen

Weiter im Beweis:
Aus (3) und (3') erhalten wir wegen
8y(x) — 8y(0) = f(x,y) = f(x,0) = £(0,y) + £(0,0) = hx(y) — hx(0):

(4)  0201F(€,1) = 0102f (€, 7).
Die Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen erlaubt nun den

Grenziibergang (x,y) — (0,0) in (4), woraus sich
0rO1 f(O, 0) = 81827[(0, 0) ergibt. U]
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DI NE [ T =M NI SRV ENT [T (8 (Totale) Differenzierbarkeit und Differential

Definition (Differenzierbarkeit)

Sei U C R" offen und F: U — R™.
(i) Die Funktion F heiBt im Punkt x € U (total) differenzierbar, wenn es
eine lineare Abbildung A: R" — R™ gibt, so dass

IF(x+&) — F(x) Al _

lim
§ERM\{0}, €0 I€]]
(ii) Die Funktion F: U — R™ heiBt differenzierbar, wenn F in allen
Punkten x € U differenzierbar ist. )
Bemerkung:

Wir konnten in der Definition ohne weiteres R” und R™ durch beliebige
Banachraume ersetzen. Dann fordert man, dass die lineare Abbildung A

stetig ist.
v
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DI{TTEN N [ES T -W O NI SRV EN T[T I8 (Totale) Differenzierbarkeit und Differential

Satz (und Definition Differential)

Sei U C R" offen und sei F: U — R™ differenzierbar im Punkt x € U.
Dann wird durch

(IF(x + &) = F(x) = A)N/1I€]) = 0

lim
£—0

die lineare Abbildung
dFy == A: R" - R"™

eindeutig bestimmt. Sie heiBt Differential (oder Ableitung) von F im
Punkt x. Wir identifizieren oft dFy mit ihrer beschreibenden Matrix.
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DI NE [ T =M NI SRV ENT [T (8 (Totale) Differenzierbarkeit und Differential

Beweis der Eindeutigkeit von A:
Seien A und B zwei lineare Abbildungen mit der geforderten Eigenschaft.
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung fiir die Norm erhalt man

0 < lim 1B(£) — A(E)|l
€0 €]
o i IEOH8) = F(x) = Al . | — F(x+¢&)+ F(x) + B(&)|l
~ &0 €] -0 €]
- 0

Setzt man nun & = tn fiir n € R” mit ||n|| = 1 so erhadlt man daraus wegen
der Linearitdt von A und B, dass

t]

0= Jim ¢ (Bln) = An)) = B(n) = An).

Hieraus folgt wegen der Linearitat A(n) = B(n) fiir alle  und somit
A= B. []
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DI{TTEN N [ES T -W O NI SRV EN T[T I8 (Totale) Differenzierbarkeit und Differential

Beispiel
Die Funktion f: R"” — R, f(x) = ||x||?, ist iiberall differenzierbar, denn
wegen

fx+&) = [Ix|I” +2(x, &) + [|€]I* = £(x) +2(x, &) + [|€]I°

gilt

Fx+6) — F(x) —20,8) _ [l]2
_ _ 0 0.
€l e = 16l =m0

Das Differential df, € (R")* ist also gegeben durch die Linearform:

dfi(§) = 2(x,&) =2x'¢, £€R

Also df, = (2x1,2x2,...,2Xy).
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DI NE [ T =M NI SRV ENT [T (8 (Totale) Differenzierbarkeit und Differential
Jacobi-Matrix (Matrix der Ableitungen)
Satz
Sei U C R" offen und F: U — R™ in x differenzierbar. Dann existiert fiir
Jjede Komponente Fj mit j = 1,...,m von F die Richtungsableitung

0y Fj(x) fiir jede Richtung v € R" \ {0} und es gilt
0y Fj(x) = (dFj)x(v).

Insbesondere sind alle Komponentenfunktionen F; in x partiell
differenzierbar, d.h. F ist in x partiell differenzierbar. Weiterhin gilt:

O1F1(x) -+ OnFi(x) (gradF1(x))*
dF, = : : — '

OrFm(x) -+ OnFm(x) (gradFim(x))"

Diese Matrix heiBt auch Jacobi-Matrix

.
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DI{TTEN N [ES T -W O NI SRV EN T[T I8 (Totale) Differenzierbarkeit und Differential

Beweis: Sei v € R" mit [[v||=1und F=}_T", Fje;.

Da F differenzierbar ist, sind alle Komponentenfunktionen F; als
Verkettung differenzierbarer Funktionen differenzierbar. D.h. es gilt fiir
jede Komponente F;

|Filx 4 tv) = Fi(x) = (dFj)«(tv)|

0 = Ilim
t=0 [tlflv]
Fi(x + tv) — F;
— im | B A ey )]
t—0 t

d.h. (dFj)x(v) = &|i=oFj(x + tv) = O, F;(x).

Damit erhalt man fiir v = ¢; die i-te partielle Ableitung
0iF;(x) = (dFj)x(e).

Dies gilt fiir jede Komponente F; und somit

0iF1(x)
dF.(e) = : = i-te Spalte von dF.
Oi Fm(x)
Dies beweist die Formel fiir die Ableitungsmatrix. [
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DI NE [ T =M NI SRV ENT [T (8 (Totale) Differenzierbarkeit und Differential

Folgerung

Sei U C R" offen und f: U — R eine differenzierbare Funktion.

Dann existiert fiir jedes v € R" \ {0} die Richtungsableitung 0, f(x) und
es gilt

0, f(x) = dfyv = (grad f(x), v).

Die Jacobi-Matrix von f ist gegeben durch die Linearform

df = (O1f,...,0nf) = (grad )T : U — (R")*,
x — dfy.

Beispiel
Fiir die Koordinatenfunktionen f(x) = x; haben wir grad(x;) = e und

somit die Linearformen dx; = (e;, ). Man schreibt daher fiir jede
differenzierbare Funktion f auf einer offenen Teilmenge U C R" auch

df = i 8,f dX,'.
=1

ﬁﬁﬁﬁﬁ




DI{TTEN N [ES T -W O NI SRV EN T[T I8 (Totale) Differenzierbarkeit und Differential

Bemerkung

Aus der Folgerung erhalten wir auch eine Charakterisierung des Gradienten
grad f(x) als eindeutig bestimmter Vektor, der im Sinne des
Darstellungssatzes von Riesz die Linearform df, darstellt.

Diese Charakterisierung ermoglicht es, den Gradienten allgemeiner auch zu
definieren, wenn nicht R” mit dem Standardskalarprodukt betrachtet wird.

W
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Differenzierbarkeit und Stetigkeit
Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit

Satz

Sei U CR" offen und F =3 ", Fie;: U— R™ in x € U total
differenzierbar. Dann ist F in x stetig.

Beweis. Sei x, := x + &, mit £, — 0 eine Folge, die gegen x konvergiert.
Dann ist wegen der Dreiecksungleichung

[F(xn) = F(x) — dFx(&n)
||§vnH

—0, da f diffb.

IF ) — FO < |

A\

L jeall 11dFeEnl.
=~

—0

Nun ist aber dFy: R" — R™ linear und damit stetig, d.h. auch
|dFx(&n)|] —¢,—0 0. Also ||F(x,) — F(x)|| — 0. L]
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Hinreichendes Kriterium fir Differenzierbarkeit

Satz

Sei U CR" offen, F =", Fiej: U— R™ partiell differenzierbar und
alle partiellen Ableitungen O;F; seien an der Stelle x € U stetig.
Dann ist F in x total differenzierbar.

Beweis. Wir konnen o0.B.d.A. annehmen, dass m = 1.
Wihle £ > 0 so klein, dass B.(x) C U gilt. Wahle £ =>_7_; &jei € B.(0).
Fir i =1,...,n betrachten wir die reellen Funktionen einer Variablen

gi(t) = F(x1+t,xo,...,%)
gi(t) = Fla+&,. ..., xi—1+&—-1, X+ t,Xi41,...Xp)
gn(t) — F(X1—|—€1,...,Xn_]_—I-fn_]_,Xn—f-t)

Dann gilt

gi(0) = OiF(xi+&1, ..., Xi—1+&i—1, Xy Xn)
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Weiter im Beweis:
Auf jede dieser Funktionen wenden wir nun den Mittelwertsatz an und
erhalten, fiir i = 1...n, Zahlen 0; € (—|&;],1&;|) mit

F(x1 +&,. .o xi + & Xig1,---xn) — F(x1 + &1, Xi—1 + &i—1, Xy - - - Xn)
= &OiF(x1+ &1, .., xi—1 +&i—1, X + 0i, Xig1, - - - Xn)
Setzt man nun

y(l) = (Xl +€17°°'aXi+£i7Xi+17°°'Xn)7i:07"'7”7
20 = (€, Xie1 &1 X O X1, Xn)y > 1

so erhalt man daraus

n

F(x+¢&) - F(x) = F(y®) — F(ytt)y = zn:Sk@kF(Z(k))-
k=1 k=1
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Ende des Beweises: Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
ergibt sich dann

F(x+8) — F(x) = X 0F()&l 12710 (1) — 9iF (x))éi]
I€]] I€]]

< Y 0FED) - aiF ()l

Fiir £ — 0 gilt auch z() — x.
Da nun alle partiellen Ableitungen stetig sein sollen, bekommen wir

9;F(210) —¢ 0 0;F(x),

und somit
L FHO = FO) - DL 0F (8]
£-0 €]l
Damit ist F in x differenzierbar. ]
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Satz
Sei F: R" — R™ eine Abbildung, die in x differenzierbar ist. Dann gilt:
@ Ist G: R" — R™ in x differenzierbar, so auch F + G und es gilt

d(F +G)x = dFx+ dGy
@ Fiir A € R ist A\F in x differenzierbar und es gilt
d(A\F)x = MdFy
@ /st h: R" — R in x differenzierbar, so auch h- F und es gilt
d(h-F)x = F(x)-dhy+ h(x)dF.

@ Ist g: R" — R in x differenzierbar und g(x) # 0, so ist éF in x
differenzierbar, und es gilt:

1

1
d(3F) = S (IR~ F)-d).
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Satz (Kettenregel)

Seien U C R,V C R™ offen, F: U — R™, F(U)C V und G: V — Rk,

Wenn F in x und G in y = F(x) differenzierbar sind, dann ist die
Verkettung G o F: U — R¥ in x differenzierbar und

d(G o F)x = dG, o dF,.

Beweis. Fiir x € U, y := F(x) € V und £ € R"” und n € R™ hinreichend
klein definieren wir

w(€) = F(x+& — F(x)— A, wobei A= dF,,
¥(n) = G(y+mn)—G(y)—Bn, wobei B=dG,,

Dann gilt wegen der Differenzierbarkeit von F und G, dass

lim #(¢) 0 und lim M = 0.

e>o [l -0 |lnfl
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Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential
Weiter im Beweis:
Fiir die spezielle Wahl 1 := F(x + &) — y = A£ + ¢(§) erhalten wir
(GoF)(x+&)—(GoF)(x) = G(y+n)—G(y)
Bn + ()
= BAS + Bp(§) + ¥(n)
D.h.
im 1G24 6) — (Go F)() — BAEl _ 1Bl | . [v()l]
-0 €] e-0  [[€]] ¢-0  [[€]]

Nun ist aber wegen der Linearitat von B

C1Be@l o ele) @)l
[im ———>22= — | B 1>~ B | = 0.
i = = im 18 ()1 < 1B s e i, =5

Also bleibt nur noch zu zeigen, dass lim¢_,o % = 0.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Ende des Beweises: Dazu bemerkt man, dass 7 — 0 falls £ — 0, denn
wegen der Dreiecksungleichung ist

Inll = 1[AE+ @@l < Al + lle@)ll —¢s0 O

Somit gilt HIT)I(TTI)H —¢-,0 0. Aus der der Differenzierbarkeit von G und der
Dreiecksungleichung folgt dann:

[l el ol M) AL+ ¢ (€l
€]l Il Il il I€]]
[om)ll (ALl lle@)l
— 07
< T Ul * g ) e

—— ——

—¢-500 —¢—00
denn wegen der (stetigen) Linearitdt von A bleibt ||HA_£”|| = HA(Hg—”)H
beschrankt. O]
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Folgerung (Kettenregel in Komponenten)

Seien U C R",V C R™ offen, F: U — R™, F(U) C V und G: V — R¥,
H:=GoF:U— Rk Essei FinxundG iny = F(x) differenzierbar.
Dann ist H= G o F in x differenzierbar und fiir alle i = 1,2,...,n und
I=1,...k gilt:

diH(x Za(;, )9 Fi(x) .
In anderer Notation, mit den Emtragen der Jacobi-Matrix:

8H, 8G/
8X, Z 8yJ 8x, &
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Beispiele
In den folgenden Beispielen betrachten wir Abbildungen des Vektorraumes
der n x n-Matrizen Mat,(R) = R™.

(i) Sei F: Mat,(R) — R gegeben durch F(A) = det(A). Dann gilt fiir
das Differential in 1,

dFy, (A) = d dety, (A) = spur(A);

denn nach der Produktregel gilt

d
dFln(A) — a|t:0 Z 5(0)(510(1) + tala(l)) T (5ncr(n) + tana(n))
o€S,
= a1+ ...+ ann- )
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Beispiele

(i) Nun sei F: Mat,(R) — Mat,(R) gegeben durch F(A) = A% und
G: Mat,(R) — R durch G(A) = spurA.
F und G sind auf Mat,(R) differenzierbar mit

d
dFaB = —|t=0 [(A+ tB)?] = AB + BA,

und
d
dGpB = Eh:o [spur(A + tB)] = spurB,

fur A, B € Mat,, (R).
Somit ist G o F: A — spur(A?) differenzierbar und

d(G o F)aB = dGg(a) o dFa(B) = spur(AB + BA) = 2spur(AB).

v
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential
Ubung

Gegebenen sei eine beliebige zweimal stetig differenzierbare Abbildung in
zwei reellen Variablen x, y. Ohne Einschriankung (um Fallunterscheidungen
zu vermeiden) sei sie auf der rechten Halbebene definiert,

f:Riy xR =R, (x,y) — f(x,y).

Schreiben wir x = x(r, @) = rcose und y = y(r, ) = rsinp, so kdnnen
wir f auffassen als eine Funktion von r und ¢, die wir mit F(r, ¢)
bezeichnen.
Betrachten wir die (unendlich oft differenzierbare) Abbildung

T

¢:R+X(_§7§)_>R+XR7 (r,cp)I—>(X,y):(rcos<p,rsincp)

mit der (unendlich oft differenzierbaren) Umkehrabbildung W definiert auf

R, X R durch V(x,y) = (\/x2 + y?, arctan (%))
so ist also F(r,p) = f(P(r,p)).

.
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Dann folgt mit Hilfe der Kettenregel

8, F) o ® = (cos p)A, F — 2o F
;e

und

2 2
(c‘;>§1f+a§f)ocp:(‘9 Lo 18>F.

2 r ok 252

Definition (Laplace-Operator)

Der Gradient grad f einer zweimal partiell differenzierbaren Funktion
f: UCR"— R ist ein partiell differenzierbares Vektorfeld U — R",

und es definiert i
Af :=divgradf =Y 07f
i=1
eine Funktion U — R.
Der Differentialoperator A heiBt Laplace-Operator.

v
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Ein weiteres Beispiel zur Kettenregel

Sei c: (—e,e) = R" (¢ > 0) eine differenzierbare Abbildung, d.h. eine
differenzierbare Kurve. Setze x := ¢(0), v := ¢’(0) = ({(0), ..., c,(0))*.
Ferner sei f: U — R eine in einer offenen Umgebung U C R" von x
definierte und in x differenzierbare Funktion.

Dann gilt fiir die Ableitung der Funktion f o c: (—¢,¢) — R:

(f o ¢)'(0) = df(0)(c'(0)) = dfi(v) = 9, f(x).

D.h.
9ol Fe(t) = BFlx) = < JemolF(x + ).

.

Es geniigt hier iibrigens vorauszusetzen, dass c stetige Abbildung, d.h. eine
stetige Kurve ist, die im Nullpunkt differenzierbar ist.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Mittelwertsatz

Mittelwertsatz

Satz (Mittelwertsatz fiir Funktionen auf dem R")

Sei U C R" offen und F: U — R stetig differenzierbar.
Seien weiterhin x € U und £ € R", so dass x + t€ € U, fiir alle t € [0, 1].
Dann existiert ein xg = x + tp& € U mit ty € (0,1), so dass

F(X+€) - F(X) - dFXO(f)‘

Beweis. Die Aussage ist eine direkte Folge des Mittelwertsatzes fiir
Funktionen f: [0,1] — R,

Sei p: [0,1] = R", t+— x+t&und f = Fop:[0,1] = R.

Nach dem Mittelwertsatz fiir f erhalten wir ein tp € (0,1) mit

(1) — f(0) = f'(to).

Aus der Kettenregel ergibt sich dann

f(1) = £(0) = f'(to) = (Fop)(to) = dFcitoe(¥'(t0))
Fiir p(t) = x+ t€ ist ¢’ =& und damit F(x + &) — F(x) = dF(¢). O

654 / 832



Ist eine Abbildung F: U — R™ konstant, so ist dF, = 0 fiir alle x € U.

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht (man betrachte eine Vereinigung
U = U; U U, zweier disjunkter offener Mengen). Allerdings gilt:

Folgerung

Sei U C R" offen. Ist U wegzusammenhangend, d.h. gibt es fiir je zwei
Punkte x,y € U stets eine stetige Kurve c: [0,1] — U mit ¢(0) = x und
c(1) =y, so gilt:

Ist F: U — R™ differenzierbar mit dF, = 0 fiir alle x € U, so ist F
konstant.

Beweis. Fiir jedes £ € U finde £(§) > 0 so, dass K¢ := B (¢)(§) € U.
Nach dem Mittelwertsatz ist F auf K¢ konstant, d.h. Flx, = d.

Sei nun c eine stetige Kurve von x nach y. Deren Bild wird iiberdeckt
durch die offenen Kugeln {B.(c(+))(c(t))}ecio,1]-

Da das Intervall [0, 1] kompakt ist und c stetig, ist auch ¢([0, 1]) kompakt.
Daher finden wir eine endliche Teiliiberdeckung durch offene Kugeln
Ba(c(t;)(c(ti)) furi=1,...kund t; =0, t, = 1. Damit ist aber

Flg.(c(t)) = di, und somit F(y) = F(c(tk)) = ... = F(c(t1)) = F(x). O
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Niveaumengen und Gradient

Satz

Sei U C R" offen, f: U — R stetig differenzierbar.
Dann steht grad f senkrecht auf den Niveaumengen

Ne(k) = {x € R"|f(x) = k} mit k €R,

d.h. fiir jede innerhalb der Niveaumenge N¢(k) verlaufende differenzierbare
Kurve c: (a, b) — R" gilt

grad f|c;) L '(t) fiir alle t € (a,b).

Beweis. Das folgt durch Ableiten der Gleichung f o ¢ = k nach der
Kettenregel
0= df.oc’ = (gradf,c).

[]
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Differentialrechung mehrerer Veradnderlicher Niveaumengen und lokale Extrema

Beispiel
Sei f: R"” — R gegeben durch die Norm, f(x) = ||x||. Die Niveaumengen

sind dann Kugeln vom Radius k und der Gradient ist gradf(x) = Tl

Bemerkung

Wenn grad f(x) # 0 ist, so gibt der Gradient die Richtung des starksten
Anstiegs der Funktion f im Punkt x € U an, denn fiir jeden Einheitsvektor
v € R” gilt wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

O, f(x) = (grad f(x), v) < |lgrad f(x)||

mit Gleichheit genau fiir den Einheitsvektor v = _grad fl)
[grad f(x)]]
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Differentialrechung mehrerer Veradnderlicher Niveaumengen und lokale Extrema

| okale Extrema

Definition
Sei U C R" offen, f: U — R eine Funktion und x € U.

Man sagt, dass f in x ein lokales Maximum (bzw. ein lokales Minimum)
annimmt, falls es ein € > Q gibt, derart dass

f(x) = f(§) bzw. f(x) < £(¢)

fiir alle £ € U mit ||x — &|| < e.
Lokale Minima und Maxima heiBen auch lokale Extrema.

Man spricht von einem isolierten lokalen Extremum, falls zusatzlich
(&) # f(x) fiir alle £ € U\ {x} mit ||x — &|| < ¢ fiir ein € > 0.
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Differentialrechung mehrerer Veradnderlicher Niveaumengen und lokale Extrema

Lokale Extrema und Gradient

Satz

Sei U C R" offen. Eine Funktion f: U — R sei an der Stelle x € U partiell
differenzierbar.

Wenn f an der Stelle x € U ein lokales Extremum annimmt, dann gilt
grad f(x) = 0.

Beweis. Fiir alle i = 1,..., nist die Funktion t — g(t) := f(x + te;) im
Nullpunkt differenzierbar und hat dort ein lokales Extremum.
Demnach gilt

0= g/(O) = a,f(X)
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Differentialrechung mehrerer Verdnderlicher BRIEN(I¢=1aW[eN[TTT:3

Wiederholung: Taylor-Entwicklung fiir Funktionen einer Variablen

Es sei f: | — R eine (m + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion auf
einem Intervall I C R.

Zu x € | ist das Taylor-Polynom Tp,(f,x)(§) = Tm(&) € R[£] gegeben
durch

1 1
Tm(€) = F(x) + F/()€ + S ()€ + -+ + —FM(x)e™.
Die folgende Beschreibung des Restglieds verallgemeinert den
Mittelwertsatz: es gibt zu jedem & mit {x + t&|t € [0,1]} C [ ein 7 € [0, 1]
mit
Fim+1)(x + 7€)
(m+1)!

f(x+&) = Tm(f,x)(&) + gmtt
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher BRIEVI¢=1aW (/4 [TTT:3

Notation: Multi-Indizes

Um die Taylorentwicklung fiir Funktionen von n Veranderlichen kompakt
schreiben zu konnen, fiihren wir die folgenden Abkiirzungen ein.

Fir o, a0,...,a, € Nund x = > 7_; xje; € R" setzen wir
0 n
a = (a1,00,...,a,) €N
la] = a14+ar+---+a, €N
al = ajlap!---a, €N
x* = X{IXp X
9% = 9MPL2 ... 9o
) n
y
Definition

Sei U C R" offen. Es bezeichne

CK(U) .= {f: U— R | f ist k-mal stetig differenzierbar }

den Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen U — R. 661 /832

.

Differentialrechung mehrerer Verdnderlicher BRIEN(I¢=1aW[eN[TTT:3

Taylorentwicklung fiir Funktionen von n Variablen

Satz (Taylorentwicklung)

Sei U C R" offen, f € C™L(U), x € U und £ € R”, so dass
{x+ t&|t € [0,1]} C U.

Dann existiert T € [0,1], so dass

fx+&) =) éaaf(x)ga + Y éﬁaf(x + TE)E°.

|| <m |o|=m+1

Definition

Tm(8) =2 ja<m L5of(x)¢> ist ein Polynom vom (Gesamt-)Grad < m
in den n Variablen &1, ... ,&, und heiBst m-tes Taylorpolynom.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher BRIENCIE WIS IToF:3

Mit Hilfe des folgenden Hilfssatzes fiihren wir den Satz auf den Fall einer
Funktion in einer Variablen, also n = 1, zurick.

Lemma

Fiir die (m + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion g: [0,1] — R mit
g(t) := f(x + t&) gilt fiir alle 0 < k < m+1:

gW(t) =k —aa (x 4 t&)E™.

|a|= K

Beweis des Satzes: Der Satz folgt nun mit Hilfe des Lemmas aus der
Taylorentwicklung der Fuktion g im Nullpunkt: es gibt 0 < 7 < 1 mit

—~ W) L, gm™Y(r)

_ _ g . o1m+1
flx+¢) = g(1) = ;—k! S CES +
1 1
DT O SR DR TR CRR I
la|<m la|l=m+1
0
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher BRIENICIE WIS ITi=3

Beweis des Lemmas: Wir beweisen das Lemma durch Induktion nach k.
Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen. Wir berechnen g(¥*1)(¢) aus der
Induktionsannahme

gW(t) =k Y —aa (x 4 t&)E™.

|al= K

Mit der Kettenregel erhalten wir:

iaaf(x +18) =) 90" F(x + t&)&

dt ,
i=1

und somit mit der Induktionsannahme

(k+1) — Kl Z Z —8 O (x + t&)EXE;.

i=1 |a|= k
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher BRIEVI¢=1aW (/4 [TTT:3

Weiter im Beweis: Daraus ergibt sich weiter:

gl () = kYN %8;8“f(x+ t§)E*Ei

i=1 |a|=k
= klz Z 8fo + t£)¢P
i=1|8|= k—|—1
= (k+1) Y @85f(x+ t£)e”,
|Bl=k+1
denn Y7 B8i=|8l=k+1 daf=(a1,....,0;+1,...,0p) O]

Damit haben wir das Lemma und somit auch den Satz bewiesen.
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Approximation durch das Taylorpolynom

Folgerung

Sei U C R" offen, f: U — R eine m-mal stetig differenzierbare Funktion
und x € U.

Dann existiert § > 0 und ¢: Bs(x) — R, so dass Bs(x) C U und

flxc+8) = 3 —0MF()E + pl6)

la[<m

fiir alle £ € Bs(0), wobei
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher BRIEVI¢=1aW (/4 [TTT:3

Beweis (der Folgerung).

Da U offen ist, existiert Bs(x) C U. Aus der Taylorentwicklung der
Ordnung m — 1 folgt fiir £ € Bs(0):

1 1
fx+&= D 08"+ D —0%F(x+ 7€),
la|<m—1 la|=m
fir ein 7 € [0, 1].
Wir setzen

pl€) = 37 (0 F(x + 7E) — DT ()E

|af=m

Dann gilt f(x + &) = X 0j<m a10*F(X)E* + 9(€) und
lim ¢()/lelm =0,

denn die m-ten partiellen Ableitungen von f sind nach Voraussetzung

stetig und fiir |a] < m bleibt IIEIIJ" beschrankt. ]
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Spezialfall:

Sei U C R" offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar und x, & € R"
derart, dass {x + t&|t € [0,1]} C U.

Dann gilt

f(x+&) = f(x +Zaf )i + 2288f(><€,é}+90(€)

iJj=1

A g

quadratisches Taylorpolynom

£)

wobei lim¢_,0 ]IP(T = 0.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Hessematrix und lokale Extrema
Hessematrix

Definition
Sei U C R" offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar. Die nach dem
Satz von Schwarz symmetrische Matrix

Hess f(x) := (0;0;f(x))i j=1,...n

heiBt Hessematrix von f im Punkt x.

Nachtrag zum letzten Beispiel:

Mit der Hessematrix ldsst sich die obige Gleichung unter Verwendung des
Standardskalarprodukts auf R” nun indexfrei schreiben:

Flox+€) = F(x) + {axad £(x), &) + o (Hess F(x)E,€) + (6

.
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Definition

(i) Eine symmetrische Bilinearform [3 auf einem reellen Vektorraum V
heiBt positiv semi-definit, wenn

B(v,v) >0 firalle vevV.

(ii) B heiBt negativ definit (bzw. negativ semi-definit), wenn — [ positiv
definit (bzw. positiv semi-definit) ist.

(iii) B heiBt indefinit, wenn (8 weder positiv noch negativ semi-definit ist.

(iv) Ein symmetrischer Endomorphismus A eines Euklidischen
Vektorraums V' heiBt positiv definit (bzw. positiv semi-definit,
indefinit etc. ), wenn die zugehdrige symmetrische Bilinearform

B(v,w) = (v,Aw), v,w eV,

positiv definit (bzw. positiv semi-definit, indefinit etc. ) ist.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Hessematrix und lokale Extrema

Hessematrix und lokale Extrema

Satz
Sei U C R" offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar.

(i) Wenn f an der Stelle x € U ein lokales Minimum (bzw. Maximum)
hat, dann ist grad f(x) = 0 und Hess f(x) ist positiv (bzw. negativ)
semi-definit.

(ii) Wenn der Gradient von f an der Stelle x € U verschwindet und
Hess f(x) positiv definit ist, dann hat f in x ein isoliertes lokales
Minimum,

Hess f(x) negativ definit ist, dann hat f in x ein isoliertes lokales
Maximum,
Hess f(x) indefinit ist, dann hat f in x kein lokales Extremum.

[Animationen.]
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Beweis.

(i) f habe in x z.B. ein lokales Minimum. Wir wissen bereits, dass
grad f(x) = 0 und mit h(¢) := 3 (Hess f(x)&, &) gilt

f(x) < f(x+&) = f(x) + h(&) + ©(£)-
Daraus folgt 0 < h(§) + ¢(&), d.h. h(§) > —p(&) und somit mit

e 3 h(§)  h(t€) (t&)
t plt§) t—0
(Hf”) €)% NIE€l2 - [£&]|2

Das impliziert h(y) > O fiir alle Einheitsvektoren y, d.h. h > 0.
(i) Sei nun umgekehrt grad f(x) = 0 und h(§) > 0 fiir alle £ # 0.
Dann ist m := min, =1 h(y) > 0.
Weiterhin findet man zu 0 < ¢ < mein § > 0, so dass |p(&)| < ¢||€]/?
fir alle 0 # ¢ € B;(0).
Aus der Taylorentwicklung folgt dann fiir diese &:

f(x +&) = f(x) + h(§) + (&) > f(x) + mll¢]|* — el > f(x).

]
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Hessematrix und lokale Extrema
Kapitel 19

Der Umkehrsatz und seine Anwendungen J
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz
Umkehrsatz

Definition (Diffeomorphismen)

Seien U und V' offene Mengen im R". Eine bijektive, stetig differenzierbare
Abbildung f: U — V/, deren Umkehrabbildung auch stetig differenzierbar
ist, heiBt Diffeomorphismus zwischen U und V.

Satz

Sei f: U — V ein Diffeomorphismus. Dann ist fiir alle x € U die Ableitung
df. eine invertierbare lineare Abbildung und es gilt

(df ey = (dh)7

Beweis. Dies folgt aus der Kettenregel:

ldgn = d ldy = d(f7tof) = dffodf

und damit df ) = (df)~". O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Umkehrsatz

Der Umkehrsatz besagt, dass lokal, d.h. in einer geeignet gewahlten
Umgebung von x, eine Umkehrabbildung existiert, falls df, invertierbar ist.

Satz (Umkehrsatz)

Sei U C R" offen, f: U — R" stetig differenzierbar und p € U so, dass die
Ableitungsmatrix df, invertierbar ist. Dann existieren offene Umgebungen
V C U von p und W von q := f(p), so dass f|y: V — W ein
Diffeomorphismus ist.

Beispiele

@ Sei f: R — R, f(x)=x2 Dannist f/(x) # 0 fiir x € R\ {0}.
Fiir x > 0 betrachte W =R und V =Ry mit f1(y) = \/y.
Fiir x < 0 betrachte W =R und V =R_ mit f~(y) = —/y.

o f: R — R, f(x) = x> besitzt eine stetige Umkehrabbildung (da

streng monoton wachsend). Diese ist aber nicht differenzierbar in
y =0=f(0) da f’(0) = 0.

4
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Der Beweis des Umkehrsatzes beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz
und den folgenden beiden Satzen. Wir brauchen zunachst:

Definition
Seien V, W normierte Raume und U C V. Eine Funktion f: U — W heiBt
Lipschitzstetig auf U, wenn es eine Zahl L > 0 gibt, so dass

IF(x) = fW)Il < Lllx =y

fiir alle x,y € U. Jede solche Zahl L heiBt eine Lipschitzkonstante fiir f
auf U.

Bemerkungen
e Lipschitzstetige Funktionen sind gleichmaBig stetig.

e Stetige lineare Funktionen sind Lipschitzstetig.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Satz (Schrankensatz)

Sei f: U C R" — R™ stetig differenzierbar. Sei K C U eine kompakte
Menge, die konvex ist, d.h. fiir alle x,y € K liegt auch die
Verbindungsstrecke {tx + (1 — t)y | t € [0,1]} in K. Dann ist f auf K
Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L := maxyck ||df«|| operatornorm- ES
gilt also

I (x) = F)Il < Llix =y

fiir alle x,y € K.

Beweis. Da K kompakt ist und x — df, und die Operatornorm stetig
sind, existiert

Tea}%(n xHOp. norm Tea’%(ﬁeRTﬁﬁ:l ” X(€)||

Nach dem Mittelwertsatz existiert dann fiir x,y € K ein tg € [0,1], so dass

1 (x) = FWII = lldfroxt(1-t0)y (y = X < Llly = x]|. B
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Satz (Diffeomorphie)

Seien U und V offene Mengen im R" und f: U — V stetig differenzierbar
und bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung f~1: V — U. Wenn fiir jedes
x € U das Differential df, invertierbar ist, so ist f ein Diffeomorphismus,

d.h. f~1 ist auch stetig differenzierbar und dffzj) = (df,) L.

Wir erinnern uns:

f(x) = x3 hat eine stetige, aber in x = 0 nicht stetig differenzierbare
Umkehrabbildung. Die Bedingung df. invertierbar ist also wesentlich.

Beweis. Wir zeigen die stetige Differenzierbarkeit von =1 in y = f(x).
0O.B.d.A. konnen wir annehmen, dass x = y = 0, denn:

Sind Ly, Ly: R™ — R" invertierbare affine Abbildungen, so gilt der Satz fiir
f genau dann, wenn er fiir L1 o f o L, gilt. Mittels zweier Translationen
verschiebt man dann x und y nach 0.

Ferner kdnnen wir annehmen, dass df, = Id, denn setzt man L := (dfx)_l,
so folgt nach der Kettenregel

d(Lof), = dL¢(xy o dfy = Lo df, = 1d. 678 / 832



Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Weiter im Beweis des Satzes: Sei y € V und x := f~1(y) € U. Wir
definieren

p(x) = f(x)—£(0)—d(x) = f(x)—x

(y) = FHy) -y = x—f(x) = —p(x) = —p(f ().
Um die Differenzierbarkeit von f~1 zu zeigen, miissen zeigen, dass
BT —y0 0
y

Da f stetig differenzierbar ist, gilt II( ”) —x—0 0.

Daher kénnen wir ein € > 0 finden, so dass ||‘ﬁ(>|(|)“ < 1 fiir alle ||x|| < e.

Da f~! stetig ist, finden wir zu diesem ¢ ein § > 0, so dass ||[f~1(y)|| < ¢
fir alle ||y|| < 6. Somit gilt fiir alle y mit ||y|| < J, dass

[ = oGl < Sl = 510 ()

und daher wegen der Dreiecksungleichung

(+) 1
FOI < 1F7 ) =yl + Iyl =T8OI+l < SHEEOI+ il
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Ende des Beweises: Also haben wir fiir alle y mit ||y|| < J, dass

)N < 2y

und somit

{7 ) 5 91 el €2 RO (€9
[yl (e 7 1/ 57 N

Aus y — 0 folgt nun, wegen der Stetigkeit von f~!, dass auch
x = f~(y) — 0 und somit

W . el
Iyl =

Damit ist £~! differenzierbar in y und mit df,” 1 — (df)~! erhalten wir
auch die Stetigkeit von df 1. ]
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Jetzt beweisen wir den Umkehrsatz:

Satz (Umkehrsatz)

Sei U C R" offen, f: U — R" stetig differenzierbar und p € U so, dass die
Ableitungsmatrix df, invertierbar ist. Dann existieren offene Umgebungen
V C U von p und W von q := f(p), so dass f|y: V — W ein
Diffeomorphismus ist,

d.h. f|y ist bijektiv und (f|y)~t: W — V stetig differenzierbar.

Beweis. Wir konnen wieder 0.B.d.A. annehmen, dass p = g = 0 und
df, = Id. Der Beweis des Umkehrsatzes erfolgt nun in mehreren Schritten:

1) Definition von W: Sei § > 0, so dass Bys(0) C U und so, dass

1
[1d — df]| op.— porm < 5 fir alle x € Bys(0). (%)

Wir setzen dann W := B;(0).

2) Definition von V := f=1(W) N Bys(0) C U.
Da W offen ist und f stetig, ist auch das Urbild f~1(W) offen.
Damit ist V' als Durchschnitt zweier offener Mengen offen.

681 /832
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Weiter im Beweis: 3) Die Abbildung f|y: V — W ist bijektiv:
Zu y € W = Bs(0) definieren wir die differenzierbare Abbildung

oy U—=R", ¢,(x):=y+x—Ff(x).

Ein Fixpunkt x von ¢, ist eine Lésung von f(x) = y. Wegen
(dpy)x = Id — dfy liefert der Schrankensatz auf Bys(0) C U dass

liy(a) — gy Gl < slba — . (o)

Da |ly|| < 4, gilt fiir alle x € B,s5(0), dass

ey GO < Iy (x) =y ()] + Iyl < 29,

D.h. ¢, Bys(0) — Bos(0). Wegen (xx) ist ¢, also eine kontrahierende
Abbildung auf dem vollstandigen metrischen Raum By;(0).

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz finden wir also zu jedem

y € W = B;(0) genau ein x € Bys(0) mit ¢, (x) = x.

Wegen ||x|| = [[¢y(x)|| < 20, gilt sogar x € Bys(0). D.h aber, dass

f(x) =y und x € F~1(W) N Bys(0) = V. Somit ist f: V — W bijektiv
und wir kénnen die Umkehrabbildung durch f=1(y) := x definieren.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Weiter im Beweis:
4) f~1ist stetig:
Wegen (**) und der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir x;,x € V
2 = x| < lpo(x2) = wo(x1)ll + [[f(x2) — F(x1)]]
< Sl =l + 1 (e) = Fla)]-

Damit ist fir x; = f_l(yl) und xo = f_l()/2)

1F100) — FH ) < 2lly2 —

und somit ist die Umkehrfunktion f~! (Lipschitz)stetig.
5) Fiir alle x € V ist dfy ein Isomorphismus:

Fiir x € V C Bys(0) und der Wahl von § in (*) gilt fiir £ € R"”

1
[(ld — df) (§)] < §H€||-
Fiir ¢ € ker(dfy) ist dann [|€]| < 3[|]], d-h. £ = 0. Also ist dfy

invertierbar.
Aus dem vorhergehenden Satz folgt somit die Behauptung des
Umkehrsatzes. 683 [ ab2

Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Bemerkung:

f~1 ist sogar k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal stetig
differenzierbar ist (k € N). Die Gleichung df,* = (dfy(,)) " zeigt ndmlich,
dass f~1 k-mal stetig differenzierbar ist, wenn f k-mal und g = f~1

(k — 1)-mal stetig differenzierbar ist.

Folgerung (Offenheits- /Diffeomorphiesatz)

Sei U C R" offen und f: U — R" eine stetig differenzierbare Abbildung
mit df, invertierbar fiir alle x € U. Dann gilt

o f(U) CR" jst offen.
@ Ist f injektiv, so ist f ein Diffeomorphismus U — f(U).

.

Beweis. Dies folgt aus dem Umkehrsatz und dem Satz iiber Diffeomorphie
bei stetiger Umkehrabbildung. (UA) O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Beispiel (ebene Polarkoordinaten)
Die Abbildung

f: R2 5 R2, (r)a<x):<rcf’w>,
© y rsin

ist unendlich oft differenzierbar. |hr Differential ist
% g—x Cosy —rsiny
— g ' —
af (% %) (singp r cos )
Da det df = r, gibt es zu jedem Punkt p = (rg, pg) € R* x R eine offene
Umgebung U C R* x R, so dass f U bijektiv auf eine offene Menge

V = f(U) C R? abbildet mit unendlich oft differenzierbarer
Umkehrabbildung (f|y)~t: V — U.

ZB. U=R; x (po —m,p0 + 7).
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Satz liber implizite Funktionen

Motivation

Sei f: R" — R eine Funktion. Wir betrachten die Gleichung fiir x € R”
f(x1,...,xn) =0,

bzw. die Losungsmenge N := N¢(0) = {x € R" | f(x) = 0}.

@ Ist f linear, so ist die Losungsmenge Ny ein (n — 1)-dimensionaler
Unterraum. Eine Variable, etwa x;, ist durch die anderen durch eine
lineare Abbildung g: R"~! — R bestimmt (wir kdnnen nach x;
auflésen): ist z.B. i = n, so finden wir
f(x1,...,xn) =0 <= x, =g(x1,...,Xp—1) Mit g linear.

@ Was passiert, wenn f nicht linear ist? Unter welchen Bedingungen

kann man nun die Gleichung nach einer Koordinate auflésen, d.h.
wann existiert eine Funktion g: R ! 5 R, so dass

f(X17 o e 7Xn—17g(X17 soe 7Xn—1)) — 07

d.h. Nf D graph(g)? Ist g differenzierbar, falls f differenzierbar ist?
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Beispiele

° Sei f:R?2 = R, f(x,y) :=x%>+y?> —1. Esist Nr = S C R? der
Kreis. Hier bendtigen wir zwei Funktionen, um ganz N¢(0) als
Graphen darzustellen:

St = {(x,y)eS'|y>0} U {(x,y)eS'|y<0}
graph(gy.) U graph(g-)

mit g+ : [-1,1] — R. Die Funktionen gy (x) := +v/1 — x? sind
differenzierbar nur auf dem offenen Intervall (-1, 1).

o f(x,y,z) = x>+ y? d.h. Nr = {(0,0,2) | z € R}. Hier gibt es kein g
mit graph(g) = Nr.

.

687 /832

Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Beispiele
o f(x,y) :=x — y> Hierist g(x) = ¥/x nicht differenzierbar in 0.

. f(X7y) — _)/2 — X2(1 o X2)' Nf(O) \ {(_17 0)7 (07 0)7 (17 0)} ist
Vereinigung von Graphen von 4 stetig differenzierbaren Funktionen.

Log
Nf = [\/\ .
| 05
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Satz (Satz iiber implizite Funktionen)

Sei U C R™ x R" offen, f: U — R" k-mal stetig differenzierbar (k > 1)
und (p,q) € U, so dass f(p,q) = 0. Weiterhin sei das Differential der
Abbildung y — f(p,y) im Punkt y = q invertierbar,

Dann gibt es offene Umgebungen V C R™ von p und W C R" von q und
eine k-mal stetig differenzierbare Abbildung g: VV — W, so dass fiir alle
(x,y) e Vx Wgilt: f(x,y)=0 < y=g(x).

D.h. N¢(0) NV x W = graph(g).

v

Beweis. Die Hilfsfunktion F: U — R™ x R", F(x,y) := (x, f(x,y)) hat in
(p, q) ein Differential, das sich wie folgt aus dem Differential der
Abbildung y — f(x,y) = >_.7_; fi(x, y)e; berechnet:
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Weiter im Beweis: Da (2%) im Punkt (p, q) invertierbar ist, ist auch
%) i ’

dF(p,q) im Punkt (p, q) invertierbar.

Nach dem Umkehrsatz gibt es offene Umgebungen Vi C R™ von p und

Vo CR"von g, sodass Vi x Vo, C U C R™ x R” durch F bijektiv auf eine
offene Umgebung Q C R™ x R"” von F(p,q) = (p,f(p,q)) = (p,0)
abgebildet wird, und zwar so, dass die Umkehrabbildung

G:(Gl,GQ):Q—> \/1>< V2

k-mal stetig differenzierbar ist.
Dann ist V := {x € V1|(x,0) € Q} eine offene Umgebung V C V; von p.
Wir setzen dann W := V, und

g: V=W, g(x):=Gx,0).

Da G k-mal stetig differenzierbar ist, ist es auch g.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Weiter im Beweis: Aus

Q3 (x,y) = F(G(x,y)) = (Gi(x,y), f(G1(x,y), G2(x, ¥))) (*)

folgt dann Gi(x,y) = x und f(x, G2(x,y)) = y.
Wir tberpriifen nun die Aquivalenz f(x,y) =0 < y = g(x) fiir alle
(x,y) e Vx W:

(<) Da g(x) = Gy(x,0) folgt aus (*), dass f(x, g(x)) = 0 fiir alle x € V.

(=) Umgekehrt folgt aus (x,y) € V x W mit f(x,y) =0, dass
F(x,y) = (x,f(x,y)) = (x,0) und somit

(x,y) = G(F(x,y)) = G(x,0) = (G1(x,0), G2(x, 0)) = (x, g(x)),

d.h. y = g(x).
Damit ist der Satz iiber implizite Funktionen bewiesen. [
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Beispiel (zweischaliges Hyperboloid)
Die Funktion f: R3 =R? x R — R,

f(x,y,z) :=x"+y* —2° +1,

erfiillt % = —2z # 0 fiir alle (x,y,z) € H := f~1(0).
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen definiert die Gleichung
f(x,y,z) = 0 also lokal eine unendlich oft differenzierbare Funktion

(x,y) — z = g(x,y). Diese kann man durch Auflésen der Gleichung
f(x,y,z) = 0 nach z explizit angeben:

ge(x,y) = £/ x2 +y2 + 1.

Der Graph von g.: R> — RT, bzw.
g_: R2 — R_ ist die obere, bzw. untere,
Schale des Hyperboloids H.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Differential einer implizit definierten Funktion

Unter den Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen l3sst sich
das Differential der durch die Gleichung f(x, y) = 0 implizit definierten
Abbildung x — g(x) wie folgt berechnen.

Bezeichnet dxf das Differential der Abbildung x — f(x,y) und d, f das
Differential der Abbildung y — f(x,y), dann liefert Ableiten der Gleichung
f(x,g(x)) = 0 nach der Kettenregel:

0 = dif + d,fdg = dg = —(d, f) 'dif.

Hierbei ist dg an der Stelle x und dif, d,f an der Stelle (x, g(x))
auszuwerten:

1
dglx = — (dyflxex)) ~ Ixflixgx):

In Komponenten, i=1,...,nund j=1,..., m:
of; "~ Of; 08k
P — = 0.
o (x,8(x)) + 2 By, (x,8(x)) P (x)

v
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Abbildungen von konstantem Rang

Definition (Rang einer differenzierbaren Abbildung)
U C R™ sei offen und f: U — R" differenzierbar.
(i) Der Rang von f im Punkt p € U ist definiert als

rg(f)p := rg df, < min{m, n}.

Das definiert eine Funktion rg(f): U — {0,1,2,... ., min{m, n}}.
(i) f heiBt Immersion, wenn rg(f) = m. Das Differential ist dann injektiv.

(iii) f heiBt Submersion, wenn rg(f) = n. Das Differential ist dann
surjektiv.

(iv) k-mal stetig differenzierbare Abbildungen heiBen auch von der Klasse
Ck oder Ck-Abbildungen, k € NU {oo}.
(v) UCR™, V CR" seien offen. Eine CX-Abbildung f: U — V heiBt

C*-Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und auch f~1 von der
Klasse CK ist.

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang
Beispiele
(i) Sei m < n.

R™ 3> (x1,...y%m) — (X1, -+, Xm,0,...,0) e R" x R""™ =R"

ist eine Immersion. Diese nennt man auch kanonische Immersion .
Warnung: Immersionen sind nicht unbedingt injektive Abbildungen.

(ii) Sei m > n.

R™ 3 (x1,...,Xm) — (x1,...,%,) € R"

ist eine Submersion. Das ist die kanonische Submersion (Projektion)
T.
Warnung: Submersionen sind nicht unbedingt surjektive Abbildungen.

(iii) Sei r < min{m, n}. Die Abbildung

R™ 3> (x1,.. ., xm) — (x1,---,%,0,...,0) e R" x R"""=R"

hat konstanten Rang r.
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Beispiele

(iv)

(v)

Sei f: U CR" — R eine Funktion. Dann ist F: U C R" — R+,
F(x) = (x, f(x)) eine Immersion, denn rg(dF,) = n. Das Bild von F
ist der Graph von f.

Der Rang eines Diffeomorphismus f: U — V, mit U C R™, V CR"
offen, ist konstant gleich m = n.

Durch Ableiten der Gleichungen f 1o f = Idy und fof~1 = Idy
folgt namlich, dass df, fiir alle p € U invertierbar ist, d.h.

m = n = rg(f).

Umgekehrt besagt der Umkehrsatz, dass jede CX-Abbildung
f: U— V vom konstantem maximalen Rang n zwischen offenen
Mengen des R” lokal ein C-Diffeomorphismus ist.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Wir zeigen, dass jede Abbildung von konstantem Rang in geeigneten
Koordinaten wie eine der obigen Abbildungen aussieht.

Satz (Normalform fiir Abbildungen von konstantem Rang)

Sei U C R™ offen, p € U und f: U — R" eine CX-Abbildung mit
rg(f) = r auf U.
Dann existieren offene Umgebungen VC U von p und W C R" von f(p)
und C*-Diffeomorphismen ¢: V — (V) CR™, ¢: W — (W) C R", so
dass

(Yofoe ) (xt,...,xm)=(x1,...,x,0,...,0)

auf o(V).

Bevor wir diesen Satz beweisen, veranschaulichen wir kurz den Spezialfall,
dass r mit n ubereinstimmt, und n < m.
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Submersionen

Im Spezialfall r=n<m, pe UCR™, f(U) CR", ist f lokal eine
Submersion und es existiert eine offene Umgebung V C U von p und ein
C*-Diffeomorphismus ¢: V — e(V) CR™, so dass

(fo ap_l)(xl, oy Xm) = (X1, .y Xn)

auf p(V).
Schematisch sieht die Situation so aus

R"2UDV 5 o(V)CR™
FNC T
Rn
wobei f o o~! = 7 ist, also die kanonische Submersion 7. Dies ist durch
das Symbol O angedeutet. Man spricht auch von einem kommutativen
Diagramm.

.

698 / 832



Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beweis des Satzes:
Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten im R und R”
konnen wir annehmen, dass die quadratische Matrix

fi . . .

A= (8 (p)) invertierbar ist.
0x; ij=1,..r

Wir betrachten die Hilfsabbildung F: U — R™,

F(x) = (f(x),...,f(X),Xrg1,- s Xm)-

Da
A *
oF, — ( L )

invertierbar ist, existiert eine offene Umgebung V C U von p, so dass

¢ :=F|y: V= p(V) ein Ck-Diffeomorphismus ist.

Aus F o o71(x) = x folgt dann f;(¢o"1(x)) = x; fiir alle i < r und

x € p(V).

Fiir f := f oo~ List also fi(x) = x; fiir alle i < r. Es ist f(p) = f(¢(p)).
AuBerdem kdnnen wir den Definitionsbereich von f verkleinern zu einer
Umgebung von ¢(p) der Form U = U’ x U" mit konvexen U’ C R’,

U’ C Rm-r. 699 / 832
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Weiter im Beweis: Somit ist

. 1, 0 [ of
- (2 8) o (2),
ij>r+1

und aus rg(f) = r folgt nun B =0, d.h. f hangt nur von (xg,...,Xx,) ab.
Damit hat f die Form f(x) = (x/, f”(x’)) ist, wobei

x'=(x1,...,x) und "= (fr+1, ooy fn).

Esist W := U’ x R"~" eine offene Umgebung von f(¢(p)) = (¢, f"(p')),
wobei p’ € U’ die Projektion von ¢(p) nach R" ist.

Wir verwenden nun den Ck-Diffeomorphismus 1): W — ¢(W) C R” mit
P(x) = (X', x" = f'(X")) fir x=(' x)eW=U xR"".
In cNier Tat gilt, wie gewiinscht,

P(F(x)) = v(X, F1(x)) = (X', £ (x) = (X)) = (X', 0). [
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Beispiel

Die Abbildung f: Mat(n,R) — Mat(n,R), A+ f(A) = AT A, hat auf der
offenen Teilmenge GL(n,R) C Mat(n, R) konstanten Rang r = w
wie im Folgenden gezeigt wird.

Wir konnen f als Abbildung f: Mat(n,R) — Sym(n,R) in den Unterraum
Sym(n, R) C Mat(n,R) der symmetrischen Matrizen auffassen.

Das Differential df4: B — BTA + ATB, Mat(n,R) — Sym(n, R), ist fiir
A € GL(n, R) surjektiv:

Sei C € Sym(n,R). dfa bildet B = 3(A~1)TC auf 3(CT + C) = C ab.

Daraus folgt rg(f)a = dim Sym(n,R) = @

Somit definiert f eine Submersion GL(n,R) — Sym(n,R) und hat somit
n(n+1)
2

konstanten Rang r =
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Immersionen
Wir halten noch fest:

Folgerung (Normalform fiir Immersionen)
Sei U CR™ offen, p € U und f: U — R" eine Ck—Abbi/dung mit
rg(f)p, = m < n.

Dann existiert eine offene Umgebung V des Bildes f(p) und ein
Ck-Diffeomorphismus 1: V — (V) C R", so dass

(Yo f)(xt,. . ysxm)=(xt,---,Xm,0,...,0)
in einer Umgebung von p. Schematisch, mit  kanonische Immersion:

V CR"
f

7o L

R"> U <, ¥(V)CR"

Insbesondere ist f lokal eine Immersion.

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beweis. Im Beweis des Satzes konnen wir statt F die Hilfsfunktion
G: UxR™ = R", G(x,y) := f(x)+ (0, y) betrachten.
G ist von der Klasse C* und

0

n—m

dG(p,y) = ( dfp } 1 ) S /\/Iat,,(R).

Da insbesondere dG(p’O) invertierbar ist, existiert nach dem Umkehrsatz
eine offene Umgebung W von (p,0) € R", so dass G|y : W — G(W) ein
Ck-Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung V := G(W) von

G(p,0) = f(p) ist.
Der Ck-Diffeomorphismus 1 := (G|yw/)~t: V — W erfiillt dann, wie
gewiinscht, ¥(f(x)) = ¥(G(x,0)) = (x,0). ]
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Kapitel 20

Mannigfaltigkeiten J
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Wir wollen nun Teilmengen des Euklidischen Raumes betrachten, die lokal
durch eine Immersion oder eine Submersion gegeben sind.

Bemerkung: Die auf Teilmengen induzierte Metrik

Sei Y C (X, d) eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d).

Dann definiert die Einschrankung von d auf Y eine Metrik dy auf Y, so
dass (Y, dy) ein metrischer Raum ist. Es heiBt dy induzierte Metrik.

Beispiel

Die zweidimensionale Einheitssphare

S22 =51(0) = {(x,y, z) € R3|x? 4+ y2 + z2 = 1} ist eine abgeschlossene
Teilmenge im Euklidischen Raum und beziiglich der induzierten Metrik ein
vollstandiger metrischer Raum.

Die obere Halbsphire {(x, y,z) € S? | z > 0} ist eine offene Teilmenge
der Sphire S? und kein vollstindiger topologischer Raum.

.
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Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum
Definition
Eine bijektive stetige Abbildung ®: X — Y zwischen metrischen Raumen
X und Y heiBt Homéomorphismus, wenn auch die Umkehrfunktion
®~1: Y = X stetig ist.
Bezeichnung: ®: X = Y.

Beispiel
Die Abbildung

®:[0,21) = St ={zeCllz| =1}, ¢ e,

ist stetig und bijektiv, aber kein Homoéomorphismus. Denn die Bildfolge
zp = o271 — %) € S! konvergiert gegen 1, aber die Urbildfolge

®~1(z,) = 27 — € [0,27) konvergiert nicht gegen ®~1(1) = 0.

Die Einschrankung von ¢ auf das offene Intervall (0,27) definiert jedoch

einen Homdomorphismus von (0, 27) auf die offene Teilmenge S\ {1} der
Einheitskreislinie St.

y
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Untermannigfaltigkeiten
Definition (Untermannigfaltigkeiten im R")

Eine Teilmenge M C R" heiBt m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit,
wenn es zu jedem p € M eine offene Umgebung VV C R", eine offene
Teilmenge U C R™ und eine CK-Immersion F: U — R" gibt, die U
homd&omorph auf die offene Teilmenge F(U) = V N M von M abbildet.
Wir sprechen bei U — V' N M von einer lokalen Parametrisierung von M

und bei V. N M — U auch von einer Karte bei p € M. Zweidimensionale
Untermannigfaltigkeiten in einem beliebigen R" heiBen Flachen und
(n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten von R" heiBBen Hyperflachen.

Beispiel
Die Menge M := {(x,y) € R? | x*(1 — x?) — y? = 0} C R?
ist keine Untermannigfaltigkeit.

M\ {(0,0)} ist eine Untermannigfal-

tigkeit. V\J
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Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum
Mannigfaltigkeiten

Bemerkungen

@ Sei M C R" m-dimensionale CX-Untermannigfaltigkeit und seien
Fi: Uy — Vi i = 1,2 zwei lokale Parametrisierungen mit
V := Vi NV, # (). Man zeigt: Die Urbildmengen W; := F. (V) sind
offen in R™ und F2_1 ofF: Wi — Whist ein Ck-Diffeomorphismus.

@ Man kann den Begriff der Untermannigfaltigkeit verallgemeinern:
Gegeben seien ein metrischer Raum M, eine offene Uberdeckung
(Vi)ics von M mit offenen Mengen U; C R™ und Homdomorphismen
F:: U; — V;. Man spricht dann von einer (abstrakten)
m-dimensionalen CX-Mannigfaltigkeit wenn fiir je zwei offene Mengen
Vi, Vo € M mit Abbildungen F; und F, die Kartenwechselabbildung

FFloF: FPl(VinWe) = FY(Vin W)

ein Ck-Diffeomorphismus ist.

v
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Beispiel: Graph einer Abbildung als Untermannigfaltigkeit

Sei U C R™ offen und f: U — R’ eine CX-Abbildung.
Dann ist der Graph von f

Mr={(x,y) € UxR'|y =f(x)}

eine m-dimensionale CX-Untermannigfaltigkeit von R”, wobei n = m + r.

Denn die CX-Immersion F: U — R", F(x) = (x, f(x)), bildet U
homoomorph auf F(U) =Ty ab.

Es gilt auch eine Umkehrung, jede Untermannigfaltigkeit des R" lasst sich
lokal als Graph schreiben:
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Satz

Eine Teilmenge M C R" ist genau dann eine m-dimensionale
Ck-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem Punkt a € M, eventuell nach
Umbenennung der Koordinaten des R", offene Umgebungen U’ C R™ von
a:=(a1,...,am) und U CR"™™ von a’ := (am+1,--.,an) und eine
Ck-Abbildung g: U — U" gibt, so dass

MU x U")={(xX,x")e U xU" | x"=g(x)}

gilt. Lokal lasst sich also M als Graph schreiben.

Beweis. Wir miissen nur noch eine Richtung zeigen und nehmen an, dass
M C R" eine CX-Untermannigfaltigkeit ist. Sei a € M und sei T C R™ und

F: T F(T)CR"

eine lokale Parametrisierung mit a = F(t,), also eine Immersion, die T
homdomorph auf F(T) = M N U abbildet. Wir kdnnen, eventuell nach
Umnummerierung, annehmen, dass die Familie

(gradFi(ta), ..., gradFn,(ts)) linear unabhangig ist.
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Nach dem Umkehrsatz bildet F := (Fi,. .., Fry) dann eine Umgebung
T1 C T bijektiv und Ck-invertierbar auf eine Teilmenge U; C R™ ab. Sei
@: Uy — T;1 die Umkehrabbildung. Dann hat

G:=Foyp: U —R"
die Form
G(xt,-- s Xm) = (X1, s Xm, &mr1(X'), .., gn(X)) mit X' = (x1,...,xm)
Auf einer Verkleinerung U’ C U; hat dann die Abbildung
g =(gm+1,-..8n): U = R
alle gewiinschten Eigenschaften: denn x = F(t) fiir t = p(u'), v € U’

genau dann, wenn x = G(u') = (U, g(u)). O
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Beispiel
Die Sphare S? ist eine C*-Fliche in R3.
Sie besitzt namlich eine Uberdeckung durch 6 Halbspharen

HF = {x = (x1,%,x3) € S?| £ x; > 0} C R3

und jede der Halbspharen ist ein Graph. Zum Beispiel ist
H = {(f(u),u)|u € U} mit f: U= {ueR?|ul| <1} = R,

fu) = /1 —|lul?.
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Beispiel: Die stereographische Projektion der Sphare
Wir betrachten die beiden Abbildungen ¢4 : R? — R3 definiert durch

1 2
QD:I:(Xay) = 1—|—||(X,y)”2 (2Xa2y7:|:(H(X7y)|| _1))

Beides sind Immersionen mit im(p+) C S? (UA).
Seien N* = (0,0, £1) der Nord- und Siidpol der Sphire. Dann sind )
@+ R? — 52\ {N*} Homdomorphismen mit der Umkehrabbildung (UA)

-1 2 + 2 -1 X y
: — R —
Y+ S \{N } y P+ (X>ya2) (13FZ’1:FZ)

gpil heiBt stereographische Projektion aus
dem Nord/Siidpol. Sie ordnet jedem Punkt
P € S2\ {N*} den Schnittpunkt P’ der
Gerade durch P und N* mit dem

R? = {(x,y,0) € R3} zu.
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Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum
Untermannigfaltigkeiten als Urbilder unter Abbildungen
von konstantem Rang

Satz

Sei U C R" offen und f: U — R™ eine C k—Abbi/dung von konstantem
Rang r und q € f(U). Dann ist

M:=f1q) CcU

eine -Untermannigfaltigkeit des er Dimension n — r.
Ck-Unt gfaltigkeit des R" der D

Beweis. Sei p = (p1,...,pn) € M. O.B.d.A. kdnnen wir annehmen, dass
fo(xt,...,xp)— (x1,...,%,0,...,0),

definiert auf einer in U enthaltenen offenen Umgebung Vj x V5

CR" x R"™" von p, wobei g = (p1,...,pr,0,...,0) € (V1 x Vo) CR™.

Dannist Vo 3 (yrt1,---5¥n) = (P1s- oy Pry Vel -+, ¥n) € Vi X V5 eine
Immersion, die V5 homdomorph auf f~1(q) abbildet. ]
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Beispiele

(i) Die Abbildung f: GL(n) — Sym(n,R), A+ ATA, hat iiberall den
Rang n(n+ 1)/2. Somit ist O(n) = f~1(1,) € Mat(n,R) eine
(kompakte) C*°-Untermannigfaltigkeit der Dimension n(n —1)/2.

(i) Man zeigt auf dhnliche Weise, dass U(n) C Mat(n, C) eine
(kompakte) C*°-Untermannigfaltigkeit der (reellen) Dimension n
(UA).

(iii) Sei p € R"™1. Die Abbildung f: R™! R, f(x) = ||x — p|
definiert eine Submersion von R"*1\ {p} auf R. Die n-dimensionalen
Sphiren S”(p) = f~1(r?) CR” (r > 0) sind also C>®-Hyperflichen.

(iv) Sei U C R™ offen und F: U — R" eine CX-Abbildung und
[r = {(x, F(x)) € U x R"} der Graph von F.

Dann gilt: die Abbildung f: R™™" — R" definiert durch
f(x,y) :=y — F(x) ist eine Submersion und

2 ist

2

v
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Untermannigfaltigkeiten und Submersionen

Satz

Eine Teilmenge M C R" ist genau dann eine m-dimensionale
Ck-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem p € M eine Umgebung
V C R" gibt und eine Ck-Submersion f: V — R"™™ so dass
MnV = f10).

Eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R” ist also lokal durch
n — m Gleichungen gegeben.

Beweis. “=—" Gegeben sei eine Untermannigfaltigkeit. Sei

F: U— V CR" eine lokale Parametrisierung, wobei U C R™ und
pe FlU)=MnV.

Wegen der Normalform von Immersionen konnen wir annehmen, dass

F:(xt,. .y xXm)— (x1,...yXm,0,...,0).

Dannist f: V—R"™™, f(x1,...,%) = (Xm+1,--.,Xn) die gesuchte
Submersion.

Die Umkehrung folgt aus dem vorhergehenden Satz. [
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Tangentialraum

Definition (Tangentialvektoren)

Sei M C R" eine Cl-Untermannigfaltigkeit und p € M.

Ein Vektor v € R" heiBBt Tangentialvektor an M in p € M, wenn es ein
e > 0 und eine C1-Kurve v: (—e,e) — M C R” gibt mit

7(0)=p und v=+(0).

Die Menge aller Tangentialvektoren an M in p heiBBt Tangentialraum in p
und wird mit T,M bezeichnet.
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Beispiel: Tangentialraum an die Sphare
Sei S" = {x € R""! | ||x||?> = r?} C R™"! die n-dimensionale Sphire vom
Radius r. Wir behaupten, dass dann fiir alle p € S/ gilt

T,S" = pt.

Denn es gilt v € T,M <= d eine Kurve
v = (-, n41): (—€,€) = S mit ¥(0) = p und 7'(0) = v.
Dann gilt r? = (y(t),7(t)) = Z"+1(fy,(t))2 und somit

0 = Zle=o(¥(8),7(2))
= 2327 7i(0)(7)'(0)
= 2(p,v).
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Satz (Eigenschaften des Tangentialraumes)
Sei M C R" eine m-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit und ToM der
Tangentialraum an M in p € M. Dann gilt:

(i) ToM ist ein Vektorraum der Dimension m = dim M.

(i) Sei F: U C R™ — V eine lokale Parametrisierung von M, u € U mit
p = F(u).
Dann bilden die m Vektoren 01 F(u),...,0mF(u) € R" eine Basis von
ToM.

(iii) Sei V C R" eine offene Umgebung von p und
f=(f,...,fo_m): V= R"™™ eine C1-Submersion, so dass
MnNV = f~1(q), wobei g = f(p). Dann ist
TpM = ker(dfp) = N'_|"(grad f(p))*.

(iv) Insbesondere gilt T,M~+ = span{grad fi(p), ..., grad f,_m(p)} C R".
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass

span{oi F(u),...,0mF(u)} C T,M (%)

und gradfi(p) L T,M firallej=1,...,n—m, (%)
Denn wegen Rang(F) = m und (x) folgt dann dim(T,M) > m. Wegen
Rang(f) = n — m und (xx) folgt ebenso dim(T,M) < n—(n—m) = m.

Sei nun v =>"", vie; € R™ beliebig. Dann definiert c(t) := F(u + tv)
eine C'-Kurve (—¢,¢) — F(U) € M mit

c'(0) = dFpv =Y vioiF(u) € T,M.
i=1

Das beweist ().
Fiir jede C1-Kurve c: (—¢,¢) — F(U) C M mit c(0) = p gilt f(c(t))
fiir alle t € (—¢,€) und somit 0 = &|._ f(c(t)) = dfc(0).

Das zeigt T,M C ker(df,) = N'_"(grad f,(p))* und damit (). O
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Beispiele:
@ Tangentialraum an die Sphére:
Esist S” = f~1(0) wobei f: R™1\ {0} — R die Submersion ist, die
durch f(x) = ||x]|> — 1 gegeben ist. Damit ist fiir p € S?
T,M = (grad f,)* = 2pt = pt.
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Beispiele:

@ Tangentialraum an einen Graphen:
Sei p: U CR™ — R eine CX-Abb. und T, = {(x, ¢(x)) € U x R}
der Graph von .
Dann ist F: U — R™1, F(x) = (x, ¢(x)) eine Parametrisierung und

Tol o = span (&1, 0ip(p)")  CR™!

Ist f: R™T! = R, f(x,y) = ¢(x) — y die durch den Graphen
definierte Submersion, dann gilt auch

Tol, = (grad f(p,o(p)))" = (grad ¢(p),—1)".

Beachte, dass ((grad ¢(p), —1), (e;, 0ip(p))) = 0.
Analoge Aussagen gelten natiirlich auch fiir o: U — R" mit r > 1.

v
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Extrema mit Nebenbedingungen

Satz (Extrema mit Nebenbedingungen)

Sei M C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, U C R" offen und
f: U— R im Punkt p € M N U differenzierbar

(i) Wenn die Einschrankung F := f|ynnm im Punkt p ein lokales
Extremum annimmt, so ist

() T,M C ker df, = (grad f(p))*.

(ii) () gilt genau dann, wenn es Konstanten A1, ..., A\, € R (sogenannte
Lagrangemultiplikatoren) gibt mit

grad f(p) = Z Ajgrad hi(p),
j=1

wobei r :==n—m und h= (hy,...,h,): U— R’ eine C'-Submersion
ist, so dass M N U = h~1(0).

.
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Beweis. Sei c: (—¢,2) =+ M N U C R" eine C1-Kurve in der
Untermannigfaltigkeit mit ¢(0) = p. Dann hat die Funktion

foc:(—e,e) — R ein lokales Extremum in 0 und somit

0=S|  Flc(t)) = di,c'(0) = (arad F(p).€(0))
t=0

Das beweist (i), d.h. T,M C (grad f)*. Das impliziert aber
grad f € (T,M)+. Damit folgt (ii) aus

T,M* = span{grad hy(p), ..., grad h,(p)}.
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Beispiel

Hiermit konnen wir (erneut) zeigen, dass jeder symmetrische
Endomorphismus A eines endlichdimensionalen Euklidischen Vektorraums
V einen Eigenvektor hat:

Da die Einheitssphare S = S7(0) C V kompakt ist, nimmt die

quadratische Form
S - R

x = f(x):=3(x,Ax)
als stetige Funktion in einem Punkt p € S ihr Minimum an.

Nach dem vorherigen Satz gilt also
grad f(p) = Ap € (T,S)" = Rp,

d.h. p ist ein Eigenvektor von A. Der Lagrangemultiplikator ist der
Eigenwert.
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Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine gewohnliche Differentialgleichung (DG) besteht aus einer oder
mehreren Gleichungen an eine oder mehrere Funktionen einer Variablen
und deren Ableitungen.

Wir kennen schon einige Differentialgleichungen:

o Die differenzierbare Funktion x: R — R, t — x(t) erfiille die DG
x'(t) = 0. Jede Losung ist dann von der Form x(t) = ¢, wobei ¢ € R
eine Konstante ist. Wir miissen noch eine Anfangsbedingung (AB)
stellen: x(ty) = ¢, um die Losung festzulegen.

@ Die DG zweiter Ordnung x”(t) = 0 hat die Lésungen x(t) = at + b
wobei a, b € R Konstanten sind. Diesmal miissen wir zwei
Anfangsbedingungen stellen: x(tp) = by und x'(t9) = ap. Dann ist
x(t) = ao(t — tp) + b eine Losung.

e Die DG x/(t) = t?> mit der Anfangsbedingung x(0) = c hat die
Losung x(t) = 3t + c.

e Die DG x/(t) = x(t) mit der AB x(0) = ¢ hat die Losung x(t) = ce’.
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Warum interessieren wir uns fiir Differentialgleichungen:
Die Bewegung eines Punktes im R3 wird beschrieben durch eine Kurve im
R?’
xR — R?
to= o x(t) = (xa(t), x(t), x3(t))
x'(t) gibt dann die Geschwindigkeit und x”(t) die Beschleunigung zum
Zeitpunkt t an. Auf den Punkt wirke eine Kraft F, die vom Ort x, der Zeit

t und der Geschwindigkeit x’(t) des Punktes abhidngt, d.h. F = F(x, X/, t).
Das Newtonsche Bewegungsgesetz der Mechanik hat dann folgende Form

m- X" (t) = F(x(t),x'(t), t).

Unter der Annahme, dass F und die Anfangswerte x(t) und x’(tp)
bekannt sind, versucht man, die Bewegungskurve des Punktes zu
berechnen.
Dies ist ein Anfangswertproblem der Form
1
X"(t) = —F(x,x',t), x(to) = x0, X'(to) = wo.

m
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Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Definition (Gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung)

Sei Q C R? und f: Q — R eine stetige Funktion.
@ Dann heiBt die Gleichung

x(t) = f(x1) (1)

Differentialgleichung erster Ordnung in x. Meist schreiben wir auch
nur x' = f(x, t).
e Unter einer Lésung der DG (1) versteht man eine auf einem Intervall
I C R differenzierbare Funktion ¢: | — R, so dass
(i) (p(t),t) € Q firalletel,
(i) ©'(t) = f(p(t),t) firallet € I.
@ Sei tyg € | und c € R. Eine Lésung ¢ der DG (1) mit p(to) = ¢ heiBt
Lésung des Anfangswertproblems (AWP) zu (1) mit der
Anfangsbedingung

x(t)) = c. (2)
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Gewohnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Definition (Gewohnliche Differentialgleichung hoherer Ordnung)
Sei Q CRK xR und f: Q — R stetig.

xK) = F(x, %, ... xKD) 1) (3)

heiBt gewbhnliche Differentialgleichung k-ter Ordung.

@ Unter einer Losung versteht man eine auf einem Intervall | C R
definierte k-mal differenzierbare Funktion p: | — R, so dass
(i) (®(t),t) € Q fiir alle t, wobei ® := (¢, ¢’, ...,k | — R¥ und
(i) ©R(t) = F(p(t), ¢ (1), ..., (1), t) fiiralle t € I.
@ Seitg €l und (cy,...,cx) € RX. Das Anfangswertproblem ist
gegeben durch (3) und

X(to) =
x'(to) : Co (4)
X(k_l)(to) — C
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Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen

Definition (Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen)
Sei Q2 C (R xR und F: Q — R" stetig.

xK) = F(x,x', ..., x*k71) 1) (5)

heiBt System gewdhnlicher DG'en k-ter Ordung an x = (x1, ... Xp).
@ Unter einer Losung versteht man eine differenzierbare Kurve
w: [ — R" mit
(i) (P(t),t) € Q fiir alle t, wobei ® = (¢, ¢, ..., o*k=D): | = R und
(i) ©R(t) = F(p(t), o (t),. ..,k (1), t) fiiralle t € 1.
@ Seitg €l und cy,...,c, Vektoren in R". Das Anfangswertproblem ist
gegeben durch (5) und

X(to) =
X/(to) : (8)) (6)
X(k_l)(to) : Ck
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Reduktion von Systemen hoherer Ordnung

Satz
Sei F: Q C (R")k x R — R" stetig und F*: Q — (R™)* definiert durch

F*(y0,-- -, Yk—1,t) == (¥1,-- -, Yk—1, F(¥0, .- -, Yk—1,t)), wobei y; € R" fiir
alle j € {0,...,k —1}. Dann gilt:

(1) Ist x: | — R" eine Lésung des AWP'’s k-ter Ordnung

X(to) = N
x(K) = F(x,... =) t) mit AB'en ; (7)
X(k_l)(to) — ak)

so ist y := (X,x’, - ,x(k_l)) : | — R™k eine Lésung des AWP's

y/:F*(Y7t)a y(to) = (a1, -+, ak) (8)

(2) Isty = (yo,...,yk—1): | — (R™)¥ eine Lsg. des AWP’s (8) erster
Ordnung, so ist yo: | — R" eine Lsg. des AWP's (7) k-ter Ordnung.

Wy
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Beweis: Nach Definition von F* ist y'(t) = F*(y(t), t) dquivalent zu

yé(t) - yl(t)a

yi(t) = ya(t),
Yio(t) = ;/.k.—l(t),
Yee1(t) = F(yos-- -, yk-1,1).

Die Behauptung folgt dann sofort durch Einsetzen:

x(t) st (7) = y(t) = (x(t),...,x"k=D(t)) lost (8)
y(t) I6st (8) = x(t) = yo(t) l6st (7). O
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Beispiel: Schwingungsgleichung ohne Reibung

Die Bewegung einer Masse m, die reibungsfrei an einer Feder auf der
x-Achse um 0 gleitet, wird beschrieben durch die DG zweiter Ordnung

X'(t) = —£x = F(x,x,t) mit F: R* xR = R, F(x0,x1,t) = —£xo.

; (9)

Wir fiihren nun (9) auf das System erster Ordnung zuriick
(v(1), ¥1(£)) = (1), = y0(t)) = F*(y0, 31, 1),

wobei f*: Rz XR — R27 F*(y07y17 t) — (yla F(y07y17 t)) — ()/1, _ﬁyO)
Das heiBt, x(t) lést genau dann (9), wenn (yo(t), y1(t)) := (x(t), x'(t))
folgendes Differentialgleichungssystem erster Ordnung 16st

(0 )= ()= (5 o) (0 )

d.h. y/(t) = A- y(t), mit einer konstanten Matrix A: dies ist ein lineares
Differentialgleichungs-System mit konstanten Koeffizienten.
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Autonome Differentialgleichungen und Vektorfelder
Definition
o Ein DG-System der Form x\¥) = F(x,...,x*71)) bzw. x' = F(x)

falls k = 1, heiBt autonom. Entscheidend ist, dass F nicht von t
selbst abhangt.

@ Ein stetiges Vektorfeld (ab jetzt, kurz: Vektorfeld) auf einer offenen
Menge U C R" ist eine stetige Abbildung V: U C R" — R".

o Eine C'-Kurve v, : (—&,6) C R — U heiBt Integralkurve des
Vektorfeldes V/ durch xq € U, falls gilt

Yo (1) = V(7 (t)) fiir alle t € (—e,¢) und 7, (0) = xo.

Der Vektor V(74 (t)) des Vektorfelds ist gleich dem Tangentialvektor der
Kurve vy, in t. Die Integralkurven eines Vektorfeldes V': U C R" — R"
sind also Losungen der autonomen Differentialgleichung

v (t) = V(~(t)) mit der Anfangsbedingung v(0) = x.
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Beispiel: Lineare Vektorfelder auf dem R?

@ Sei A € R und U: R? — R? ein Vektorfeld definiert durch
U(x,y) = X- (x,y). Eine Integralkurve von U durch
p = (x0,¥0) € R? ist dann gegeben durch

’YP — e)\tpa

denn ,(t) = AeMp = My, (t) = U(7,(1)).

@ Sei V das Vektorfeld V(x,y) = (—y, x). Eine Integralkurve durch
p = (r?,0) ist dann gegeben durch 7,(t) = r?(cost,sin t), denn
vp(t) = r*(—sint,cos t) = V(v,(t)). [Siche Graphik]

@ Sei W das Vektorfeld W(x, y) = (y, x). Eine Integralkurve durch
p = (r?,0) ist dann gegeben durch v,(t) = r?(cosh t,sinh t), denn
v,(t) = r?(sinh t, cosh t) = W(7,(t)). [Siehe Graphik]
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Elementare Losungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

In diesem Abschnitt betrachten wir Differentialgleichungen der Form
x' = F(x,t)

wobei F: R x R — R stetig ist. Eine Losung ist also eine differenzierbare
Funktion x: | C R — R.

Wir geben elementare Losungsmethoden an, fiir Falle, in denen F eine
einfache Gestalt hat. Diese Verfahren basieren meist auf der Moglichkeit
der Trennung der Variablen.

Grundidee:

F sei von der Gestalt F(x,t) = f(t) - g(x), die Gleichung also
x'=1(t)- g(x).

Formal gilt dann 2 = f(t)g(x) und deshalb % = f(t)dt; Integration
liefert die Losung der Differentialgleichung.
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Trennung der Variablen
Definition
Eine DG mit getrennten Variablen ist eine DG folgenden Typs

x'(t) = f(t) - g(x(t)) mit Anfangsbedingungen x(ty) = xo, (10)

wobei die Funktionen f: 1 — R und g: b — R\ {0} stetig sind,
(to,x0) € h X b und I1, I, C R offene Intervalle.

Satz (Differentialgleichung mit getrennten Variablen)

Sei G eine Stammfkt. von é auf I, und G~ die Umkehrfkt. von G. Das
AWP (10) besitzt auf einem Intervall J C I, um ty die eindeutige Lésung

x(t) =G} (G(xo) + /t f(s) ds) :

to

Das Intervall J isttgegeben durch das Innere der Menge
{teR| G(xo)+ [f(s)ds € im(G)}.
to
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Beweis.
Existenz: Da die Funktion é stetig und ohne Nullstellen ist, ist ihre

Stammfunktion G streng monoton und somit umkehrbar mit
G71:im(G) — h. Setze

t
«(t) = G| G(xo) + / £(s) ds
to
nach der Kettenregel ist die Ableitung

t

() = Gy (600 + [ F(s)ds) = g(x(1) - £(1).

to
also erfiillt x(t) die DG (10). Es gilt x(ty) = xo. Die Funktion x(t) ist
t
definiert fiir diejenigen t, fiir die G(xp) + [ f(s) ds € im(G).

to
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Weiter im Beweis.

Eindeutigkeit: Sei x eine Lésung von (10)

Wir integrieren die Gleichung % = f(t) von ty bis T nahe tp:

T X/(t) B T
/to 2(x(1)) dt_/t0 f(t) dt.

Die Substitution x = x(t) ergibt dx = x'(t) dt und

T x(T) I
/ f(t) dt = / X G(x(T)) — G(x)

to X0 g(X)

fiir G die Stammfunktion von é. Da G streng monoton ist, ist die Losung

x eindeutig bestimmt.

Gewohnliche Differentialgleichungen Elementare Losungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

Beispiele

@ Jede autonome DG x' = g(x), x(tg) = xp ist eine DG mit getrennten
Variablen, wobei f = 1. Ist G eine Stammfunktion von 1/g, so ist

x(t) == G71(t + G(xg) — to) eine Lésung.
Sei z.B. X’ = x mit x(0) = ¢ > 0. Dann ist g(x) = x und eine

Stammfunktion von 1/g = 1/x ist G(x) = In x mit Umkehrfunktion

G 1(x) = e*. Somit ist die Lésung gegeben durch
x(t)= Gt +Inc)=et"c =c. ¢

@ Sei X' = t - x> mit Anfangsbedingungen x(0) = ¢ # 0. Dann ist

g(x) = x? und eine Stammfunktion von 1/g = 1/x? ist G(x) = _%
mit Umkehrfunktion G~!(x) = _%_ Andererseits ist fotsds _ %tQ.

Somit ist die Losung gegeben durch

., 1 ¢ 1
x(t) =G 1(—E+§): T 2
c 2

[

741 /832

v

742 /832



Gewdhnliche Differentialgleichungen Elementare Losungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

Euler—-homogene Differentialgleichungen
Definition
Sei f: | — R stetig. Eine Euler—-homogene DG ist eine DG vom Typ

xX'(t)=f (@) wobei  (x, t) so dass ; el (11)
Losungsmethode: Die Substitution u(t) := Ltt) ergibt
/
po XX Ly Xy WLy
u o= s = (x(t) t) =" = (f(u) — u).
Lost x(t) die DG (11), so l6st u(t) = Ltt) die DG mit getrennten Variablen
1
u'(t) = —(f(u) = ). (12)

Umgekehrt ist fiir jede Losung u(t) der DG (12) die Funktion
x(t) = t - u(t) Losung der Euler-homogene DG (11), denn

I (12) _ _ X
X =tl+u = fluy—u+u = f(t).
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Beispiel fiir Euler-homogene Differentialgleichungen

Wir betrachten die DG x" = 1 + ¥ mit der Anfangsbedingung x(1) = xo,
und wir suchen Losungen auf (0, c0). Dann gilt

x(t) xX't—x 1 1
U(t):T — U/:Tzﬁ(t—l—X—X):?.

Somit ist u'(t) := } mit u(1) = xo zu I8sen. Die Lésung ist aber
offensichtlich gegeben durch u(t) = In(t) + xo. Folglich erhalten wir als
Losung fiir die DG x” = 1 + ¥ mit Anfangsbedingung x(1) = xq die

Funktion

x(t) = t(In(t) + xp) fiir alle t € (0, 00).
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Lineare Differentialgleichungen
Definition
Eine lineare Differentialgleichung ist eine DG der Form

x'(t) = p(t)x(t) + q(1), (13)

wobei p, q: | — R stetige Funktionen sind. Ist die Stérfunktion g(t) = 0,
so heiBt (13) homogene lineare DG, andernfalls inhomogene lineare DG.

.

Satz (Homogene lineare DG)

Jede Lésung einer homogenen, linearen DG x = p(t)x ist gegeben durch
X(t) = C- efp(t)dt ,

wobei ¢ € R konstant und [ p(t)dt eine Stammfunktion von p ist. Das
AWP x" = p(t)x mit der Anfangsbedingung x(to) = xo hat genau eine
Losung x: | — R

t
d.
X(t) = Xp - € ftO P(s) ° 745 / 832
4
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Beweis. x’ = p(t)x ist eine DG mit getrennten Variablen. Somit ist die
Losung des Anfangswertproblems eindeutig gestimmt.

In der Tat erfiillt x(t) = xp - e Jig PO 5 g AWP, denn

X'(t) = xo- NMZOLS (/t p(s)ds) = x(t)p(t) und x(tg) = xo.

to
Die “allgemeine Losung” von x/(t) = p(t)x(t) ist von der Gestalt
x(t) = c-ef POt nit ¢ e R.

Satz

Sei xs: | — R eine spezielle Lésung der inhomogenen linearen DG
x" = p(t)x + g mit g # 0. Dann erhalt man alle Lésungen x der
inhomogenen Gleichung mittels x = xs + x. mit einer Lésung

xc(t) := cel P(O)t

der homogenen Gleichung x" = p(t)x.

v
Beweis. x — x5 16st die homogene lineare Gleichung. 746 Fobo
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Wie findet man nun eine spezielle Losung xs der
inhomogenen Gleichung x" = p(t)x + q(t)?
1. Methode: Variation der Konstanten

Wir betrachten eine Lésung x(t) = c - e/ P() 9t der homogenen, linearen
DG x’ = p(t)x und machen den folgenden Ansatz: Angenommen,

xs(t) := c(t)e) POt

l6se die inhomogene, lineare DG x” = p(t)x + q(t).
Man bestimmt daraus die Funktion ¢(t). Es gilt

p(t)xs +q(t) = Xé = C/(t) ) p(t)dt + c(t) - p(t) - o p(t) dt
= (t)-ef Pt 4 p(t) . xg(t).

Folglich muss ¢/(t) = g(t) - e~/ P(1) 9t gelten und somit

c(t) = [ q(t)- e~/ P(D)dt gt Mit dieser Funktion ist xs(t) = c(t)e/ P(t) dt

eine Losung der inhomogenen, linearen DG x’ = p(t)x + q(t).

v
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Beispiel zur Variation der Konstanten

Wir betrachten die inhomogene, lineare Differentialgleichung

— tx+ te!’  mit Anfangsbedingung x(0) = xo. (14)

e Allgemeine Lésung der homogenen DG x’ = tx ist x(t) = cest’

. . 12 . : .
e Variation der Konstanten: Sei xs(t) = c(t)e2" eine spezielle Lésung.

t2 £2 +2 14 2
xg(t) = c'(t)ez +c(t)tez = c'(t)e? + txs(t) ) c'(t)ez = te

2 t2

Folglich ist ¢’ = tez = (e %) und somit c(t) = ez .

e Spezielle Losung xs(t) = et’ der inhomogenen, linearen DG.
2

o Allgemeine Lésung x(t) = et” + cez mit ¢ € R.
e Konstante ¢ aus AB x(0) = xg gibt xo = 1 + ¢ und somit

2 2

x(t)=ez2 (e? + xp — 1).

als eindeutige Losung des Anfangswertproblems (14). 748

t2
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2. Methode: Ansatze fiir x; bei p(t) = p # 0 konstant

Wir betrachten die inhomogene lineare DG x'(t) = px(t) + q(t) mit p# 0
konstant.

(1) Ist die “Storfunktion” g(t) ein Polynom h(t) vom Grad m mit reellen
Koeffizienten, so setze fiir xs(t) ein Polynom @ vom Grad m an.

(2) Ist g(t) von der Form h(t) - e, so setze fiir xs(t) die Funktion
Q(t) - e (p # a) bzw. t- Q(t) - e (p = a) an mit h, Q wie oben.

(3) Ist g(t) von der Form h(t) - cos(bt) oder
h(t) - sin(bt), h € R[t], b # 0, so setze fiir xs(t) die Funktion
Q1(t) - cos(bt) + @(t) - sin(bt) an.

(4) Ist g(t) von der Form h(t) - cos(bt) - e?* oder
h(t) - sin(bt) - e, h € R[t], b # 0, so setze fiir xs(t) die Funktion
Q1(t)e? - cos(bt) + Qa(t)e? - sin(bt) an.

Dann setzt man den Ansatz in die inhomogene, lineare DG ein und

berechnet die Koeffizienten des Polynoms Q(t) durch
Koeffizientenvergleich.

.
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Die Bernoullische Differentialgleichung

Definition
Eine Bernoullische DG ist eine DG des folgenden Types

x'(t) = p(t)x(t) + q(t)x(t)", (15)

wobei « € R\ ({0} U {1}) und p, q: I — R stetige Funktionen sind.

Eine Bernoullische DG wird durch die Substitution u(t) := x(t)=@
behandelt. Man erhalt

vo= (1—a)x X =2 (1 —a)x *(p(t)x + q(t)x*)

(1—a)p(t)x = + (1 — a)q(t)
= (1—a)p(t)u+(1—a)q(t),

also eine inhomogene lineare DG fiir u(t). Aus deren Lésung u(t) erhalt

man x(t) = u(t)ﬁ als Lésung der Bernoullischen DG.
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Beispiel zur Bernoullischen Differentialgleichung

Wir betrachten eine Bernoullische DG
xX'=—x+tyx, dh a=1/2 (16)
o Wir setzen u(t) := x(t)% und erhalten

/

S = (16) 1 1

1
x 2x' = EX_%(_X+ tv/x) = —%X§+

N|—

t=—2u+1t. (17)

N~

e Fiir die homogene lineare DG v/ = —%u erhalt man als allgemeine
1

Losung u(t) = c- e 2%

e Um eine spezielle Losung us der inhomogenen, linearen DG (17)

u = —%u + %t zu finden, machen wir den Ansatz mit einem Polynom

ersten Grades als Losung: us = at + b. Daraus ergibt sich

1 1 1 1
a =u., = —pUs+ 5t = —E(at+b)+§t.

Dies hat die Lésung a =1 und b = —2, also us(t) =t — 2.
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Weiter im Beispiel zur Bernoullischen Differentialgleichung

Damit haben wir mit us(t) = t — 2 eine spezielle Lésung der inhomogenen
DG (17) gefunden. Somit ist u(t) = t — 2 + c e~ 2t eine allgemeine
Lésung der inhomogenen, linearen DG (16), und wir erhalten

x(t) = (t— 2+c e_%t)2

als allgemeine Losung der Bernoullischen Differentialgleichung (16)
x' = —x + ty/x.
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Exakte Differentialgleichung

Sei V = (P,Q): UCR? — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf
R?. Falls es eine zweimal stetig differenzierbare Funktion F: U — R gibt
mit

gradF(x1,x2) = V(x1,x0) = (P(x1, x2), Q(x1,x2)) ,

eine sogenannte Potentialfunktion des Vektorfelds V/, so muss wegen des
Lemmas von Schwarz gelten

oP O0°F 0’F 0Q

pr— pum— pum— . 18
8X2 5’X2(9X1 8X18X2 8X1 ( )
Bemerkung
Ist die offene Menge U sternformig, so findet man zu jedem stetig
differenzierbaren Vektorfeld V = (P, Q): U — R?, welches g—)’; = g—g
erfiillt, auch eine Potentialfunktion F € C?(U,R), also V = gradF.
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Exakte Differentialgleichung

Definition
Seien P, Q@ € C}(U,R), U C R? offen, zusammenhingend und gelte auf U

oP — 9Q = ynd Q #£0. (19)

Oxy — Oxp’

Dann heiBt die (gewdhnliche) Differentialgleichung
P(t,x(t)) + Q(t, x(t)) - x'(t) = 0 (20)

exakte Differentialgleichung. (19) heiBt die Integrabilitdtsbedingung.

Satz

Sei F € C?(U,R) eine Potentialfunktion, also g—g = P und g—)’; = Q. Es
gelte Q # 0; dann erhilt man eine Lésung der exakten DG (20) mit der
AB x(ty) = xo durch Auflbsen der (Erhaltungs-)Gleichung

F(t,x) — F(tp,x0) =0 nach x.

v
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Beweis. Wegen des Lemmas von Schwarz ist die Integrabilitdtsbedingung
(19) erfiillt, d.h. es liegt eine exakte Differentialgleichung vor.

Da g—)g(to,xo) = Q(to, x0) # 0, folgt nach dem Satz iiber implizite
Funktionen die eindeutige Aufldsbarkeit von F(t,x) — F(ty,x0) = 0 nach x
in (to — €, tg + €). Das heiBt, es existiert eine C'~Funktion

X (to — &, 1t -I—E) — R mit X(to) = Xp und
F(t,x(t)) — F(to,x0) =0 .

Differenzieren nach t ergibt

OF OF oy
\871(t,x(t))j+\a72(tax(t))/'x (t) = 0.
—P(tx(t)  —Q(Ex(t))

Somit erfiillt die Auflosung nach x(t) die exakte Differentialgleichung. [J
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Beispiel zur exakten DG
Wir betrachten die DG (t + x + 1) + (t + x)x’ = 0 mit AB x(to) = xo
auf dem Gebiet U = {(x1,x) € R? | (x; + x2) > 0}. Diese ist exakt:

0

X1 °

P(X17X2):X1 +X2‘|‘1, Q(Xl,XQ):Xl —|—X2, also g—)f;:]_:

D

Q

Eine bis auf eine Konst. ¢ eindeutige Potentialfkt. F von (P, Q) ist:
F(Xl,XQ) = %(Xl oE X2)2 +Xx1+C

Wir 16sen 0 = F(t,x) — F(to,x0) = 3(t + x)> + t — 3(to + x0) — to nach
x auf und erhalten (t + x)? = 2(to — t) + (to + xp)? und somit

x(t) = \/(to + x0)% + 2(tp — t) — t,

da x + t > 0. Die Funktion x(t) ist Losung der gegebenen DG und der
2
Definitionsbereich von x ist {t € R | tg + M > t}.

o
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Exakte Differentialgleichung: Integrierender Faktor
Ist die Bedingung g—)’; = g—g fur die DG P+ @ - x' = 0 nicht erfiillt, so kann
die Exaktheit durch die Multiplikation mit A € C1(U) erreicht werden.

Definition
Eine stetige Funktion A € C1(U), X # 0 heiBt integrierender Faktor

(Eulerscher Multiplikator) der DG P + @ - x' = 0, falls 232 = 209,

Es ist dann (AP) + (AQ) - X’ = 0 exakte DG mit unveridnderten Lésungen.
Beispiel
Sei U = {(x1,x2) € R? | x;, xo > 0}. Wir betrachten die DG

5t* +2x3 4+ 3tx? - X = 0. (21)
Hier ist g—)’; = 6x5 # g—g = 3x3, das heiBt (21) ist nicht exakt. Aber die

Funktion A(x1,x2) = xy ist ein integrierender Faktor fiir die DG (21); wir
konnen die exakte DG 5t° + 2tx3 + 3t2x2 - x’ = 0 I6sen.

V.
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Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewohnliche DG'en

Wir haben gesehen, wie sich bestimmte gewdhnliche DG’en (eindeutig)
|osen lassen. Im folgenden Abschnitt wollen wir allgemeine Aussagen iiber
die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen machen.

Dazu muss die “rechte Seite” f eine Bedingung erfiillen, die starker ist als
die der Stetigkeit und die wir schon vom Schrankensatz kennen.

Definition
Sei Q CR™ x R™ und f: Q — RX, (x,t) — f(x,t).

f heiBt auf einer Teilmenge K C ) beziiglich x Lipschitzstetig mit der
Lipschitzkonstanten L > 0, wenn

1 (x1, ) = F(x2, ) || < L[[x1 — o (%)

fiir alle (x1,t), (x, t) € K.

f heiBt auf Q beziiglich x lokal Lipschitzstetig, wenn es zu jedem p € 2
eine Umgebung U von p gibt, so dass (x) fiir alle (x1,t), (x2,t) € UNQ
mit einer Konstanten Ly gilt, die von U abhangen kann.

Y
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Bemerkung zur Lipschitzstetigkeit

Wir erinnern an den Begriff der gleichmaBigen Stetigkeit: Eine Abbildung f
zwischen zwei metrischen Raumen heiBt gleichmaBig stetig auf X, falls es
fiir jedes € > 0 ein 0 > 0 gibt, so dass f(Bs(x)) C B:(f(x)) fiir alle x € X.
Es gilt:
Lipschitzstetigkeit = gleichm. Stetigkeit = Stetigkeit.

Die erste Implikation beweist man, indem man ¢ = ¢ wabhlt.
Beispiele:

@ f(x) = cos(x) ist nach dem Schrankensatz Lipschitzstetig auf ganz R

mit Lipschitzkonstante L = 1.

o f: Ry — R, f(x):= I ist stetig, aber nicht gleichm3Big stetig, denn

f(x+9)—f(x) = XLM — 1= X(ind) —x—30 0.

e 7:[0,1] = R, f(x) := +/x ist als stetige Abbildung auf einem
Kompaktum gleichmaBig stetig, aber nicht Lipschitzstetig auf

Intervallen (0, a) und damit nicht lokal Lipschitzstetig, denn
‘f(x) f(y)‘ _ ’ ‘

— Q.
\/—+\/—’ x,y—0

4
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Lipschitzbedingung

Satz (Lipschitzbedingung)

Sei Q C R™ x R offen und f: Q — R" von der Klasse C!, d.h. stetig
differenzierbar. Ist K x [a, b] C Q mit K kompakt und konvex, dann ist f
auf K X [a, b] beziiglich x Lipschitzstetig. Insbesondere ist f auf Q
beziiglich x lokal Lipschitzstetig.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Schrankensatz, der sich

wiederum aus dem Mittelwertsatz ergab: Da K X [a, b] C © kompakt und
konvex ist und f stetig differenzierbar, ist nach dem Schrankensatz f auf
K x [a, b] C Q Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L. Insbesondere gilt

1 (xas t) = Fx2, 8)| < Lll(xa, 8) = (x2, )| = Ll[(xa = x2, 0) || = Li[x1 — xall;

und somit ist f auf K x [a, b] Lipschitzstetig beziiglich x. ]
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Der Satz von Picard-Lindelof
Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard—Lindel&f)

Sei F: UCR" xR — R" stetig, (xo,t0) € U und a, b > 0 so, dass

Q = Bb(Xo) X [to —a, ty + a] c U,

wobei Bp(xp) := {x € R" | ||x — xo|| < b} die abgeschlossene Kugel vom
Radius b um xq ist. Sei F Lipschitzstetig auf Q bzgl. der x—Variablen und

b
M := max ||F(y,t und o :=min|a,— |.
max [F(y,o)] ( M)

Dann hat das AWP | x' = F(x, t), x(to) = xo | genau eine C'-Lésung

X: [to—O',to—I—U]QR—)Rn,

fiir die gilt x(t) € Bp(xg) fiir alle t € [ty — o, ty + 0].

4
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Beweis. Wir wollen den Banachschen Fixpunktsatz auf eine Abbildung
zwischen Funktionenrdumen anwenden. Sei | := [ty — o, tg + o]. Dazu
betrachten wir um die Funktion, die konstant xp ist, die abgeschlossene
Kugel By, im Banachraum (C(/,R"), ||.||s0), d.h.

K = {oec C(LR[le(t) x| <b vtel}

Da K eine abgeschlossene Teilmenge im vollstindigen metrischen Raum
(C(I,R™), ds) ist, ist K selbst ein vollstandiger metrischer Raum. Wir
betrachten nun den Integraloperator

H : K — C(I,R")
X = (H(X)Ztl—)Xo—I—ftZF(X(S),S)dS).

Wegen der Wahl von ¢ := min (a, %) gilt H: K — K, denn
t
IHe(e) = sl = || | Fle(s).s)] < Mo < Mgy = b,
to
Ein Fixpunkt von H ist nun eine Losung des AWP's, denn

x(t) i Hx(t) = xo+/t F(x(s),s)ds < X'(t)= F(x(t),t),x(to) = xo.
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Weiter im Beweis: Ist L Lipschitzkonstante von F, so ist H
Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante Lo, denn

t t
()= ()] < [ IF(x()5) = Flr(s)llds < L [ l1x(s) =y(s)]

0 0 (22)
und somit ||Hx — Hy||co < Lo||x — y|oo-
Um mittels des Banachschen Fixpunktsatzes einen Fixpunkt zu finden,
muss H kontrahierend sein. Im allgemeinen ist H aber nicht kontrahierend
Wir fiihren daher eine neue Norm ein, bzgl. derer H kontrahierend ist.
Dazu wahlen wir eine beschrénkte Funktion o € C(/,[r,s]) und definieren
eine modifizierte Norm auf C(/,R")

lolla = max e (2) ||
tel

Diese ist dquivalent zu ||.||co, denn e"||¢]lco < [|¥@|la < €°||¢||co- Damit ist

auch (C(/,R"),||.]la) ein Banachraum und K C C(/,IR") abgeschlossen
beziiglich ||.||o. D.h. auch (K, d,) ist ein vollstandiger metrischer Raum.
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Ende des Beweises: Wir wahlen nun «(t) := —L|t — tp|, somit
a € C(I,[—Lo,0]). Multiplizieren wir nun die Ungleichung (22) mit
e(t) — e~ Llt=to| <q erhalten wir fiir alle t € /

t
0 (e (1) - Hy ()] < L) [ e e x(s) -y (5) o
to

t
< Le Ul / eHs=lds | [|x — ]l
to

"

—1(etlt—t0_1)

< (1-e) Ix =yl
D.h. aber, dass H kontrahierend ist beziiglich d,:
|Hx — Hyll, < (1—e)|x=yl,
N———’
<1

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz ist H konstant oder hat genau einen
Fixpunkt x € K und somit genau eine Losung x des Anfangswertproblems
x" = F(x,t) und x(ty) = xo mit dem Definitionsbereich | = [ty — o, tg + 0]
und dem Bild x(/) C Bp(x0))- 764 |-gh




Existenz und Eindeutigkeitssitze fiir gewshnliche DG'en
Approximative Losung des AWP's

Folgerung
Unter den Voraussetzungen des Satzes von Picard—Lindelof liefert der

Banachsche Fixpunktsatz ein Verfahren zur Approximation der Lésung des
Anfangswertproblems x' = F(x, t), x(tp) = xo: Sei

SOO(t) = X0, w1 = Hpg, ..., op = Hpp—1, ...

iterativ definiert. Dann konvergiert ¢, gleichmabBig gegen die Losung x des

AWP'’s in (C(I, Bp(x0)), ||-||cc)- Die Abschitzungen in jedem Schritt liefern

M L"

A n+1
(n—l—l)!|t fol ™

Ix(2) = n(t)l| <

Zum Beweis dieser Folgerung benutzt man den Beweis des Banachschen
Fixpunktsatzes und eine Induktion iber n.
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Lokale Version des Satzes von Picard—Lindelof

Folgerung (Picard—Lindelof lokal)

Sei F: U CR" xR — R” eine stetige Abbildung, die lokal
Lipschitzstetig bzgl. x ist. Dann existiert zu jeder Anfangsbedingung
(x0, to) € U ein € > 0 und eine eindeutige Losung

©Oxo: (to —&,t0+¢€) = R des AWP’s x' = F(x, t) mit x(ty) = xo.

Beweis. Da F lokal Lipschitzstetig ist, finden wir zu jedem (xg, tg) € U
eine Umgebung V auf der F Lipschitzstetig ist mit Lipschitz-Konstante L.
Darin finden wir nun eine kompakte Menge Q = Bs(xo) X [to — €, to + €],
so dass € < §/M und Le <1 (M wie im Beweis des Satzes).

Im Beweis des Satzes hatten wir gesehen, dass Le die
Kontraktionskonstante fiir den Integraloperator H ist, d.h. dass H fiir
dieses € kontrahierend ist. Die Behauptung folgt nun wieder aus dem
Banachschen Fixpunktsatz. [
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Eindeutigkeit der Losung

Wir brauchen ein Lemma:

Lemma

Sei I C R ein Intervall. Sei D C | eine nicht-leere Teilmenge, die in [ offen
und abgeschlossen ist. Dann gilt D = [.

Beweis. Angenommen, D C [, dann ist die Menge I \ D nicht leer, offen
und abgeschlossen. Finde p; € D und py € I\ D. Wir kdnnen 0.B.d.A.
annehmen, dass p; < po gilt. Definiere

p:=supDnNp1,p2] -

Dann muss p € D oder p € I \ D gelten.

e Angenommen, p € D. Da D offen ist, finde ¢ > 0, so dass auch noch
(p—€,p+€) C D, im Widerspruch dazu, dass p obere Schranke ist.

e Angenommen, p € | \ D. Da auch I\ D offen ist, finde € > 0, so dass
(p—€,p+€) C I\ D, im Widerspruch dazu, dass p kleinste obere
Schranke ist. O
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Satz (Eindeutigkeitssatz)

Sei Q CR" xR, F: Q — R" stetig und beziiglich x lokal Lipschitzstetig.
Seien p,: | = (a,b) — R" zwei Lésungen von x' = F(x,t) mit
o(to) = W(ty) = xo fiir ein ty € . Dann gilt p = 7).

Beweis. Wir betrachten die Menge D := {t € | | p(t) = 1(t)}. Dann ist
@ D nicht leer, denn ty € D,
e D ist abgeschlossen, denn ¢ und % sind stetig und D = (¢ — 1) ~1(0).

@ D ist offen in I: Sei dazu t € D. Dann sind ¢, Lésungen des AWP's
x" = F(x,t), x(t) = p(t) = ¥(t). Nach Picard-Lindelof lokal existiert
ein ¢ > 0, so dass ¢ =1 auf (t —e,t +¢) C . Dann ist aber
(t —e,t+¢) C D. D.h. D ist offen in I.

Damit ist D nicht leer, offen und abgeschlossen im Intervall /.
Somit ist D = . ]
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Fortsetzung zur maximalen Losung

Definition

Eine Lésung ¢: | — R" des Anfangswerteproblems (*) x' = F(x, t),

x(to) = xo, heiBt maximal, falls fiir jede andere Lésung 1p: J — R" von (¥*)
gilt, dass J C I,

.

Folgerung (Satz iiber die maximale Losung)

Sei F: U CR" xR — R" stetig und lokal Lipschitzstetig beziiglich x.
Dann existiert zu jedem (xp, ty) € U genau eine maximale Lésung

©Oxo - (3x0y bxy) € R — R" des Anfangswerteproblems

x' = F(x,t), x(tp) = xo.
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Beweis. Sei (xp, tp) € U. Wir definieren die folgenden Zahlen

ay, = inf{ae R |dLsg. des AWP's ¢: (a,b) — R}
by, = sup{be€ R|dLsg. des AWP's ¢: (a,b) — R}

mit ay, < Xo < by,. Auf dem offenen Interval fnax := (ax,, bx,) C R
definieren wir die Abbildung

Oxp: Imax — R”
t — o(t), fallste (a,b) und ¢: (a,b) — R" eine
Lsg. des AWP's x' = F(x, t), x(to) = xo

Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes ist diese wohldefinert, da zwei auf einem
Intervall gegebene Losungen iibereinstimmen. Alle Losungen sind
Cl—AbbiIdungen, und damit auch ¢,,.

Des Weiteren [6st oy, das Anfangswertproblem x’ = F(x, t), x(to) = xo
auf dem gesamten (und maximal méglichen) Intervall (ay,, by, )- O
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Existenz und Eindeutigkeitssitze fiir gewshnliche DG'en
Globale Existenz- und Eindeutigkeit

Satz

Sei | = (a,b) mit —co<a< b<oound F:R" x| — R"
Lipschitzstetig auf jeder Menge der Form R" x J, wobei J C | ein
kompaktes Intervall ist. Dann existiert zu jeder Anfangsbedingung

(x0, to) € R"” x | eine eindeutige, auf ganz | definierte maximale Lésung
©xo: | — R" des AWP’s x' = F(x, t) mit x(ty) = xo.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Beweis des Satzes von
Picard—Lindelof: Sei J C I ein kompaktes Intervall. Da F: R” x J — R”
Lipschitzstetig ist, ist der Integraloperator H aus dem Beweis eine
Lipschitzstetige Abbildung von C(J,R") — C(J,R"). Wie im Beweis weist
man dann nach, dass H kontrahierend ist (bzgl. der gednderten Norm).
Somit erhdlt man fiir jedes kompakte J C /| eine eindeutige Losung

w: J — R" des AWP's. Diese kann man nun wie im Satz iiber die
maximale Losung zu einer Losung auf / fortsetzen. l
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Maximale Losung des linearen Anfangswertproblems

Folgerung (Maximale Losung des linearen AWP's)

Sei | = (a,b) mit —oo < a< b< oo, (x0,t0) € R? x I, A: | — Mat,(R)
und b: | — R" stetige Abbildungen. Dann besitzt das lineare AWP

x'= A(t)x +b(t), x(to) = xo

genau eine maximale Losung oy, : | — R".

Beweis. F(x,t) := A(t)x + b(t) ist Lipschitzstetig auf jeder Menge der
Form R"” x J mit einem kompakten Intervall J C [:

IF(y, t)=F(x 1)l = [|A(t)y —A(t)x]| = [|A(t)(y —x) || < max|[A()][]ly—x].

wobei [|A(t)[| = max¢crn |j¢)=1 [[A(t)€]|. Die Lipschitz-Konstante ist
L := max;cy ||A(t)||. Die Behauptung folgt dann aus dem vorhergehenden
Satz. O
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Existenzsatz von Cauchy und Peano

Zum Abschluss geben wir noch einen allgemeineren Existenzsatz an, ohne
ihn zu beweisen. Die Voraussetzungen sind schwacher (Stetigkeit statt
Lipschitz-Stetigkeit), dafiir erhdlt man keine Eindeutigkeitsaussage.

Satz (Existenzsatz von Cauchy und Peano)

Sei U C R™! eine offene Menge und (xg, ty) € U. Die Abbildung
F: UCR" xR — R"” sei stetig auf dem kompakten Bereich

Q = Bp(xp) X [to — a,tp + a] C U.

Bezeichne wieder M := max(, ¢)eq I|F (v, t)|| und o := min (a, £) . Dann

hat das AWP | x' = F(x, t), x(tg) = xo | mindestens eine C'-Lésung

X: [to—O',to—l—O']gR—)Rn,

und diese erfiillt ||x (t) — xo|| < b fiir alle t € [ty — o, tg + 0].

y

Fiir einen Beweis siehe H. Amann: Gewohnliche Differentialgleichungeny; /g3,

Gewohnliche Differentialgleichungen Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewohnliche DG'en

Beispiel zur Mehrdeutigkeit der Losung

Wir betrachten die stetige Funktion F: R — R mit F(x) = \/|x| und das
Anfangswertproblem

X' = F(x) =+/|x|, x(t)=0.

Wir haben gesehen, dass F nicht lokal Lipschitzstetig ist, so dass wir nicht
den Satz von Picard—Lindelof anwenden konnen. Nach dem Satz von
Peano gibt es jedoch mindestens eine Lésung, z.B. x(t) = 0. Man findet
jedoch unendlich viele weitere Losungen, denn fiir jede Konstante ¢ > t

Ist ,
C=F fir t>c
t) = 4 -
xe(t) { 0 fur t<c

eine Losung des Anfangswertproblems (UA).
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Abhangiget der Losung von den AB'en
Abhangigkeit der Losung von den Anfangsbedingungen

Wir wollen nun untersuchen, wie die Losung von den Anfangswerten
abhangt. Dazu benétigen wir folgendes Lemma.

Lemma (Gronwall-Ungleichung)

Seien u,v: [a, b] — R™T stetige, nichtnegative Funktionen und gelte
t
v(t) <c +/ v(s)u(s)ds fiir alle t € [a, b],
a

mit einer Konstante ¢ € R U {0}. Dann gilt

v(t) < c-e iue)ds  fir alle t [a, b].
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Beweis. 1. Fall: ¢ > 0. Wir betrachten die Funktion
t
F(t) = c—|—/ v(s)u(s)ds > 0.
a
Es gilt 0 < ¢ < f(t) und v(t) < f(t) fir alle t € [a, b]. Dann gilt

r_ f'(t)

F(t) = v(t) - u(t) < £(2) -u(t) und deshalb (In F(1) =

< u(t).
Durch Integration erhalt man

In(£(t)) — In(f(a)) < /t u(s)ds, also f(t) < f(a)- e Js uls)ds

fu(s) ds
Folglich ist v(t) < f(t) <c-e= wegen ¢ = f(a).

2. Fall: ¢ = 0. Hier ist zu zeigen, dass v(t) = 0. Nach Voraussetzung ist

u(t) < /t v(s)u(s) ds < & + /t v(s)u(s)ds Vt e [ab], &> 0.

Nach dem 1. Fall folgt dann 0 < v(t) <e-e J; u(s)ds fijr alle £ > 0.
Lassen wir £ gegen 0 gehen, so folgt v(t) = 0. O
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Stetige Abhangigkeit der Losung von den AB

Satz

Sei F: UCR" xR — R" auf U stetig und Lipschitzstetig in x mit der
Lipschitzkonstanten L. Seien (x, ty), (vo, to) € U und

Pxo » Pyo: [to — €, 0 +¢] — R

Losungen der DG x’ = F(x, t) mit den Anfangsbedingungen py,(ty) = xo
bzw. ¢y, (to) = yo. Dann gilt

lx () — 3o (Bl < lIx0 — yol| - eHE=%1 Wt €[ty —e,t0 +€].

Folgerung (Stetige Abhangigkeit der Losung von der AB)

Sei F wie im Satz, und definiere (xn)n>1 eine Folge von AB’en, die gegen
die AB mit xo konvergiert. Sei py, die Losung des AWP's

x" = F(x,t), x(to) = xn. Dann konvergiert (px,) gleichmaBig gegen v,
auf jedem kompakten Intervall [ty — €, to + €], auf dem alle Lésungen
definiert sind. 777 /832
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Beweis. v(t) := |lox(t) — @y, (t)||? ist diffbar. Fiir to < t < ty + ¢ gilt:

v(t) = v(t) +/ttv’(s)ds [Hauptsatz]

0

— (1) +2 / (20(5) — yo($), £ (5) — @l (5)) ds

-U. Of
< (o) +2 / loxo(S) — @)l - 10 () — @l ()] ds

0

= V(t°)+2/t 1950 (5) = 3o (S)I] - 1F(0x5(5): 5) = Fpyo(s), 5)llds

IA

t
(o) +2L [ [9n(9) = 2u(s)IP ds
to

—v(s)

Aus der Gronwall-Ungleichung fiir u(s) = 2L folgt dann

v(t) < v(t) - e ftg 2Lds _ v(to) - e2L(t—1t0)

Damit erhilt man die Behauptung |¢x, () — ¢y, ()] < IIx0 — yol| - €Lt~ 0)
fiir alle tg < t < tg + €. Analog geht man fiir tg — e < t < ty vor. 778}%2



Beispiel zur Abhangigkeit der Lsg. von den AB's

Wir betrachten das folgende Vektorfeld auf dem R?:

V(X7y) = (_y7X)+(r2(X7Y) - 1) (X7y)7

wobei r?(x,y) := x? + y?. Wir suchen die Integralkurven von V durch
einen Punkt (xp,0) € R2, xp > 0, d.h. wir miissen das autonome AWP

Yo(t) = V(1(1))  mit 75(0) = (x0,0) (23)

|6sen. Schreiben wir vy, = (x, y), so ist das Anfangswertproblem

X' = —y+(r’-1)x,

y = x+(2-1)y x(0) = xo y(0)=0

zu 16sen. Wir machen den folgenden Ansatz fiir die Losung vy,:

Txo(t) = h(t)(cos(t),sin(t))

fiir eine Funktion h: I — R mit h(0) = xo. 779 /832

Gewohnliche Differentialgleichungen Abhangigkeit der Lésung von den AB'en

Dann gilt r?(7y,,(t)) = h?(t). Ist 5, (t) = h(t)(cos(t),sin(t)) eine
Integralkurve von V/, so gilt

v;o(t) = H(t)(cos(t),sin(t)) + h(t)(—sin(t),cos(t))
) ht)(=sin(t), cos(t)) + (K(£) — 1)h(t)(cos(t), sin(t))

Also muss h das autonome AWP ' = h(h* — 1), h(0) = xp erfiillen. Dies

|ost man mittels Trennung der Variablen und erhalt

h(t) =

Ist nun xp < 1, so ist (1 — X—lz) < 0 und damit ist h: R — R auf ganz R
0
definiert. Ist dagegen xp > 1, so ist 0 < (1 — %) < 1 und damit ist h nur

X0

definiert auf dem Intervall | = (—oo, —% In (1 — X—12)> CRum tg =0.
0

v
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Noch ein Beispiel fiir Trennung der Variablen

Wir rechnen noch einmal die Lésung des AWP h' = h(h?® — 1) mit
Anfangsbedingungen h(0) = xp durch Trennung der Variablen nach:
Esist f(t) = 1 und g(x) = x(x?> — 1) und

1 1 1 1/2  1)2
= +
g x(x*-1) x x—-1 x+1

mit Stammfunktion, wobei wir hier im Fall x > 1 rechnen:

1 1 1 1
G(X)——|nx—|—§|n(X—1)—|—§|n(X—|—1)—Eln(l—;)

Es folgt G~1(y) = und somit als Losung des AWP

1
V1—e2y

B 1 1 et
Gt + 5 In(1 — =))

X5 \/e_zt_ (1_%>
0

v
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Wir unterscheiden nun drei Falle fiir die Integralkurven
Yo (t) = h(t)(cos(t),sin(t)):
@ xp = 1: Hier ist h(t) = 1 und die Integralkurve ist ein Kreis.
@ 0 < xp < 1: Hier sind die Integralkurven v,,: R — R? Spiralen, die

auf ganz R definiert sind. Das Quadrat des Abstandes zum Nullpunkt

P(t) = (3 (t)) ist

r2(t) = h3(t) = e ” _ L

e2—(1-%) 1-ex(1-%)
0 0

und erfiillt r?(t) =t oo 1 und r?(t) —¢ 00 0. D.h. die Spiralen
laufen fiur t — oo in die Null und nahern sich fiir t - —oo dem
Einheitskreis an.

@ xp > 1: Die Integralkurven 7, : (—oo, —% In (1— %)) — R? sind
X0

Spiralen, die sich fiir t —+ —oo dem Einheitskreis ann3dhern, und fiir
t — —% In (1 — Xig) in endlicher Zeit gegen oo gehen.

v
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Lineare Differentialgleichungen mit Werten im R”

Wir haben Lésungsmethoden fiir lineare Differentialgleichungen fiir
Funktionen mit Werten in R kennengelernt. In diesem Kapitel
verallgemeinern wir diese und behandeln lineare Differentialgleichungen
mit Werten im R”.

Sei | = (ag, bg) C R ein Intervall mit —oo < ap9 < by < oo und

A: | — Mat,(R), b: Il —R"
stetige Abbildungen. Dann heiB3t

x' = A(t)x homogenes, lineares DG System,
x" = A(t)x + b(t) inhomog., lin. DG System mit Storfkt. b(t).

Gilt speziell A(t) = A € Mat,(R), so sagt man, das System habe
konstante Koeffizienten.

Wir haben schon gesehen, dass es zu jeder Anfangsbedingung der Form
x(tg) = xp mit top € | genau eine maximale Losung gibt, die auf ganz /

definiert ist.
783 /832

Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Struktur des Losungsraumes linearer Systeme

Satz (Struktur des Lésungsraumes linearer Systeme)

Die Menge V' der maximalen Loésungen x: | — R" des linearen homogenen
Systems (*) x' = A(t)x ist ein n-dimensionaler reeller \ektorraum.

Die Menge der maximalen Lésungen des linearen inhomogenen Systems
(**) x' = A(t)x + b(t) ist der affine Raum A = xs + V wobei xs eine
spezielle Lésung der inhomogenen linearen Differentialgleichung ist.

.

Beweis. Sind x; und x» zwei Losungen von (x) und A1, A2 € R, so ist auch
A1x1 + Aoxo eine Losung von (x). Zu jedem Vektor xp € R" existiert genau
eine maximale Losung ¢x,, d.h. die lineare Abb. xo — ¢y, ist ein
Vektorraum-Isomorphismus, und somit ist dim V' = n.

Sei A der Losungsraum des inhom. lin. Systems (). Wir wissen, dass
eine spezielle Losung xs der inhomogenen linearen DG (xx) existiert.
AuBerdem gilt fiir jede andere Losung x € A, dass x — xs € V und fiir jede
Losung y € V, dass xs +y € A. Somit ist A = x5 + V.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix

Definition (Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix)

Sei A: | — Mat,(R) stetig und (*) x’ = A(t)x ein homogenes lineares
DG-System.

e Eine Basis ¢1, ..., ¢, des Lésungsraumes von (*) nennt man ein
Fundamentalsystem zu (*).

@ Die matrixwertige Funktion ® = (¢1,...,¢p) aus den
Spaltenvektoren ¢; heiBt eine Fundamentalmatrix von (*).

@ Seien (¢1,...,¢n) Losungen von (*). Die Funktion
W :=det(p1,...,9n): | = R heiBt Wronski-Determinante des
(Fundamental-)Systems (1, ..., ¢n).

e Bilden ¢; = Zf:l pjie; ein Fundamentalsystem mit ¢;;: R — R und
e; die kanonische Basis, dann ist die Fundamentalmatrix gegeben
durch ® = (p;)];_;.

@ n Losungen von (*) bilden genau dann ein Fundamentalsystem, wenn

ihre Wronski-Determinante fiir ein t nicht verschwindet. 185 /832

Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Eigenschaften der Fundamentalmatrix
Sei ® eine Fundamentalmatrix zu (x). Dann gilt:

Q P ist eine Losung des linearen homogenen Systems X’ = A - X mit
Werten in R™.

@ Eine Losung des homogenen Anfangswertproblems x’ = Ax,
x(to) = xp ist gegeben durch

p(t) = &(t)(P(t0)) " x0

@ Ist S € GL(n,R), d.h. S invertierbar, so ist ® - S ist auch eine
Fundamentalmatrix.

Beweis.

1) & = (0., ) = (Ap,..., Apy) = A- ®,

2) 90’( ) = &'(1)(®(t0)) " x0 = AP(t)(P(t0)) " x0 = Ap(t).
3)(P-S)=d"-S=A-0-6S. l
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Beispiel

Sei w € R eine Konstante. Wir betrachten das homogene lineare
DG-System mit konstanten Koeffizienten

{X]/_:—CUXQ dh(x1>,(0—w)(x1)
. , d.h. =
Xy = wxy X2 w 0 X2
Ein Fundamentalystem wird von den folgenden beiden Funktionen gebildet
[ cos(wt) [ —sin(wt)
Pr(t) = ( sin(wt) )’ pa(t) = ( cos(wt) )
Diese entsprechen den Anfangsbedingungen ¢1(0) = e; und ¢2(0) = eo.
Zu einer beliebigen Anfangsbedingungen x(0) = c1e1 + c2ep erhalten wir

die Losung ¢ = c1p1 + .
Die Fundamentalmatrix zu ¢1, @2 ist dann gegeben durch

() = ( cos(wt) —sin(wt) )

sin(wt)  cos(wt)

Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Spezielle Loésungen des inhomogenen Systems

Wie im eindimensionalen Fall erhdlt man spezielle Losungen der
inhomogenen lin. DG x’ = A(t)x + b(t) aus einem Fundamentalsystem der
zugehorigen homogenen DG mittels Variation der Konstanten.

Satz (Variation der Konstanten)

Seien A: | — Mat,(R) und b: | — R" stetig und ®: | — Mat,(R) eine
Fundamentalmatrix des linearen homogenen Systems x' = A(t)x. Dann ist

Ys(t) .= d(t)u(t)

eine spezielle Lésung des inhomogenen Systems x’ = A(t)x + b(t), wobei
u: | — R" stetig differenzierbar mit ®(t)u'(t) = b(t), d.h.

(%) u(t):/ttcb_l(s)b(s)ds—i—v

0

mit einem konstanten Vektor v. Gibt man zur inhomogenen DG die
Anfangsbedingung x(tg) = xp vor, so ist v := ®~1(ty)xg.
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Beweis. Fiir u(t) = ftz d~1(s)b(s)ds + v wie in (*) gilt dass
u'(t) = ®1(t)b(t) und damit d(t)u'(t) = b(t). Damit gilt fiir
Ys(t) = O(t)u(t):

PL(t) = (t)u(t) + o(t)d'(t) [Produktregel]

= A(t)P(t)u(t) + b(t) = A(t)ys(t) + b(t).
Also ist 1s(t) = ®(t)u(t) eine spezielle Losung. [

Bemerkung

Ist v = (vi,...,v,): | — R" eine stetige Funktion, so ist mit ftz v(s)ds
die folgende differenzierbare Abbildung gemeint

ftz vi(s)ds

t
I > t|—>/ v(s)ds = e R".
to

| tz v,,-(s) ds

v
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"
Beispiel

Wir betrachten das inhom. lin. DG-System mit konst. Koeffizienten

/
X] = —Xo X1 (0 -1 X1 0
{Xé:Xl—l—t’d.h'(XQ)_(l 0)(X2)+(t

A1) —b(1)

Wir miissen nun folgendes tun, um eine spezielle Lésung zu erhalten:

1) Bestimmen der Fundamentalmatrix (bereits bekannt, s.o0.):

o(t) ( cos(t) —sin(t) )

sin(t)  cos(t)

cos(t) sin(t)
—sin(t) cos(t)

o= (1) 248) (%)

2) Invertieren von &, d(t)~1 = ( ) , und damit

()

4
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3) Integrieren von

u(t) = /totcbl(s)b(s)ds _ /t:( 551’;((55)) )ds

Dies berechnen wir mit partieller Integration und erhalten
/tsin(t)dt = —tcos(t) + sin(t)
/ tcos(t)dt = tsin(t) + cos(t)

—tcos(t) + sin(t)
tsin(t) + cos(t)

_ [ cost —sint —tcost+sint \ [ —t
ws(t)—cb(t)u(t)—( sin t cost)( tsint + cost )_< 1 )

eine spezielle Losung des inhomogenen Systems.

und damit u(t) = ( ) Somit ist

v
791/832
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Homogene lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Um ein Fundamentalsystem eines homog. lin. DG-Systems x’ = A(t)x zu
bestimmen, betrachten wir den Spezialfall A(t) = A € Mat,(R) konstant.

Definition (Matrixexponential)

Sei A € Mat,(R). Die Matrix e := Ak—l!( heiBt Exponential von A.
k=0

Dies ist wohldefiniert, d.h. diese Reihe konvergiert:
1) Es gilt die folgende Ungleichung fiir die Operatornorm:

AB B
IAB]| = sup,cpn 1224 < sup, g |AILEL = | 4)1B].

]l [l

2) Da (Mat,(R), ||.||) ein Banachraum ist, reicht es, zu zeigen, dass die

Partialsummen S, :=>"/" é—f eine Cauchy-Folge bilden. Es ist aber

k A A
||Sm — SE—IH — H %H < Z “k'“ < Z ”k||| _>m,£—>oo 07
k=¢ k=¢ k=¢

k
denn die reellwertige Reihe elAll = > reo ”?;'!' konvergiert. Die Reihe e#

konvergiert sogar absolut. 792 /832
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Lemma

Sei A € Mat,(R) und ®: R — Mat,(R), ®(t) := . Es sei eine Folge
¢ R — Mat,(R) von Abildungen definiert durch ®p,(t) := >, %.
Dann konvergiert ®,, auf jedem kompakten Intervall K C R gleichmaBig
gegen ®. Insbesondere ist die Funktion ® stetig auf R.

Beweis. Sei K =[a, b] C R und M := max{|al, |b|} - ||A]|. Die

konvergente Reihe e = w0 % ist eine Majorante fiir die

k
Exponentialreihe der Betrige el = 5°%° ”tﬂ' . Nach dem

. . . . . m ¢
Cauchy-Kriterium finden wir zu € > 0 ein n., so dass % + ...+ % <e
fiur alle m > £ > n.. Somit gilt fiir alle t € K und m > ¢ > n., dass

m m m
[Pm(t) — Dea(2)]| < S LA < S IEIAE < S M
k=¢ k=¢ k=¢
D.h., sowohl &, als auch die Exponentialreihe der Betrage sind
Cauchyfolgen in vollstandigen metrischen Raumen und somit gleichmaBig
konvergent auf dem kompakten Intervall K. Damit ist der Grenzwert ¢
stetig auf allen kompakten Intervallen, und damit auch auf ganz R.  ,5;[gh,

Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Die Lsg. der homogenen DG mit konstanten Koeffizienten

Satz

Sei A € Mat,(R). Dann ist die matrixwertige Funktion

®: R >t e € Mat,(R) eine Fundamentalmatrix zu der homogenen
linearen DG x' = Ax. Insbesondere ist zu jedem xq € R" die
differenzierbare Abbildung ¢,: R — R", definiert durch

Pxo (1) = elI=0)A . xo die Losung des AWP’s x' = Ax, x(ty) = xo.

Beweis. Da A konstant ist, sind die Losungen 1, ..., @, der
Anfangswertprobleme x’ = Ax, mit Anfangsbedingungen x(0) = ¢,
i=1,...,n auf ganz R definiert.

Sei ® = (p1,...,9n) die dazugehdrige Fundamentalmatrix.

Nach der lteration von Picard-Lindelof wird jede dieser Losungen ¢; auf
kompakten Intervallen gleichmaBig approximiert durch Funktionen ¢j,, die
sich durch iteratives Anwenden des Integraloperators H ergeben, d.h.

t t
pio(t) = e;, pi1(t) = € +/ Apio(s)ds, pim(t) = e +/ Apim-1(s)ds
0 0
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Schreibt man ®,, fiir die Matrix mit den Spalten (@1m, ..., ®nm), SO ist
(Do(t) 1,

t
(bl(t) = Hq)o(t) = ].n—l—/ Ads = 1,+tA
0

t
¢2(t) = H(bl(t) = ].n—|—/ A(ln—|—SA)dS — 1n+tA—|— t2é42
0

| m—1 m
Op(t) = HOpm o(t) = 1n+/tA(Z kAk>ds _ oy
° k=0 k=0

Wir haben aber gesehen, dass die Folge von Abbildungen

O I % auf jedem kompakten Intervall gleichmaBig gegen
®(t) = e konvergiert. Da die kompakten Intervalle beliebig groB sein
konnen, erhilt man dass ¢: R — Mat,(R) die Fundamentalmatrix von

x" = Ax ist. Damit ist ® differenzierbar und ¢(t) = ®(t)xp die Losung des
AWP's x(0) = xp. Dass ¥(t) = ®(t — tp)xp eine Lsg. des AWP's

x(tg) = xp ist, folgt aus der Kettenregel. O

795 / 832
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Beispiel

Wir betrachten wieder die homogene lin. DG mit konstanten Koeffizienten

/
X1 . 0 -1 X1 . 0 -1
(2)=(2 0) () era= (i o)
Dann rechnet man nach, dass A%%*! = (—1)XA und A%k = (—1)*1,.
Somit kdnnen wir das Exponential e bestimmen:

oo

tA t2k—|—1A2k+1
g = k1)
> k 2k > k 2k+1
- (Z(_l) ﬁ) 1> + (Z(_l) (2tk+1)!> A
k=0 k=0

= (cost)ly + (sint)A = ( cost —sini ) :

sint cost

v
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Folgerung (Exponentialabbildung)

Fiir A € Mat,(R) ist die Abbildung ®: (R, +) — GL(n,R), ®(t) = e ein
differenzierbarer Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe

(R, +) in die Gruppe der invertierbaren Matrizen GL(n,R). Insbesondere
jst e(t+S)A — otA  oSA _ osA oA | nd (etA)—l — o tA

Beweis. Seien s € R und xp € R" beliebig und seien ¢ und ¢ Losungen
des AWP's x’ = Ax mit den jeweiligen Anfangsbedingungen x(s) = xp und
x(0) = xo. Nach dem vorherigen Satz gilt fiir alle t € R, dass
o(t) = elt=5)Axq = 9)(t — s). Somit erhalten wir mit Eigenschaften der
Fundamentalmatrix, dass

d(t)D(s) " Ixg = @(t) = Y(t —s) = d(t — 5)P(0) " xg = (t — s)x0
fir alle xp € R". Damit erhalten wir fiir alle t,s € R, dass

(%) d(t)d(s)™! = o(t — ).

Dies impliziert aber die Behauptung

Ot +5) = Ot + 5)0(s) () & d(1)d(s).

797 /832
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Folgerung (Weitere Eigenschaften der Exponentialabbildung)
Seien A, B € Mat,(R).

@ Ist AB = BA, dann gilt AeB = eBA und 1B = A . B,

@ Ist B € GL(n,R), so ist eBAB™ = BeAB™ L.

v

Beweis. Alle Aussagen folgen aus der Eindeutigkeit der Lsg. eines AWP's.
Sei z.B. X(t) = Aet® und Y(t) = e'BA. Dann gilt X(0) = Y(0) = A und

X'(t) = ABe'™® = BAe'® = BX(t) sowie Y'(t) = Be'®A = BY(t).
Aus der Eindeutigkeit der Lsg. des AWP's X’ = BX, X(0) = A folgt dann
X(t) = Y(t) fiir alle t € R.

Sei weiter U(t) := etATB) und V(t) = e - e*B. Dann gilt
U(0) = V(0) =1, und
U'(t) = (A+ B)U(t) sowie V'(t) = AeetB + e Bet® = (A+ B)V(t)

und somit U(t) = V/(t) fiir alle t € R.

Die verbleibende Aussage beweist man analog. [
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Zusammenfassung: Lineare DGn mit konstanten Koeffizienten
Sei A € Mat(n,R), b: R — R” stetig und (xo, tg) € R” x R.

@ Die eindeutige Lésung ¢o: R — R" des homogenen AWPs x’ = Ax

mit der AB x(to) = xg ist gegeben durch ¢(t) = elt=%0)Ax;.

© Die eindeutige Losung 1: R — R" des inhomogenen AWP's
x" = Ax + b(t) mit der AB x(ty) = xp ist nach dem Satz iiber
Variation der Konstanten gegeben durch

t t
w(t) — etA(/ e_SAb(S)dS+e_tOAX0> — e(t_tO)AXO—I—etA/ e_SAb(S)dS

to to

© Ist auch b(t) = b konstant, kann man das Integral sofort berechnen,

falls A invertierbar ist. Dann ist ft(t) e Abds = —A~le™*Ap|t und
somit (t) = elt=10)Ax; 4 A1 (elt=0)Ap _ b) denn A und damit

auch A~ kommutieren mit et
Beachte, dass —A~1b eine (konstante) Lsg. von y’ = Ay + b ist.

v
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Beispiel: Lineare Systeme mit diagonalisierbarem A
Sei nun A diagonalisierbar und (vi, ..., v,) eine Basis von R" bestehend

aus Eigenvektoren von A: Av; = A;v;. Dann ist v; auch Eigenvektor von e

zum Eigenwert e
@ Setzen wir @;(t) := e*{t=%)y; dann bilden die p;: R — R” eine

Basis des Losungsraums des homogenen Systems x’ = Ax. Daher ist
©xo(t) =D 11 (x0)ii(t) die Lsg. zur AB x(tp) = xo =: Y1 (X0)ivi-

@ Eine spezielle Lsg. des inhomogenen Systems x’ = Ax + b mit
konstantem b erhalten wir fiir tp = 0 und xp = O:

n

w(t) = i b;eA"t(/t e_S)‘idS) vV, = Z c,-(t)v,-
i=1 ¢

=1

bi (At
: (et —1), falls A\j #0
wobei ¢j(t) := {2' e il v — 0

Aber: Nicht jede quadratische Matrix ist diagonalisierbar!

und b = 27:1 b,'V,'.

A

v
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Lineare Systeme in Jordanscher Normalform

Wir wollen nun die Jordansche Normalform von quadratischen Matrizen
benutzen, um lineare Systeme in moglichst einfacher Form zu schreiben.
Einem Basiswechsel entspricht dann eine Substitution:

Lemma

Sei A € Matp(R), S € GL(n,R) und A := S—'AS. )

@ ist eine Lsg. von X' = Ax <= 1) = S~ 1¢ ist eine Lsg. von y' = Ay.

® ist eine Fundamentallésung von x' = Ax <= S~1®S (und damit auch
S—1®) ist eine Fundamentallésung von y' = Ay.

v

Beweis. Da S eine konstante invertierbare Matrix ist, erhalt man
(S71e) (1) = S7H/ (1) = ST Ap(t) = (ST1AS)S (1),

d.h. S~1y ist eine Lésung von y’ = Ay.

Damit ist S~1®, und somit auch S~1®S eine Fundamentallésung von

y' = Ay.

(Der letzte Punkt folgt auch aus e®® A5 = §-1etAG) O
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Folgerung

Sei A € Mat,(R) diagonalisierbar, d.h. S~*AS = diag(\1,...,\,). Dann
ist ®(t) = S diag(eM?,. .., e t) eine Fundamentalmatrix von x' = Ax.
Beispiel

1

charakteristische Polynom ist A> — 2, d.h. Eigenwerte sind /2 mit
Eigenvektoren v; = e; + (vV2 — 1)e und vo = e; — (V2 4 1)ey.

: : : : 1 1
Nun bilden die Spalten vy, v» die Matrix S = ( Vil —(vV2+1) )
V2+1 1 )

Sei A = ( ! _11 ) A ist symmetrisch und damit diagonalisierbar. Das

C2v2\ V2-1 -1

Somit ist S etvV2 etv2 e—tV2
t st =
TR 0 e (VZ-1)etY? —(v2+1)etV?

eine Fundamentalmatrix der DG x’ = Ax.

und es ist det S = —2v/2, S~1 = -1 (

.

802 /832



Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Problem: Nicht jede quadratische Matrix ist diagonalisierbar.

Beispiel
Fir A € C und m € N betrachten wir die Matrix
A1 0 --- 0
0O XN 1
Im(N) = 0 € Mat,,(C)
A1
0 0 A

Sie hat das charakteristische Polynom

P(t) = det(Jn(N) — t1,) = (A —t)™.

Somit ist A der einzige Eigenwert, mit algebraischer Vielfachheit m.
Eigenvektoren v erfiillen (Jp,(A) — A1,)v = 0. Der Eigenraum zu A ist
Ceq, und die geometrische Vielfachheit von A ist 1. Insbesondere kann die
Matrix J,(\) fiir m > 2 nicht diagonalisiert werden.

o
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Satz (Jordansche Normalform)
Sei A € Mat,(C). Dann existiert ein S € GL(n,C), so dass

~

A = SAS™! = diag(Jm, (A1), 5 Jm, (Nk)),

wobei
A 0 0
0 1
Im(A) = 0 € Mat,(C)
A1
0 0O A

Hierbei sind \; die (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwerte von A. Die
Blockdiagonalmatrix auf der rechten Seite der Gleichung heiBt Jordansche
Normalform von A. Die Blécke, d.h. die Matrizen J,,(\), heiBen
Jordanblocke. Die Jordansche Normalform ist eindeutig bis auf

Permutation der Jordanblécke.

.
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Zum Beweis:

Sei K ein beliebiger Kérper. Man kann zeigen, dass sich jede Matrix A mit
Eintragen aus K, fiir die das charakteristische Polynom iiber K vollstandig
in Linearfaktoren zerfallt, in die Jordansche Normalform uberfiihren lasst.
Nach dem Hauptsatz der Algebra folgt dann fiir K = C die Behauptung
des Satzes.
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Beispiel fiir eine Matrix in Jordanscher Normalform

I \

o O
o =

0

o N
N =
\;

\

Eigenwert alg. Vielf. Geom. Vielf.

0 3 2
3 1 1
2 2 1
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Satz (Reelle Jordansche Normalform)
Sei A € Mat(n,R). Dann existiert S € GL(n,R), so dass A = SAS™1
folgende Gestalt hat

’Z: diag(Jfl()\l)a T 7J£r(>\r)a J2m1 (ala 61)7 T 7J2m5(045a 65))7

Jom(, B) = ( ng(i) jfé’; ) € Mat(2m, R)

Hierbei sind \; die (nicht notw. verschiedenen) reellen Eigenwerte von A,
sowie pj = o + if; und Ji; = aj — i3;, mit 3; > 0, die (nicht notw.
verschiedenen) nicht reellen Eigenwertepaare von A.?

?Die algebraische Vielfachheit eines reellen Eigenwerts \ (bzw. eines imaginaren
Eigenwerts p) ist dabei also >, _, ¢; (bzw. ZMZM m;).
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Fiir einen Beweis siehe z.B. Klingenberg, Lineare Algebra und Geometrie:
Man betrachtet A € Mat,(R) als Matrix in Mat,(C) und erhalt komplexe
Jordanblocke. Fiir reelle Eigenwerte erhadlt man direkt reelle Jordanblocke.
Ist 11 ein nicht reeller EW von A, so auch 7, denn A und somit das
charakteristische Polynom von A sind reell.

Nun kombiniert man die Jordanblocke von i und @ zu Blocken (mit
Eintragen aus R) der Form Jp,(a, B).
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Anwendung auf lineare DG'n

Sei x’ = Ax ein lineares DG-System mit konstanten Koeffizienten.

Sei A:= S71AS, dann ist die Fundamentalmatrix der DG x’ = Ax
gegeben durch et = SetAS—1.

Wir nehmen an, A sei in Jordanscher Normalform, also A= /Z\l +...+ /Z\k,
wobei die A; jeweils nur einen Jordanblock oder nur eine Matrix der Form
Jom(a, B) enthalten, und sonst nur Nullen.

Dann kommutieren die Matrizen A; paarweise miteinander und wir haben

tA _ et(A”1+...+/"\k) _ etA;L . etA

€ - €

D.h., um die Fundamentalmatrix der DG x’ = Ax zu bestimmen, miissen
wir S kennen und e®® fiir die beiden Fille 1) B = J,()\) und 2)

B = Joym(c, B) bestimmen.

809 /832
1) B=Jy(A) = A1, + J,(0): Da J,(0) und A1, miteinander
kommutieren, ist etB = et? . et9n(0) \Wir miissen also nur noch et/(0)

berechnen: Berechnet man die Potenzen von e“”(o), so erhilt man

2 n—1
(1 o5 —(;_1!\
01 t ... ﬁ

etB — otA . etJn(O) — ofM.

0O 0 ... 1 t
\oo0o..0 1 )
D.h., eine Lsg. von x’ = Bx mit der AB x(0) = xo = >_/_; ¢j€; ist
gegeben durch

2 n—1
C1—|—C2t—|—C3t7—|—...—|—Cnﬁ p(t)
n—2 /
Cn plm1(t)
wobei p(t) == >/ _; ﬁt"_l ein Polynom vom Grad < n —1 ist.

810 /832
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2) B = hom(a,8) = ( ng(j) ;f(zr)' )

(0 ) (s 07) (07 )

Da alle drei Summanden paarweise kommutieren, erhdlt man wieder

tB _ _ta cos(Bt)l,, —sin(Bt)l, etIm(0) 0
© T U sin(B)l,  cos(Bt)1pm ) 0 ethn(0) |-

Eine allgemeine Losung ist dann gegeben durch

() (e

_ aoat p(m_l)(:t) at _: _q(m_l)(:t)
o(t) = e** cos(ft) o(t) + €% sin(St) o(t)

\ q(’"‘l)(zt) ) \ p(’"‘”(:t) /

mit beliebigen Polynomen p, g vom Grad < m — 1, deren

Koeffizienten durch die Anfangsbedingungen bestimmt werden.
811,832
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Gewohnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Wir wollen nun die Ergebnisse aus den vorherigen Abschnitten auf
Differentialgleichungen hoherer Ordnung anwenden.

Erinnerung: Um eine DG n-ter Ordnung x(" = f(x,x',...,x("=D t) mit
f: QCR" xR — R auf ein System erster Ordnung zu reduzieren, fiihren
wir die Funktion F: R" x R — R" ein mit

F(yi,---sYnt) =2y s Yo F(V1y -y Yny t)) -

Es ist x: | — R eine Losung des AWP's n-ter Ordnung

x(M = f(x,...,x("=D t) mit AB’en x(ty) = a1, ..., xX"" D(ty) = a,,
genau dann, wenn y = (x,x’, . ,x(”_l)) : | — R" eine Losung des
AWP's y' = F(y, t), y(to) = (a1, ..., an) erster Ordnung ist. D.h.

n(t) = ya(t)

B = v = )
vii(t) = ") = ya(t)
vhit) = () = fOn,ee.ymt)
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Da aus der Lipschitz-Stetigkeit von f beziiglich (xi,...,x,) die von
(X1, s Xny t) = F(xy, ..oy Xn, t) = (X1, .-+, Xn, F (X1, ..., Xn, t)) folgt,
libertragen sich alle Existenz- und Eindeutigkeitssatze auf DG'en hoherer
Ordnung. Folgende Aussagen gelten fiir das AWP n-ter Ordnung

= f(x,x,...,x(71) 1)
_ / _ (n—1) _ (*)
x(to) = a1, x'(to) = a2, ..., x\"" V(o) = an

Folgerung (Maximale Existenz- und Eindeutigkeit)

Sei Q C R" x R offen und f: 2 — R sei stetig und beziiglich (xi, . ..,xn)
Lipschitzstetig. Dann existiert zu jedem (xo,to) = (a1, ..., an, to) € Q
genau eine maximale Lésung ¢: (to — 0, to +€) — R des AWP’s (x).

Folgerung (Globale Existenz- und Eindeutigkeit)

Sei | = (c,d) mit —oo < c<d<ooundf:R"x | — R Lipschitzstetig
beziiglich (x1, ..., xn) auf jeder Menge der Form R" x J, wobei J C | ein
kompaktes Intervall ist. Dann existiert genau eine auf ganz | definierte
maximale Lésung ¢: | — R" des AWP’s (x).

813/835
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Definition (lineare DG hoherer Ordnung)
Sei | C R ein Intervall und b, a,: | — R, fiir k =0,...,n— 1 stetig.
x4 an_ 1 (x0T 4 ag ()X + ag(t)x = b(t) (24)

heiBt lineare DG n-ter Ordnung. Ist b(t) = 0, heiBt (24) homogen, sonst
inhomogen.

Folgerung (Maximale Losung des linearen AWP's n-ter Ordnung)

Sei l = (c,d) mit —oo < c<d< o0, (x0,t) € R” x I, und b,ar: | — R,
fir k =0,1,...,n— 1, seien stetige Funktionen. Dann besitzt das lineare
AWP zu (24) genau eine maximale Lésung py,: | — R".

Folgerung (Struktur des Losungsraumes)

Die maximalen Lésungen der homogenen DG n-ter Ordnung bilden einen
n-dimensionalen Vektorraum L. Die maximalen Loésungen der inhomogenen
DG n-ter Ordnung bilden einen n-dimensionalen affinen Raum L + 1),
wobei 1) eine spezielle Lésung der inhomogenen DG ist.
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Uberfiihren wir nun die lineare DG n-ter Ordnung
xM a1 (x4 a(£)x + ao(t)x = b(t)

in ein System erster Ordnung, so erhalten wir

" y2
Yn—1 Y
Y b(t) — an—1(t)yn — ... — a1(t)y2 — ao(t)y1
und damit das lineare System erster Ordnung
/ 0 1 0 ... 0
y y1 0
.1 ( 0 o 1 ... 0 \ :
= : —_— : +
’ 0 0 ... 0 1 : 0
)\ —ao() e e —apa(t) )\ Yo b(t)
—A(t)
(25)
815 /832
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Definition und Bemerkungen
Eine Basis (¢1,...,¢n), pi: | — R, des Lésungsraumes der homog. lin.
DG n-ter Ordnung (*)| x(" + a,_1(t)x("=1) + ..+ a;(t)x' + ag(t)x =0

heiBt Fundamentalsystem von (x). Die Fundamentalmatrix ¢ des
dazugehorigen linearen Systems erster Ordnung,

L1 ce @n
Y1 - ¢n
9Ogn—l) o 90£7n—1)

heiBt Fundamentalmatrix von ().
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Definition und Bemerkungen
Seien (©1,...,%n), @i: | — R beliebige (n — 1)-mal differenzierbare
Funktionen, dann heiBt W(p1,...,¢n) = det( (=1 )>

1<ij<n
Wronski-Determinante von (@1, ...,©p). Ist nun (¢1,...,¢p) ein
Fundamentalsystem (x), so ist die Wronski-Determinante von (1, ..., ®n)

gleich der Wronski-Determinante des Fundamentalsystems des zugehorigen
linearen Systems.

v
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Aus der Variation der Konstanten fiir lineare Systeme erhalten wir, dass
eine Losung des inhomogenen Systems (24) gegeben ist durch

(W(1), ..., ()T = o(z) [, & ,...,0,b(s))T ds,

7
~"

b

wobei @ eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems ist. Mittels der
Cramerschen Regel lisst sich ®~'b ausdriicken, und mit Laplacescher
Entwicklung (nach der die Spalte b enthaltenden Spalte) erhalten wir:

Satz (Variation der Konstanten)

Sei (¢1,...,%n) ein Fundamentalsystem der homog. DG n-ter Ordnung.
Dann ist eine spezielle Lésung der inhomogenen DG (24) gegeben durch

t

— : __1)k+tn , s W(o1,. . 0k—1, Pk+1, - - - ©n)(5) .
w(t)—k;( e tO/b() o3 d

(26)
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Variation der Konstanten

@ Fir n = 2 sieht diese Formel so aus

t t
— b<,02 bgol
t) = — —2 . ds —Lds.
w( ) ©1 /to ()01()0/2_@/1902 + @2 /to 90190/2—801902

@ Die spezielle Losung (26) kann auch mittels der Variation der
Konstanten ermittelt werden: Dazu machen wir den Ansatz

Y(t) = > pi(t)ck(t) und bestimmen die Funktion ck(t) so, dass ¥
k=1

die inhomog. DG (24) 16st. Dabei erhalt man das folgende lineare
Gleichungssystem an die ¢, (t)

i ek(t) 0
Sl -]
- oy () b(t)

Integration liefert dann die Funktionen c(t).

v
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Gewohnliche Differentialgleichungen Gewohnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Lineare DG n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Wir wollen nun das Fundamentalsystem einer linearen DG n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten finden.

Definition (Charakteristisches Polynom)

Das charakteristisches Polynom der linearen homogenen DG n-ter Ordnung
x(t) + 2p_1xUD(8) + 2pox("(8) + ..+ aox(t) = 0

mit konstanten Koeffizienten ag...,a,_1 € R ist das Polynom

PA) =N+ a,_ i A" P+ 4+ a A+ ag

v

Ist P € R[A] ein Polynom in einer Variablen, dann ist umgekehrt P()\) das
charakteristische Polynom zur DG

P(%)X = apx{M 4 a2, x4 41X +apx =0
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Wir hatten gesehen, dass die DG n-ter Ordnung x("(t) + ... + apx(t) = 0
dquivalent ist zu einem System y’ = Ay mit einer Matrix A wie in (25).
Das charakteristische Polynom der DG ist gleich dem charakteristischen

Polynom Pa(A) = det(A — A1,) der Matrix A: Entwickelt man nach der
letzten Zeile, so erhdlt man det(A — A1,)

(—)\ 1 0 ... 0 0 \
o - 1 ... 0 0
= det|
0 0 ... =\ 1 0
0 o ... O —A 1
\ —4a0 ..+ ++v ... —dp—2 —dp—-1— A

= ()" (~a0) + ()" (—a)(-A) + . ..
+ (=12 (=ap-2) (A" + (1) (—an—1 = A)(=A)"
= (=1)"(a0+ @A +...+a,—1A"F 4+ a,\")
Also sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms der DG gleich

den Eigenwerten von A. Diese brauchen wir, um ein Fundamentalsystem

der DG zu bestimmen. 821 /832
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Satz (Lineare DG n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten)

Sei P(\) = A" + A"+ 4+adt+a € R[A] das charakteristische
Polynom zur homogenen linearen DG

x(M g, x4 b g +apx =0, (%)

Seien \; die reellen und p = oy + iBx sowie [, die Paare nicht reeller
Nullstellen von P mit den zugehorigen Multiplizitdten {;, my, wobei
j=1,...,rund k=1,...,s. Dann bilden die reellen Funktionen

pjo(t) = eNt. ¢t Vji=1,...,r, £=0,...,6—1
Vim(t) = e*F . cos(Bt) - t™
Vkm(t) = €' -sin(Bkt) - t™ Vk=1,...,5, m=0,...,m

~

ein Fundamentalsystem der homogenen linearen DG (x).
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Lemma

Sei i € C und k € N. Dann gilt fiir eine auf einem Intervall | C R k-mal
differenzierbare Funktion f: | — C

(d% — )k (F(x)e) = FR (x)er .

Beweis. Vollstindige Induktion, k = 0 ist trivial. Fiir kK = 1 finden wir:

d
(-
Fir den Induktionsschritt kK — k + 1 bemerken wir
(&~ W (Fe™) = (& — (& — w2 (F(x)em)

L (% — 1) (FED(x)em) = FR(x)er

) (F(x)e ) = f/(x)e"™ + uf(x)e’ — uf(x)e" = f'(x)e™

-~

823 /832
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Lemma

Enthilt ein Polyonom P()\) € C[)\] den Faktor (A — \;)% und ist £ < ¢;, so
gilt P(4)eNttt = 0.

Beweis.
Die Aussage folgt aus dem vorhergehenden Lemma:
. . E .
(& —N\)Y (eMit) = %(te)e’\ft =0,da/l < ;. O
Beweis. Es seien A\1,..., A\,;s die verschiedenen (und nicht zueinander

konjugierten), komplexen Nullstellen von P(\) mit den zugehdrigen
Vielfachheiten /¢;. Es gilt:

Aufgrund des zweiten Lemmas erhalt man, dass die Funktionen
@je: R — C definiert durch

pie(t) = et t" firallej=1,....r, £=0,....6; —1 (%)

komplexe Losungen der homogenen DG
XM (t) + ap_1x("D 4 agx(t) = 0 sind.
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Aus (**) folgt also, dass die Funktionen ¢;,(t) = eN* - t* fiir die reellen
Eigenwerte A\; Losungen sind. Fiir die echt komplexen Eigenwerte

pk = oy + iBx erhdlt man aus (**), dass sowohl Realteil als auch
Imaginarteil von g, (t) = e#kt - t™ Losungen sind. D.h. man erhilt

2> 7 _1 my weitere Losungen

Yim(t) = Re(prm(t)) = RetTe*" = ™. cos(ft) -
Dim(t) = Im(pim(t)) = Im t7et " = *F . sin(Byt) - ™
firk=1,...,s, m=0,...,mg — 1.
Wir haben n Lésungen gefunden und miissen nur noch zeigen, dass diese

iiber R linear unabhiangig sind. Das gilt, wenn alle komplexen Losungen
wje(t) = eVt - t* liber C linear unabhingig sind. Und dies folgt aus:

Lemma

Seien ci, ..., cp € C paarweise verschieden und pi(t),. .., pn(t) € C[t]. Ist
p1(t)eStt + ... 4+ pp(t)et =0 fiir alle t e R,

sogiltpy =---=pn=0.

4
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Beweis. n = 1: Aus p1(t)et" = 0 folgt offensichtlich p;(t) = 0.
Induktionsschritt n — n+ 1: Wir nehmen an, dass Zjnill p;j(t)e9t =0 fiir
alle t € R. Sei k der Grad des Polynoms p,.1. Dann gilt wegen des

vorhergehenden Lemmas (% — Cnp1) M ppi1(t)eSr 1t = 0 und somit

n+1 n
0= (dit - Cn—H)k+1 ij(t)ecft = Z hj(l‘)ecjt
j=1 j=1
mit gewissen Polynomen h;.
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt aber h; = 0 fiir j =1,...,n.

Um zu zeigen, dass p; = 0, schreiben wir
k+1 :
(t — 1)k = S0 am(t — ¢;)™ mit ag # 0.

Daraus ergibt sich

k+1
hj(t)ecjt _ (% o Cn+1)k+1pj(t)ecjt _ Z amp}m)(t)ecjt
m=0

und somit hat h; denselben Grad wie p;. Wegen h; = 0 folgt p; = 0. ]
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Beispiel:

Wir betrachten die DG x”" — x”" + x' — x = t.
(1) Um das Fundamentalsystem der homogenen DG zu finden, suchen wir
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

PO = XB-X+x-1=Q0-1DN+1) = A=1)A+)\-1).
Wir erhalten somit als komplexes Fundamentalsystem

Xl(t) = et, i?z(t) = eit, )?3(1’) = e_it

komplex.

Somit ist
x1(t) = e, xo(t) = Re(%) = cos(t), x3(t) = Im(%) = sin(t) .

Wir haben also als allgemeine Lésung der homogenen Differentialgleichung

x(t) = cre’ + ¢y cos(t) + czsin(t).

041/032
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(2) Wir wollen auch eine spezielle Losung der inhomogenen DG
bestimmen: b(t) = t ist ein Polynom ersten Grades. Daher machen wir
den folgenden Ansatz

ys(t) =at+ (3,

der zu der Gleichung o — at — 8 = t fiihrt und somit auf
—a=1 und a=[ d.h. 6=-1

Somit ist eine spezielle Losung ys(t) = —(t 4+ 1), und die allgemeine
Losung der inhomogenen DG ist

x(t) = —(t + 1) + cre’ + crcos(t) + c3sin(t).
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Inhomogene lineare DG mit konst. Koeffizienten

Satz (Inhomogene lin. gewdhnliche DG mit konst. Koeffizienten)
Sei P(x) = x" + a,_1x""1 4+ ... 4+ a;x + ag € R[x] ein Polynom und
p € R mit P(u) # 0. Dann gilt:
(i) % ist eine Lsg. der inhomog. DG P(5)x = ekt
(i) Sei f(t) € R[t] Polynom vom Grad m. Dann hat die inhomog. DG
P(4)x = f(t)e"t eine Lsg. der Form g(t)ett, wobei g(t) € R[t] vom
Grad m ist.

v

Beweis. (i) und der Induktionsanfang von (ii) sind offensichtlich. Fiir den
Induktionsschritt schreiben wir P(Z)t™elt =: fo(t)ekt, wobei f(t) € R[t]
vom Grad m ist. Damit gibt es ein ¢ # 0, so dass h(t) := f(t) — cfo(t)
Grad < m — 1 hat. Nach Ind.vor. existiert dann eine Lsg. gi(t)e** von
P(<)x = h(t)e’t mit einem Polynom gi(t) vom Grad < m — 1. Fiir das

dt
Polynom g(t) = ct™ + gi(t) vom Grad m gilt dann:
P(ge) ((ct™ + ga(t))e) = (cfolt) + h(1)) et = F(t)e =
829 /832
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Satz

Sei ;v € R eine k-fache Nullste/le, k > 1, des Polynoms
P(x) = x"+ap,_1x" 14+ +a1x+ag und f(t) € R[t] vom Grad m. Dann
hat die inhomog. DG P(4% )x = f(t)e** eine Lsg. der Form h(t)e!t, wobei

k+m

= Z Cjtj.
j=k

Beweis. Wir schreiben P(x) = Q(x)(x — u)¥, mit einem Polynom Q(x)
vom Grad n — k und Q(u) # 0.

Nach dem Satz existiert ein Polynom g(t) vom Grad m, so dass g(t)e**
eine Losung der DG Q( 2 )x = f(t)elt ist.

Sei h(t) = ijjm cjt/ ein Polynom derart, dass h(¥)(t) = g(t). Dann gilt

fur die Funktion h(t)e** nach einem Lemma fiir den ersten Satz

P& = QENG — w¥h(r)er] = Q(&)h¥)er
= Q(Z%)ag(t)ert = f(t)e.
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Bemerkung.

Die letzten beiden Satze gelten auch fiir DG'en mit komplexen
Koeffizienten, d.h. P, f g, h € C[t], u € C. Die Losungen ¢: R — C sind
komplexwertige Funktionen der reellen Variablen t.

Beispiel: Harmonischer Oszillator
Wir betrachten die DG

() X4 wix =acoswt, w,wy>0,acR*
Diese DG beschreibt Schwingungen ohne Reibung. Man nennt Sie auch
getriebener (oder angeregter) harmonischer Oszillator mit Eigenfrequenz
wp. Die Anregung erfolgt hier periodisch mit Frequenz w.
Die entsprechende homogene Gleichung X + w3x = 0 heiBt harmonischer
Oszillator. Das charakteristische Polynom P(x) = x? + w3 hat nur das
Paar imaginarer Nullstellen +wqi. Daher sind die Lésungen der homogenen
Gleichung Linearkombinationen von sinwgt und coswyt.

y
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... Harmonischer Oszillator

Um eine Losung der inhomogenen Gleichung (*) zu finden betrachten wir
die DG

(k%) X+ w(Z)X — gelvt,

(i) Wenn w # wp, d.h. P(iw) # 0, so existiert eine Lsg. von (xx*) von der

Form ce't. Einsetzen in (xx) liefert c = 2.
w§—w?

©(t) = Re cet = ccoswt ist dann eine Lsg. von ().

i) Wenn w = wqg (d.h. der harm. Oszillator wird mit der Eigenfrequenz
g .
wp angeregt) dann gibt es eine Lsg. von (xx) von der Form cte'“0t,
Einsetzen in (>|<>l<) liefert ¢ = 57
p(t) = Re cte™" = 5Z-tsinwpt ist dann eine Lsg. von (x) und fiir
die Amplitude der Schwingung gilt |2%Ot| — oo fiir t — oo
(Resonanzkatastrophe).
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