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Gegeben sei ein lineares Gleichungssytem in der Form Ax = b mit A € C™*" und b € C".
Die Grundidee der vorgestellten iterativen Methoden zur Losung des Systems ist eine Zerle-
gung der Matrix A nach folgendem Schema:

A =B+ (A-B), BeCv™

Somit ist das LGS dquivalent zu:
(B+(A-B))x=b — Bx=(B—-A)x+b
Ist die Matrix B regulér, so erhélt man:
x=B ' B-A)x+B'b
und die Losung des LGS ist Fixpunkt der vektorwertigen Funktion
f:ct—Cc" x+— f(x) =B (B - A)x+B'b.

Nach dem Verfahren der sukzessiven Iteration iteriert man also geméaf3

x™H =B (B - A)x™+B™'b, (1)

um das LGS Ax = b zu lésen. Aufgrund der Zerlegung der Matrix A wird dieser Ansatz
auch als Splitting-Methode bezeichnet.

1. Jacobi-Verfahren

Das Jacobi-Verfahren mit reguldrer Matrix A € C™*" setzt zur iterativen Losung eines LGS
voraus, dass fiir die Diagonalelemente von A gilt:

CLZ‘Z‘#O, izl,...,n

GeméB (1) setzen wir B := D := diag(A) mit der reguldren Diagonalmatrix D, die einfach
zu invertieren ist. Das fithrt zum



Jacobi- Verfahren: x" =D D-A)x"+D 'b:=G;(x™) (2
X N
=:Mj =:Ng

Die Matrix My wird [Iterationsmatriz des Jacobi-Verfahrens genannt. Insgesamt haben wir
fiir die Iterierten 2™ folgende Komponentenschreibweise:

n

1
m+1 m .
s :a—ii bi—;:1az-jxj firi=1,...,nund m=0,1,2,... (3)
i

Die neue Iterierte 2™+ wird also ausschlieflich mit der alten Iterierten 2™ berechnet, wes-

halb diese Methode auch als Gesamtschrittverfahren bezeichnet wird.

Gy ist eine Abbildung des C" in sich. Die fiir die Existenz einer Losung notwendige Selbstab-
bildungseigenschaft ist also geméfl dem Fixpunktsatz von Banach erfiillt. Damit das Jacobi-
Verfahren gegen die Losung des LGS konvergiert, muss zusétzlich die Konktraktionseigen-
schaft gelten. Fiir einander zugeordnete oder zumindestens passende Matrix- und Vektor-
normen gilt:

1Gs(x) = Gy(y)ll = [Myx + Nyb — (Myy + Nyb)|| = [Myx — Myyl|
=[D'D-A)x-y)| < DD -A) [x-y)| VxyeC

Findet man also Matrixnormen, so dass |[D~1(D — A)|| = |[Mj]| < 1 gilt, so ist die Kontrak-
tionseigenschaft erfiillt und das Jacobi-Verfahren konvergiert fiir jeden beliebigen Startwert
gegen die Losung.

In der Numerikvorlesung wurde das folgende notwendige und gleichzeitig hinreichende, aber
schwer nachzupriifende Kriterium fiir die Existenz einer Matrixnorm mit |[M]| < 1 fiir
M e C™" bewiesen:

Satz 1.1: Es gibt genau dann eine einer Vektornorm zugeordnete Ma-
trixnorm mit | M| < 1 fir M € C™*", wenn gilt

p(M) <1,

wobei
p(M) := max{|\;| : \; = Eigenwert von M}

der betragsméaflig grofite Eigenwert von M ist.

Zum Beweis verweise ich auf das Numerik-Skript von Prof. Hofmann, S.156/157.
p(M) wird auch der Spektralradius von M genannt. Je kleiner dieser ist, desto schneller
konvergiert ein Verfahren, wenn M dessen Iterationsmatrix ist.

Im folgenden Satz sind fiir drei bekannte Matrixnormen einfacher nachzupriifende Kriterien
zusammengefasst, die hinreichend, jedoch nicht notwendig fiir die Konvergenz sind:



Satz 1.2: Erfiillt die regulire Matrix A € C™™ mit a; #0, i=1,...,n

das starke Zeilensummenkriterium

<1
1=1,....,n = |a”|
i
oder das starke Spaltensummenkriterium
n
a/, .
(1 = max |”’<1

oder das Quadratsummenkriterium

n 2
;s
Q2 ‘= E <| ]‘> <1

i,j=1 |CL”|
i#£]

dann konvergiert das Jacobi-Verfahren bei beliebigem Startvektor x° € C"
und fiir beliebige rechte Seite b € C™ gegen A~'b.

In vielen Anwendungen erfiillt die Matrix A nicht das starke, sondern nur das schwache
Zeilensummenkriterium, was wie folgt definiert ist:

Definition 1.3: Eine Matrix A € C™*" erfiillt das schwache Zeilensum-
menkriterium, wenn gilt:

Zm”’ i=1,....n
J#t

|ai

b) Es existiert mindestens eine Zeile i € {1,...,n} mit

Erfillt die Matrix A jedoch gewisse Voraussetzungen, so kann auch fiir diesen Fall die Kon-
vergenz nachgewiesen werden. Dazu definieren wir die Zerlegbarkeit einer Matriz:

Definition 1.4: Eine Matrix A € C™*" heifit zerlegbar, wenn es nichtleere
Teilmengen N; und Ny von N :={1,2,... n} gibt mit:

a) N1 N N2 == @
b) N1 U N2 - N
c) fiir jedes r € Ny und jedes s € Nj gilt a,s =0

A heifit unzerlegbar, wenn A nicht zerlegbar ist.




Die Eigenschaft der Unzerlegbarkeit einer Matrix ist gemé&fl der Definition also ausschliefSlich
von der Besetzungsstruktur dieser abhéngig. Die Frage der Konvergenz des Jacobi-Verfahrens
im Falle der Erfiillung des schwachen Zeilensummenkriteriums wird mit dieser Definition nun
beanwortet durch folgenden Satz:

Satz 1.5: Ist eine Matrix A € C™" unzerlegbar und erfiillt sie das
schwache Zeilensummenkriterium, so konvergiert das Jacobi-Verfahren bei
beliebigem Startvektor x® € €™ und fiir beliebige rechte Seite b € C" gegen
A~1b.

Fiir den Beweis des Satzes benétigen wir u.a. den Satz von Gerschgorin, der in der Nume-
rikvorlesung bewiesen wurde und der hier nochmals zitiert wird:

Satz von Gerschgorin: Sei die Matrix A € C™*", dann gilt:
a) Alle Eigenwerte liegen in der Vereinigung der Kreise

n
Zi=1z€C:|z—ay] §Z’@ij‘

j=1

i

b) Alle Eigenwerte liegen in der Vereinigung der Kreise

n
Sj = ze@:|z—ajj|§2|aij|
oy

¢) Jede Zusammenhangskomponente von UZ; oder US; enthélt genau so viele
Eigenwerte, wie Kreise an der Komponente beteiligt sind.

Der Beweis ist im Numerik-Skript von Prof. Hofmann auf S.175/176 zu finden. Es folgt der

Beweis von Satz 1.5: Die Matrix A € C™*" erfiille das schwache Zeilensummen-
kriterium und sei unzerlegbar.

Da alle Diagonalelemente der Iterationsmatrix My des Jacobi-Verfahrens gleich 0 sind und
somit nach Gerschgorin alle Z; und S; den Mittelpunkt 0 haben, gilt fiir Mj:

Zi=4zeC:|z—0[ <>

j=1
J#i

|ajl
|aiil

<1y, i=1,....n

AuBerdem miissen alle Eigenwerte auch in {Z;}N{S;} liegen, also folgt, dass alle Eigenwerte
von My betragsméflig auf keinen Fall grofier als 1 sein kénnen und somit einen Betrag kleiner
gleich 1 aufweisen miissen. Somit bleibt zu zeigen, dass kein Eigenwert von My den Betrag 1
hat, wodurch nach Satz 1.1 die Konvergenz folgen wiirde, da dann der betragsmafig grofite
Eigenwert von My echt kleiner als 1 ist.

Annahme: Es gibt einen Eigenwert A € C von My mit |[A\| = 1. Sei v Eigenvektor zum
Eigenwert A mit ||[v||oc = 1. Wir bilden die beiden Indexmengen

Ny:={i|ieN, |z;|=1}#0 und Ny := N\Ny,
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wobei N wie in Definition 1.4 gewé&hlt ist. Wegen Mjv = v gilt fiir alle ¢ € N:

—Zaﬂv]—)\vl

j=1 a’Z’L
J#i

und somit folgt wegen |A| = 1 und ||v||o = 1:

| Z| |a2|
lvi| = [Al |Uz’<z ol ]|<Z ’ (4)
J#l

Z
J#l

Ist i € Ny, so gilt |v;| = 1, fiir diese i steht also in (4) iiberall Gleichheit. Da nach Vorausset-
zung das schwache Zeilensummenkriterium gilt, muss es nach Defintion 1.3 ein & € N geben,

so dass
n

J#k

gilt, woraus folgt, dass fiir dieses k auch |vi| < 1 gilt, wie man aus (4) abliest. Daraus folgt
Ny # (0, denn k € N,. Weiterhin ist A per Voraussetzung unzerlegbar, was nun bedeutet:

3 reNy,s€ Ny mit a,s #0,

denn sonst ware A zerlegbar. Fiir dieses » € N7 und s € N, gilt nun aber wegen s € N, und
ars 7 0:

|| ||
|vs ,
[

||
wodurch ein Summand aus (4) echt vergroflert wird und somit dort keine Gleichheit stehen
kann. Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass fiir alle ¢ € Ny, also insbesondere auch fiir
i =r,in (4) Gleichheit gilt.
Unter der Voraussetzung, dass A unzerlegbar ist und dem schwachen Zeilensummenkriterium
geniigt, kann es also keinen Eigenwert A € C von My mit |A\| = 1 geben.

[
2. Gauf}-Seidel-Verfahren

Ausgehend vom Jacobi-Verfahren betrachten wird dessen Komponentenschreibweise (3) und
gehen wie folgt vor: Zuerst wird die erste Komponente 2" der neuen Iterierten mittels

1 n
m+1 m
X1 b1 — E aljxj
ai j=2

berechnet. Zur Berechnung der zweiten Komponenten x5! setzen wir "
in (3) ein und erhalten:

+1 anstelle von o7

1

n
m+1 m+1 am
= — | by —ayx!"T — E AT}
2 j=3

a2

+1 +1 : m+1

Die dritte Komponente x5 ergibt sich, indem wir """ sowie x5'" " anstelle von z7* und
x5 in (3) einsetzen. Wir erhalten:

1

2 n
m+1l _ emtl am
T3 by — Y a3 D asr]
j=1 j=4

33
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Wir fithren dies fort und somit ergibt sich fiir die i-te Komponente des Gauf$-Seidel- Verfahrens
folgende Schreibweise:

i—1 n

it = L (bi — ZaiijH — Z aijx;”) firi=1,...,nund m=20,1,2,... (5)
Qi j=1 j=it1

Dieses Verfahren zieht zur Berechnung der i-ten Komponente der neuen Iterierten 2™*! also

neben den Komponenten der alten Iterierten 2™ die (i — 1) bereits bekannten Komponenten

der neuen Iterierten ™! heran. Deshalb wird auch die Bezeichnung Einzelschrittverfahren

verwendet. Zur Ermittlung der Matrixschreibweise formen wir (5) um zu:

1 i—1 . . 1 n .
; (2:1 aijxj +1) + Z; +1 = — (bz — Z az»jmj )
]:

(X j=i+1
1 7 T 1 n
< ; Zawmj = 0 bz Z az].fljj
it \j=1 i j=i+1
A n
m+1 m
= doairi == Y agay + b (6)
j=1 j=i+1

Wir zerlegen die Ausgangsmatrix A des LGS geméafl A =L + R + D, wobei

) a;q, 7> 9
L= (lij)ij=t1,..,n mit ;= { 0” SOHSjt

eine strikte linke untere Dreiecksmatrix,

. Qi 1< 7
R = (ri)ij=1,. n mit r;=2¢ "
13)%3 yeens T ) O7 SOIlSt

eine strikte rechte obere Dreiecksmatrix ist und D wie vorher als D = diag(A) gewé&hlt
wurde. Somit ist (6) die Komponentenschreibweise folgender Gleichung:

(D + L)x™"!' = -Rx™ +b

Wir formen um und erhalten das

Gaup-Seidel-Verfahren: ~ x™' = —(D+ L) 'Rx™+ (D+ L) 'b:= Gg(x™) (7)
T e T Xe
= G =:NgG

Analog zum Jacobi-Verfahren sind Kontraktionseigenschaft und somit auch Konvergenz dann
gesichert, wenn man Matrixnormen findet, so dass ||(D + L) 'R|| = |[Mg|| < 1 gilt. Da je-
doch die Matrix (D + L) nicht so einfach wie zuvor die Matrix D zu invertieren ist, wére
das Nachpriifen der zu Satz 1.1 analogen Kriterien auch deutlich aufwendiger. Dass jedoch
das starke Zeilensummenkriterium auch fiir die Konvergenz des Gauf-Seidel-Verfahren hin-
reichend ist, zeigt folgender Satz, der in der Numerikvorlesung bewiesen wurde.



Satz 2.1: Erfiillt die regulire Matrix A € C™" mit a; #0, i=1,...,n

das starke Zeilensummenkriterium

so konvergiert das GauB-Seidel-Verfahren bei beliebigem Startvektor x° € C"
und fiir beliebige rechte Seite b € C" gegen A~'b.

Der Beweis ist ebenfalls im Numerik-Skript von Prof. Hofmann zu finden, siche S.153/154.
Im Allgemeinen konvergiert das Gauf-Seidel-Verfahren 6fter und schneller als das Jacobi-
Verfahren, da es bereits errechnete Komponenten der néchsten Iterierten, also bessere Néhe-
rungen, noch im gleichen Schritt weiterverwendet.

3. Relaxationsverfahren

Unser Ziel ist es in diesem Abschnitt, eine Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit des
Jacobi-Verfahrens zu erreichen. Ausgehend vom allgemeinen Fall (1) formen wir

x™ =B 1B - A)x™ +B b,
durch Ausmultiplizieren und Ausklammern von B! um zu:

X =x™ + B (b - Ax™)

‘'m

Man kann also ™% als Korrektur von 2™ unter dem Vektor r,, verstehen. Die Grundidee

der Relaxationsverfahren ist nun eine Gewichtung des Vektors ry, mit einem w € R™:
x™H = x™ 4+ wB (b — Ax™) (8)

Dadurch wird die Losung des LGS nicht beeinflusst, denn der gesuchte Fixpunkt X von (1) ist
ebenfalls Fixpunkt von (8) und somit Losung des LGS, was man durch Einsetzen nachpriift.
Wir formen jetzt (8) um und erhalten:

X" = (I-wB 'A)x™+wB'b 9)
=M(w) =N(w)

Wir suchen nun die bestmdogliche Gewichtung von ry,, das heifit das optimale w, so dass der
Spektralradius der Iterationsmatrix M(w) minimal wird. Wir bestimmen w also geméis8:

w = min p(M(«a))

aeR+

Der Gewichtungsfaktor w wird auch Relaxationsparameter genannt und (9) wird fir w < 1
als Unterrelaxationsverfahren und fiir w > 1 als Uberrelaxationsverfahren bezeichnet.



3.1 Jacobi-Relaxationsverfahren

Ersetzen wir in (8) wie im Jacobi-Verfahren die Matrix B durch D, so erhalten wir
x™ = x™ + wD (b — Ax™), (10)

woraus analog zu (9) folgendes Verfahren hervorgeht:

Jacobi-Relazationsverfahren: X = (IT-wD A)x™ +wD 'b (11)
NE— —
—M (w) =N (w)

Die Komponentenschreibweise des Verfahrens wird durch (10) geliefert:

't =g —|—a( Zau )

2

=(1—-w)z —i—a—“ b—ZaU Tlfiri=1,...,nund m=0,1,2... (12)
J#l

Der folgende Satz beantwortet die Frage nach dem optimalen Relaxationsparameter w:

Satz 3.1.1: Die Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens My habe nur reelle
Eigenwerte \; < ... < A\, mit den zugehorigen linear unabhéngigen Eigenvektoren
up,...,u, und es gelte p(My) < 1. Dann besitzt die Iterationsmatrix My(w) des
Jacobi-Relaxationsverfahrens die Eigenwerte

wi=1—w+4w\ fire=1,....,n,
und es gilt

2
Wopt =3 W* = Ofg]}{n p(Mj(a)) = 2= M — A,

Beweis: Zuniichst wird die erste Aussage bewiesen. Mit (11) und
D 'D—-Au;=-DYL+R)uy = Myu; = \u; fiiri =1,...,n

erhalten wir fiir die Eigenwerte der Iterationsmatrix Mj(w) des Jacobi-Relaxationsverfahrens:

Mj(w)nyy = (I—wD™ 1A)u1
= (I-wMO(L+R)+D'D))u
= (I—wI—wD (L+R))u
((1—w I —wD™ (L—i—R))u
= 1l-wt+whwy firi=1,...,n
Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Eigenvektoren uy, . .., u, existieren keine weiteren

Eigenwerte.



Es folgt der Beweis der zweiten Aussage: Geméfl den Voraussetzungen des Satzes und wegen

w € RT gilt fir die Eigenwerte p;(w) =1—w4+w);, i=1,...,n, der Iterationsmatrix
Mj;(w) des Jacobi-Relaxationsverfahrens:
p(w) <. < pin(w) (13)

Um den betragsmifig groBten Eigenwert von Mj(w) moglichst klein zu halten, liegt die Idee
Nahe, w so bestimmen, dass kleinster und groBiter Eigenwert p;(w) und g, (w) von My(w)
symmetrisch zum Nullpunkt verteilt sind, sie also den selben Betrag aufweisen. Folgende
Bedingung wird also an den optimalen Relaxationsparameter w* gestellt:

fin (W") = —p1 (W) (14)

Durch (13) und (14) werden folgende Aussagen impliziert:
pa (W) <0 < pn(w7) (15)
a (W) = [pn (W) = p(Ms(w")) (16)

Aus (14) erhalten wir:
(W) =1—-w" +w'A\, =—1—-w"+w') =—pu (v

Wir 16sen nach w* auf und erhalten wie im Satz:

B 2
22—\ =\,

*

w >0

Jetzt miissen wir noch die Optimalitit von w* nachweisen.
Sei w > w*. Somit folgt mit (15) fir p(w) und gy (w*) :

prw)=1—-w(l—X\)<1l—-w(1=X\)=mWw) <0

>0

Hieraus folgt mit (16):
pMy(w)) = |pa (@) > [ (w?)] = p(My(w7)
Sei nun w < w*. Analog zu vorher folgt mit (15) fiir p,(w) und w,(w*) :

ppw)=1—w(@l=X,) >1—-w"(1=X,) = pp(w*) >0

>0

Hieraus folgt analog zu vorher mit (16):
p(M3(w)) = [pn(w)] > [ ()] = p(My(w")
Damit ist der Satz bewiesen, denn fiir jedes beliebige w # w* gilt
p(Mj(w)) > p(My(w"),
was gleichbedeutend ist mit:

W = wop = min p(My(w))



Wir verdeutlichen noch den Verlauf der Relaxationsfunktion
fo:R—R : A— fo(A) =1 —w+w,

fiir nichtoptimale Parameter w; und ws sowie fiir den optimalen Parameter w* beziiglich
gegebener Eigenwerte A\; und A\, € (—1,1). Fiir die Relaxationsfunktion gilt per Definition
fo(Ni) = pi(w), i =1,...,n, wodurch man die Wahl von w* durch die Bedingung (14) in der
Zeichnung ablesen kann.

4. Abschlielender Vergleich

Zum Schluss wollen wir die drei vorgestellten Verfahren anhand eines einfachen Beispiels
vergleichen. Wir setzen:

4 1 2 12
A=1]1 3 2 sowie b:=] 13
1 1 2 9

A erfiillt das schwache Zeilensummenkriterium und die Losung des LGS Ax = b ist offen-
sichtlich x = (1,2,3)7.

1) Jacobi-Verfahren:
Die Eigenwerte der Iterationsmatrix My lauten A\ ~ —0.921, Ay =~ 0.285 und A3 ~ 0.636
und somit gilt fiir den Spektralradius p(My) = || =~ 0.921.

2) Gauf3-Seidel-Verfahren:
Die Eigenwerte von Mg lauten hier k1 = 0, ko &~ 0.25 und k3 =~ 0.333 und fiir den Spek-
tralradius gilt p(Mg) = |x3| ~ 0.333.
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3) Jacobi-Relaxationsverfahren:
Wir erhalten den optimalen Parameter w* geméfl Satz 3.1.1 aus den Eigenwerten des Jacobi-

Verfahrens:
* 2 2 0.875
w = ~ ~ 0.
2— A — X3 2-+0.921 —0.636

Somit gilt fiir die Eigenwerte von Mj(w*) nach Satz 3.1.1:

w=1—w" 4w, i=123 — ;= —puz~ —0.681, pus=~0.374

Hieraus erhdlt man den Spektralradius von My(w*) als p(Mj(w*)) = || = |us| =~ 0.681.

Es ist also zu erwarten, dass das Gau3-Seidel-Verfahren in diesem Fall am schnellsten konver-
giert, da hier der Spektralradius der Iterationsmatrix mit Abstand am kleinsten ist. Auffillig
ist, dass die Wahl von w* bereits zu einer deutlichen Verkleinerung des Spektralradius gefiihrt
hat und somit fiir das Jacobi-Relaxationsverfahren eine deutlich schnellere Konvergenz als
im Jacobi-Verfahren erwartet werden kann, fiir das wir eher mit langsamer Konvergenz rech-
nen.

Der Iterationsverlauf der drei Verfahren wird in der folgenden Tabelle fiir den Startvektor
2% = (10,10, 10)T aufgezeigt:

’ H Jacobi-Verfahren H Gaul3-Seidel-Verf. H Jacobi-Relaxationsv. ‘

Lm | 2 [ ap [ af [ et | af [ e | 2 [ e | 2R |
0 10 10 10 10 10 10 10 10 10
5 -3.4722 | -3.5463 | -2.6528 || 0.9785 | 1.8258 | 3.0979 || 0.0876 | 0.8770 | 1.5945

10 || 4.0059 | 5.7443 | 6.6438 | 1.0000 | 1.9991 | 3.0005 || 1.1603 | 2.2050 | 3.1545
15 || -0.9840 | -0.4692 | 0.5793 | 1.0000 | 2.0000 | 3.0000 || 0.9800 | 1.9760 | 2.9697
20 || 2.3131 | 3.6345 | 4.6005 || 1.0000 | 2.0000 | 3.0000 || 1.0035 | 2.0044 | 3.0033
50 || 1.1101 | 2.1371 | 3.1342 || 1.0000 | 2.0000 | 3.0000 | 1.0000 | 2.0000 | 3.0000
100 || 1.0018 | 2.0022 | 3.0022 | 1.0000 | 2.0000 | 3.0000 | 1.0000 | 2.0000 | 3.0000
150 || 1.0000 | 2.0000 | 3.0000 | 1.0000 | 2.0000 | 3.0000 | 1.0000 | 2.0000 | 3.0000

Wie zuvor vermutet, konvergiert das Jacobi-Verfahren duflerst langsam, das Jacobi-Relaxa-
tionsverfahren schon deutlich schneller und das Gau3-Seidel-Verfahren schliefflich am schnells-
ten. Um eine Genauigkeit von ||[A™'b — x™||,, < 1075 zu erreichen, braucht das Jacobi-
Verfahren hier 194 Iterationen, das Gauf-Seidel-Verfahren 17 Iterationen und das Jacobi-
Relaxationsverfahren 42 Iterationen.
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