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INHALTSVERZEICHNIS 1

Vorbemerkung: Der Inhalt der Vorlesung verfolgt drei Ziele.Zunéchst wird an Bei-
spielen erklart,dafl partielle Differentialgleichungen mathematische Modelle physikali-
scher Vorginge sind. Dies vermittelt ein anschauliches Versténdnis fiir die Eigenschaf-
ten der Gleichungen.

In einem zweiten Teil werden die Differentialgleichungen mit klassischen Methoden un-
tersucht, d.h. gestiitzt auf die aus den Anfiangervorlesungen bekannten Begriffe von
Funktionen und ihren Ableitungen. Gleichzeitig wird an Beispielen aufgezeigt, warum
diese Begriffe zur Beschreibung der auftretenden Phdnomene nicht ausreichend sind.
Deshalb wird im dritten Teil der Funktionsbegriff zum Distributionsbegriff verallgemei-
nert, mit dessen Hilfe sich die Differentialgleichungen, ihre Losungen und ihre Beziehun-
gen zu realen Problemen beschreiben lassen. Dies gilt sowohl fiir Differentialgleichungen
mit konstanten als auch nichtkonstanten Koeffizienten (Lax-Milgram-Theorie).

Dieses Skript enthélt a) eine sehr beschrinkte und subjektive Stoffauswahl aus dem
Gebiet der Partiellen Differentialgleichungen (PDG) und b) — mit einiger Wahrschein-
lichkeit — auch eine Reihe von Fehlern. Aus beiden Griinden ist es ungeeignet, ein
Lehrbuch zu ersetzen. Sein Zweck ist es, den Horer vom Zwang des Mitschreibens
zu befreien und sich nicht schon zu Beginn der Vorlesung fiir ein Buch entscheiden
zu miissen. Es entbindet ihn nicht von der Notwendigkeit, den Stoff in Lehrbiichern
nachzulesen und zu vertiefen und sich mit der notwendigen Referenzliteratur vertraut
zu machen, die es ihm gestattet, Stoffgebiete nachzulesen, die nicht in der Vorlesung
behandelt wurden. Auf die im folgenden angefiihrte Literatur wird im Skript an geeig-
neten Stellen verwiesen.
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Kapitel I

Einfiihrung

§ 1 Einleitung

Was ist eine PDG? Einfachste Beispiele

Definition 1.1
Eine PDG ist eine Beziehung zwischen Funktionen, ihren partiellen Ableitungen und
den Argumenten dieser Funktionen

(1.1)  F(z,u(x), gy (X)), ... Us, (X)), Upyay (), Upyay(X), ...y Uppa, (X),...) =0.
Dabei ist
x = (r1,29,...,2,) € BCR", B ein Gebiet, u € C*B).

Ck(B) := Menge der Funktionen u, die im Gebiet B definiert und stetig sind samt
allen partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k& :

ou .

Uy, = o = u; = J;u, 1=1,...,n,

i

0*u .
Uz = Jz: Oz, = u;; = 0;0;u, ,7=1,...,n,

oFu
_ _ . . .

um71m72m7k = m =0 u, 1, € {1,2,...,”} fir v = ].,...,k’,

mit einem Multiindex a = (aq,...,q4), «a; € NU{0},
n

und seinem Betrag lal =Y a; = k.
=1

Der hochste in (1.1) vorkommende Ableitungsgrad k heifit Ordnung der PDG.
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Satz 1.2
Fiir u € C*(B) hingen die Werte von 9;,0;, ...0;, u nicht von der Reihenfolge der
’il,...,ik ab.

Beispiele:

1) Gewohnliche Differentialgleichungen (n=1).
Man erinnert sich:

i=0
Die allgemeine Losung (abgesehen von eventuellen singuldren Losungen) war eine
Funktion u € C*(B), B C R, welche k willkiirliche Integrationskonstanten
enthielt.

2) n=2: (x1,22) = (z,y)
u, =0 = u(z,y) = w(x),

d.h. u héngt nicht von y ab. Die Losung der Differentialgleichung ist eine
willkiirliche Funktion v = w(x), die nur von = abhéngt (Schiebefliche).

3)
Ugy = 0.

Durch Integrieren folgt sofort

u= / w(s) ds + v(y)
mit 2 willkiirlichen, differenzierbaren Funktionen w und v (Problem: u,, =
Uyz )
4)
Uy = f(x,y), [ stetig
Als Losung dieser (inhomogenen) Differentialgleichung erhalten wir die Funktion

z oy
uwy) = [ [ 6 dnds+ wia) + o0
zo Yo
mit willkiirlichen C*-Funktionen w und v und Werten g, yo .
5) Die partielle Differentialgleichung.
Uy = Uy
geht durch die Variablentransformation
r+y=¢ z—y=n, ulzr,y)=w(,n) iberin 2w, =0,

woraus die Losung u = v(z + y) mit einer willkiirlichen Funktion v folgt (vgl.
Bsp. 2)).



6) Ist g € C'(B) gegeben, so bedeutet die Differentialgleichung
Uz Gy — UyGz = 0,

9(u, g)
Iz, y)
det, d.h. die Losung wu ist von ¢ abhéngig (nicht: linear abhingig! vgl. §10).
Umgekehrt ist fiir jede differenzierbare Funktion w auch u = w(g(x,y)) Losung
der Differentialgleichung (nachrechnen!).

dafl die Funktionaldeterminante von u und ¢ nach x und y verschwin-

Fazit: In den Losungen partieller Differentialgleichungen treten sogar willkiirliche
Funktionen auf (im Unterschied zu den gewohnlichen Differentialgleichungen). Man
wird sich also fragen miissen, wie Bedingungen aussehen kénnten, die es gestatten, ei-
ne Losung, sofern sie existiert, eindeutig festzulegen. Darum iiberlegen wir im néchsten
Paragraphen, dal PDGn nicht nur eine mathematische Spielerei sind, sondern gewis-
se Vorgénge beschreiben. Aus der Natur dieser Vorgénge ergeben sich moglicherweise
Hinweise, durch welche Vorgaben die Losung der Differentialgleichungen eindeutig fest-
gelegt werden konnte.
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§ 2 Woher kommen PDGn (einfachste Beispiele)?

Kleine Transversalschwingungen einer Saite

(vgl. Tychonoff - Samarski)

Definition 2.1
Eine Saite ist ein biegsam-elastischer Faden, der Biegungen keinen Widerstand ent-
gegensetzt (im Gegensatz zu einem Balken).

u(z,t) bezeichne die Auslenkung einer eingespannten Saite der Lidnge [ im Punkt
x zum Zeitpunkt t. Wir beschranken uns auf Schwingungen in der (z,u)-Ebene:
u=u(x,t) (transversale Schwingungen).

Elastische Biegsamkeit bedeutet mathematisch, daf3 die Saitenspannung 7T stets in
Tangentialrichtung des Saitenprofils zeigt.

, Kleine* Schwingung bedeutet: Der Winkel « ist so klein, daf§ tan? o im Vergleich zu
1 vernachliissigt werden kann (1 + tan?«) ~ 1, tana = u,(xq,t)).

Damit bedeutet , kleine Schwingung“, dafl die Verldngerung eines Saitenstiicks (1, 2)
bei der Auslenkung vernachléssigt werden kann, denn fiir die Bogenldnge S gilt dann

x2
S:/ V14wl de ~ xy — 21,
1

Das Hook’sche Gesetz besagt: Die Verzerrungen eines Korpers unter dem Einflufl einer
Spannung sind proportional zur Spannung, d.h. hier: die Fadenspannung ist von der
Zeit unabhéngig, denn da auf Grund unserer Voraussetzung .. kleine Schwingung® keine
Verzerrungen stattfinden beim Schwingungsprozess, éndert sich auch die Spannung
nicht. (Die Spannung hat hier die Dimension einer Kraft.)



Fiir die Projektion T, der Spannung T auf die z-Achse und die Projektion T, auf
die u-Achse gilt dann:
(2.1)

T.(z)=T(x) cosa = T() 1

T(r), da cosa=-————, tana = u,,

V1 +tan2a7

T(z)u, tan o

———=~T(x) u,, da sihna=-——.
V1+u? (=) V1 + tan®

Auf das Teilchen (x1,x9) wirken Spannungskrifte, duiere Kréifte und Tragheitskréfte,
deren Projektion auf die x-Achse = 0 sein muf} (Transversalschwingung!, fiir die Span-
nungskrifte folgt dies aus (2.1)), d.h.

(2.2) T.(z)=T(z) sina =

Tp(xg) = Typ(x1) =0 bzw. T(x) =T(z1) vgl. (2.1).

Da x1,zy beliebig waren, folgt daraus T'(z) = Tj fir alle z.

Herleitung der Schwingungsgleichung

Gesetz von der Erhaltung der Bewegungsgrofie (Impulssatz): Das Zeitintegral iiber die
wirkende Kraft ist gleich der gesamten Anderung der Bewegungsgrofe (Bewegungs-
grofle =Impuls).

Die gesamte Bewegungsgrofle des Elements (x1,z2) in u-Richtung zum Zeitpunkt ¢

1st
T2

/,0(5) w (&, 1) dE, p = lineare Dichte der Saite {

xr1

Masse
Léngeneinheit | °

Anderung der Bewegungsgrofe in der Zeit At =ty —t;:

x2

/ p(€)[ue(E, 12) — (€, )] dE.

1

Die wirkende Kraft ist die Differenz der Vertikalkomponenten der Spannung plus duflere
Krifte. Bezeichne f(x,t) die zum Zeitpunkt ¢ auf die Langeneinheit bezogene , Kraft
im Punkt z“, so folgt fiir das Zeitintegral der Kraft

to ta T2

/ Toluz(xe, T) — up(z1, 7)) dT+// f(&, ) dédr (vgl. (2.2)).

t1 t1 x1
Damit erhélt man die Gleichung der transversal schwingenden Saite in Inte-
gralform.
(2.3)

x2

/ p(&) [ui(€,ta) — ui(€, 1)) d€ :i Tolug(z2, T) — (21, 7) d7+j 72 f(€,7) dédr.

x1
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Setzt man u als zweimal stetig differenzierbar voraus, so erhilt man durch
Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung und des Mittelwertsatzes der
Differentialrechnung (hierfiir ist u € C? erforderlich), Division durch At - Az und
durch den Grenziibergang xs — x1 = x, ty — t; =t die Schwingungsgleichung

(24) TO Ugy = P Ut — f(xat)a
bzw.
Ty 1
(25) Uy = — Ugg + _f(l'a t)'
tt P P
Bemerkungen:

1) Die Voraussetzung u € C? bedeutet eine Einschrinkung auf 2-mal stetig diffe-
renzierbare Losungen, womit nicht alle realistischen Fille erfafit werden kénnen.
Dem wird durch Einfithrung eines allgemeineren Losungsbegriffes (vgl. §15) Rech-
nung getragen.

2) Ist die &uere Kraft z.B. eine Reibungskraft und somit proportional zur Geschwin-
digkeit der Teilchen, f(z,t) = k us(x,t), so wird (2.5) zu einer Differentialglei-
chung, die auch Ableitungsterme 1. Ordnung enthélt.

3) Mit einer dhnlichen Herleitung erhélt man fiir die Transversalschwingungen einer
ebenen Membran die Differentialgleichung

T
(2.6) Uy = ;O(uzz + uyy) + f(xa Y, t)‘

Hierin beschreibt u die Auslenkung eines Punktes zur Zeit ¢, der in der Ruhelage
die Koordinaten (z,y) hat.

4) Der Differentialoperator
(2.7) AU = Uy + Uy,
heifit zweidimensionaler Laplace-Operator. Entsprechend ist u,, der eindimen-
sionale Laplace-Operator.

5) Fiihrt man in (2.6) eine Streckung in ¢-Richtung durch: a(z,y,t) = u(z,y, % t),

T
falls —2 = const., so erhélt man die Form
P

ﬂtt — Aﬂ/ = F(l‘,y,t)
Der Operator
(2.8) Ou=uy — Au

heiit Wellenoperator (vgl. zur Begriffsbildung das Beispiel der Telegraphen-
gleichung). Entsprechend heifit die zugehorige Differentialgleichung Wellenglei-
chung.



Longitudinalschwingungen eines Stabes (Saite)

u(x, ,t)
T
|
F : T(.0 _T(x,.0)
|
0 X%
_—
_
AX=X X |

F = Stabquerschnitt, p(z) = Materialdichte [;2%2¢] im Abstand z.

Betrachte ein Volumenelement AV = FAx , dessen linker Randpunkt in der Ruhelage
den Abstand x; von Nullpunkt hat.

u(z,t) beschreibt die (Longitudinal-) Verschiebung eines Punktes zur Zeit t, welcher
in der Ruhelage die Abzisse = hat.

Wir berechnen zunéchst die relative Verlingerung des Elements (z1,x; + Az) unter
Einflu der Spannungen T'(xy,t),T(x2,t). Die Enden des Elements haben zur Zeit t
die Koordinaten x1 + u(x,t), x1 + Az + u(zy + Az, t), somit folgt fiir die relative
Verlédngerung

u(zy + Az, t) — u(z,t)
Az

=u,(z1 +0Ax,t), 0<0<1 (MWS),

woraus sich durch Grenziibergang Ax — 0 ergibt, daf} die relative Verldngerung im
Punkt z durch w,(z,t) festgelegt wird. Nach dem Hook’schen Gesetz gilt somit fiir

die Spannung [7Qu§2i£fmt
(2.9) T(x,t) = k(x) ug(x,t), (k(z)= Elastizitatsmodul).

Das Gesetz von der Erhaltung der Bewegungsgrofie (Impulssatz) liefert nun (nach Di-
vision durch die als konstant vorausgesetzte Querschnittsfliche F'):

/ (€, 1) — (€, 0)] p(€) dE =
(2.10) n

:/[k(@) Uy (T2, T) — k(21) ug(1, T)] d¢+7 7f(§,7> drdg.

t1

Diese Gleichung gilt fiir alle (¢1,%2) und (21, 22) . Dabeiist f(z,t) die auf die Léngen-
einheit bezogene Dichte der dufleren Kraft. Setzt man wieder w als zweimal stetig
differenzierbar voraus, so erhélt man durch Anwendung der Mittelwertsétze und des
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Grenziibergangs =, — zo = x, t; — ty =t die Gleichung des longitudinal schwingen-

den Stabes (Saite)

(2.11) p uy = [k(x) ugl, + f(x,t).
Ist der Stab homogen, d.h. k(z) = const., so folgt
k 1
(2.12) Uy = p Uy + ;f(x,t). vgl. (2.5)

Bemerkung: Die Voraussetzung der zweimaligen Differenzierbarkeit bei der Herlei-
tung der Schwingungs-(Wellen-)gleichung bedeutet zunéchst, dafl wir uns auf Losungen
mit dieser Eigenschaft beschréinken. Das heifit jedoch nicht, dal keine Schwingungs-
funktionen existieren, die nicht 2 mal differenzierbar sind (vgl. die Ubungsaufgabe zu
den nicht differenzierbaren Anfangswerten). Um auch solche Losungen zu erfassen,
kann man zwei Wege einschlagen:

1) Man arbeitet direkt mit der Integralgleichung, oder

2) man benutzt die Differentialgleichung, legt aber einen anderen Losungsbegriff
(schwache Losung, distributionelle Losung) zugrunde (vgl. dazu Kapitel IV ff.).

Rand- und Anfangsbedingungen

fiir Saite und/oder Stab

1) Randbedingungen

Ist eine Saite an beiden Enden fest eingespannt, so gilt offenbar
(2.13) u(0,t) =0, u(l,t) =0, Vt=>0.

Werden ein oder beide Enden nach einem bestimmten Gesetz bewegt, so wird das, in
Abhéngigkeit von der Zeit, beschrieben durch

(2.14) u(0,t) = (), u(l,t) =pa(t), t=0,

mit vorgegebenen Funktionen p; und po.

Wenn ein longitudinal schwingender Stab ein freies Ende hat, z.B. fiir = [, so herrscht
an diesem Ende keine Spannung : T'(l,t) = 0, d.h. nach (2.9)

(2.15) ug(l,t) =0,  t>0.

Wird auf das freie Ende in Longitudinalrichtung eine Kraft ausgeiibt, die auf den ge-
samten Querschnitt F' wirkt, also eine Spannung, so wird dies (vgl. (2.9)), beschrieben
durch

(2.16) uel ) = —— v(t), >0,
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mit einer vorgegebenen Funktion v .

Ist bei einem longitudinal schwingenden Stab ein freies Ende elastisch gelagert, (d.h.
es gilt das Hook’sche Gesetz, wonach die Auslenkung proportional ist zur wirkenden
Kraft (bzw. Spannung), so gilt mit einer Proportionalitétskonstanten «

(2.17) k() up(l,t) = —a u(l,t),  t>0,

also eine Beziehung zwischen u und wu, .

Beachte: Der Spannung k u, entgegen wirkt die elastische Kraft, welche den Endpunkt
x = | nach Auslenkung wieder in die Ruhelage zuriick treibt, daher ,, —“ au. « cha-
rakterisiert, wie starr die elastische Befestigung ist.

Verschiebt sich der Endpunkt = = [ eines longitudinal, schwingenden Stabes in lon-
gitudinaler Richtung, z.B. durch eine vorgegebene Bewegung der Befestigung in x-
Richtung: O(t), und ist das Ende z = [ in der Befestigung elastisch gelagert, so ergibt
sich als Gesamtauslenkung unter Einfluf} der ,elastischen Spannung“ nach (2.17)

(2.18) k() up(l,t) = —a(u(l,t) — O()),  t>0.

Wir haben also folgende 3 Randbedingungen:

RB. 1. Art  u(0,¢) =
RB. 2. Art  u,(0,t) =
RB. 3. Art  u,(0,t) =

() vorgegebene Bewegung (2.14),
v(t) vorgegebene Kraft (2.16),
h(u(0,t) — ©(t)) elastische Befestigung (2.18).

Die Randbedingungen (2.13), (2.15), (2.17) sind die entsprechenden homogenen Rand-
bedingungen. Die Randbedingungen in z = [ lauten entsprechend.

2) Anfangsbedingungen
Eine Schwingung ist nicht allein durch die Randbedingungen festgelegt. Es ist ein-
sichtig, dal zum Beispiel die Auslenkung einer Saite zum Anfangszeitpunkt ¢ = 0
die Schwingung beeinflussen wird. Man wird also diese Anfangsauslenkung vorgeben
miissen

u(z,0) = ¢(x), 0<x <V

(groBe Auslenkung — grofle Schwingung usw.)

Unmittelbar einsichtig ist auch, dafi die Schwingung anders ausfallen wird, wenn zum
Zeitpunkt t = 0 die Saite in Ruhe ist, als wenn sie durch die Anfangslage, die durch
obige Gleichung beschrieben wird, mit einer gewissen Geschwindigkeit durchschwingen
wird. Im letzten Fall werden die Schwingungsamplituden grofer ausfallen. Man wird zur
eindeutigen Festlegung einer Schwingung also auch die Geschwindigkeit jedes Teilchens
zum Zeitpunkt ¢ = 0 vorgeben miissen:

w(z,0) = (x), 0<zx</.
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Die Bedingungen
(2.19) u(z,0) = ¢(x), u(z,0) = P(z), 0<z<l,

heiflen Anfangsbedingungen.

Wir werden spéter zeigen, dafl die Anfangsrandwertaufgabe (ARWA)

z.B. eine Differentialgleichung der Art (2.12)
mit den Anfangsbedingungen (2.19)
und Randbedingungen der Art (2.13)—(2.18) (an jeden Randpunkt eine Bedingung)

eindeutig losbar ist.

Haben wir z.B. eine unendlich lange Saite, so entfallen natiirlich die Randbedingungen,
und wir erhalten eine reine Anfangswertaufgabe (AWA), bestehend aus einer Differen-
tialgleichung der Art (2.12) und den Anfangsbedingungen u(z,0) = p(z), w(z,0) =
¥(x), —oo < x < oo mit vorgegebenen Funktionen ¢ und .

Auch diese Aufgabe wird sich als eindeutig 16sbar erweisen.

Die Wiarmeleitungsgleichung

Wir betrachten zunéchst die Warmemenge @, die in der Zeit At durch einen Stab
flieBt (vgl. Abb.). Dann gilt im stationéren Fall (d.h. z.B. wenn beide Enden des Stabes
auf konstanter Temperatur gehalten werden, z.B. Eiswasser und kochendes Wasser, so
daB sich die Temperaturverteilung langs des Stabes zeitlich nicht &ndert) laut experi-
menteller Erfahrung:

(T, —Ty) - At F ar
(2.20) Q=X / —)\~F~t~ax.
Dabei ist T, — T, = Temperaturdifferenz an den Stabenden,
At = das Zeitintervall,
F = Stabquerschnitt,
A = Wirmeleitvermogen (moglicherweise,
A = A(z) bei einen Stab),
¢ = Stablidnge,
LoD = or = Temperaturgefille,
14 ox
or . _. .
)\(x)% = Dichte des Wérmeflusses.

Wir betrachten einen isolierten Stab, der so diinn sein moge, dafl die Temperatur 7T in
allen Punkten seines Querschnitts als gleich angesehen werden kann. T'(x,t) beschrei-
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be die Temperatur in Stabquerschnitt mit der Abszisse x zur Zeit t.

Idee zur Herleitung der Warmeleitungsgleichung: Warmebilanz in einem Volumen V,
d.h. wenn Wérme in ein Volumen hineinflieBt, wird dieses erwérmt (Energiesatz).

(F I \Y V=F(x,X ,)

x=0 X X,

Durch den ,,Querschnitt F' im Punkt x “ flieBt im Zeitabschnitt dt die Warmemenge

(vgl. (2.20))
aT
dQ = F \Nz) — dt.

Q=F @) 5
Durch Integration iiber einen Zeitabschnitt ¢ — ¢; erhélt man die gesamte Wirme-
menge, welche in diesem Zeitabschnitt durch den Querschnitt F' flieit. Wahrend dieser
Zeit nimmt das Volumen V' die Warmemenge @); auf.

t2

or

(2.21) leF/ [A(@)g—f(@m)—xm) ()| dr

t1

(das, was einflieit, minus dem, was wieder ausflieit). Innerhalb des Stabes kann Wirme
entstehen oder verschwinden (z.B. durch Erhitzen oder Kiihlen, oder durch FlieSen von
Strom). Sei f(z,t) ein Ma$ fiir die Warmemenge pro Einheitvolumen und Zeiteinheit,
die zur Zeit ¢t im ,Punkt z “ entsteht (verschwindet). Im Volumen V' entsteht (ver-
schwindet) dann die Wirmemenge @2 in der Zeit (t3 — ;)

to x2

ngF// f(&,7) dedr.

t1 1

Die Warmemenge, die einem homogenen Koérper zugefiihrt werden mufl, damit sich
seine Temperatur um AT erhoht, ist gleich

Q=cpV AT,

¢ ist die spezifische Warmekapazitit des Korpers, p seine Dichte, V' sein Volumen.
Nimmt man an, dafl die Temperatur des Stabvolumenstiickes an verschiedenen Stellen
des Stabes verschieden ist, so bewirken die Warmemengen (); und ()s eine Tempera-
turerhohung, welche durch die Warmemenge )3 beschrieben wird.

T2

(2.22) %:F/QMﬂam—T@un%

1

Nach dem FEnergiesatz: Q1 + Q2 = Q3 erhidlt man (nach Division durch F) die
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Gleichung der Wiarmeleitung in Integralform

7 {A(“) g 7) ~A@) %ﬂfnﬂ} dr + ] / f(€,7) dédr =

(2.23) t w0
- / ep[T(E,ts) — T(E,1)] de.

1

Sei T' zweimal stetig differenzierbar. Dann folgt aus (2.23) mit den Mittelwertsatz der
Integralrechnung (mit At =ty —t;, Az = 29 — x7)

M) S ) = A G o, )| A+ S, ) e =

= Cp [T(i’g, tg) — T(Zi‘g, tl)] AZL‘,

und hieraus mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

0 . or, - . or, . -
p [)\(l'g) %(xg,tl)} AtAx + f(Z1,ta) AzAt = Cpa(l'g,tg)Al’At.

Nach Division durch AzAt und Grenziibergang t; — t, ©; — z (alle Punkte und
Zeiten waren beliebig) folgt die (eindimensionale)

Wirmeleitungsgleichung

A

0 1
2.24) — ()T, t) =cpl, bzw.. T, =—T, t) falls A= t.
( ) 8:16( w)+ f(z,t) =cpT; bzw } ” e+ pf(x, ) falls cons

C

Bemerkung: Die Diffusion von Gasen geniigt derselben Gleichung, (oft mit f =0)
weshalb auch der Name Diffusionsgleichung gebrauchlich ist.

Rand- und Anfangsbedingungen

1) Randwerte

Der Temperaturverlauf im Stabinnern héangt offensichtlich von den Temperaturen am
Stabende ab. Diese kann man als Funktionen der Zeit vorschreiben, z.B. durch Kiihlung
und Erhitzung. pq, o seien gegebene Funktionen.

(2'25) T(O> t) = Ml(t)a T(€> t) = M2(t)’ t>0.

Ist an einem Stabende der WarmefluBl durch den Querschnitt F pro Zeiteinheit vorge-
geben (vgl. (2.20)), erhélt man Randbedingungen der Art (2.16)
oT

(2.26) )\%(6, t)=us(t) , t>0, pugvorgegeben.
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Steht ein Stabende im freien Warmeaustausch mit der Umgebung, deren Temperatur
O(t) bekannt ist, so ist der Warmefluf§ durch den Querschnitt bei x = ¢ proportional

zur Temperaturdifferenz zwischen Stab und Umgebung. Er wird durch /\8_ beschrie-
x

ben, woraus sich als RB ergibt

(2.27) Z—Z(e, t) = k(T(6,t) — O(t)), ¢>0, k=const. (vgl (2.18))

Wir haben also dieselben Randbedingungen wie bei der Wellengleichung.

2) Anfangswerte

Zweifellos hangt der Temperaturverlauf im Stabinnern von der Anfangstemperaturver-
teilung zu einem festen Zeitpunkt ¢ = 0 ab, die man angeben mu8.

(2.28) T(xz,0)=v(z), 0<az</{ v vorgegeben.

Eine ,,Geschwindigkeitsvorgabe“ fiir die Temperatur erscheint physikalisch nicht sinn-
voll (im Gegensatz zur schwingenden Saite), da die zeitliche Anderung der Temperatur
a) von den Materialcharakteristiken ¢, p, A abhingt und b) duflere Einfliisse durch die
Funktion f(x,t) schon beschrieben sind. Tatséchlich kann man zeigen, daf die Losung
der Warmeleitungsgleichung durch Randbedingungen der Art (2.25) oder (2.26) oder
(2.27) und durch eine Anfangsbedingung (2.28) bereits eindeutig festgelegt ist. So eine
Aufgabe bezeicnen wir als Anfangsrandwertaufgabe: ARWA.

Betrachtet man die Wéarmeleitung in einem sehr langen Stab, so erscheinen im Ver-
lauf hinreichend kleiner Zeitintervalle die Einfliisse der Randbedingungen auf ein mitt-
leres Stabstiick sehr gering. Mathematisch trédgt man dem Rechnung durch Annah-
me eines unendlich langen Stabes und Vorgabe der reinen Anfangswerte (2.28) fir
—00 < x < +00. Dies ist die Anfangswertaufgabe: AWA (Cauchy-Problem) der
Temperaturverteilung. Auch diese Aufgabe ist eindeutig l6sbar.

Bevor wir uns mit der Herleitung der 3. wichtigen Differentialgleichung der mathema-
tischen Physik beschéftigen konnen, miissen wir uns — zumindest abrifiweise — mit der
Definition und Bedeutung einiger partieller Differentialoperatoren befassen. Demzufol-
ge heifit der nichste Abschnitt
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§ 3 grad, div, rot, Gaul}, Green, Stokes

Sei u:R" — R, u e C'(R"). Dann wird der Gradientenoperator definiert durch

T
Oy’ 0wy’ "0z, ) 4y

(3.1) grad u(®) = (

Satz 3.1

a) In jedem Punkt & € R™ wird durch gradu(Z) die Richtung des steilsten An-
stiegs der Funktion gegeben.

b) grad u(&) steht senkrecht auf der Tangentialebene der Fliche u(x) = ¢ im
Punkt &.

geometrische Bedeutung des Gradienten

n=2: x3=u(r, ) beschreibt eine eine Fliche F im R3. u(xy,x5) = u(®) ist
die Hohenlinie Nz = {x € R% u(x) = u(z)}.
Vo € Nz : gradu(z) L Tangente an Nz in Z.

n=3: U(xy,xs,x3)) := w3 — u(x1,23) = 0 beschreibt ebenfalls die Fliche F, sie ist
die Aquipotentialfliche Ny = {x € R3;U(x) = 0}. gradU(z) L alle Kurven auf F
durch & = (21, 12, 23)7

d.h. grad U(x) L Tangentialebene an F in x.

F: x3 =u(x,29)

grad U

u(x.y)
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Beweis a)
Sei e = (e1,...,e,) € R" ein Vektor der Liange 1. Dann ist die Ableitung von u in
Richtung e (Richtungsableitung) definiert durch

Ou — lim u(x + te) — u(x)
Je t—0 t

(3.2) = (gradu(x)) - e, (Skalarprodukt).

Zum Beweis von (3.2) erinnern wir uns an die

Definition 3.2
u heiBt differenzierbar an der Stelle &, falls

(@) = u(@) + 3> (@) (5~ ) + ol — al),
o(fe )

mit lim = 0.

T—T |:L'—:1_3|

Aus xz==x+te folgt u(x+te)—u(x)=t(gradu(z))e+ 0(tle]),
woraus sich sofort (3.2) ergibt.

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung folgt fiir alle Einheitsvektoren e

0
a—u = |(gradu) - e| < |gradu| |e| =|gradul.
e N~~~
=1
grad u

Die Gleichheit gilt offensichtlich, falls e = + und mit ,, + “ sogar ohne Be-

| grad u|
tragsstriche, was zu zeigen war.

Beweis b)

Die Tangentialebene von u(x) = ¢ im Punkt & wird aufgespannt durch die Tangen-
tialvektoren der auf dieser Fliche verlaufenden Kurven durch den Punkt & . So eine
Kurve sei gegeben durch

(3.3) vi=x;(7), i=1,...,n, T€IL u(x(7),...,T,(7)) =c
Der Tangentenvektor ¢ im Punkt & = x(7) ist gegeben durch
dx;(T
t = (i1(7),....da(P), mit ,(7) = ”“"d(T).
T

Durch Differentiation von u(x) = ¢ folgt aus (3.3)

%u(wl(T), oz (T)) =0= Z u(z) . dai(7) = (gradu(x)) - t,

also steht grad v auf allen Tangentialvektoren senkrecht. |
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Arbeit und Potential

Im R? sei ein Kraftfeld vorgegeben:
k(z) = (ki(2), ka(2), ks(@)), @ = (v1,20,25)" € R

(Beispiele: Gravitationskraft; Kraft, die durch ein elektrisches Feld auf eine Ladung
ausgeiibt wird).

Wird ein Korper gegen diese Kraft, der er ausgesetzt ist, um ein geradliniges Wegstiick
s verschoben, so wird eine Arbeit A geleistet, welche durch das Produkt A = |k| - |s]
gegeben wird, falls die Kraft k und der Weg s gleichgerichtet sind. Ist das nicht der
Fall, kommt fiir die Arbeit nur der Teil der Kraft in Betracht, der in Wegrichtung wirkt:
A =k-s (Skalares Produkt). Ist die Kraft wegabhéngig und der Weg nicht geradlinig,
erhélt man die Arbeit, welche geleistet werden muf}, um den Korper ldangs eines Weges

s:R—R" s=s(t), tcla,bCR, s(a)==z, sb) =y, s¢cCa,b)

vom Punkt & zum Punkt y zu bringen durch

(3.4) A:/ k-ds:/ k:(s(t))-%s(t) dt.

Wenn ein Kraftfeld so beschaffen ist, dal es gleichgiiltig ist, auf welchem Weg der
Korper von & nach y gebracht wird, heifit das Kraftfeld konservativ (d.h. die Arbeits-
energie bewahrend). Mathematisch bedeutet dies, dafi das Integral (3.4) vom speziellen
Weg unabhéngig ist. Physikalisch findet dies seine Auswirkung darin, daBl man jedem
Ort eine Zahl zuordnen kann, ein Potential. Das ist eine skalare Ortsfunktion U(x),
die beschreibt, welche Arbeit geleistet werden muf}, um einen Einheitskorper von einem
Bezugspunkt an den festgelegten Ort zu bringen.

Die Arbeit k- ds einer kleinen Verschiebung ds entspricht der Potentialdifferenz

dU = (gradU) - ds = k - ds.

Dies legt den Verdacht nahe, dafl

1) ein konservatives Kraftfeld sich als Gradient eines Skalarfeldes (Potential) dar-
stellen &8t und

2) dann das Wegintegral der Kraft vom speziellen Weg unabhéngig ist.

Beides ist richtig, denn es gilt:
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Definition 3.3

Sei D C R™ offen, V* der Raum der n-dimensionalen Vektoren, und
v:D — V" ein Vektorfeld.

Existiert dann eine Funktion ¢ € C*(D) mit

(3.5) v(x) =grady(x), x€ D,

so heifit ¢ ein Potential von v .

Satz 3.4
Ist v : D CR"— V" D offen und konvex, v € C*(D,V"), so sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) v besitzt ein Potential.
(2) Das Kurvenintegral bzgl. v ist wegunabhéngig.

Die Rotation und der Satz von Stokes

Die Entscheidung, ob das Linienintegral bzgl. eines Kraftfelds ¢ wegunabhéngig ist,
ist gleichwertig mit dem Auffinden einer Stammfunktion geméf (3.5). Es stellt sich die
Frage, ob man nicht direkt am Kraftfeld ablesen kann, ob das Integral wegunabhéngig
ist, d.h. wann ist [v-ds = 0 fiir jeden geschlossenen Weg k7

k
Diese Frage wird beantwortet durch den Stokesschen Integralsatz. Um ihn zu zitieren,
benodtigen wir die

Definition 3.5
Eine Menge S C R™ heifit projezierbarin Richtung der x, -Achse, wenn es im (n—1)-

dimensionalen (z1,...,%,_1,%y41,...,%,) -Raum eine meBbare Menge S,, und auf
S,, zwei Funktionen z,, 7, € C*(S,,) gibt so, dal mit
T = (T1,. o Ty, Ty 1y e ey Ty)

S= |J {,....2): z,(@) <2, <z ()}

Eine beschrankte Menge S C R™ heifit Standardbereich, wenn sie fiir jedes
v=1,2,...,n in Richtung der x,-Achse projezierbar ist.
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Beispiel:

projezierbar in Richtung

der x-Achse

Satz 3.6 Stokesscher Integralsatz

Sei D C R? offen und v : D — V3 v € C?*D), ein Vektorfeld.

a(x17x27x3>

Seien z; € C*(S), i=1,2,3; SCR?* und Ry
I(u,v)

=2.

Dann wird durch
FI{(.’L'l,.’L'Q,l'g); l‘iI.’L'Z'(U,’U), (U7U> ES}

eine Flidche beschrieben, diein D enthalten sein moge. G sei ein Flachenstiick auf F',
dessen Urbild in der Parameterebene ein Greenscher Bereich (= 148t sich in endlich
viele Standardbereiche zerlegen) ist.

Dann gilt

(3.6) / (rotv) -vdo :/ v - ds,

G oG

v(x) = duBere Normale der Fliche G im Punkt , do = Oberflichenelement,
und

Jvs  Ovy Ovy  Ovg Ovy Oy .
3.7 tv = — - - f :
( ) oty (8952 al'g’ 8.1'3 8951’ 8951 al'g) i zed
i j  k
0 0 0
Merk l: tv =
erkrege rotv al‘l al‘2 81'3

(%1 (%) V3

Dabei sind 1, j, k die Einheitsvektoren in Richtung der xq,xs bzw. x3-Achse.

Dieser Satz legt die Vermutung nahe, dal das Wegintegral iiber v wegunabhéngig ist,
falls rot v iiberall verschwindet. Tatsachlich gilt der
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Satz 3.7
Sei v: D CR3— V3 D offen und konvex, v € C?*(D,V?3), ein Vektorfeld,

so sind &quivalent

1. v besitzt ein Potential
2. rotv=0 auf D.

Bemerkungen :

1) Die Sétze und Definitionen (3.3) - (3.7) finden sich im Endl/Suh : Analysis II.
Sie sind auch unter schwécheren (Differenzierbarkeits-) Voraussetzungen giiltig.

2) Wendet man auf (3.6) den Mittelwertsatz an, so folgt,

- - 1
(rotv(@)) - v(x) = Gl o v ds

d.h. wird v als Kraftfeld interpretiert, so 148t sich die Normalkomponente von
rot v deuten als die Arbeit, die verrichtet werden muf3, wenn der Einheitskoérper
langs OG einmal ,rund um & rumgeschoben* wird, bezogen auf den Inhalt der

umlaufenen Flache.
Anschaulich: ~ Wenn das Kraftfeld einen Wirbel aufweist, mufl dazu eine Arbeit

geleistet werden.

Weg
/

( W Kraftfeld
N~

3) Veranschaulichung von rot v

(a) Erinnerung: Fiir Vektoren a, b € R® ist das

i j k
Vektorprodukt axb=|a; ay a3z |,
by by b3

i, j, k sind die Einheitsvektoren in Richtung der xy,z5 bzw. x3-Achsen.

Es hat folgende Bedeutung;:

In der durch a und b aufgespannten Ebene drehe man a auf kiirzesten
Wege in b. Dann steht ¢ = a x b senkrecht auf a und b, derart daf
a, b, c ein Rechtssystem bilden (Korkenzieherregel).

Fiir den Betrag gilt |c| = |a| |b] sin(a, b).
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c
b
a
Durch Nachrechnen zeigt man sehr schnell
i. ax(b+d)=axb + axd Distributivitét
ii. caxb=alaxb)=axab, acR, Skalarmultiplikation

i, ixi=jxj=kxk=0, ixj=k, jxk=i kxi=j
iv. Fiir a = (ay,a9,a3), b = (b1,be,b3) bestétigt man durch distribu-
tives Ausrechnen (vgl. obige Definition)
axb = (ali -+ agj —+ agk) X (bli -+ bQJ -+ bgk)
= (azbs — asby)i+ (azby — aibs)j + (a1by — azby)k

ik
= ay ag asg
by by b3

(b) Es soll nun die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes berechnet werden, wel-
ches die Geschwindigkeit der Punkte eines starren Korpers beschreibt, der
sich mit der Winkelgeschwindigkeit w um eine feste Achse, die durch den
Vektor o = (p,q,r) gegeben ist, dreht.

Bogenmaf3

Zoit ] , 80 heifit

Ist |o|] = w = Winkelgeschwindigkeit, gemessen in {
o Drehvektor.

Ist & der Ortsvektor eines Punktes x des Rotationskorpers, so ergibt sich
die Geschwindigkeit v des Punktes x als

V=0XX

(vgl. die Definition von o x & und beachte, dal |x|sin(o, ) der Abstand
des Punktes & von der Drehachse ist). Mit @ = (x1, 29, x3) gilt (vgl.(a))

o X x = (qrs — rxa, TTI — PT3, PTy — qT1).
Berechnet man nun rotwv = rot(o x @) geméif (3.7), so folgt
rot v = 2o0.

Bis auf den Faktor 2 ist die Rotation gleich dem Drehvektor, der das Ge-
schwindigkeitsfeld festlegt. Hieraus erklért sich auch seine Bezeichnung ,, Ro-
tation® (rot, auf englisch: curl).

Dieses Beispiel macht deutlich, dal rotv = 0 bedeutet, dal das Vektorfeld keine
Wirbel hat.
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Die Divergenz und der Satz von Gaufl

Gegeben sei ein Vektorfeld v = (vi,vp,v3), v: D C R?® — V3 das wir als Geschwin-
digkeitsfeld einer Fliissigkeitsstromung interpretieren. Dann kann man fragen, welche
Fliissigkeitsmenge (Volumen) pro Zeiteinheit durch eine gegebene Flache flieBt. Sie ist
offensichtlich abhéngig von der Stellung der Fliache zur Stromungsrichtung. Ist df der
Flachennormalvektor eines Flachenstiicks, dessen Betrag gleich dem Flidcheninhalt ist,
so wird das Volumen der pro Zeiteinheit durch die Flédche flieBenden Menge durch

v-df = || |df] cos(v,df)
beschrieben, d.h. mafigeblich fiir die durchflieBende Menge ist die zur Fliche F' senk-

rechte Komponente v, von v oder die Projektion F' der Fliche auf eine Ebene
senkrecht zur Stromungsrichtung: F'= AF cosa, a = Z(v,df).

v df

Ist 7 ein Volumen mit der Oberfliche F' und df die &uflere Flachennormale, so wird
durch

(3.9) D:l/v-df
T JF

die auf das Volumen 7 bezogene Differenz der in das Volumen 7 ein- und ausflieSen-
den Fliissigkeit beschrieben. Die herausflieBende Fliissigkeit wird positiv gerechnet, da
Z(v,df) < 90°, also cosa > 0. Wenn aus 7 mehr raus (rein) als rein (raus) fliet,
enthélt 7 eine Quelle (Senke). D ist deshalb ein Ma#f fiir die Ergiebigkeit (Divergenz)
des Volumenstiickchens 7. Die Divergenz (= Ergiebigkeit des Feldes im Punkt x)
ist der Grenzwert, den man erhélt, wenn man das Volumenstiick auf einen Punkt x
zusammenzieht.

(3.9) lim E / v-df = divu(x).

T—0 T
F
Man kann zeigen, dafl dieser Grenzwert tatséchlich existiert und im Wesentlichen von
der Gestalt von 7 unabhéngig ist, und man kann zeigen, ausgehend von (3.9), dafl
in einem rechtwinkligen Koordinationssystem im R3, falls v € C*(D,V?) | folgende
Darstellung gilt
_ Ovi(x)  Ouva(x)  Ovs(x)

1 1 = .
(3.10) div v(x) o, + 0 + B

Diesen Weg wollen wir hier jedoch nicht beschreiten, sondern uns im Wesentlichen mit
der Angabe des Satzes von Gaufl begniigen.
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Um uns nicht mit den Voraussetzungen an das Gebiet abplagen zu miissen, fiir das der
Gauflsche Satz gilt, erklaren wir:

Definition 3.8
Ein Normalgebiet ist ein beschranktes Gebiet, das so beschaffen ist, dafl der folgende
Satz gilt.

Satz 3.9 Gauflscher Integralsatz

Sei G C R™ ein Normalgebiet, u € C°(G) N CY(G) und auBerdem u,, € L(G),
dann ist

(3.11) /uxida::/u-l/ido, i=1,...,n

G oG

wobei v = (v,...,1,) die &ulere Normale (das ist ein Einheitsvektor) der Randflache
0G ist.

Hieraus folgt sofort fiir eine Vektorfunktion

v € C%(G,R") N CY(G, RY) a;)i @), i,j=1,...,n:
J
(3.12) / div'vd:z::/ v-vdo,
G oG
wobei
v, (

3.13 di i

( ) ivo( Z &Uz
Bemerkungen:

1) Beispielsweise ist jede endliche Vereinigung von Standardbereichen (vgl. Defini-
tion 3.5) ein Normalgebiet.

2) Wendet man auf (3.12) den Mittelwertsatz an, so erhdlt man unmittelbar die
Verbindung zu (3.9) und (3.10).

Mit Hilfe des Gauﬁsphen Satzes lassen sich die im nachsten Satz zitierten Greenschen
Formeln beweisen (Ubung).
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Satz 3.10 Greensche Formeln )
Sei G C R" ein Normalgebiet, u,v € C1(G) N C*(G), Au,Av € L(G).
Dann gilt die

1. Greensche Formel

/(UAU + grad u - gradv) de = /u (gradv) -v do, v = duflere Normale
a oG

und die

2. Greensche Formel

/(UAU —vAu) dx = /(ug—z - vg—:j) do.
e oG

Die Kontinuititsgleichung und die Potentialgleichung

Die Kontinuitétsgleichung beschreibt die Stoftbilanz in einem Volumen 7, das von
einem Stoff (z.B. einer Fliissigkeit) durchflossen wird. Modellierungsgrundlage: Masse-
nerhaltungsgesetz. Sei

v = (v1,v9,v3) : D (CR?) — R?

ein Vektorfeld, das die FlieBgeschwindigkeit einer Fliissigkeit beschreibt und p ihre
spezifische Dichte. Mit AF' bezeichnen wir ein Oberflachenstiick von 7 mit dem Nor-
malenvektor df, |df| ist der Flacheninhalt von AF.

Durch AF flieit pro Zeiteinheit die Menge

dQ=plv| AF cosa=pv-df, a=2L(v,df) (Skalarprodukt).

Damit gilt fiir die Differenz (), der Fliissigkeiten, die pro Zeiteinheit aus einem Volu-
men 7 durch die Oberfliche F' heraus- bzw. hineinflieBen (vgl. (3.8))

(3.14) le/,o'v-df:/p'v-l/do, v = #uflere Normale.
F F

Die ausstromende Fliissigkeit wird positiv gerechnet, da dann Z(v,v) < 90°, also
cosa > 0.
Die Fliissigkeit in 7 wird gegeben durch

(3.15) ng/pd:c.

T
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Wird p als differenzierbar vorausgesetzt und sind in 7 weder Quellen noch Senken
vorhanden, so fliefit in der Zeit dt die Fliissigkeitsmenge

dp

heraus, d.h. in der Zeiteinheit flieit heraus:
)
(3.16) / P dx

Es flieft etwas heraus, wenn p abnimmt, und herausflieBende Mengen werden als po-
sitiv vereinbart, daher Qs =— [ [ [.
Sind weder Quellen noch Senken vorhanden, so gilt nach dem Massenerhaltungsgesetz

@Q1=Qs:
/p'v vdo=— /8pd

Nach dem Satz von Gauf} (Satz 3.9)

/ pv - vdo = / div(pv) de,

oG G
geht diese Gleichung iiber in

/ (div(pv) gf ) da = 0.

Da dies fiir jedes Volumen gilt, muf} gelten

dp

(3.17) div(pv) + Fn

= 0. Kontinuitiatsgleichung

Insbesondere gilt fiir inkompressible Fliissigkeiten (ohne Quellen und Senken, p =
const.)

(3.18) divo = 0.

Ist diese Fliissigkeitsstromung wirbelfrei (rotv = 0), so ist v als Gradient eines Ge-
schwindigkeitspotentials ¢ darstellbar: v = grad ¢ (vgl. Satz 3.7). Wird das in (3.18)
eingesetzt, so folgt

(3.19) divgrad ¢ = @z 2, + Pusws + Paszs = Ap = 0 Potentialgleichung.

Um genauere Einblicke in die Potentialgleichung zu erhalten, betrachten wir nochmals
die
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rdumliche Warmeleitung

Wenn wir uns nicht auf den 1-dimensionalen Fall beschréanken, mufl man die Richtung
des Warmeflusses beriicksichtigen.

Gesetz von Fourier: Ist die Temperatur eines Korpers ungleichméflig verteilt, so

entsteht ein Warmefluf in Richtung des Temperaturgefélles d.h. in Richtung — grad T’
(vgl. Satz 3.1 a)

Sei F' die Oberflache eines Korpers mit Warmeleitvermégen A. Durch ein Flachen-
element AF von F mit dem Normalenvektor df = v - do, v =Fldchennormalen-

einheitsvektor, |df| = do), flieBt in der Zeit dt also die Warmemenge (vgl. S.13 und
Zeichnung S.23)

(3.20) dQ = X gradT - v do dt,

Die Warmemenge, die durch die Oberfliche F' eines Korpers mit den Volumen 7 in
der Zeit At =ty —t; hineinflieBt, wird damit gegeben durch

to
(3.21) Q= // A gradT - v do dt, v = dullere Normale.
t1 F

Die einflieBende Warmemenge wird positiv gerechnet, denn es flieBt Warme hinein,
wenn grad T nach auflen gerichtet ist.

Bezeichnet F(z,t) die Dichte der Wirmequellen (x € R?), so erhalten wir fiir die im
Volumen 7 in der Zeit At =ty —t; freiwerdende Wéarmemenge

(3.22) Qs = ] / F(a,t) dedt.

Die Warmemengen Q3 = Q)2 + @)1 erwédrmen den Korper geméfl

(3.23) Qs = / ep(T(x,ta) — T(x,t1)) de,  vgl. (2.22).

T

Nach dem Satz von Gauf gilt, vgl. (3.12)

to
(3.24) le// divg(Agrad, T') dxdt.
t1 T

Bemerkung: Die tiefgestellten Indizes zeigen an, auf welche Variablen sich die Differen-
tialoperatoren beziehen.

Der Energiesatz lautet Q1 + Q)2 = Q3 und gibt damit die Gleichung der rdumlichen
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Wiérmeleitung in Integralform.

Mit Hilfe der Mittelwertséatze folgt
aus (3.24) : Q; = div,(A(&) grad,T(&,t)) 7 At,
aus (3.22) : Qo = F(z,t) 1At
aus (3.23): Q3 = cp 2T (&, 1) 7 At

Der Energiesatz Q1 + Q2 = @3 liefert nach Division durch 7 At und Grenziibergang
tt,t—t &,&,T—x

die rAumliche Wiarmeleitungsgleichung

. 0
(3.25) div,(A(x) grad, T'(x,t)) + F(x,t) =cp ET(m,t).
Fiir homogene Korper (A = const.) erhalten wir unter Beachtung von

div, grad, o = Ao, € C?,

(3.26) AT+ ==L

Bemerkung: Die tiefgestellten Indizes werden in der Literatur {iblicherweise unter-
driickt, da die Differentialoperatoren sich bei Evolutionsgleichungen (d.h. zeitabhéngi-
gen Gleichungen) nach allgemeiner Ubereinkunft nur auf die Raumvariablen beziehen.

Zur Losung dieser Gleichung benotigt man fiir die Eindeutigkeit
a) Anfangswerte im Korper, vgl. S. 15

T(x,0)=p(x), xeT, ¢ gegeben.
b) Zeitabhéngige Randwerte, vgl. etwa S. 14

T(x,t) =Y(x,t), Ye € 01, 1 gegeben.

Nun interessiert uns, was passiert, wenn wir die Randwerte zeitlich konstant halten,
ebenso wie die Warmequellen (F(x,t) = F(x)), und warten, bis sich ein stationérer
Zustand eingestellt hat. Dieser Zustand wird durch unsere Differentialgleichung (3.26)
beschrieben, wenn wir 7} = 0 setzen (stationire, keine zeitabhéingige Anderung mehr).
Wir erhalten fiir eine stationdre Wirmestromung, d.h. (T'(x,t) = T(x)), die

inhomogene Potentialgleichung

(3.27) AT = —

F S
N TET
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Als Vorgaben zur eindeutigen Festlegung der Losung konnen offensichtlich nur noch
die zeitunabhingigen Randwerte dienen

(3.28) T(x)=p(x) Ve edr, 1 vorgegeben.

Wir haben also fiir die Potentialgleichung eine reine Randwertaufgabe. Sie heifit Dirichlet-
Problem, falls Funktionswerte (und ggf. Ableitungen) auf dem Rand vorgegeben werden
und Neumann-Problem, falls nur Ableitungen vorgegeben sind.

Zum Abschlufl dieses Paragraphen wollen wir — ohne Herleitung — ein System von par-
tiellen Differentialgleichungen angeben — die sog. Maxwell-Gleichungen — welches von
eminenter Bedeutung in der Physik ist, weil sich daraus ein grofler Teil der Elektrody-
namik ableiten 148t, und welches zeigt, daf die in diesen Kapitel eingefiihrten Begriffe
wesentliche Differentialoperatoren der theoretischen Physik darstellen.

& = Vektor der elektrischen Feldstérke,

H = Vektor der magnetischen Feldstérke,
D = Vektor der elektrischen Induktion,
B —

Vektor der magnetischen Induktion,

Es seien

J Stromdichtevektor der Leiterstrome,
4 = die durch den EinfluB der elektromagnetischen Kraft
hervorgerufene Stromdichte,
= Ladungsdichte,
c = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.

Beziehen sich rot und div nur auf die Ortskoordinaten, so gilt

1 0D 4rn
t _ 1 9F T (e)
rot H T el Vi A
1 OB
t& = —— —
ro c Ot’
divB = 0,
divD = d4mp.

Literatur zu diesem Kapitel: Tychonoff-Samarski, Michlin, Smirnov II und 1V,
Endl/Luh: Analysis II, sowie die Lehrbiicher iiber theoretische Physik von Gerthsen,
Joos, Bergmann/Schiéfer.



Kapitel 11

Elementares zu den Partiellen
Differentialgleichungen

§ 4 Sachgemiflheit und Superposition

Definition 4.1 Sachgemaéf3heit
Eine ARWA, AWA oder RWA heif3t sachgemdpf, falls

1) die Aufgabe eine Losung besitzt,
2) die Losung eindeutig ist,

3) die Losung stetig (in einem noch zu definierenden Sinn) von den Ausgangsdaten
(AWn oder AWn und RWn) abhéngt.

Die Forderungen 1) und 2) sind sowohl mathematisch als auch physikalisch verniinf-
tig und einleuchtend. 3) ist eine Forderung iiber die ,Brauchbarkeit der mathema-
tischen Beschreibung eines physikalischen Ablaufs. Ausgehend von der Tatsache, daf3
Ausgangswerte, sofern sie z.B. aus Mefiwerten herriihren, ungenau sein kénnen (MeB-
fehler), mochte man, dafl wenn die Meffehler klein sind, auch ihre Auswirkung auf die
Losung klein bleibt. Dafl diese Forderung nicht automatisch erfiillt ist, und damit nicht
leer ist, wird durch Beispiele (in den Ubungen) belegt werden.

30
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Das Superpositionsprinzip

(am Beispiel einer ARWA fiir die inhomogene Wellengleichung.)
Vorgelegt sei die Aufgabe

U = OJ2 T _'_ ])C(l',t), uc 02([076] X [0700))7

Ay ou(0,t) = (t, t>0,
Ay u(l,t) = ps(t), t>0,
As: u(z,0) = ps(z), 0<x <Y,
Ay w(,0) = pg(x), 0<x<H/.

Bemerkung: In den Ecken kann man Vertriglichkeitsbedingungen fiir die Ausgangs-
werte vorschreiben um Doppeldeutigkeiten zu vermeiden. Wir gehen darauf in Satz 5.5
ein.

Die Differentialgleichung heif3t homogen, falls f = 0. Eine Ausgangsbedingung A;
heiit homogen falls p; = 0. Die Aufgabe heifit homogen, wenn sowohl die Differential-
gleichung als auch samtliche Ausgangsbedingungen homogen sind.

Seien u;, ¢ = 1,...,5, reellwertige Funktionen, die in [0, ¢] x [0, 00) zweimal stetig dif-
ferenzierbar sind, moglicherweise mit Ausnahme der Geraden ¢ =7 und ¢ = —% + %‘]
(vgl. Satz 5.5, (5.10)) mit den Eigenschaften:

1. u;, 0 =1,...,4 16st die homogene Differentialgleichung, die inhomogene Bedingung
A; und die homogenen Bedingungen A;,j # 1,
2. us lost die inhomogene Differentialgleichung und die homogenen Bedingungen A; .

Dann ist

5
u= > wu; eine Losung der vorgelegten Aufgabe.
i=1

Beweis: Selbst ist die Frau (bzw. der Mann).
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§ 5 Elementares zur Wellengleichung
Gesucht ist ein u € C*(B), B C R?, mit
(5.1) Ut — a% Upy = 0.
Einfithrung neuer Koordinaten:
E=x—at, n=ux+at.

Es folgt aus u(x,y) = w(&,n):

Uy = wf£w+wn77m> ut:w§£t+wn77t
Upy = Wee fi + 2wy & My + Wy ng, wegen 1, = 0,
U = Wee & + 2wey e &+ Wy 07, wegen 7y = 0,
und somit
Uy — AUy = Wee (62 — a®¢,) +wy, (n? — a*n?) —4a2w§77 =0
=0 =0
oder

wgn =0.

Lemma 5.1
Sei B C R? offen.
Dann ist eine Funktion w € C?(B) genau dann eine Losung von

(52) Wey = O,
wenn sie sich darstellen 148t durch

(5.3) w(&,m) = wi(n) +ws(§), w; € C*(B).

Beweis: (5.3) = (5.2) klar!
(5.2) = (5.3) durch Integrieren (vgl. S.4).

Hieraus folgt sofort:

Satz 5.2
Die allgemeine Losung von (5.1) mit u € C?(B) ist

(5.4) u(z,t) = wi(x + at) + wa(x — at)

mit beliebigen C?-Funktionen wy,w; .
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Physikalische Interpretation des Satzes: Superposition zweier mit den Geschwindigkei-
ten +a bzw. —a laufender Wellenvorgiange (vgl. Ubungen oder Alonso/Finn: Fields
and Waves II).

Bemerkung: Die Behandlung der inhomogenen Differentialgleichung auf die gleiche Wei-
se tut nicht weh (vgl. §1, Beispiel 4).

Satz 5.3 (d’Alembert)
Die Anfangswertaufgabe

Upy = a’ug,, a€R, a#0, ueC?*R?
u(z,0) = (@), ¢el*R),
ut(?L’,O) = 77/)(1'), ¢ € Cl(R)

ist sachgemas.
Ihre Losung wird gegeben durch die

D’Alembert’sche Lésungsformel

z+at

u(z,t) = %(@(x +at) + p(z — at)) + % / (s) ds.

r—at

Beweis: Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet geméfl Satz 5.2

(5.5) u(z,t) = wi(x + at) + we(z — at).
Anpassung an die Anfangswerte:

(5.6) u(z,0) = wi(x) + wa(z) = (),
(5.7) u(x,0) = aw(z) — aw)(x) = P(x).

Integration von (5.7) liefert
1 x
(5.8) wy(x) — we(z) = . /w(s)ds +c xp,ceR
Zo

Losung von (5.6), (5.8):

w(z) = L)+ L [ (s)ds+ o),

zo

Einsetzen in (5.5):

z+at r—at

u(z,t) = %(ap(:p —at) + ¢z +at)) + % / Y(s)ds + ¢ — / P(s)ds — ¢

o zo
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x+at

(5.9) (o, 1) = %((p(x +at) + oz —at)) + % / W(s) ds

r—at

D’Alembert’sche Lésungsformel

Diese Losung ist eindeutig, denn angenommen es existieren 2 Losungen uq, us, so ist
ihre Differenz v = u; — us eine Losung der homogenen Aufgabe, deren allgemeine
Losung durch (5.4) gegeben wird. Die zwangslaufige Auflésung von (5.6), (5.8) liefert
geméf (5.9) : v =0 und damit u; = uy.

Die Losung héngt stetig von den Anfangswerten ab, wie der néchste Satz zeigt. |

Satz 5.4

Zu jedem Zeitintervall 0 < ¢ <ty (oder to <t < 0) und jedem ¢ > 0 gibt es ein
d = 0(g,ty) derart, dafl sich zwei Losungen w;(z,t), i = 1,2 der Anfangswertaufgabe
aus Satz 5.3 mit den Anfangswerten u;(z,0) = ¢;(z), Zui(z,0) =i(z), i=1,2
um weniger als € unterscheiden

lur(z,t) —us(z,t)] <e, 0<t<ty,

sofern lp1(x) — po(z)] <0 und |y (x) — ()| < 0.

Beweis: Ubungsaufgabe.

Bemerkungen

1) Dafl die Wellengleichung auch in die Vergangenheit l6sbar ist, oder genauer, daf
aus den Anfangswerten zum Zeitpunkt ¢ = 0 der Zustand der Vergangenheit
rekonstruiert werden kann, wird sich auch fiir groflere Raumdimensionen bestéti-
gen. Dieser Eigenschaft verdankt die Astronomie ihre Existenz.

2) Weitere Losungsmoglichkeiten fiir die AWA (und die ARWA) bietet die Fou-
riermethode (vgl. Ubungen), d.h. Trennung der Variablen durch Separationsan-
satz, Losen der separierten Probleme fiir die verschiedenen Separationskonstan-
ten. Annahme der Anfangs- (und/oder Randwerte) mittels Fourierentwicklung
der Anfangs- (und/oder Randwert-)Funktionen nach den Losungsfunktionen der
separierten Probleme.

3) Die d’Alembert’sche Losungsformel zeigt, dafl die Losung der AWA in einem
Punkt (z,t) bestimmt ist (vgl. dazu die folgende Abbildung) durch die Werte
im

Abhdngigkeitsgebiet des Punktes (z,y):  A(x,t) =[x — at,x + at]

Ist J =[a,b] C R ein Intervall, so definieren wir das
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Bestimmtheitsgebiet von J:  B(J) = {(z,t); A(z,t) C J},

in dem die Werte der Losung eindeutig bestimmt sind durch die Vorgabe der
Anfangswerte in J. Dieses Intervall beeinflusst die Losungswerte im

Einflufgebiet von J:  E(J)={(x,t); Alx,t)NJ # ¢}

Kausalitit bedeutet: Die Losung in (x,t) ,hat ihre Ursache“ ausschliefllich in
den Anfangswerten im Abhéngigkeitsgebiet.

—

(x.0)

C A(x,1) d

Bestimmtheitsgebiet Einflul3gebiet

E(J) und B(J) werden von den
Charakteristiken:  x+at = const.
berandet.

Wichtig: Sind beispielsweise ¢ und 1 nur stiickweise stetig differenzierbar (oder
stiickweise stetig), so ist u geméf (5.9) immer noch eine Funktion, welche die
Anfangswerte annimmt. u ist dann stiickweise stetig differenzierbar in Gebieten,
deren Rénder von Charakteristiken begrenzt werden, welche durch Unstetigkeits-
stellen von Funktionen oder Ableitungen der Anfangswertfunktionen auf der An-
fangsgeraden gehen, d.h. Singularitdten in den Anfangswerten pflanzen sich langs
den Charakteristiken fort.
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Die Losung der RWAn (ansatzweise)

Satz 5.5
Die 1. RWA
st = a*uz, a€R, a#0, ueC*]0,/ x][0,00)),
u(@,0) = o), e C*([0,4]),
w(x,0) = ¥(x), ¥ eCi[0,{]),
( t) = ,ul(t)a
( ’t) = :U’Q(t)> Hi € 02([(]’00))’

besitzt genau dann eine eindeutige Losung € C?([0,/4] x [0,00)), wenn in jedem
Randpunkt «;, (a3 =0, ag = {), folgende Vertraglichkeitsbedingungen erfiillt sind

1i(0) = ¢(ay) (Stetigkeit der Funktion u)
(5.10) 1i(0) = (o) (Stetigkeit von u;)
w!(0) = a®¢"(a;) (Erfiilltheit der Differentialgleichung).

Beweis : Die Richtung ,, Existenz der eindeutigen Losung = (5.10)“ ist klar. Die zweite
Richtung wird mit Hilfe des Superpositionsprinzips bewiesen. Grundidee ist dabei die
Zuriickfithrung der Randwertaufgabe auf eine Anfangswertaufgabe. Wir beweisen sie
zundchst fiir den

Spezialfall 1: ;; =0, i =1,2.

Es gelte (5.10). ® und W seien die ungeraden 2 /-periodischen Fortsetzungen von ¢
und . Dann wird die Losung u4 dieser neuen Anfangswertaufgabe wieder durch (5.9)
gegeben. Sie nimmt die inhomogenen Anfangswerte an und auf Grund der ungeraden
2( -periodischen Fortsetzung auch die homogenen Randwerte .

Beachte: Ist (5.10) nicht erfiillt, so hat u4 im allgemeinen Unstetigkeiten ldngs den
Charakteristiken, die durch die Punkte (n ¢,0), n ganzzahlig, gehen (vgl. dazu die
Bemerkung 4 nach Satz 5.4). Bei Annéherung der Losung und/oder ihrer Ableitungen
an die Charakteristiken existieren dann nur einseitige Grenzwerte. Dies wollen wir
(vorlduig) in Kauf nehmen.

¢ (x+21) —0(X) ¢ (x) ~ (-2 ¢ (x-21) X
21 w2 W () ¥ () | W (-2 ¥ (x-2)
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Bemerkung;:

1) Die RWA mit homogenen RWn wurde also auf eine AWA zuriickgefiihrt.

2) An der Losung 148t sich ablesen, dafl bei Schwingungen die Einfliisse vom Rand
her in der Mitte erst mit einer zeitlichen Verzégerung wirksam werden und, dafl
im Bestimmtheitsgebiet die Losung nur von den Anfangswerten abhéngig ist.

Zur Vorbereitung der allgemeinen RWA aus Satz 5.5 betrachten wir zunéchst den
Spezialfall 2: das

Problem der Halbgeraden

Upy = a’Uyy, x,t >0,

(5 11) U(.CL',O) = 90(3:)7 ()0 € 02[07 00)7
' ut(?L’,O) = 77/)(1'), (ONS 01[0,00),
uw(0,t) = u(t), p1 € C?[0,00).

Bemerkung:

Fiir die folgende Behandlung des Problems sind die Stetigkeits- und Differenzierbar-
keitsvoraussetzungen fiir die Anfangswertfunktionen in den Punkten (n ¢,0) (zunéchst)
unwichtig. Man erhélt dann eben Unstetigkeitsgeraden wie im vorigen Spezialfall, wenn
die Vertréglichkeitsbedingungen nicht erfiillt sind.

Losungsidee:

Zur Losung des Halbgeradenproblems iiberlagern wir der Losung u,4 aus Spezialfall 1
eine von links nach rechts laufende Welle u(x,t) = f(xz — at), f € C?, (sie ist eine
Losung der Differentialgleichung), die in = 0 die inhomogenen Randwerte annimmt
und fiir x > 0 die homogenen Anfangswerte.

Konstruktion von f:In x =0 soll gelten

a(0,t) = f(—at) = i (t) fir ¢t > 0.

Daraus folgt fiir f

und man erhalt

u(z,t) = flx —at) = (_x;at) = Iy <t— g), also

T T
: 1 = _ = ir t— =~ > 0.
(5.12) u(z,t) = <t a) fir ¢ = 0



38 § 5 ELEMENTARES ZUR WELLENGLEICHUNG

Fir ¢ — £ > 0 ist dies eine Losung der Differentialgleichung, welche fiir z = 0 den
Randwert p; annimmt. Definieren wir p;(¢) := 0 fir ¢t < 0, so ist (5.12), immer
abgesehen von den schon erwéhnten Unstetigkeitsgeraden, insbesonders =z = at, eine
Losung der Differentialgleichung, welche die homogenen AWe und den inhomogenen
RW gy annimmt.

Die Superposition uy = us+u (vgl. S.36 und (5.9)) ist eine Losung des Halbgeraden-
problems. Bezeichnen wir wieder mit ® und W die ungeraden Fortsetzungen von ¢
und 1 aus dem Halbgeradenproblem, so wird sie gegeben durch

(5.13)

r+at
p (t=5) + 2 (P(z+at) + P(z—at)) + 5= [ U(s)ds, t>2
Ung (33', t) = r+at et
5(P(r+at)+P(x —at)) + 5 [ ¥(s)ds, t <2
r—at

Behauptung: wg(z,t) ist genau dann auf der Geraden x — at = 0 zweimal stetig
differenzierbar, wenn (5.10) fiir 7 =1 gilt. Man muf} dann fiir = 0 die Grenzwerte
fiir t — 0 betrachten. (Beweis: Ubung).

Fiir die Behandlung der RWA seien ® und ¥ die ungeraden Fortsetzungen von ¢
und ¢ aus Satz 5.5. Setzt man diese Werte in uy ein, so gilt:
ug 16st die Differentialgleichung mit
inhomogenen AWn,
inhomogenen Randwerten in x =0
homogenen RWn in = ¢ fiir ¢t <

IS

Um homogene Randwerte in x = ¢ auch fiir ¢t > 5 zu erhalten, betrachten wir,als

Spezialfall 3: , die Aufgabe

Uy = Uy, O<ax<dt, 0<t,
u(z,0) = o(x), 0<x <Y,
(5.14) u(z, (), 0<x <Y,

0) =
uw(0,t) = pi(t), 0<t,
t) = 0, 0<t.

Sie wird durch uy fast gelost, d.h. bis auf die Randwerte in « = ¢ fiir ¢ > ﬁ Deshalb
subtrahieren wir von der Losung wuy eine von rechts nach links laufende Welle f,.(z +
at), die in = ¢ fir t > £ die Werte p; (t —£) annimm, (vgl. (5.12)) also

Fra) L (t-1) 2 pe—w (- 0)

a a a

und

(5.15) ﬁ@+mpqnc+f—%>

a a

Wegen fi1(s) =0 fiir s <0 (vgl. S. 38) gilt f,(z+at) =0 fiir t+2—2 <0.
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Die Uberlagerung u, = uy — f, :

(5.16) »
20 1 1
up(z,t) = <t - 2) — (t—i— g - ;) —|—§ (P(z + at) +®(x—at))+% / U(s) ds
r—at
erfiillt

1) die Differentialgleichung,

2) nimmt die inhomogenen AWe an,

3) erfiillt die homogenen RWe in = =/,

4) nimmt die inhomogenen RWe in x = 0 an, sofern ¢ < %Z

Fir ¢ > %‘] werden die inhomogenen Randwerte in x = 0 gestort durch f,.(at) =

i (t—2) vel. (5.15).

Wiederum kann die Stetigkeit und Differenzierbarkeit von w, , insbesondere auf den
Geraden = = —at + 2¢ und = = —at + (¢, verletzt sein, falls (5.10) fiir die Aufgabe
(5.14) in x = ¢ verletzt ist.

Fortsetzung der Prozedur: Analog zu (5.14) konstruiert man die Losung wu; der RWA,
bei der der linke Randwert (in z = 0) und die Anfangswerte homogen sind, der rechte
Randwert jedoch inhomogen ist (u;(¢,t) = us(t) ). Dabei sind Unstetigkeiten, u.a. auf
der Geraden = = —at + ¢ moglich.

Werden wu, und w; superponiert, und sind die Vertréglichkeitsbedingungen (5.10)
erfiillt, so kann man zeigen, daf§ sich die Unstetigkeiten wegheben im Bereich
0<zxz</ und O§t§—§+%€ und 0§t§§+2§. (warum nur dort?)

Man kann nun das gesamte Vorgehen ,ein Stockwerk hoher”, d.h. ,auf der Etage
t = %Z “ von neuem beginnen. Dazu behandelt man, analog zum bisherigen Vorgehen
mit g, und po aus Satz 5.5 die Aufgabe

Upy = a’Uyy, a€R, a#0, ueC*[0,0]x[% 00)),
U(.’L’ 21) = (Ur _'_ul)( 7%6)7 YIS [076]7
W) = 20w, +uw)2), zeld
w(0,t) = w(t), t>20/a,
u(l,t) = pe(t), t>20/a.

Die Vertraglichkeitsbedingungen sind durch die vorhergehende Konstruktion erfiillt.
Durch die Fortsetzung dieses Prozesses ist die Existenz der Losung der RWA nachge-
wiesen. So man will, kann man das auch analytisch hinschreiben (Tychonoff-Samarski
§ 2.5).

Die Anfangsrandwertaufgabe mit Vorgabe der Randwerte 2. Art (also Vorgabe der Ab-
leitungen w, auf dem Rand) kann man auf dhnliche Weise l6sen. Man mufl dazu ¢
und ¥ gerade 2/ -periodisch fortsetzen (vgl. dazu Tychonoff-Samarski).

Aus der Losungsdarstellung kann man wie in Satz 5.4 die stetige Abhéngigkeit von den
Ausgangsdaten nachweisen. Die Aufgabe aus Satz 5.5 ist sachgemaf, falls die Eindeu-
tigkeit der Losung gezeigt wird. Das geschieht mit der
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Energieintegralmethode

Satz 5.6
Die 1. RWA aus Satz 5.5 ist eindeutig losbar (dies gilt sogar fiir die inhomogene
Differentialgleichung).

Beweis: Seien u; und wuy Losungen der Aufgabe und v := u; — us, so geniigt v den
homogenen Anfangs- und Randwerten und der homogenen Differentialgleichung. Fiir
die homogene Differentialgleichung [k(z) uz], = p uy — f(x,t), vgl. (2.11), S.10, stellt
die Funktion

L

1
E@t) = 5 /(kz(w)ui(x, t)+pul(z,t)) dz, k=Elastisitatsmodul, p=lineare Dichte,
0

die Gesamtenergie zur Zeit dar (Energieintegral). Die der Differentialgleichung aus Satz
5.5 entsprechende Funktion lautet
¢
/ a v + vt
0

¢
E,(t) = / (a® VU + Vevy) d.
0

(5.17)

[\Dlr—t

Mit v = u; — uy bilden wir
d
dt

Partielle Integration des 1. Summanden

(5.18)

¢
a*0,04 dr = [aPv,v,]h — /vt(a%m)m dx
0

O\(\

liefert wegen v(0,t) =0 = v,(0,t), fiir © = ¢ entsprechend, durch Einsetzen in (5.18)

¢
/vtvtt avxxd:p—/vtvtt a*v,,] dr =0,
0

d.h. F, = const., also mit Hilfe der Anfangsbedlngungen

B, (t) = -

¢
1
5/ 2(z,0) + vi(x,0)] de = 0.
0

Da der Integrand von (5.17) nicht negativ ist, folgt v.(x,t) =0, wv(z,t) =0, und
hieraus v(x,t) = const. Wegen v(z,0) = 0 erhalten wir somit v(z,t) = 0, und das
ist die Eindeutigkeit.

Bemerkungen:
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1) E,(t) =0 besagt, dal die Energie derDifferenz zweier Schwingungszustéinde
konstant ist. Das ist nicht der Energiesatz, der besagen wiirde, daf3 die Energie
eines Schwingungszustandes konstant bleibt.

2) Die Eindeutigkeit der 2. RWA 1483t sich ebenso beweisen, und mit einigen Abénde-
rungen auch die der 3. RWA.

Bemerkung zu Satz 5.5

1) Auch andere Losungsbegriffe sind denkbar, z.B. : u € C?* in Teilgebieten, die
durch Charakteristiken begrenzt werden, welche durch ,,Singulére Stellen“ der

AWe und RWe gelegt werden.

2) Bei der Konstruktion der Losung der 2. Randwertaufgabe (u, auf dem Rand
vorgegeben) kann man analog vorgehen, indem man die Anfangswertfunktionen
gerade 2/¢-periodisch forsetzt.

3) Die RWA mit homogenen Randwerten und inhomogener Differentialgleichung
kann man mit der Fouriermethode behandeln. (vgl. Ubungen).

4) Mit dem Superpositionsprinzip kann man dann feststellen: Die 1. und die 2. RWA
der 1-dimensionalen Wellengleichung sind sachgemés.

5) Die Losung der allgemeinen hyperbolischen RWAn (z.B. 3. RWA, nicht konstante
Koeffizienten) ist schwieriger.
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§ 6 Elementares zur Potentialgleichung
(ohne Gauf)

Definition 6.1
Sei B C R" offen. Dann heiBt uq € C*(B) harmonisch bzw. subharmonisch, super-

harmonisch, wenn gilt
—Au=0 bzw. <0, >0.

Das Maximumprinzip

ist unmittelbar einleuchtend, wenn man an das Randwertproblem der stationdren
Wirmestromung denkt und Quellen und Senken ausschliefit: Am Rand (dort wo geheizt
oder /und gekiihlt wird) ist die Temperatur am hochsten und am niedrigsten. Genauer
genommen miifite es eigentlich Randmaximumminimumprinzip heiffen, wie aus dem
Inhalt hervorgeht.

Satz 6.2 schwaches Maximumprinzip

Sei u € C*B) N C(B) sub-, bzw., superharmonisch in B C R", B offen und
beschrénkt.

Dann existiert ein @y € 0B mit

u(xo) = maxu(x) bzw. = minu(x).
xzeB xz€B

Dieser Satz liefert die Erklarung fiir die Bezeichnung sub- und super in Definiton 6.1,
nédmlich: unter oder iiber den Randwerten liegend.

Fiir harmonische Funktionen ist der Satz ein ,, Maximum-Minimum-Satz“. Satz 6.2 wird
als schwaches Maximumsprinzip bezeichnet, schwach insofern als nur ausgesagt wird,
daB das Maximum (oder Minimum) auch am Rand angenommen wird. Wir werden
spater ein starkes Maximumprinzip beweisen, welches besagt, das die Extremalwerte
nur auf dem Rand angenommen werden, sofern die Funktion nicht konstant ist.

Beweis (Satz 6.2) indirekt (fiir den subharmonischen Fall):
Da B und 0B kompakt sind, existieren maxu(x) und max u(x).

xcEB x€dB
Annahme: es existiere ein £ € B mit
(6.1) u(Z) = maxu(x) > max u(x).
xeEB x€edB

Fiir die Hilfsfunktion

v.(x) = u(x) + |z — &> fiir ein £ > 0,
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gilt
(6.2) Av. = Au,+¢2n,>0 in B.
>0 >0

Es gilt Ve >0
0e(®) = u(@) +e |z — 2> maxu(x)
© - xc0B '
=0

. . =2
= dgr>0: vao(m)>iré%§(u(m)+5o |l —z|° ) ;ne%évao(m).

beschrankt

Daraus folgt, daf} v., sein Maximum in B annimmt, z.B.in ¢ € B.
Notwendig dafiir ist

3 v, () ,
gradv., (¢) =0, T;;?SO, i=1,...,n.
Hieraus folgt Av.,(Z) <0, im Widerspruch zu 6.2. |

Folgerung 6.3
Sei B C R" offen und beschrinkt. Dann ist die 1. RWA der Poissongleichung

Zu f € C(0B), g€ C(B) wird gesucht ein v € C?(B)NC(B) mit

Au(z) = g(x) firalle x € B, Poissongleichung
u(le) = f(x) firalle x € 0B,

— wenn iiberhaupt — eindeutig losbar.

Beweis:
Seien uq, us Losungen, so erfiillt v = u; —uy die Voraussetzungen von Satz 6.2, ni_mmt
also Max und Min auf 9B an. Wegen v =0 auf 0B folgt v=u; —u; =0 in B. B

Folgerung 6.4
(stetige Abhéngigkeit von den Randwerten)
Seien f; € C(0B), i = 1,2, B C R", offen und beschriankt, und w; die Losungen

von
Au; = g(x) in B,

u; = f; aufl 0B.

Dann gilt
w1 — uslloo.s < || f1 — follo.0B-

(beachte: ||v]|co,5 :=sup |v(zx)| ist eine Norm).
xzeB
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Beweis:
Mit v =uy —uz, Av =0, v|gg = f1 — fo = f, folgt aus Satz 6.2

i < < fiir all B.
ar}relllarllgf(w) < wv(x) _;ne%gf(w) tr alle x €

Wegen || fll«.08 = max{gé%fé f(x), —arcrel})% f(x)} folgt hieraus |v| < ||f|lcc.08- [ |

Die Losung des Dirichlet-Problems fiir den Kreis

Dirichlet-Problem:
Au = 0 in B={(z,y) € R% 2?+y* < R?},
u(z,y) = f(z,y) fir 2% +y*>= R? fstetigauf OB.
Beachte:

Ist dies Problem gel6st, so bedeutet das, zusammen mit den Folgerungen 6.3 und 6.4,
die SachgeméiBheit des Dirichlet-Problems im R? (zumindest auf dem Kreis).

Wir formulieren das Problem auf Polarkoordinaten um:

Problem (D)

Zu B={(r,¢); r€[0,R), ¢ €[0,2r)}  wird gesucht ein u € C?(B)NC(B) mit:
0%u st fir |o| <2 stetig fortsetzbar auf [0, R) x [0,27] derart, daB
0%u(0, ) = 0*u(0,0), |a] <2, @ e0,2n] (Stetigkeit im Kreismittelpunkt),
0%u(r,0) = 0%u(r,2m), |a] <2, re€(0,R) (Stetigkeit im Kreis),

und

0*u 10u 1 d%u 3} :
(63) w("ﬂa ()0) + ;%(Ta ()0) + ﬁa—(pg(ra 90> =0 fir (7", 90> < [07 R) X [07 27T] mit

u(R, ) = f(p), p €10,2x], f € C[0,27r] mit f(0) = f(2r) (stetige RWe).

Bemerkung: Die transformierten Funktionen u bzw. f miifiten eigentlich mit neuen
Buchstaben, etwa @ bzw. f, bezeichnet werden. Die obige Schlamperei hat sich je-
doch an vielen Stellen der Literatur eingebiirgert.

Ubung: Man zeige, daf die linke Seite von Gleichung (6.3) die Darstellung des 2-
dimensionalen Laplace-Operators in Polarkoordinaten ist.

Der Separationsansatz u(r, p) = a(r)5(p) fihrt geméB ((6.3)) auf
1 1
"B+ -+ <af" = 0 bzw.
T r

2 1 /!
O:ET) (o/’—k;o/) _ _% = )\ = const.
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Man erhélt
(6.4) B"(0) + AB(p) =0, B(0) = B(2m),
(6.5) r2a”(r) +rd/(r) — Aa(r) =0, 7€ (0,R), a € C?*0,R).

Wegen der Randbedingung folgt aus (6.4)

. cosny ) o
(66 o) ={ Gt A= =01

und die Differentialgleichung (6.5) wird gelost durch
(6.7) ap(r) =1, n=0,1,2,3,...

Die 2. Losung r~"  scheidet aus wegen o ¢ C?[0, R).
Die Funktionen 7" cosng und 7r"sinng losen (6.3) und liegen im zuldssigen Funk-
tionenraum. Deshalb machen wir den Losungsansatz (Superposition )

(6.8) u(r, @) = Z r"(a, cosny + b, sinny), a,,b, € R.
n=0

Problem: Konvergenz u. gliederweise Differentiation.

Die Randbedingungen erfordern

(6.9) u(R,p) = Z R"(a,, cosny + b, sinny) = flg), ¢ €][0,2n].
n=0

Wenn wir f € C[0, 27| voraussetzen, besitzt f in [0, 27] eine gleichmiiBig konvergente
Fourierentwicklung

(6.10) ﬂw=%+;@mmwwmmm
und es gilt
(6.11) Z (lawn| + |Bn]) < 00.  (gleichméBige Konvergenz)

Ein Vergleich von (6.9) und (6.10) ergibt

Satz 6.5

Sei f € C'0,27] und (6.10) seine Fourierreihe, dann ist

(6.12) u(r,p) = 204 i <£>n (a, cosnp + [, sinny)
’ 2 R

Loésung von (D).
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Beweis:

Die gleichméfiige Konvergenz in [0, R] x [0,27] folgt aus (6.11). Differenziert man
(6.12) gliedweise p;-mal nach r und ps-mal nach ¢, so entsteht eine Reihe mit der
Majorante

o> w e () lanl 18,
n=pi

welche fiir z < ¢ <1 gleichmiBig konvergiert (Quotientenkriterium). |
Dies legt den Verdacht nahe: Eine harmonische Funktion ist oo oft differenzierbar.

Dieser Verdacht bestétigt sich tatséchlich, wie — in etwas eingeschréankter Weise — durch
die beiden folgenden Satze bewiesen wird.

Anleihen aus der Funktionentheorie fiir n = 2

Satz 6.6
Sei B C R? offen und f: B — C differenzierbar (analytisch, holomorph),

flz,y) =u(z,y) +w(z,y), also u=Rf und v=Sf.

Dann sind « und v harmonisch in B.

Beweis:
Er folgt aus den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen
0 0 0 0
(6.13) g
oxr 0Oy 0Oy ox
und weil jedes komplexwertige, differenzierbare f unendlich oft differenzierbar ist.
Beachte: (6.13) ist notwendig und hinreichend fiir die Regularitit von f. |

Beispiele harmonischer Funktionen. (Anleihen aus der Funktionentheorie)
Fir z = x + iy erhalten wir aus Satz 6.6

f(2) harm.Fkt.
- - f(2) harm.Fkt.
2" | r"sinng (Polarkoord.)
z x
e? e*siny, e*cos
2 v =y y ’ ’
Innz ¢ (Polarkoord.)
2| xd = 3ay?, P — 32y

Hinweis: Die Kenntnis spezieller Losungen von Awu = 0 liefert eine Moglichkeit zur
naherungsweisen Losung eines Dirichlet-Problems Awu =0 in B, u= f auf 0B:
Approximiere f auf OB durch eine geeignete Linearkombination spezieller Losungen
von Awu = 0. Daraus erhélt man mit Folgerung 6.3 eine Naherungslosung des Dirich-
letproblems samt Fehlerabschitzung.
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Unser Verdacht ist bewiesen, falls die Umkehrung von Satz 6.6 gilt.

Satz 6.7
Sei B C R? einfach zusammenhingend und u in B harmonisch.
Dann existiert eine (zu u konjugierte) harmonische Funktion v mit:

flz,y) =u(z,y) +iv(z,y)

ist in B analytisch.

Bedeutung: Ist « harmonisch, so kann eine weitere harmonische Funktion v so kon-
struiert werden, daf§ w4 iv eine differenzierbare, komplexwertige Funktion ist, die aus
C* ist, was u € C'° zur Folge hat.

Beweis:
Es geniigt die Existenz eines v € C?(B) zu zeigen, das die Riemannschen Differential-
gleichungen (6.13) erfiillt, also

(6.14) gradv := ( Z > = ( _Zi ) = ( g; ) .

Die notwendige Bedingung fiir v € C?: v,, = vy, ist erfiillt, wegen

0 0

Upy — Uyg = %_% = Uy — Uy, = —Au = 0.
Diese Bedingung ist auch hinreichend, denn betrachtet man das Vektorfeld
0 = (vg, vy, 0:)" = (g1,92,0)7 mit v, = 0, so rechnet man mit v,, = v,, nach, dafl
rotv =0.
Nach Satz 3.7 besitzt ¢ ein Potential ¢(x,y,2), d.h. eine Funktion mit den Eigen-
schaften: o, (z,y,2) = v, @y(x,y,2) = v, ©.(x,y,2) =v,. Setze v = .
Die Anwendung der Satze verlangt B konvex , aber das kann auf B einfach zusam-
menhdngend erweitert werden. |
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Eine rotationssymmetrische L6sung der Potentialgleichung

Motivation:

Sei u eine harmonische Funktion € B C R”. Laut Definition 3.3 ist u ein Potenti-
al des Vektorfeldes (Krifte-, Geschwindigkeits- Feld) v = gradu. Nun ist einerseits
divev = divgradu = Au = 0, andererseits gibt es spezielle, rotationssymmetrische
Potentiale, zum Beispiel das durch eine Masse m im Nullpunkt des R? erzeugte Gra-
vitationspotential

(6.15) u(x) = ’y@, r = |z|, ~ = Gravitationskonstante.
r

Durch Nachrechnen folgt

gradu = —7@3:3,
r
und daraus
divgradu = Au = 0.

Deshalb liegt die Frage nahe, ob Au = 0 immer auch rotationssymmetrische Losungen
besitzt.

Mit dem Ansatz

folgt
au / xz aQu /! x? (’0/(7“) / x?
oz, @()?, 8—9512 ()T_Q"‘ . —90(7")57
und damit

-1
Au=¢'(r) + ——(r)  (vel (6.3)).
Au=0 liefert ¢'(r)=Cr'™ Ce€R und mit einem D € R

2—n

.
D+C—, 2,
(6.16) o(r) = oy "7

D+ Clnr, n=2.
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§ 7 Elementares zur Wirmeleitungsgleichung

Das Maximumprinzip

besagt: Wenn die Temperatur auf dem Rand eines Korpers und im Anfangsmoment
auch im Inneren des Korpers einen Wert T nicht iibersteigt (nicht unter einem Wert T
liegt), so kann zu keiner Zeit im Innern des Korpers eine Temperatur erreicht werden,
die iiber (unter) T liegt, sofern keine Temperaturquellen oder -Senken vorhanden sind.

Satz 7.1 Maximumprinzip
Sei G =B x (0,T), B CR" offen und beschriinkt;
ue C2(B x (0,T)) N C(B x [0,T)), T >0, erfille

(7.1) u —a*Au< bzw. >0 a€R, (x,t)€G.

Dann nimmt v Maximum bzw. Minimum auf dem parabolischen Rand dG an.

G = B x {0} UdB x [0,T]

Beweis: (indirekt fiirs Maximum, fiirs Minimum wendet man die Schliisse auf u; = —u
an).

Annahme: Es existiere ein (X,t) € B x (0,7] mit

u(X,t) = max u(x,t) =M +¢e, wobei
(72) (x,t)eG
M = maxu(x,t) und > 0.
el

Behauptung: Aus der Annahme folgt: Die Hilfsfunktion
(7.3) v(x,t) =u(x,t)+k(t—1t), k>0 geeignet,

nimmt ihr Maximum in einem Punkt (%,f) € B x (0,7] an (vgl. den Beweis fiir die
Potentialgleichung).

Ist die Behauptung bewiesen, so gilt in (%,¢) (beachte zur ersten der folgenden beiden
Ungleichungen: ¢ =T ist moglich)

Ut<§<7 f) > 07

also
0<v,—a’Ayv=u —k—a*A,u<0 wegen k>0 und (7.1).

und somit ein Widerspruch.
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Beweis der Behauptung: Aus (7.2), (7.3) folgt v|3o < M + kT und

(7.4) v(X, 1) =u(x,t) =M +e.

Wéhlt man k < 55, soist v|5, < M + 5 und aus (7.4) folgt, dal v sein Maximum in
einem Punkt (%,7) € B x (0,7] annimmt. |
Folgerungen:

Satz 7.2  Eindeutigkeit
Unter der Voraussetzung von Satz 7.1 gilt:
Die 1. RWA der Wérmeleitungsgleichung

u = auge +9g(x,t) x€B, t>0,
u(x,0) = p(x), X € B,
uw(0B,t) = p(0B,t), t>0,

ist, wenn iiberhaupt, eindeutig lésbar.

Beweis: vgl. Folgerung 6.3.

Bemerkung: Ist n = 1, so miissen die Randwerte am linken und am rechten Rand
gesondert vorgegeben werden.

Satz 7.3 Monotonie
Unter den Voraussetzungen von Satz 7.1 gilt:
Wenn 2 Losungen wuy, us der Warmeleitungsgleichung den Bedingungen

u(x,0) < wuy(x,0), x€ B,
Ul(aB,t) S Ug(aB,t), OStST,

geniigen, so gilt

ui(x,t) < ug(x,t) fiir alle (x,t) € B x [0, 7).

Beweis: mit Satz 7.1.

Bemerkung: Dieser Satz eroffnet die Moglichkeit Schranken fiir die Losung zu kon-
struieren und dies sogar in dem Fall, dal u; und wy nur je eine der Ungleichungen
(7.1) erfillen.

Satz 7.4
Die Losungen der 1. RWA der Wérmeleitungsgleichung héngen stetig von den Rand-
und Anfangswertenwerten ab.




Beweis wie bei Folgerung 6.4.
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Satz 7.5

genen Randbedingungen

w = augy, 0<z<dl, t>0,
u(z,0) = @(x), ©(0) =) =0,
u(0,t) = 0,

u(l,t) = 0,

kann durch Separationsansatz gefunden werden.

@ € C0,4],

Die Losung der RWA fiir die homogene Differentialgleichung ((z,t) € R?) mit homo-

Beweis: Ubungsaufgabe.
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§ 8 Partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

Wir behandeln hier, im Rahmen zweier Beispiele, nur elementare Vorgehensweisen. Die
Eigenheiten dieser Beispiele werden wir im néchsten Paragraphen in etwas allgemeine-
rem Rahmen nochmals aufgreifen.

Beispiel 1:

Gesucht ist ein v € C'(R?) mit

(8.1) Uy + 220, =Y,
(8.2) u(0,y) =1+y>

Anschauliche Holzhammermethode:
Die linke Seite von (8.1) sieht aus wie die Ableitung einer Funktion w(z,y(x)) langs

einer Kurve y = y(x) nach z:

d d d
(8.3) %u(x, y(x)) = u, + uyd—i mit % =

Die zweite dieser Gleichungen ist gleichwertig mit

2z, (vgl. (8.1))

(8.4) y=1*+c;, c €R.

Mit diesem Ergebnis kann man (8.1) auffassen als die Forderung

d
—ule,y(@) —y=a* + i

Hieraus erhilt man durch Integrieren lings der Kurve y = 22 + ¢; :

1
(8.5) u(z,y(x)) = §x3 +cx+c, R

Offensichtlich erfiillt (8.5) lings jeder Kurve (8.4) die Differentialgleichung (8.1).

Frage: Kann man nicht die gesamte Losung der Differentialgleichung aufbauen, indem
man lings den Kurven (8.4), welche durch geeignetes c¢; festgelegt werden miissen, die
Werte fiir ¢o in (8.5) so vorschreibt, daff (8.2) erfiillt wird?

Das geht tatsédchlich: Wir nehmen einen beliebigen Punkt (zg,yo) und fragen zunéchst
auf welcher der Parabeln (8.4) er liegt (Bestimmung von ¢;!). Dann folgt aus (8.5), da8
u ldngs der ganzen Parabel bestimmt ist, falls sein Wert in einem Punkt vorgeschrieben
wird (Bestimmung von ¢;!). Dazu dient dann die Anfangsbedingung (8.2).

Wichtig: Die Kurve = 0, auf der die AWe vorgegeben sind, darf
jede der Parabeln aus (8.4) nur genau einmal schneiden,
denn ¢, kann nur einmal festgelegt werden.
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Der Punkt (xg,10) € R? liegt auf der Parabel

(8.6) y ="+ (yo — 7).

Thr Schnittpunkt mit der y-Achse ist § = yo — 22 =: ¢;, und dort gilt nach (8.2)
w(0,9) =1+ (yo — 75)* = ca.

Damit steht der Wert der Losung w der Aufgabe (8.1), (8.2) auf allen Punkten der

Parabel (8.6) fest:

u(w,y) = 5o + (o — ade + {1+ (o -2’} (vel. (85)

3
Nun liegt insbesondere der beliebige Punkt (zg,yo) selbst auf der Parabel, und die
Losung der AWA in diesem Punkt wird gegeben durch

1

(8.7) uw(zo, yo) = gxg + (yo — x5) 7o + {1+ (yo — 25)°}.

Da xg, 1o beliebig war, ersetzen wir xg,yo wieder durch z,y und erhalten aus (8.7)

2
(8.8) u(z,y) = 2* — §x3 — 2%y +wy +y? + L.
Wie man sich nochmals durch Nachrechnen iiberzeugen kann, ist dies tatséichlich die
eindeutige Losung unserer Aufgabe.

Wird die Anfangsbedingung (8.2) eingeschrankt auf z.B.: 1 <y < 2, so wird durch
(8.8) die Losung nur festgelegt fiir alle Punkte, die zwischen den Parabeln (8.4) durch
die Punkte (0,1) und (0,2) liegen.

y

o
o

Die Kurven y = 22 + ¢; grenzen also die Bestimmtheitsgebiete ab. Diese Eigenschaft
ist schon von der Wellengleichung her bekannt (Charakteristiken).

Die Werte lings der anderen Parabeln sind dann weitestgehend (d.h. u € C'(R?)) frei
wahlbar. Das Bestimmtheitsgebiet des Anfangswertstiicks = =0, 1 <y <2  wird
begrenzt durch die Parabeln (8.4), welche durch die Randpunkte dieser Strecke gehen.

Wichtig fiir die Anwendung: Die Gerade ,, x = 0%, auf der die AWe vorgegeben
sind, darf die Charakteristiken nur treffen, und zwar auch nur einmal.
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Beispiel 2:

(8.9) zu, +yu, =1+1y*, ue C'(R?),

(8.10) u(z,1) =z + 1.
legt eine leichte Modifikation der Technik aus Beispiel 1 nahe.

Mittels Division durch x oder y konnte man (8.9) auf den Fall (8.1) zuriickfiihren,
erhielte dann aber eine Singularitdt in x = 0 oder y = 0. Das umgehen wir, indem
wir nicht z als Kurvenparameter benutzen wie in (8.3), sondern einen neuen Kur-
venparameter ¢ einfiihren und die (8.4) entsprechenden Kurven in Parametergestalt
darstellen: = = z(t), y = y(t).

Dann betrachten wir wieder die linke Seite von (8.9) als Ableitung der Funktion u langs
dieser Kurve und erhalten (Kettenregel!)

du dx dy

(8.11) pn :uxﬁjtuya = TUy + YUy.
Der Vergleich mit (8.9) liefert
dx dy

12 - 25
(8 ) dt x) dt Y
und

du

8.13 — =1+~
(8.13) pria

Die Gleichungen (8.12), (8.13) heien charakteristische Gleichungen,ihre Losungen im
(x,y,u)-Raum heien Charakteristiken der Differentialgleichung (8.9), ihre Projektio-
nen auf die xy-Ebene, beschrieben durch die Gleichungen (8.12), heilen charakteristi-
sche Grundkurven (oder auch Charakteristiken, die Bezeichnung ist nicht einheitlich).

Wir erkennen: Ist w = u(z,y) eine Losung der Differentialgleichung (8.9), so erfiillt
sie die Differentialgleichung insbesondere ldngs den charakteristischen Grundkurven
(8.12), d.h. es gilt (8.13). Das bedeutet: Die Losung u der Differentialgleichung (8.9)
langs (8.12) ist also eine Charakteristik und andererseits: Hat man eine Charakteri-
stik, d.h. eine Losung von (8.12), (8.13), die nur einen Punkt mit einer Losung von
(8.9) gemeinsam hat, so liegt die gesamte Charateristik auf der Losungsflache, weil
auf der ganzen Charakteristik geméf (8.11) und (8.13) die Differentialgleichung (8.9)
erfiillt ist, und die Losung des linearen Systems (8.12), (8.13) eindeutig ist. (Die Losung
gewohnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung ist durch einen Anfangswert eindeutig
festgelegt.)

Deshalb versuchen wir, wie schon im vorigen Beispiel, die Losung unserer AWA aus
Charakteristiken aufzubauen.
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Die Losung der Gleichungen (8.12), (8.13) lautet
1
(8.14) r=ce, y=cee!, u=t+ 5 e+, g eR, i=1,23.

Durch die Willkiirlichkeit der Parametrisierung der Charakteristiken, haben wir einen
zusétzlichen Parameter erhalten. Wir wéhlen die Parametrisierung so, dafl ¢ = 0 den
Punkt der Anfangsgeraden y = 1 kennzeichnet. (Eine andere Parametrisierung bedeu-
tet nur andere Konstanten ¢;.) Dadurch folgt aus (8.14):¢o =1, also

1
(8.15) r=ce, y=eé, u:t+562t+03.

Man kann nun (8.10) direkt auswerten oder ¢ eliminieren. Letzteres liefert

1
(8.16) x =y, u:lny—|—§y2—|—03,

und man kann weiterverfahren wie im vorigen Beispiel.

Fazit: Die vorgefiihrte Technik funktioniert fast immer, auch fiir quasilineare Differen-

tialgleichungen

Zai(:p,u)umi =c(z,u), xeR"

i=1
unter Bedingungen an die Funktionen a; und ¢, welche die Integration des charakte-
ristischen Differentialgleichungssystems

dx; d
dﬁ:ai(x,u), d—?::c(x,u), i=1,...,n,

(8.17)
erlauben.

Die Losung der PDGLn 1. Ordnung ist damit zuriickgefiithrt auf die Losung eines
Systems gewohnlicher Differentialgleichungen.

Probleme:

1) Die Integration von (8.17): Sie ist nur dann relativ unproblematisch, falls die a;
und c¢ nicht von u abhéngen.

2) Wenn die Anfangskurve selbst eine charakteristische Grundkurve ist, kann man
auf ihr keine Anfangswerte vorschreiben (das geht hochstens in einem Punkt, vgl.
die Beispiele). Die Losung wird nur eindeutig festgelegt, wenn die Anfangskurve
so beschaffen ist, dafl sie die Charakteristiken nur trifft.

Wir kommen auf die Gesamtproblematik im néchsten Paragraphen nochmal zuriick.



Kapitel 111

Klassifizierung partieller
Differentialgleichungen,

Charakteristische
Mannigfaltigkeiten

(vgl. John: Chap. 3)

§ 9 Kriterien der Klassifizierung

Zur Motivation untersuchen wir die Frage: Inwieweit konnen Ergebnisse, die von den
gewoOhnlichen Differentialgleichungen her bekannt sind, verallgemeinert werden?

Fragestellung:
Wann hat eine Anfangswertaufgabe fiir eine gewohnliche Differentialgleichung eine (ein-
deutige) Losung?

Man erinnere sich:

Fiir die Anfangswertaufgabe n-ter Ordnung:

Lu(z) =Y a;(z)uD(z) = f(x), a,fe€CR), i=0,...,n,
U(Z)(:Eo) = Qj, OéZGR, iZO,l,...,n—l,

ist bekannt:

o6
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Fall I:  ap(xo) #0

Dann 148t sich W;T(fo) mit Hilfe der Anfangswerte und der Differential-

gleichung eindeutig bestimmen, und es existiert lokal eine Losung. Der
Differentialoperator ist durch die Anfangswerte und die Differentialglei-
chung eindeutig bestimmt.

Fall IT:  ap(xo) = 0.

Dann unterscheiden wir zwei Unterfalle:

n—1
Fall Ila: > a;(zo)u®(z0) = f(x0).
i=0
Dann ist Lu(zg) durch die Anfangsdaten vollstiandig festgelegt, und
dn;T(ffo) ist unbestimmt, d.h. falls eine Losung existiert, braucht sie nicht

eindeutig zu sein.

n—1

Fall ITb: " a;(zo)u (20) # f(z0).
=0
Dann kann keine Losung existieren.

Wie sieht die Verallgemeinerung der Fragestellung aus?

Gegeben sei eine partielle Differentialgleichung der Ordnung p im R™. Auf einer

(n — 1)-dimensionalen Flache werden Anfangswerte, d.h. Funktionswerte und Ablei-
tungen bis zur (p — 1)-ten Ordnung einschliefllich (widerspruchsfrei) vorgegeben.
Wann konnen dann die Ableitungen p-ter Ordnung berechnet werden? Um diese Fra-
gestellung préziser zu fassen, erkldren wir:

Definition 9.1

Eine Teilmenge ® C R" heifit C* -Mannigfaltigkeit (Hyperfliche der Klasse C*),
wenn gilt:

Zu jedem T € P existieren eine offene Umgebung U C R™ und darauf eine reellwer-
tige Funktion » € C*(U), soda8

dNU={xecU; p(x) =0} und gradp #0 auf ®NU.

Damit formulieren wir unsere

Fragestellung (F):

Gegeben seien:

ein Bereich B C R", darin eine Differentialgleichung der Ordnung p mit in B stetigen
Funktionen ay, f :

(9.1) Lu=Y adu=f k=(k, . k)eNy, [k=> k,
=1

|k|<p
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und eine C*-Mannigfaltigkeit ® C B,. Auf ® sind die Funktionswerte von « und
alle Ableitungen bis zur Ordnung (p — 1) einschlieBlich vorgegeben (Cauchy-Daten).
Wann lassen sich aus diesen Angaben alle Ableitungen der Ordnung p auf ® bestim-
men?

Zunéchst einige

Bezeichnungen:

1) Wenn die a; und f von u und (oder) seinen Ableitungen bis zur (p — 1)-ten
Ordnung abhéngen, heifit die Differentialgleichung (9.1) quasilinear und L ein
quasilinearer Differentialoperator.

2) Héngen die a; nur von x ab, so heifit der Differentialoperator L linear und
die Differentialgleichung (9.1) fast linear ( f darf noch von 0*u, |k| < p—1,
abhéngen).

3) Sind alle a; und f nur von x abhéngig, so heifit die Differentialgleichung linear.

Um unsere Frage besser in Griff zu bekommen, fithren wir lokal (in der Umgebung
U eines Punktes & der Mannigfaltigkeit) neue Koordinaten ¢, ein (u(x)=w(t)) der-
art, dafl die Mannigfaltigkeit ® zu einer Koordinatenhyperebene wird, in der alle
Ableitungen in Richtung der neuen Koordinatenachsen bis auf eine — ¢, — zu inneren
Ableitungen werden, d.h. ist w € C*(B), so folgt aus der Vorgabe der Funktionswerte
von w auf ® die Berechenbarkeit aller Ableitungen 9*w,|k| < (p —1),k, =0 in U.
Die Vorgabe der Cauchy-Daten fiir v auf ® ist dann gleichwertig mit der Vorgabe
von w und seinen Ableitungen bis zur Ordnung p — 1 auf ® und einer aus ® her-
auszeigenden Richtung mn , welche durch die Koordinate ¢, beschrieben wird (duflere
Ableitungen).

Damit sind auch alle gemischten Ableitungen bis zur Ordnung p — 1 bekannt, und die

Frage aus (F) reduziert sich auf die Frage nach Berechenbarkeit von %%” .

Praktische Durchfiihrung

9,
Sei & € ® und grade(x) # 0, z.B. 8;0

lokal, d.h. in einer Umgebung des Punktes &, neue Koordinaten ein durch

# 0 (vgl. Definition 9.1). Dann fithren wir

t, = x4, qg=1,....n, q#v, ~
(9.2) v & t=3(x).
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Dann gilt fiir die Funktionaldeterminante

1 0
0 1 0
T ata 7tn
|J(I.(w)|:a(1—>: A [ 1)
(T1,...,2p) 0 1 0
0 1

d.h. wir haben eine umkehrbar eindeutige Koordinatentransformation. Damit wird die
Mannigfaltigkeit & lokal durch ¢, = 0 beschrieben. Sind die Cauchy-Daten fiir u auf
¢ vorgegeben, so lassen sich vermittels wu(x) =w(t) (vgl (9.2)) alle Ableitungen
OFw fiir |k| <p—1 berechnen. Beispielsweise erhalten wir mit dem Umkehrsatz

JoH(t) = (J@(z)) " = M, t=>®(x) firzced
At1,...,tn)
die Ableitungen 1. Ordnung geméfl
ot N i—1 al’l 8tu

Die Frage aus (F) reduziert sich damit auf die

P

oth

Frage: Kann man aus den Anfangsdaten und der Differentialgleichung (9.1)

berechnen?

Wir transformieren die Differentialgleichung (9.1) geméf (9.2) und erhalten
(9.3)
~ B oOPw , ~
Lu(:zcl, e ,ZL‘n) = Lw(tl, e >tn) = a(o’...voypy()’m,())a? + L w(tl, e 7tn) = f(tl, e ,tn)

L'w(ty, ..., t,) enthélt bzgl. ¢, nur Ableitungen der maximalen Ordnung p — 1.

Definition 9.2
Fiir den Differentialoperator L aus Gleichung (9.3) erklaren wir

1) Kann der Differentialoperator L im Punkt & € & aus den Anfangsdaten al-
lein berechnet werden, so heifit L innerer Differentialoperator in & bzgl. der
Mannigfaltigkeit ® .

2) Die Mannigfaltigkeit ® heifit dann charakteristisch fir L in .

3) Ist @ in jedem Punkt charakteristisch, so heiit sie charakteristische Mannig-
faltigkeit bzgl. L.
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Mit diesen Begriffen gilt offensichtlich der

Satz 9.3
Folgende Aussagen sind dquivalent in & € &

1) L ist ein innerer Differentialoperator in & bzgl. & .

2) @ ist charakteristisch fiir L in @

oPw

otl)

3) Im Koordinatensystem (t1,...,t,) verschwindet der Koeflizient von im

Punkt t = t(z).

Bemerkung: Der Fall 3) des Satzes macht die Verbindung zu Fall 11, Seite 57 bei
gewoOhnlichen Differentialgleichungen deutlich. Dies kommt auch im folgenden Satz
zum Audruck. Sein Beweis folgt unmittelbar aus der obigen Herleitung.

Satz 9.4

Alle Ableitungen 9*u, |k| < p sind in £ genau dann eindeutig durch die Cauchy-
Daten und die Differentialgleichung Lu = f festgelegt, wenn ® in & fiir L nicht
charakteristisch ist.
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§ 10 Partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

Wir betrachten zunachst

lineare, inhomogene, partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

n

(10.1) Lu(x) = Zal(a})uz(w) =a(x), xeR", Za? # 0,

i=1

fir welche die Anfangswerte auf einer C'-Mannigfaltigkeit ® vorgeschrieben werden
sollen und fragen, welche Bedingungen & erfiillen muf}, damit die Aufgabe eine Losung
haben kann. Geméafl Satz 9.3 mufl dazu zunéchst geklirt werden, wann ® charakteri-
stisch ist.

Wir transformieren geméaf (9.2): u(x) = w(t). Es folgt
~ N Ot

Lu = Lw = ; L

v= T a5

i=1 =
———

= Z <Za,26%> wt]. = Zdj(t)a—tw,
=1 1 7 j=1 J

ot :
und wegen = (p, ist zu untersuchen, wann
i
n
(10.2) 0=d, =Y aips,
i=1

gilt (vgl. Satz 9.3, 3)).
® ist charakteristisch,wenn es gemé&f Definition 9.1 dargestellt werden kann mit einem
¢, welches (10.2) 16st.

Geméaf dem Vorgehen aus Beispiel 2 des vorigen Paragraphen lauten die charakteristi-
schen Gleichungen von (10.2)

Cf;: =a;(z1,...,x,), i=1,....n, x(s)=(z1(5),...,2.(s)),
% =0 (<= ¢(x(s)) = const.)

Dann legt der Losungsweg des Beispiels folgenden Satz nahe
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Satz 10.1
Seien a; € C'(R"). Dann sind dquivalent

1) @(x1,...,x,) ist eine Losung von (10.2).
2) o(z1,...,2,) erfillt o(z1(s),...,z,(s)) = const. fir jede Losung x(s) des
Systems gewohnlicher Differentialgleichungen

dl’i

(103  —

=ai(T1,...,x,), i=1,....n, x(s)=(x1(5),...,2,(5)).

Bemerkungen:

1) Eine Funktion ¢, welche die Bedingung 2 des Satzes erfiillt, heifit Integral des
Systems (10.3).

2) Die Gleichungen (10.3) heiflen charakteristische Gleichungen, charakteristische
Grundgleichungen der Differentialgleichnung (10.2), ihre Losungen heiflen Grund-
kurven.

3) Satz 10.1 bedeutet, dafl charakteristische Manigfaltigkeiten durch Integrale des
Systems der charakteristischen Gleichungen beschrieben werden.

4) Es geniigen auch schwéchere Voraussetzungen an die a; , welche die lokale Losbar-
keit von (10.3) garantieren.

Beweis von Satz 10.1

1) = 2):
Sei ¢ eine Losung von (10.2) und 21(s),...,2,(s) eine Losung von (10.3). Dann
besagt die Differentialgleichung (10.2), daf

0 = ox; =
d_f :izl¢zia—z :Z‘Pwiaizo’

=1

d.h.

Auf jeder Losungskurve von (10.3) hat jede Losung der partiellen Differen-
tialgleichung (10.2) einen konstanten Wert:  ¢(x1(s),...,z,(s)) = c.

Oder anders ausgedriickt:
Die Richtungsableitung der Losung ¢ von (10.2) in Richtung des Tangentenvektors
der Kurven aus (10.3) ist Null.

2) = 1):
Sei p(z1(8),...,2,(s)) = ¢ = const ., so folgt durch Differentiation in einem vorge-
gebenen Punkt & = (z1(s), ..., x,(s)):

Op Ox; N~ Op

- Ox; O0Os - Ox;

0
8_2 =0 aj, also (10.2) fir == .
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Nun ist jedoch (10.2) unabhéngig von einer Kurve und deren Parametrisierung. Der
Satz ist erst bewiesen, wenn wir zeigen, daf fiir jeden Punkt & die Differentialgleichung
(10.2) in einer Umgebung U(Z) gelost werden kann. Dies werden wir im néchsten
Abschnitt nachholen. |

Skizzenhafte Ausziige aus der Theorie gewdhnlicher
Differentialgleichungen.

Wir eliminieren zunéchst den Parameter s aus (10.3): Sei & € R”. Dann existiert ein
je{l,...,n}: aj(x) #0 (vgl (10.1)), und wir erhalten in einer Umgebung von &
mit

Or;, Ox; Os Os Oxj, 4 1
1= =—.—, also —:(—) =
Or; 0s O O0z; Js aj(x)
die zu (10.3) dquivalente Darstellung mit z; als Parameter statt s:
ox; ai(w) . . .
= =1,... :
Sei ohne Einschrankung j =1:
Ox; i _ ,
(10.4) 7 _ ail@) = a;(x), i=2,...,n, x=(T1,...,2,).

or;  ay(x)

Fiir dieses System gilt der

Existenz- und Eindeutigkeitssatz
Fiir & € R" sei U(x) eine Umgebung und a; € C*(U(z)), i=2,...,n.

Fir alle (Z1,a9,...,a,) € U(Z) existiert dann in einer Umgebung von Z; genau
eine Losung  x; = w;(z1), i=2,...,n, von (10.4) mit den Anfangswerten
(105) wl(fl) = Oy, 1= 2, cee, N

Diese Losung héngt stetig differenzierbar von den AWn «; ab.

Bemerkung: Insbesondere existiert also eine Losung mit den Anfangswerten w;(z;) =
z;, 1= 2, . n.

Beweisidee:
Wir integrieren das System (10.4)

1

l'z(l'l) = o; + /C_Ll(g,l'g(g), e ,l'n(f) df, 1= 2, o, n

1

Der Banach’schen Fixpunktsatz liefert einen eindeutigen Fixpunkt dieses Systems, von
dem man zeigt, daf er eine Losung des Systems (10.4) ist. Die dafiir notwendige Lip-
schitzbedingung folgt aus @; € C*. Damit ist der Beweis des Satzes 10.1 abgeschlossen.
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Bemerkung: Die Voraussetzung a; € C*(U(&Z)), i=2,...,n, kann fiir den Existenz-
beweis abgeschwicht werden, ist jedoch notwendig fiir die stetige Abhéngigkeit von
den Anfangswerten.

Bestimmung der Integrale des Systems (10.2)
Aus dem Existenzsatz folgt auch, dafi die allgemeine Losung des Systems (10.4) von
(n — 1) Konstanten ¢;, i=1,...,n—1, abhéngt.

(106) l'z(l'l) :wi(xl,cl,...,cn,l), i:2,...,n,

derart, dal zu jedem Satz von AWn «; ein Satz von Konstanten ¢; gehort und umge-
kehrt.

Sind die AWe und die allgemeine Losung gegeben, so mufl man mit Hilfe der AWe
(10.5) die Konstanten der allgemeinen Losung (10.6) berechnen. Das geschieht durch
Auflésen von (10.6) nach den ¢; an der Stelle zy, x;(z1) = ;, =2,...,n . Durch
Auflosen nach den ¢; erhélt man

(10.7) ¢ =@i(x1,...,x), i=1,...,n—1.
Die Auflésung von (10.6) nach den ¢; verlangt nach dem Satz tiber implizite Funktio-
0 n . . ) .
nen, dafl die Jacobimatrix % reguér ist. Dann ist aber auch die Jacobima-
C1y -5 Cn—1
0 ey P
trix der Umkehrfunktion 01, s 1) regulér.
(9, vy Tp)

d
Die Differentiation d_go zeigt, dafl die ¢; die Bedingung 1) von Satz 10.1 erfiillen. Dies

s
motiviert den Namen Integral (Lisung) des Systems (10.3). Wir wiederholen (vgl. Be-
merkung 1):

Eine Funktion ¢(z1,...,x,) heiit Integral (Lésung) des Systems (10.3), wenn sie
zu einer Konstanten wird, falls eine beliebige Losung z; = x;(z1), ©=2,...,n,
bzw. x; = x;(s), i=1,...,n, die nach dem Existenzsatz existiert, in sie einge-
setzt wird.

Den Begriff allgemeine Lésung, den wir gerade benutzt haben, mufl man noch prézi-
sieren. Dazu benotigen wir Aussagen iiber

Abhingigkeit von Funktionen mehrerer Variabler

Wir begniigen uns mit einigen Bemerkungen und verweisen fiir eine ausfiihrliche Dar-
stellung auf Kamke: Differentialgleichungen II, Akad. Verlagsgesellschaft Geest und
Portig K.G. (Anhang).
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Definition 10.2

1) Die Funktionen w,(z1,...,2,), v = 1,...,p seien in einem beschréinkten
abgeschlossenen Bereich B C R?, B # () definiert.
Sie heiflen in B voneinander abhingig (functionally dependent), wenn es eine
Funktion F(vy,...,v,) gibt mit folgenden Eigenschaften
(a) F'e CHRP),
(b) Es gibt kein Gebiet G C RP mit F(vi,...,v,) =0 V (v1,...,7,) € G,
(¢) In BCR? gilt Fuy(z1,...,24),...,up(z1,...,24)) =0.

2) Die Funktionen u, heien in einem (offenen) Gebiet G C R?, in dem sie defi-
niert sind, voneinander abhéngig, wenn sie in jedem beschriankten, abgeschlos-

senen Teilbereich B C G, é # (), voneinander abhingig sind.

Bemerkung: Dies ist eine Verallgemeinerung des Begriffs der linearen Abhéngig-
keit von Funktionen. An die Stelle einer Linearkombination von Funktionen tritt eine
Funktion F'. Dadurch wird die lineare Unabhéngigkeit der Funktionen ersetzt durch
die ,, lineare Unabhéngigkeit“ der Ableitungen (vgl. dazu den néichsten Satz und die
Bemerkung auf S. 65)

Satz 10.3  Abhingigkeit von Funktionen

1) Ist G C R™ ein Gebiet, so sind die Funktionen w, € C*(G), p=1,...,n in G
genau dann voneinander abhéngig, wenn die Funktionaldeterminate (Jakobide-
terminante)

O(ury ..., Up)
01, ..., %)

ou,,
oz,

= in G ist.

(s )| = '

2) Funktionen u, € C'(G), p =1,...,p, p < n sind voneinander unabhéngig,
wenn die Funktionalmatrix
ou,,
oz, H=Lip

in G fast iiberall den Rang p hat.

Zum Beweis vgl. Kamke: Differentialgleichungen II, Akad. Verlagsgesellschaft Geest
und Portig K.G. (Anhang).

Folgerung: Funktionen u, € C*(G), p = 1,...,p > n sind immer voneinander
abhéngig, da man (p —n) blinde Variable einfithren kann und dann Teil 1) des obigen
Satzes anwendet.

Bemerkung: Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz folgt, dafl es (n — 1) von
einander unabhdngige (vgl. dazu Satz 10.3) Integrale ¢4, ..., ¢,_1 gibt (Integralbasis).
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Dies ist aber auch die Hochstzahl, denn fafit man die Differentialgleichung (10.2) fiir
die ¢; als Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten a; auf:

D o .
E a; LA 0, 2=1,...,n, in einem Gebiet,
&cj

j=1

so folgt, daf8 die a; nur dann nicht alle verschwinden, wenn die Koeffizientendetermi-

nante \%"ﬂ =0 ist, was die Abhéngigkeit von je n Losungen bedeutet (vgl. dazu Satz

10.3). Wir haben somit die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialglei-
chung (10.2) konstruiert, die aus der Maximalzahl unabhéngiger Integrale besteht.

Quasilineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Gegeben sei die Differentialgleichung

(10.8) > fol@ uwug, (z) = g(z,u), =R
v=1
fiir eine gesuchte Funktion w(zq,...,z,).

Ihre Losung wird durch einen Trick auf die Losung homogener, linearer Differential-
gleichungen zuriickgefiihrt:

Idee: Man fithre u = x,41 als neue Variable ein, und betrachte mit f, (@, z,41) :=
g(x,z,41) fiir eine Funktion ¢(x,z,41) das lineare homogene Hilfsproblem

n+1

(10'9) Z fz/(waanrl) szu(waxn+l> = 0.

v=1

Den Zusammenhang mit der quasilinearen Gleichung (10.8) liefert der folgende Satz,
der besagt, dafl man eine Losung fiir die quasilineare Differentialgleichung aus einem
Integral der homogenen Differentialgleichung — ¢ = ¢(@, x,41) — durch Auflésen von
o(x, Tpy1) = ¢ nach z,4, fir eine beliebige Konstante ¢ erhélt, wenn die so entstan-
dene Funktion die Voraussetzungen des folgenden Satzes erfiillt. (Kamke: Differential-
gleichungen II, §3, Satz 2)

Satz 10.4
Seien G, C R"™ ein Gebiet, f,,9€ C(Gpy1), v=1,...,n,
und ¢ = p(x, x,41) eine Losung der homogenen Gleichung (10.9) in G,,41.

Sei G, C R" ein weiteres Gebiet und u € C'(G,,) derart, daB

@) (z,u) € Gpp fir u=wu(x) und = € G, N
B) es gibt kein Teilbegiet G C G, mit ¢, ., (z,u(x)) =0 fir x € G,
v) o(x,u(x)) =c firein ce R undalle xe€G,.

Dann ist u(x) eine Losung der quasilinearen Differentialgleichung (10.8).
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Beweis:
Aus ) folgt durch Differenzieren

(10.10) Ooy + PaniiUa, =0, v=1,...,n

Einsetzen von ¢,,, v =1,...,n in (10.9) ergibt wegen () die Gleichung (10.8) und
damit die Behauptung. |

Man kann nun die Integrale von (10.9) variieren und die Konstanten und erhélt damit
alle Losungen von (10.8), wenn fiir die Dgl. (10.9) ein Existenzsatz besteht, nach dem
es zu jeder differenzierbaren Funktion u(x) ein Integral ¢ = p(x,u) gibt. Hier hilft
der folgende Satz. (vgl. Kamke: Differentialgleichungen II, §3, Satz 3)

Satz 10.5
1) Sei G,y CR™! ein Gebiet und f,, g € C(Gpy1).

2) Zur homogenen Differentialgleichung (10.9) existiere eine Integralbasis im Ge-
biet Gn+1 .

3) In einem Gebiet G, C R™ besitze die quasilineare Differentialgleichung
(10.8) eine nichttriviale Losung u (d.h. es gibt kein Teilgebiet G C G,, mit
fo(x,u(x)) =0 fir € G und v=1,...,n).

Dann existiert sogar fiir jedes abgeschlossene Teilgebiet én C G, eine Losung ¢ von
(10.9) mit
e(x,u(x)) =0 in G, (¢c=0 in Satz 10.4,7)).

Die Satze 10.4 und 10.5 kann man ausnutzen um einen Losungsweg zur Losung der
AWA fiir die Differentialgleichung (10.8) zu erhalten (vgl. ndchsten Abschnitt). Da
man die Voraussetzungen 3) von Satz 10.5 oft nicht oder nur schwer nachpriifen kann,
muf} die auf dem zu beschreibenden Losungsweg gefundene Funktion zur Probe in die
Differentialgleichung eingesetzt werden.

Losungsmethode von Lagrange

Gegeben sei die Differentialgleichung (10.8)
> folxou) ug,(z) = g(@,u), T ER"
v=1

mit den AWn
(10.11) u(zy, .oy Tpe1, &) = wW(T1, ..., Tyoq).

Die Anfangsmannigfaltigkeit wurde in eine Hyperebene ¢ = const. transformiert.



68 § 10 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

Bestimme eine Integralbasis ¥, (x1,...,z,,u), v =1,...,n fir die homogenisierte,
lineare Differentialgleichung (10.9). Das ist praktisch oft schwierig genug: Losung eines
linearen Differentialgleichungssystems (vgl. vorigen Abschnitt).

Dann ist fiir beliebiges F € C'(R") auch

(10.12) v(x,u) = F( (21, .., 2, 1), . (21, .o Ty 1))

eine Losung von (10.9), denn

n+1 awl n+1 a¢z
WANEE B £
W—/

=0

Man bestimme F' so, daf§ ¢(x,u) = 0 gilt, zumindest auf der Anfangsmannigfaltigkeit,
(vgl. Satz 10.4, v) mit ¢=0 und Satz 10.5), d.h.
(10.13)

F (. rp1, & w(my, .oy Tpe1)), oo Un (@1, ooy 1, Ew (T, -y Tpey))) = 0,
also Annahme der Anfangswerte fiir .

So eine Funktion F existiert, denn in (10.13) stehen n Funktionen ¢, mit n—1
Variablen xi,...,x,_1. Diese miissen voneinander abhéngig sein (Satz 10.3, 1), Defi-
nition 10.2).

So ein F' zu finden, ist konstruktiv oft schwierig. Man kann dann nach Satz 10.4 erwar-
ten, eine Losung der Anfangswertaufgabe gefunden zu haben (was aber in jedem Fall
tiberpriift werden muf}). Ob mit diesem F die Gleichung ¢ (x,u) = 0 (vgl. (10.12))
explizit nach u auflésbar ist, bleibt fraglich.

Wir demonstrieren diese Methode an 2 Beispielen.

Beispiel 1)
zuu, + yuu, = 22 +y* + 0, u(l,y) =y
Fiir die zugehorige homogene, lineare Differentialgleichung
zuh, + yuh, + (22 4+ y* +u)h, =0
findet man die Losung ¢y (x,y,u) = £ und danach (nach einem Reduktionsverfahren:
Kamke II, § 2 Nr. 9)
Lo 2 .2 y
Yo = —(u” —2(z° +y”)logz) fiir z > 0.
x

11,15 bilden fiir x > 0 eine Integralbasis (man mufl das durch Nachrechnen zeigen:

<a(iﬁiu)) hat Rang 2). Dann bestimme man F' so, daB:

Fi(1,9,9),42(1,y,4%) = Fly, y*) = 0.



69

1
Beachte: ﬁ(zﬂ —2(z* +y*) log x) = yt.

F(u,v) = u* — v tut das. Daraus folgt

4 2
Yy ) = P, ) = L = 5+ S ) loga

i 2

Auflésung von ¢ (z,y,u) = 0 nach u liefert bei Beschrankung auf u > 0
1
u=—(y* + 22%(z® + y?) log z) /2.
x

Nachrechnen zeigt, dafl dies fiir x > 0, y > 0 eine Losung der Anfangswertaufgabe
ist. (weiterfithrende Literatur: z.B. Kamke II, Courant-Hilbert II)

Beispiel 2)
x2ux—|—uuy:1, u=0 fir z+y=1, z>0.

In diesem Beispiel finden wir die Integralbasis mit Hilfe der charakteristischen Glei-
chungen.
Die homogenisierte lineare Differentialgleichung lautet

waz + U% + 1/1u = 0.
Die charakteristischen Gleichungen

de_ o dy _ o odu_
a - w wT

haben die Losungen
t2
r=(—t)7", y= 5+03t+02, u=t+cs.
Setze c3 =0 (Festsetzung des Anfangspunktes fiir die Parametrisierung)
Die Elimination von t ergibt:

u2

r=(c; —u)!, y:?—l—cg.
Auflésen nach ¢, co (vgl. (10.7)) liefert
1 +azu u?
€1 = 7 :wl(xvyvu)v 0229—3 :¢2($,yau)-

11,19 sind eine Integralbasis der homogenen, linearen Gleichung. (Nachrechnen!)
Bestimme F' so, daf} fiir = > 0 gilt

0= F(¥i(z,1—2,0),¢n(z,1 —2,0)) = F G 1— x) .
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Daraus folgt

1
F(u,v) = ——+1—wv.
u

Einsetzen ergibt
2

U
1-— —.
1—|—:1:ujL y—|—2

(implizite Losungsform)

Aus den vorgefithrten Beispielen und Methoden schliefen wir:

1) Die charakteristischen Gleichungen (nicht nur die Grundgleichungen) miissen sich
nicht unbedingt 16sen lassen (wie es in den Beispielen zufillig der Fall war), und
wenn, dann braucht man oft Tricks.

2) Man muf} bei vorgegebenen Aufgaben die Losung nach den verschiedenen Me-
thoden (vgl. die Beispiele 1,2) zu gewinnen suchen.

3) Wenn alles nicht klappt, braucht man numerische Methoden.

4) Unabhéngig davon, ob eine geschlossen angebbare Losung der charakteristischen
Gleichungen existiert oder nicht, stellen wir fest: Partielle Differentialgleichungen
1. Ordnung besitzen charakteristische Mannigfaltigkeiten.

5) Gibt man Anfangswerte auf einer charakteristischen Mannigfaltigkeit vor, so exi-
stiert keine, oder zumindest keine eindeutige Losung der Anfangswertaufgabe.
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§ 11 Partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung

Wir betrachten eine quasilineare Differentialgleichung 2. Ordnung in einem Gebiet

(11.1) Lu = Z Wik Uz, + ijuxj +cu=f x=€BCR" wucC*B).

ik=1 j=1

Dabei kann man ohne Einschriankung die Matrix A = (a;) als symmetrisch voraus-
setzen, sonst konnte man sie symmetrisieren gemafl

1
ik Uiy, + iy, = (Qik + Qi) Uy, = §(a@-k + Qi) Uz, +§(a@-k + Qi) Ugyzs -

N

-~

T 2
| - -
ueCs! Ak Ak

Wann kénnen aus den Cauchy-Daten auf einer Mannigfaltigkeit und der Differential-
gleichung die Ableitungen 2. Ordnung berechnet werden?

Die C%— Mannigfaltigkeit @ , auf der die Cauchydaten vorgegeben sind, sei in der Um-

0
gebung U(Z) eines Punktes & € & gegeben durch ¢(x) =0, i;p # 0.
Ty

Dann transformieren wir die Differentialgleichung gemaf (9.2) in der Umgebung U(Z) :

t, = x;, i=1,...,n, 1#v,
t, = o(T1,...,2T,),
u(xy, ... xy) = w(ty, ..., ty),

2

und untersuchen, wie der Koeffizient von Y aussieht (Sétze 9.3 und 9.4). Mit der

t,>
Abkiirzung
L ot;
ik — aflfk;
gilt

n
Uz, = Z

n

1 Loty

o
—_

uméﬂ?s = Z

w
(Z Wy, t, tistee +  Terme niedrigerer Ordnung) .
e i=1

Damit folgt aus (11.1)

[y

n

n
Lu=Aw= E Qs E Wyt, tistke +  Terme niedrigerer Ordnung
ts=1 k=1

(11.2) => <Z agstistkg> Wy, + -

i,k=1 l,s

(. J/

[
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Speziell gilt (vgl. (9.2): t, = ¢, also t,s = ¢, ), also

n (4:03817 ceey prn) a1 -0 Ain Pxq
(11.3) Gy = Y sy, Pu, = : : :

l,s=1 An1 o e Qpn gpxn

Dies ist eine quadratische Form, gebildet aus den Koeffizienten der zweiten Ableitungen
in L (vgl. (11.1)). Unser einziges Charakterisierungsmerkmal waren bisher die Félle
ay,, 70 oder =0 aus den Sétzen 9.3 und 9.4, die wir, zugeschnitten auf Differen-
tialgleichungungen 2. Ordnung, unter Beriicksichtigung von (11.3) nochmals wie folgt
zusammenfassen.

Satz 11.1
Sei B C R" offen. Fiir einen quasilinearen Differentialoperator 2. Ordnung

Lu(x) = Z aij(x, u, grad u)ug, () + .. ., x € B, ucC*B),

ij=1
und eine Manningfaltigkeit
®={xecB; px)=0}, pcC*B), gradp#0 in B,

gilt:
(11.4)

Z ai;j (2, u, grad u)@,, (Z)p,, (2) = 0 <= ®ist fiir L in & charakteristisch bzgl. w.
ij=1

Diese Charakterisierung ist unabhéngig von Koordinatentransformationen.

Satz 11.2
Unter den Voraussetzungen von Satz 11.1 sei t = t(x) eine C?-Koordinaten-
transformation des R", so daf

u(@) =w(t), @) =vt)=0, Lu=Aw=> anwy, +...
i,k=1

Dann gilt

n n
E ik Pz, = E ik WVt -

ik=1 ik=1

Beweis: Ubungsaufgabe

Bemerkung: t ¢ C? ist notig, damit die Differentialgleichung transformiert werden
kann.
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Die Charakterisierung in Satz 11.1 wird durch eine quadratische Form gegeben. Wir
untersuchen zunéchst, wann der Fall a,, # 0 eintritt. Antwort liefert die lineare Alge-
bra.

Definition 11.3
Eine reelle n xn Matrix A heifit definit (positiv definit, negativ definit), falls fiir alle
zeR" =z#0 gilt

2TAz # (>, <) 0.

Kriterien hierfiir liefert

Satz 11.4
Eine symmetrische n x n Matrix ist positiv (negativ) definit genau dann, wenn alle
ihre Eigenwerte positiv (negativ) sind.

Beachtet man, dal z7 Az = const . fiir eine definite Matrix im R? eine Ellipse, im R3
ein Ellipsoid ist, wird folgende Namensgebung einsichtig.

Definition 11.5
Sei B C R™ offen und u € C?*(B) eine feste Lésung von

Lu = szzl Qi Uz, + Z?Zl bjug, = f, x€B
Ak = aik(ma u, grad U), bj = bj (CB, u, grad u)
1) Dann verhilt sich u elliptisch in & € B, falls fiir jede (n—1)-dimensionale glat-

te Mannigfaltigkeit ® C B mit & € ¢, diese Mannigfaltigkeit in & fiir L nicht
charakteristisch ist. (d.h. die Differentialgleichung (11.4) hat keine Losung).

2) wu heifit elliptische Losung, wenn sie sich in allen @ € B elliptisch verhilt.

3) Die Differentialgleichung heiit elliptisch in & € B, wenn sich alle Losungen in
x elliptisch verhalten.

4) Sind die Koeffizienten a;; reine Ortsfunktionen (nur abhéngig von
(x1,...,2,)), so heifit der Differentialoperator L bzw. die Differentialgleichung
Lu = f elliptisch in @, falls in & keine charakteristische Mannigfaltigkeit
existiert.

Aus Satz11.4 und Definition 11.5 folgt damit sofort
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Satz 11.6
Eine Losung der Differentialgleichung Lu = f ist genau dann elliptisch in & € B,
wenn die Koeffizientenmatrix

A, u(@), °u(®)) = (aik(zﬁ,u(i),aau(:ﬁ)))ik, o] = 1

lauter positive oder lauter negative Eigenwerte hat.

Dies ist eine vollstéandige Charakterisierung fiir den Fall ;A definit®.

Sind alle Eigenwerte der Matrix ungleich Null und hat ein Eigenwert ein anderes Vor-
zeichen als alle anderen, so stellt 27 Az = const. im R? eine Hyperbel, im R? ein
Hyperboloid dar, ist ein Eigenwert =0, so erhélt man eine Parabel bzw. ein Paraboloid.
Daher kénnen wir weiter erkléren

Definition 11.7
Fiir eine feste Losung v von Lu = f (vgl. Definition 11.5) seien
Aiyi=1,...,n die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix A(Z,u(x), 0u(z)).

Dann heifit «
1) hyperbolisch in &, falls:

A;j >0 fiirein j € {1,...,n} und A\, <0 fiir alle k # j,
oder
A; <0 fiirein j € {1,...,n} und A\, > 0 fiir alle k # j.

2) wltrahyperbolisch in &, falls alle \; # 0 und mindestens 2 Eigenwerte > 0
und mindestens 2 Eigenwerte < 0 sind (dazu ist n > 4 nétig).

3) parabolisch in x, falls mindestens ein \; = 0 ist.

Entsprechend Definition 11.5 erkldren wir weiter.

Zeigt eine Losung in allen Punkten ihres Definitionbereiches gleiches Verhalten, so
heiflt die Losung von dem entsprechenden Typ.

Verhalten sich alle Losungen in & gleich, so heifit die Differentialgleichung von dem
Typin @.

Verhalten sich alle Losungen im gesamten Definitionsbereich gleich, so heifit die Dif-
ferentialgleichung von dem Typ schlechthin.

Bemerkungen

1) Im linearen Fall ist die Charakterisierung der Differentialgleichung und des
Differentialoperators unabhéngig von speziellen Losungen.

2) Auf Grund der Einteilung ist folgende Namensgebung einsichtig:

szzl i (T, u) Uy, () heiBt Hauptteil der Differentialgleichung Lu = f.
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Zunéchst soll untersucht werden, welche Auswirkungen diese Sétze und Definitionen

im R? haben.

Sei L ein (quasi) linearer Differentialoperator in einem Gebiet B C R?:
(11.5) Lu = augy + 2bug, + cuyy + Terme niedriger Ordnung

Die zugehorige Koeffizientenmatrix lautet

A= (Z i) A= Az, u(w), du(z)).

Ihre Eigenwerte bestimmen sich aus

a— A b
b c— A

':ac—)\(a+c)+/\2—b2:0

also

(a+c) £ +/(a+c)?—4(ac — b?)

(11.6) Ay — :(a+c)i\/(a—c)2+62.

2 2

Aus der 2. Gleichung folgt, dal es keine komplexen Eigenwerte gibt, aus der 1. Glei-
chung erhélt man

I) det(A) = ac—b*>0 = sgnAp=sgn(a+c) = Dgl elliptisch
IT) ac—b* <0 =  sgn; = —sgn i, =—> Dgl. hyperbolisch
I17) ac—b* =0 = sgnA; =0 —> Dgl. parabolisch

Diese vollstédndige Charakterisierung der Gleichungstypen durch das Vorzeichen der
Determinante ist nur im R? moglich.

Beispiele fiir
elliptisch: Laplace-Operator:  Au = ugy +uyy, a=c=1, b=0.

hyperbolisch: Wellenoperator: [u = uyy — uz, mit a= —1,b=0, c=1 oder
Lu=1uz mit a=c=0,b=1.

parabolisch:  Wirmeleitungs- oder Diffusionsoperator: Lu = u, — ug,, a= —1,
b=c=0.

Nach diesen Beispielen erhebt sich die Frage nach der
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Invarianz der Klassifizierung gegeniiber
Koordinatentransformationen

Beachte: Das ist (im R?) weitergehender als Satz 11.2. Dort wird nur die charakteri-
stische Mannigfaltigkeit als unabhéngig von einer Koordinatentransformation nachge-
wiesen.

Fiir den Fall n = 2 rechnet man das einfach nach.
Fiir den Differentialoperator L aus (11.5) transformieren wir:
§=¢(vy),  n=ny), ulzy) =wn).

Es folgt
Lu = Aw = awge + 2Bwey + dwyy + .. -,

man rechnet nach (vgl. (11.2))
a = a&?+2b6,E, + cfj
B = a&ane + b(&ny + Eyna) + c§ymy
§ = an?+ 2bnun, + cn?

und erhélt durch schlichtes Einsetzen

ad — 32 = (ac — b?) (Ealy — Synz)2
—_——

#07
Funktionaldeterminante

er
Koordinatentransformation

Damit ist fiir R? alles bewiesen, weil die Klassifizierung auf Grund des Vorzeichens
der Koeffizientendeterminante eindeutig ist.

Hinweis fiir den allgemeinen Fall R":

Eine symmetrische, quadratische Form Q(z) = 27 Az 1}t sich durch eine sogenannte
Hauptachsentransformation in eine kanonische Form bringen

Q= Z’sz‘z mit k; = =1

i=1

und die Anzahl der negativen k;, der sogenannte Triagheitsindex, ist eine affine Invari-
ante. Daher ist die Klassifizierung der Differentialgleichungen unabhéngig vom Koor-
dinatensystem.

Bemerkung: Eine Diagonalform fiir symmetrische Matrizen erreicht man konstruktiv
mit dem Jakobi-Verfahren. Danach braucht man nur noch eine Streckung (Stauchung)
der Koordinatenachsen.
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Auswirkungen von Satz 11.1 (im R?)

) Bei elliptischen Differentialgleichungen gibt es keine charakteristischen Mannig-
falltigkeiten (Definition 11.5). Dies gilt auch unabhéngig von der Raumdimension.

1)

Hyperbolische Differentialgleichung: Die Bedingung von Satz 11.1 besagt fiir L
(aus (11.5)):

(11.7) ap? + 2bp o, + ccpz = 0.

Esist grady # 0, sei z.B. ¢, # 0 in (Z,y) € R?. Dann gilt nach dem Satz iiber
implizite Funktionen 0 = p(z,y) = y — y(x) in einer Umgebung U(Z,y). Dann
folgt aus (11.7) wegen ¢, = —y/, ¢, =1

(11.8) y'(x)

a(y'(z))? —2by'(x) +c =0, oder
b E VB —ac

a

a# 0,

Ist ¢ # 0, so erhélt man entsprechend

B +b+ Vb —ac

/
z'(y) .
d.h. es gibt 2 Scharen von charakteristischen Mannigfaltigkeiten.
Beispiele
1) Ou = uy, — a*ug,  (vgl. § 5)
+Vva? 1 1
y'(x) = \/;L_ =+- = y@)=+-x—¢, c=const
a a a
oder
x + ay = const .
Das sind die Charakteristiken, die wir aus der d’Alembert’schen Losung
kennen. Auf ihnen diirfen keine Cauchy’schen Anfangswerte (Funktion und
Ableitung) vorgegeben werden (vgl. Ubungen).
2) a=0: Lu=1uy Sy Pzpy = 0.

Damit sind ¢, = 0 und ¢, = 0 mogliche Differentialgleichungen und man
erhélt zwei Scharen von Charakteristiken: x = const. und y = const ., d.h.
Parallelen zu den Koordinatenachsen.

Charakteristische Anfangswertaufgabe: Man kann auf zwei verschiedenen
Charakteristiken Funktionswerte vorgeben (keine Cauchy’schen Anfangs-
werte) und erhilt eine eindeutige Losung (vgl. Ubungen.)
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1) Parabolische Differentialgleichung: ac—b* = 0. Dann erhilt man aus (11.8) eine
Schar von Charakteristiken.

Beispiel: Lu=u, —u, = ' (x)=0,
y = const .

d.h. Parallelen zur x-Achse sind charakteristische Mannigfaltigkeiten.

Anwendung: Satz 9.4 besagt insbesondere, dafl eine AWA mit Cauchy’schen An-
fangswerten nur dann lésbar oder eindeutig losbar ist, wenn die Anfangswertman-
nigfaltigkeit nicht charakteristisch ist. (Wir wissen aus Definition 11.5, dafi im
elliptischen Fall gar keine Charakteristiken existieren). Da ¢ = 0 fiir die Warme-
leitungsgleichung charakteristisch ist, hat sie, bei Vorgabe von Cauchy’schen An-
fangsdaten auf ¢ = 0, keine oder keine eindeutige Losung, d.h.:

Die Cauchy’sche AWA fiir die Wérmeleitungsgleichung

Ut = uxz+f
u(z,0) = o),
u(z,0) = 1(x)

ist nicht sachgemif (was auch unserer physikalischen Erfahrung entspricht).

Dafl unsere Typeneinteilung von Differentialgleichungen, die sich auf einzelne Punkte
Z bezog, nicht allgemein giiltig ist, zeigt das Beispiel der Differentialgleichung von
Tricomi:

T Uyy + Uz —uy =0, m €N, m ungerade.

Sie ist

elliptisch fir x>0,
hyperbolisch fiir x <0,
parabolisch  fiir x =0.

Leider gibt’s das auch in der Praxis, Beispiel: Stromungslehre. Dort gibt es Differential-
gleichungen, die fiir Uberschallgeschwindigkeit hyperbolisch, fiir Unterschallgeschwin-
digkeit elliptisch und fiir Schallgeschwindigkeit parabolisch sind.

Zur Klassifizierung von Systemen von Differentialgleichungen und Differentialgleichun-
gen hoherer Ordnung vgl. Courant Hilbert II, Bers/John/Schechter usw.
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Fortpflanzung von Unstetigkeiten lings Charakteristiken,
Wellenfronten

Der folgende Abschnitt befafit sich mit schwécheren Losungsbegriffen. Wir wissen, dafl
es Differentialgleichungen p-ter Ordnung gibt, die nicht notwendig eine C?— Losung
haben, vg, = 0 ist ein bekanntes Beispiel.

Wir betrachten allgemeiner folgender Situation: Fiir eine Differentialgleichung p-ter
Ordnung Lu = f werden auf einer Mannigfaltigkeit ® Cauchy-Daten vorgegeben.
Durch eine Transformation ¢t = t(x), wu(x) = w(t), Lu= Aw werde ® zur Koor-
dinatenhyperebene. Ist dann L ein innerer Differentialoperator bzgl. ® | so kann Lu,
bzw. Aw, rein aus den Cauchy-Daten berechnet werden, und die p-te Ableitung ist
nicht festgelegt. Wenn die Differentialgleichung {iberhaupt eine Losung hat, kann diese
deshalb Unstetigkeiten in der p-ten Ableitung besitzen. Dies motiviert folgende Verall-
gemeinerung des Losungsbegriffs und auch die daraus mit Hilfe von Satz 9.4 folgende
Aussage:

Definition und Satz 11.8
In einem Gebiet B C R" sei Lu = f, f € C(B) eine Differentialgleichung der
Ordnung p.

Sei B=Q,UQ,, Q1NQy =10, @Q; offen und & = 9Q, NIQ, eine (n — 1)-
dimensionale Mannigfaltigkeit der Ordnung p.

Dann heifit u eine Losung von Lu = f | falls
u € CPY(B), wu;=Restulg, € CP(Q;UP), i=1,2,
Lu(@) = f(z) Vo €QiUQs
(= Lu; = f auf Q; U® durch stetige Ergédnzung)
Mit diesem Losungsbegriff gilt

ug CP(B) < & istin den Unstetigkeiten der p-ten Ableitung
charakteristisch fiir L.

Dieser Losungsbegriff wird durch die distributionellen Losungen bestéatigt werden.

Anwendung auf Wellenfronten

Zeichnen wir fiir ein ¢ € C*°(R") in ¢(z1,...,2,) =0 eine Koordinate, z.B. z, =1,
als Zeitkoordinate aus, so stellt p(z1,...,2,-1,t) =0, grad gz # 0, = (z1,...,Ty_1),
eine wandernde Fliche im R"~! dar.
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Definition 11.9
Die Mannigfaltigkeit ~ ® = {(xy,...,Tm,t) € R™: o(zy,. .., 2,t) =0}
heifit Wellenfront einer Welle u(xy, ..., Ty, t), falls

w(zy, .. xm,t) =0 fir p(z,...,2,,t) >0,
w(xy, ..., Ty, t) #0 fir fast alle  (zq,..., 25, t) mit o(z1,...,2;,,t) <O0.

Ist nun u Losung einer Differentialgleichung Lu = f, dann gibt der vorige Satz Bedin-
gungen dafiir an, daf§ die Wellenfront eine charakteristische Mannigfaltigkeit fiir L ist.
iiblicherweise wird dann vorausgesetzt, dafl die Mannigfaltigkeit wenigstens die gleiche
Differenzierbarkeitsordnung aufweist wie die Differentialgleichung.

Beispiel: Die Transportgleichung
(11.9) Lu(z,t) = u; +vgradyu=0, wv,xeR™

beschreibt den Transport einer Erregung, die sich mit der Geschwindigkeit v bewegt.
Wie man sich durch Einsetzen iiberzeugt, (man kann die Losung gemafi §10 direkt
ausrechnen) ist fiir differenzierbares w

(11.10) w(x —vt) = w(ry —vit,. .., Ty — Vpt)

eine Losung der Differentialgleichung, also eine Wellenbewegung (vgl. die Losungen der
Wellengleichung).

Betrachtet man fir (11.9) die AWA

1—|x|, falls || <1,
u(x,0) == w(x) = { O| | so‘ns|t

so erhalten wir eine Losung dieser Aufgabe (im Sinn von Definition 11.8) durch

1—|x—wot|, falls |x— vt| <1,
u(a:,t):w(a:—'vt):{ |O | |sonst.|

Sie ist stetig aber nur stiickweise stetig differenzierbar.

Offensichtlich ist ® = {(z,t); p(z,t) = |x — vt|* — 1 = 0} eine Wellenfront fiir w,
denn ¢ € C'. @ ist auch charakteristische Mannigfaltigkeit, denn ¢ ist Losung der
charakteristischen Gleichung (10.2), denn fiir die Differentialgleichung

Lu=wu+vgrad, u = u; + Zvluz =0
i=1

lautet sie .
@1+ Z Vipe, = 0,
i=1
und
o(x,t) =w(x —vt) = |z —vt|* =1, (we C" geniigt)
ist Losung. ¢(x,t) =0 stellt fir @ € R™ eine wandernde Sphére dar.



Kapitel IV

Distributionen, distributionelle
LOsungen,
Fourier-Transformationen

§ 12 Motivation (im R!)

Die Diskussion der Wellengleichung zeigte, dafl unser Ableitungsbegriff unzureichend
war. (wg, = 0 hatte Losungen in C', die dquivalente Gleichung ., —u,, = 0 brauchte
Losungen in C?).

Auch unser Lésungsbegriff u € C? war unbefriedigend. Er lieB keine Betrachtung
von Singularitdten in den Anfangswerten und deren Ausbreitung ins Losungsgebiet zu.
Beide Begriffe wollen wir so verallgemeinern, dafl die schon bekannten Eigenschaften
erhalten bleiben. Wir betrachten dazu eine gewohnliche Differentialgleichung im R! :

(12.1) u'(x) = f(x), fecC.

und durch Integration
(12.2) /u’(x)go(:c) de = /f(x)@(x) dr.

Die Integrale existieren, da ¢ auBerhalb von [a,b] verschwindet. Wir formen (12.2)
durch partielle Integration um

(12.3) /u’(x)go(:c) dr = /u’(x)go(:c) dr = u(z)p(x)

=0, da
@(a)=¢(b)=0

81
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(12:2)-(12:9
(12.4) —/u(x)go’(x) dr = /f(x)go(:c) dr.

Dies ist eine Form der Differentialgleichung (12.1), in welcher die Ableitung von u gar
nicht mehr vorkommt. Daran 1é3t sich ein neuer Losungsbegrift kntipfen.

u heiBt verallgemeinerte Lisung von (12.1), wenn (12.4) gilt fiir alle p € CY(R), die
auflerhalb einer kompakten Menge verschwinden.

Offensichtlich ist jede klassische Lésung von (12.1) eine Losung von (12.4) und jede
Losung von (12.4), die € C' ist, erfiillt auch (12.1), denn aus (12.4) folgt (12.2),
und hieraus mit einem kleinen indirekten Beweis unter Verwendung, dal man positive
¢ € C' konstruieren kann mit beliebig kleinem Triiger.

Daran kniipfen sich eine Reihe von Fragen und Beobachtungen:

1) Ist dieser Losungsbegriff wirklich allgemeiner?

2) Wie sieht ein Analogon fiir kompliziertere, insbesondere partielle Differentialglei-
chungen aus?

3) Was fiir Funktionen ¢ benétigt man?

4) Was fiir ein Ableitungsbegriff steckt hinter diesem Losungsbegriff? Das w in
(12.4) kann ja Singularitdten haben.

5) Was tritt an die Stelle der partiellen Integration bei partiellen Differentialglei-
chungen?

6) Die beiden Seiten von (12.4) kénnen als lineare Funktionale (d.h. Abbildungen
von Funktionen nach R) aufgefafit werden, die von u und f erzeugt werden
und die auf ¢ wirken.)

Diesen Fragen und Ideen werden wir in den néchsten Paragraphen nachgehen.
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§ 13 Distributionen

Im weiteren benutzen wir folgende

Bezeichnungen:

Q) C R" ist eine offene Menge.

Fiir ¢ : Q — R erklidren wir den Triager von ¢ : Try := {x € R*; ¢(x) # 0},
(Abschlufl bzgl. R™). Englische Bezeichnung: Tr = supp (von support = Tréger).

CP () = {p e C*(Q); Try kompakt C Q},
p € C§°(R2) heilt Testfunktion.

Bemerkung: Man findet in der Literatur verschiedentlich auch die Bezeichnung
Ce () = D(Q).

Der Gebrauch ist jedoch uneinheitlich. Ublicherweise bezeichnet man mit Cg°(Q2) den
Raum aller Testfunktionen iiber € und mit D(2) den topologischen Raum (C§°(2),T),
wobei T eine Topologie auf C§°(§2) ist, die als zugehorigen Grenzwertbegriff den der
Schwarz’schen Nullfolge (vgl. Definition 13.1) hat. Wir fiithren die Topologie hier nicht
ein, sondern begniigen uns mit dem Grenzwertbegriff, der fiir unsere Zwecke ausrei-
chend ist.

Insbesondere benutzen wir die

Kurzschreibweise: D =D(R") bzw. D =D (R") (vgl. Definition 13.2).

Definition 13.1
Eine Folge {¢;} C C§°(2) heiit Schwarz’sche Nullfolge, wenn gilt:

1) 3K CQ, K kompakt: Tro; C K Vj
j—o0

2) sup|0%;| —— 0 V a e Nj.

Bezeichnung: ¢; 5.0,

Beispiel einer Testfunktion

es-a? | falls lz| <a, ¢ R, x* =" 27
131 pla) = {

0, falls |z| > a.

Beweis: Ubungsaufgabe
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Definition 13.2
Eine Distribution w ist ein lineares Funktional

U{CSO(Q) — R
e — u(p) = (u, )

(u,ap + 0¢) = a(u, ) + B {u,9p), Vo,eC
mit der Eigenschaft

VK C 2, K kompakt, gibt es Konstanten C' > 0, k € Ny, sodafl

(13.2) ()] < €D supl|dp|, Yy € CP(K).

lor| <k
Ist k unabhéngig von K, so heiit u von der Ordnung k.

Die Menge D'(£?) aller Distributionen wird zu einem linearen Raum, dem
Dualraum zu D(S2), vermittels

(au + Bo, ) = a(u,p) + B (v, ).

Satz 13.3  Stetigkeit
Ein lineares Funktional u auf C§°(Q2) ist eine Distribution genau dann, wenn gilt:

(u, ;) 2720 fiir jede Folge {¢;} C C5°(2) mit der Eigenschaft
dK C Q, K kompakt: Tryp; C K Vj und
sup |0%¢;] 70 Ya € Ng,

oder kiirzer:

J—0

uweD'(Q) < (u,p;) — 0 V Schwarz’schen Nullfolgen {¢p,}.

Bemerkung: Hier wird die Folgenstetigkeit bewiesen. Man kann jedoch zeigen, dafl
die Distributionen auch bzgl. der (hier nicht eingefiihrten) Topologie stetig sind.

Beweis:

, = “ folgt aus (13.2)

, <= (indirekt) Annahme: 3K C Q, K kompakt: VCAkJp; € C°(K), sodaB (13.2)
nicht gilt.

Wiéhlt man insbesondere C'=k = 7, so heif3t das

()| > § > sup|0p.

laf<j

Diese Ungleichung kann mit Konstanten multipliziert werden. Wir konnen also (E
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u(p;) =1 wihlen. Dann folgt

S > 0%l =20 Vel <j = g 0,
J
aber u(p;) = (u, ;) =1 konvergiert nicht gegen Null. W! zur Voraussetzung. |

Bei- und Gegenbeispiel zu Schwarz’schen Nullfolgen:
Fiir ¢ € D(Q), pn(z) = = p(x) gilt ¢, 2,0 aber
Up(x) = L ¢ (2) erfiillt nicht: Tre, C K, also v, 7& 0.

Satz 13.4 regulire Distributionen iiber (2
Sei Q@ C R™ offen. Fiir f € Lioo(Q) (dh. [ |f(z) de < co VK C Q kompakt)
K

wird durch

(133 F(p) = J(9) = (he) = [ f@)ele) dz. €D

eine requlire Distribution F (d.h. erzeugt von einem f € Lj,.(2)) erklért.

Beweis:
Fiir f € Li,.(Q2) ist f-o € L1(Q2),alsoist f(p) erkldrt. Die Linearitét ist offensichtlich,
die Stetigkeit folgt aus

1) < max lel [ If@lde, (vl (13.3)

xz€Trp
Tre

Bemerkung: Im reguldren Fall unterscheidet man die Bezeichnungen f und F
nicht, da man zeigen kann, dafi die Werte der Distribution F die Funktion f ein-
deutig (im Sinne Lebesgue-integrierbarer Funktionen) festlegen und umgekehrt, d.h.
fiir zwei reguldre Distributionen F, F5 und die sie erzeugenden Funktionen f; und fo
gilt

Fr=FK < fl(:z:) = fg(m) f.i. in Q.

Distributionen, die nicht durch ein f € L;o.(f2) erzeugt werden, heilen singulire
Distributionen.

Beispiel 1) Die Dirac-Distribution (,, ¢ -Funktion*)
Physikalischer Hintergrund: Ist d(x) eine (elektrische) Ladungsdichte im Raum, so
erhélt man die in einem Volumen V' enthaltene Ladung () durch Integration iiber V/

Q = / i(z) da.
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Problem: Wie erhélt man die in einem Punkt & € R" konzentrierte Einheitsladung
1, x=¢&
’ ?

0, z#§&
Beschreibung durch eine Integration [ d¢(x) de =1 ist nicht moglich.
Rn

aus der entsprechenden Ladungsdichte — d¢(x) = {

Wir erkldren ¢ als Distribution durch

(134) (0, 0) = ¢(£), £€9Q, VoeD(Q),
bzw. (0,0) = ¢(0) falls 0€ Q.

Ubung: Zeige, daB8 durch (13.4) eine nicht regulire Distribution erklirt wird.

Bemerkung: Gelegentlich findet man in Biichern die
symbolische Schreibweise (0, ) = [ d¢(x)p(x) da.

Man lasse sich durch das Integral nicht dazu verfithren, dies fiir eine regulére Distribu-
tion zu halten.

Beispiel 2)
Ist ¢ eine glatte Hyperfliche im Q und a € Lj,.(¢) (bzgl. des Lebesgue’schen Ober-
flachenmafles), so ist die

Distribution einer Oberflichenladung

(F, @) = / a(x)p(x) ds, (ds, = Oberflichenelement von ¢)
¢

eine singulédre Distribution. Im Spezialfall
(13.5) (F,p) = / o(x) ds;, S, = Sphire {x € R"; |x| =71},
Sr

wird F gelegentlich mit (x| —r) oder 6(r — |x|) bezeichnet.
(,a standard abuse of notation®, Renardy/Rogers, S. 157).

Beachte: Operationen mit Distributionen werden so erklart, dafl sie im Falle regulérer
Distributionen mit den durch (13.3) aus Satz 13.4 bedingten Integraloperationen iiber-
einstimmen (Permanenzprinzip). Wir untersuchen das im néchsten Abschnitt.
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Lineare Substitution, Multiplikation und Differentiation bei
Distributionen

Sei T:R"—R" y=Tx=Axz+b AcR"™ detA#0, x,becR".

Fir f € Lio(R™) ist auch g € Lio(R™) : g(x) = f(Ax + b), und mit Hilfe der
Substitutionsregel fiir Integrale folgt fiir ¢ € D(R™) (beachte det A™' = (det A)™!)

(9(@), o(@) = (f(Az +b),p(x)) = / f(Az + b)o(x) da

— |det Al / f(y)o(A\(y — b)) dy
= |det A7 {f(y),o(A"(y —b))).

Diese Gleichung nehmen wir als Anlafl zur

Definition 13.5 lineare Substitution bei Distributionen
Fir A e R det A #0, f € D'(R"), ¢ € D(R"), b € R* definiert man

(13.6) (f(Az +b),p(x)) = [det A" (f(z), o(A"(z — b))).

Bemerkung zur Schreibweise

(f(x),p(x)) bedeutet nicht, daB x ein Argument der Distribution ist, sondern, dafi f
bzgl. der Variablen « auf die Testfunktion ¢ wirkt. Die Schreibweise (13.6) bedeutet:
Ist f(z)= f(Az+b),soist fiir p € D(R") auch 3(z) = p(A~'(z-b)), $ € DR,
und die Gleichung besagt

(F.e) = ldet Al (£.).

Das Permanenzprinzip besagt, daf alle Definitionen fiir Distributionen so gefafit wer-
den, dafl im Falle regulédrer Distributionen Alt-Bekanntes rauskommt.

Praktisch bedeutet das, dafl alles Ungemach, das der Distribution widerfahrt, auf die
Testfunktion abgewélzt wird.

Spezialfall 1) Translation (A =1)
Fir uw € D'(R"), a € R" ist

(u(@ —a), p(x)) = (u(@), v(z +a)).
Speziell fur die 0 -Distribution (§(x), p(x)) = ¢(0) bedeutet dies
(13.7)  (0(xz - &), (@) = {8(=),p(x+E)) = »(§),

also d¢ = O0(x—&), als gebrauchlichere Schreibweise.

Spezialfall 2) Streckung: A =\, A#0, b=0
x

(FO) o(@) = N (F@).e (5))-
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Multiplikation von Distributionen

ist im allgemeinen nicht moglich, da Z. B

u(r) = ﬁ, u € Lie(R), aber [ u LW (x) do &£ oo, also u? & Lio(R) und nicht

immer [ u?(z)p(x) de < oo fir [—1, 1] C Tr(cp).

Multiplikation mit einer C'*°-Funktion

Wir definieren

(13.8)  (af,p) := (f, ap) /f ) dx fir f € D(Q), a e C>®().

Die Linearitat in (13.8) ist offensichtlich und die Stetigkeit geméf (13.2) und Satz 13.3
auch, da mit ¢ auch ap eine Testfunktion ist.
(Man kann obige Definition ausweiten auf a € C™(2), m =0,1,..., vgl. Szmydt § 6.)

Beachte: Die Integralschreibweise macht natiirlich nur fiir reguldre Distributionen
Sinn. Sie wird in der Literatur aber gelegentlich als verallgemeinerte Schreibweise be-
nutzt. Man mufl deshalb immer darauf achten, ob wirklich Integrale gemeint sind,
damit man nicht irrtiimlich singulére Distributionen fiir regular hélt.

Differentiation von Distributionen

Fir v e CY(Q) ist Qu= > u€ Lio(Q), i=1,...,n. Fir ¢ € D(Q) gilt

Oy = [ Bulx) o) de =~ [ uiplx) dx

Dies beweist man entweder mit partieller Integration bzgl. x; (der integralfreie Term
ist =0, da Treo = K kompakt, z.B. ein n-dimendionaler Wiirfel) oder aufwendiger
mit Gauf3 :

/(&u) © d:c+/ u Ojp dxr = / Oi(u ) dx = / u(x) ¢(x) v; do = 0,
K K K GauBl gi

da ¢ auf 0K verschwindet.
Wir definieren deshalb
(139) <alua ()0> = <U, aﬁ@) S Dl) pE D.

Man sieht sofort, dafl dadurch eine Distribution erkléirt wird wegen 0,0 € D.

1, >0

Beispiel 1): Fiir die Heaviside-Funktion H(z) = { 0 <0

(13.10)

(H'(z),(x)) = = (H(x),¢(z)) = —/@'(33) dz = ¢(0) = (5(z), (x)), also H' = 4.

gilt
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Beispiel 2): Fiir f € C'(Q) wird die distributionelle Ableitung erzeugt durch 0;f
(vgl. oben).

Als Verallgemeinerung von (13.9) erhélt man fir f € D’
(0 f.0) = (“)(f,0), peD, aeNy

und damit den

Satz 13.6 von der heilen Welt
Jede Distribution f besitzt Ableitungen beliebig hoher Ordnung. Diese sind un-
abhéngig von der Reihenfolge der Differentiation:

(13.11) 0, 0) = (—1)e1(},0°), peD, aecN.

Beweis: Alles auf die Testfunktion abwilzen. [ |

In Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen fragt man, wie Differential-
operatoren fiir Distributionen zu erklaren sind.

Sei
L= a0, aeNj, a,eC™

o<k

Dann gilt fiir jeden Summanden geméf (13.11) und der Multiplikationsregel (13.8)
(13.12) (a00%u, ) = (0%Uu,aqp) = (=) (u,0%anp)), uweD, aecC™.

Wir nehmen diese Gleichung zum Anla$ fiir die

Definition 13.7 adjungierter Differentialoperator
Der zum linearen Differentialoperator

L= a,0" a,€CHQ)

la|<k

adjungierte Differentialoperator L* wird definiert durch

(13.13) L] = Y (-=1)0%(aau), we CHQ).

o<k

Ist
L =1L

so heifit L formal selbstadjungiert.
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GeméB (13.12) kann man nun fiir eine beliebige Distribution w erkléren:

(13.14)

o <k

{Fiir L = Y a,0% a,€C™ gilt
(Llu](z), p(x)) = (u(x), L*[¢](x)) -

Auf Grund von (13.14) kénnen wir (und werden wir auch noch) Differentialgleichungen
fiir Distributionen betrachten.

Beispiele fiir formal selbstadjungierte Operatoren sind

2 2
= % und 0. = % — A,
L

0
nicht aber: i A (Wéirmeleitungs- oder Diffusionsoperator).

Man zeigt leicht (Ubung) fiir lineare Differentialoperatoren 2. Ordnung:
Fiir eine symmetrische Matrix A = (a;;) gilt

u aoe - a a
L selbstadjungiert Aglode 4 = Z — ( ; _u) + cu.

Schlieflich fiihren wir Teilrdume von Distributionen ein, die in der Existenztheorie
partieller Differentialgleichungen eine Rolle spielen. Hilfreich hierzu ist die

Die Holder’sche Ungleichung fiir Integrale
Fir x € L?(B) := {f : BCR"” — R; B Lebesgue-mefibar, [, |f(t)|"dt < oo}
yeL(B),p>0, ¢>0, L+1=1gilt

[ lat(oldr < (g |x<t>|pdt) " ( ] Iy(t)|‘1dt) "

Fiir p = g = 2 heifit dies Schwarz’sche Ungleichung.

Bemerkung: Auf Grund der Holderschen Ungleichung gilt LP(Q2) C L, .(Q), (d.h.

loc
lokal integrierbar in €2 {iber jedes Kompaktum in ) ). Deshalb existieren die Integrale

in der folgenden Definition
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Sobolev Riaume

Definition 13.8 Sobolev Riume
Fir Q CR", 1 <p < oo definieren wir den

H™P(Q) = {f € LP(Q); Fiir |s| <m gibt es f©) € LP(Q)
mit [ fOPpdr = (1)1 [ o f&da chEC’gO(Q)}.
Q Q

1) heiBt schwache Ableitung von f .
In H™P(Q) erkldren wird die Sobolev-Norm

) = Xigem 1w -

Fiir p = 2 sind dies unitdre Rdume und die Norm wir erzeugt durch das Skalarprodukt

(f:9) = [ Xgam O g da.
Andere Bezeichnungen: H™P(Q) = W;*(Q), H™(Q) := H™*(Q) = W™(Q).

Bemerkung: Die Sobolev-Réume sind also Rdume von regulédren Distributionen, deren
Ableitungen bis zur p-ten Ordnung regulér sind.

Satz 13.9
Die Rdume H™P?(S2) sind Banachraume (1 < p < o00), fiir p = 2 Hilbertraume.

Beweis:

Zu zeigen ist, daf jede Cauchy-Folge einen Grenzwert hat. Sei {f;};en C H™P(Q2) eine
Cauchy-Folge bzl. der H™?-Norm. = {0° f;},en ist Cauchy-Folge in LP(Q2) Vs :
|s| < m, (beachte die Normdefinition in H™P({))

LP(Q) vollstéindig
e

Vs, |s| <m 3! fO e 2(Q):0° f; — f& in LP(Q).

Nun gilt V f; (vgl. Definition der distributionellen Ableitung)

[ povds = 0 [po i veecr@, s <m,
Q

Q
Grenziibergang l j—ooo l j—ooo
[ 107 0ds = (-0 [ Veeor@, sl<m.
Q Q

Dieser Grenziibergang darf ausgefiihrt werden, denn die Holder’sche Ungleichung be-
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sagt, daf die Integrale stetige Abbildungen von LP({2) — R sind:

[-roed| < [15- 010 dlde < 15 - 1Ol [0 el
Q

Q

< o0

vollstdndig
—

entsprechend fiir das 2. Integral. ks 3O ¢ H™P(Q) mit & f, — f) in
LP(Q) fur |s| <m. |

Zur spéteren Verwendung definieren wir noch Teilriume von H™P()) deren Elemente
,in einem schwachen Sinn“ auf dem Rand von 2 verschwinden.

Definition 13.10
Sei 2 C R™ offen, m >0, 1 < p < oco. Dann ist

}oIm,P(Q) = {f € H™P(Q); es gibt {fi} € C5°() mit || f — fill ame) F—oo, 0}_

[}

o
Andere Bezeichnungen: H™? = H"" = HJ\, = WP

Man kann zeigen, daf3 Hm (Q) ein abgeschlossener Unterraum von H™?(Q)) ist (Ubung).

Der Beweis von (13.9) fiir reguldre Distributionen stiitzte sich, bei Anwendung des
Gauflschen Satzes, wesentlich auf die Tatsache, dafl die Randintegrale verschwanden.
Fiir viele Anwendungen ist die Kenntnis dieser Randintegrale wichtig. Bei der Be-
handlung von Potential- und Warmeleitungsgleichung benotigt man insbesondere die
Greenschen Formeln (Satz 3.10), die dort auf den Laplace-Operator zugeschnitten sind.
Um eine entsprechendes Werkzeug auch fiir allgemeinere Operatoren zur Verfiigung zu
haben, werden wir im néchsten Paragraphen die 2. Greensche Formel auf allgemeinere
Differentialoperatoren erweitern.
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§ 14 Greensche Formeln, Konormale

Lemma 14.1 Identitidt von Lagrange
Sei B C R" offen und Lu= > a0, wu,v,a, € C"(B).
| <r
Dann existiert ein vektorieller Bilinearausdruck J(u,v) € C"™"'(B,R"), in den nur
Ableitungen von u und v bis zur Ordnung r — 1 eingehen, sodaf} gilt

(14.1) vLu —ul*v = divJ(u,v) Identitdit von Lagrange

Bemerkung:
Sind w, v, a, komplexwertig, so tritt an die Stelle von (14.1)

vLu —ul*v = divdJ(u,v),

wobel

Lo = 3 (=)o (@)

|laf<r

7zu setzen ist.

Beweis: Lemma 14.1 Wir beschranken uns auf den Fall » = 2.
Sei ajr = ag; Vk,j, aj,bj,c€ C? dann gilt

n n
Lu = E AjkUg e, + E bjug; + cu,
Jj=1

jk=1
L'v = Z (akV) 22, — Z (bjv)a, + cv,
jk=1 j=1
n a n
(14.2) vLu —ul™v = B { (Vajpty, — u(arv),,) + bjufu},
j=1 7 k=1

Jj (u,v)

und damit die Behauptung.

Eine offensichtliche Folgerung aus Lemma 14.1 mit dem Satz von Gauf} liefert

Korollar 14.2 2. Greensche Formel

Seien B C R" ein Normalbereich und u,v,a, € C"(B)NC""Y(B),

L wie in Lemma 14.1, Lu, L*v € L(B), v die &uBere Normale von 0B,
dann gilt

(14.3) /[vLu —uLl*™] de = / v-J(u,v) ds.

B 0B
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Wir leiten aus diesem Resultat eine weitere Folgerung ab.
Wir wissen (vgl S.90) da$ fiir lineare Differentialoperatoren 2. Ordnung mit einer sym-
metrische Matrix A = (a;;) gilt:

uigabe - a a
(14.4) L selbstadjungiert ALY Ty = Z ( u) + cu.

J
) aIL‘j al‘k

Fiir diese L = L* reduziert sich (14.2) zu

n a n
vlu —ul*v = Z E { (vaKty, — Uajk;vxk)} )
J

j=1 k=1

und die Integration iiber einen Normalbereich B liefert mit Gaufl

/ (vLlu —ul*v) de = / Z {Z (vajpty, — uajkvzk)} -v; ds
k=1

B op I=1
n n
> )
= a;pV; V=— —u—> | ds
- IR c%ck &ck
9B k=1 j=1
—_——
=: Ok,

also 0 = Av

Damit haben wir folgenden Spezialfall der 2. Greenschen Formel bewiesen.

Korollar 14.3
Seien L ein linearer, selbstadjungierter Differentialoperator 2. Ordnung in einem
Normalbereich B C R”

"0 ou
Lu = Z a—x] (ajka—xk) + cu,
7,k=1

A = (aj) symmetrisch, a;z € CY(B), wu,v € C*(B)NCY(B), Lu,L*v € L(B),
v die duflere Normale auf 0B, o = Av der Konormalenvektor, so gilt

. B ou ov
(14.5) / (vLu — ul*v) de = / (v% - u%) ds.

B oB

Bemerkungen:

1) Fir L=A, A=1,also v = o erhilt man die Darstellung aus Satz 3.10.

2) Der Konormalenvektor ist bzgl. dem Rand eines Gebiets und eines Differential-
operators definiert.
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Als Nebenergebnis erhalten wir

Korollar 14.4
Notwendige Losungsbedingung fiir Neumann- Probleme der Potentialglei-
chung
Die Randwertaufgabe
Ju

Au =0 in B (Normalgebiet), u e C*(B)NC'(B), e g(x) auf OB

ist nur losbar, falls / g(x) ds=0.

0B

0
Beweis: Gleichung (14.5) fiir v =1, Lu = Au, also o = v, liefert /a_u ds=0.1
v
oB

Bemerkung: Das Korollar liefert nur eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit.
Ohne zusétzliche Voraussetzungen ist obige Aufgabe nicht eindeutig losbar.
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§ 15 Distributionelle Losungen

Definition 15.1
Es sei L ein linearer Differentialoperator

(15.1) Lu = Z a,0%u, r €N, a,€C(B), BCR" ein Gebiet.

la|<r
Ist we C"(B), F e C(B) und

(15.2) Lu(z) = F(z), Vze B,

so heifit u starke Losung von (15.2).

Bemerkung: Gelegentlich ist F' € C'(B) nicht ausreichend (vgl. dazu das Beispiel der
inhomogenen Wellengleichung).

Ist F' eine gegebene Distribution (das schliefit die Moglichkeit ein, daf§ F' eine stetige
Funktion ist), so kann man (15.2) als Differentialgleichung fiir eine Distribution wu
auffassen geméf3

(15.3) (Lu,p) = (F,p) firalle o€ D(B) (dh.Tre C B).

GeméB unseren Ableitungsregeln gilt, falls a, € C* (vgl. (13.14))

<Lu7 90> = <u7 L*Qp> :

Deshalb definieren wir

Definition 15.2  Distributionelle Losung

Fiir den Differentialoperator L gem#f (15.1) mit a, € C* und eine Distribution
F € D'(B) erklaren wir: Eine Distribution u heifit

verallgemeinerte (distributionelle) Losung von Lu = F', falls

(15.4) (u(z), L*[p](x)) = (F(z),p(x)) Vo e D(B) (dh. Tre C B).

Bemerkung: Liegen keine C'*°-Koeffizienten vor, so kann man, angepafit an hyper-
bolische, elliptische und parabolische Differentialgleichungen eine schwache Losung in
Sobolev-Raumen erklaren. Wir werden das am Beispiel elliptischer Differentialgleichun-
gen in §20 vorfiihren.

Der néchste Satz betrifft homogene Differentialgleichungen. Dies ist keine wesentli-
che Einschrankung. Liegt eine Aufgabe mit einer nichthomogenen Differentialgleichung
Lu = f vor, so kann man diese durch eine geeignete Transformation in ein vollhomo-
genes Problem {iiberfithren. Auch dies werden wir in §20 am Beispiel eines elliptischen
Problems zeigen.
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Satz 15.3
Sei B C R" offen und a, € C*°, dann gilt:

1) Ist uw € C"(B) eine verallgemeinerte Losung von Lu = 0,
L gemiB (15.1), so ist u auch starke Losung von Lu = 0.

2) Eine starke Losung von Lu = 0 ist auch eine verallgemeinerte Losung.

Bedeutung:
Falls u differenzierbar ist, verschenkt der verallgemeinerte Losungsbegriff nichts.

Beweis 1) Ist u verallgemeinerte Losung, so gilt

(w@) @) =0 L [u@)Llle) dz=0 Ve D(B)

B

Zu jedem ¢ € D(B) gibt es ein beschrinktes Normalgebiet B C B mit Tro C B,
denn Tr ¢ ist kompakt und B offen, also der Abstand d(Tr ¢, 0B) = ¢ > 0. Man kann
deshalb Try und 0B z.B. durch stiickweise differenzierbare Hyperflichen (Polynome
im R?) trennen. Dann ist

(15.5) /u(m)L*[ap](m) der = 0.

B

Daraus folgt mit Korollar 14.2, da ¢ samt seinen Ableitungen auf OB verschwindet

Liuj(z)p(x)de = 0  und damit
Liul(x)p(x)de = 0 Ve € D(B).

Hieraus folgt Llul(x) =0 Vx € B, denn angenommen L[u|(&) # 0, z.B. Llul(x) >
0, dann existiert eine Umgebung U(Z) in der L[u|(Z) > 0 ausfillt.

Insbesondere gibt es dann eine Kugel K () = {x € R™"; |x — z| < a} C U(Z) und
eine Testfunktion ¢ mit Tro € K(Z) und ¢ >0 in Tr$ (vgl. (13.1)). Dann folgt

/ Liu)(2)@(x) dz > 0,
B
also ein Widerspruch.
Beweis 2) Aus Lfuj(z) =0 Vx e B, ue C"(B), folgt

(Lu,) = 0 Ve e D(B) und damit

laut Ableitungsregel. |
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Es erhebt sich die

Frage: Fir welche L (wenn es iiberhaupt welche gibt) existieren verallgemeinerte
Losungen von Lu = 0, die nicht stark sind?

Unsere fritheren Uberlegungen lassen den Wellenoperator als Kandidat geeignet er-

scheinen. Beispiel
Pu  O%*u
Lu = — —— =0, eR.
YT T o !
Starke Losungen sind u = wy(x + t) + wo(x — t) fiir beliebige w; € C?. Man fragt
sich, warum es nur zweimal stetig differenzierbare Wellen geben soll. Wie wér’s denn

mit w; =0 und

>
wy(z) = { (1)’ 228 Heaviside-Funktion,

bzw.
1, x=2>t,
u(z,t) = we(x —t) = { 0 z<t.
Behauptung:
(z,1) = wo(x — t) ist verallgemeinerte L L[u] OPu_0u_,
u(z,t) = wy(x —t) ist verallgemeinerte Losung von Lfu| = — — — =
) 2 g g atg axQ

Beweis: Wegen u =0 fiir z <t und L = L* (Definition 13.7) mufl gezeigt werden

. P P
(u, L[p]) = // (a—;j - a—;j) dedt = 0 Yy € D(B).
>t

Dies muf} insbesondere gezeigt werden fiir alle ¢, deren Tréger einen nichtleeren Durch-
schnitt mit der Geraden x = t haben. Fiir alle anderen ¢ ist die Gleichung richtig,
da im Komplement der Geraden x = t die Funktion ws € C? ist und damit starke
Losung.

xX=t
A
v g
NS
K, =
Tré
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Sei also Tro C K, = offene Kugel mit Radius r» und Tro N {(z,t) € R%z =1} # ()
Wir wenden nun die Greensche Formel (14.5) an auf die Funktionen

v=1, wu=¢, unddasGebiet K =K,N{(z,t); x>t}

denn fiir <t verschwindet u und damit auch (u, L*p).

Sei C' das Geradenstiick AB : C = K, N{(x,t); x =t} und v die duere Normale
von B auf C'. Dann erhalten wir wegen

= , o=|—7,—
U V2 V2
die Beziehungen

//LM dadt = // (%27‘5—%) dadt = /g—st = ¢(A) — ¢(B) = 0.

>t
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§ 16 Unstetigkeiten verallgemeinerter Losungen

Wir wissen nun, dafl es verallgemeinerte Losungen gibt, welche Unstetigkeiten auf den
Charakteristiken haben. Daraus folgen zwangsldufig die Fragen: Fiir welche Differen-
tialoperatoren kommen Unstetigkeiten von Losungen vor? Vielleicht nur fiir solche, die
Charakteristiken besitzen? Kénnte man dann die Charakteristiken als Triager von Un-
stetigkeiten der Losungen charakterisieren? (vgl. § 11)

Wir untersuchen folgendes

Problem (P): (vgl. Zeichnung)
By, By seien offene Normalgebiete, I' eine glatte (n — 1)— dimensionale Hyperflache
und B =By UBy;UI'. u seiin B eine verallgemeinerte Losung von

Lu= Y a,0u=0, a, € C®°(B) und wu; = Restru|p, € C"(B;), i =1,2.

|laf<r

Frage: Sind Unstetigkeiten von 0%u, |a| < r, auf ' moglich, falls ja welche, und
was bedeuten sie fiir I'?

Um diese Frage in den Griff zu bekommen, fiihren wir die Losungseigenschaften der wu;
in den B; mit der Greenschen Formel zuriick auf das Verhalten der w; auf 0B; .

(16.1) Lw] =0 in B;, i=1,2 giltim starken Sinn.

2

Wir kénnen, da 0 = [ul*¢ de = Y [ul*p dx (distributionelle Losung) die
B i=1B;

2. Greensche Formel (14.3) auf beide B;’s anwenden und erhalten mit (16.1):

2 2
0:Z/uL*cpdm:Z /L[ui]cpd:p—/ui-J(ui,cp)ds],
=1p B, =0 T

=1

und da auf I" die Normalen von 0B; und 0B, entgegengesetztes Vorzeichen haben
mit v = v! oder v = v?

(16.2) 0 = /V~(J(u1,g0)—J(u2,<p)) ds = /V~J(u1—u2,g0) ds Yy € D(B).

T T w

Setzt man w = u; — uy, so kénnen wir unsere Frage aus Problem (P) wie folgt modi-
fizieren:
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Frage: Sind unter der Voraussetzung

(16.3) /I/-J(w,@) ds =0, w = u; —us, Ve eD(B)

T

Unstetigkeiten von 0%w, |a| < r, moglich und was bedeuten sie ggf. fir I'?

Im Rahmen dieser Vorlesung kann diese Frage nur beispielhaft, d.h. fiir einige Typen
von Differentialoperatoren und spezielle Unstetigkeiten untersucht werden.

Differentialoperatoren 1. Ordnung

Lu = iaz@-u = L'u = i—@i(aiu)
i=1 i=1

Wir berechnen das Integral (16.3).
Aus (14.2) liest man ab

mit a = (ay,...,a,) folgt aus (16.3)

O:/V-J(w,go)dSZ/(Zajuj)wgods:/a-uwwds Vo € D(B),
T r NIl

T

und hieraus, weil w = u; —uy, @ und v stetig sind (I' glatt),

(16.4) a-vw =0 aufl.

Ist w# 0 in & € ', so folgt aus der Stetigkeit von w, dal w # 0 ist in einer
Relativumgebung I'i(Z) C I'. Dann erhalten wir mit (16.3)

(16.5) a-v =0 auf I'1(z).

[' ist eine glatte (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit (Hyperfliche), die in einer
Umgebung von & durch f(x) = 0 (f glatt), dargestellt werden kann. Deshalb ist
(£)v = grad f, und (16.5) schreibt sich als

Z ajfe; = 0 in einer Relativumgebung von z auf I'.
j=1
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Nach (10.2) und Satz 9.3 Teil 3) bedeutet das, daf I" in einer Umgebung von & charak-
teristische Mannigfaltigkeit ist. Die Frage in (16.3) wird also beantwortet (zumindest
teilweise) wie folgt:

Ist fiir einen linearen Differentialoperator L

(16.6) w(Z) = uy (®) —uz(®) #0 fiirein & €T,

so ist I' in einer Umgebung von & charakteristisch fiir L.

Bzgl. der Unstetigkeiten der 1. Ableitung kennen wir das Ergebnis aus Satz 11.8. An-
gewandt auf unsere Situation lautet es

Es ist u ¢ C'(B) genau dann, wenn I' in den Unstetigkeiten der

16.7
(16.7) 1. Ableitung von u charakteristisch fiir L ist.

Fazit: Unstetigkeiten gibt es nur auf charakteristischen Mannigfaltigkeiten.

Beispiel: Die Transportgleichung (vgl. (11.9))
Lu = uy+v - (gradu) = 0.
Gezeigt wurde (vgl. §11), daf§

u(xe,t) = w(x —vt) =

1—|xz—vt], |x—vt|<1
0, sonst

eine stetige, stiickweise stetig differenzierbare Losung war. Die Kreise |z — vt| = 1
waren Charakteristiken.

1, |s|<1, seR”

Wie im Beispiel in §15 kann man zeigen, daf fiir w(s) = { 0. sonst

- 1, |x—vt| <1
u(x,t) = w(x —vt) = { 0 ‘sonst |

eine verallgemeinerte Losung ist mit den Unstetigkeitsstellen |x — vt| = 1. Diese
miissen geméaf (16.6) Charakteristiken sein.
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Selbstadjungierte Differentialoperatoren 2. Ordnung

Grundlage unserer Untersuchungen ist wieder Problem (P).
Fiir alle ¢ € D(B) gilt (Lu, ) = (u, L*¢) = 0, und mit L = L* (vgl. Definition 13.7
und Gleichung (14.4)) folgt

2
(u, L*p) = (u, Ly) = /uIAp der = Z/uiLgo dx und mit (14.5), (Green)
B i=lp,
Do Ouy Do Ouy
Bi gz l53 r r
Da o = Av, v! = —v? auf T', wobei v die duBere Normale ist, gilt
Op Ou;  Ous
0 = /[&1‘,@@”(@—@)] ds
T =:w ~ -
(16.8) D

Frage: Wann kénnen w und (oder) a—wl ungleich Null sein auf I', und was bedeutet
o

dies fiir I'? Wir zeigen:

Fiir Problem (P) gilt:

I ist charakteristisch fiir L in .

() : .
(16.9) o' (z) ist Tangentialvektor }

von I' in Z.

Detaillierter gilt:

(16.10) o!(z) transversal fiir ' in Z. ue C*(U(z)).
nicht tangentia x)=Umgebung von &
' (nicht tangential) (U(z)=Umgebung )
s —
% =0 in I'(Z), aber nicht
(16.11) o(Z) tangential in [ (@) C . =  notwendigui= “%jh‘ Unstetig-

keiten von u und P (v#£al)

konnen vorkommen.

Beachte: Die Verneinung von I' st charakteristisch fiir ... bedeutet nicht: Lu st
elliptisch in @, denn letzteres ist eine Aussage iiber alle Mannigfaltigkeiten, die durch
x gehen.
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Beweis (16.9)
(16.12) zuz eI’ I I'i(x) CT A feC®: f(x)=0, grad f(x) # 0 Vx € ['1(Z).

Dann gelten folgende Aquivalenzen:
(16.13)
o' ist Tangentenvektor von T'in &, grad f(z)Lt V Tangentialvektoren t.

— olz) grad f(z) = 0 = +TA(Z)v! (< A(z) nicht definit)

@ I' charakteristisch fiir L in Z.

Beweis (16.10)
Wir zeigen zuerst indirekt: w ist stetig in U(Z), d.h. w=u; —uy =0 in U(z)NT.

Aus der Annahme w(x)#0, (E >0 folgt

w(x) >0 auf Ty(x) CT und vgl (16.12)
f(x)=0, gradf(x)#0 Vrely(z )CQEFl( ),

Nun ist o' transversal in . Dies liefert mit (16.13)
ol'(x)-grad f(x) #0 Vx € I's(x) ((ETs(x) C I'y(@)).
Nun existiert ein a € D(B) mit der Eigenschaft:
Tra = {x;|z—x| < a} sodaB TranNl DTy (Z)(CT3) und sgna = sgn(o'-grad f).

Deshalb ist ¢ :=a-f € D(B) und ¢ =0 auf I'y. Einsetzen in (16.8) liefert

dp
(16.14) / 80’1 ds = 0.
I'nTra
Nun ist
Oy . 1 o 1 _ 1
— = o -grady = o -lagradf+ fgrada = a (o -grad f).
dol 1 1 — —_—
Richtungs- Produkt- =0 auf T'y(z) >0
ableitung regel

Dies liefert in (16.14) einen Widerspruch zur Annahme, also w = 0 auf ['y(Z).
0
Behauptung: % =0 auf I'y(Z).
Einsetzen von w =0 auf I'y(Z) in (16.8) liefert:
ow .
goﬁds =0 VYVoeD(B) mit Trenl cTranT.

I'nTra
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Da % stetig ist, folgt hieraus sofort % =0 auf I'y(Zz) cI'NTra.

Da w = 0 auf I'y(x), gilt fiir alle Tangentialableitungen (mit ¢ bezeichnen wir die
Tangentenvektoren)

ow
i 0 Vit an I'y(@).
Zusammen mit 5
% =0 auf I'y(x) (duBere Ableitung)

folgt hieraus:
gradw = 0 auf Ty(z), also u € C'(B; UBy UTy(Z)).

Im nicht charakteristischen Fall sind die Ableitungen 2. Ordnung in I'y(Z) durch die
Differentialgleichung eindeutig festgelegt. Deshalb ist
u € 02(31 U BQ U F4(i’) )

Beweis (16.11) Wir schreiben (16.8) um mit Hilfe der Produktregel

B Jp 0 B 0 0
(16.15) 0= / (w@ - wﬁw) ds = / (@(Wp) - 2<p@w) ds.
T T

Durch Anwenden des Gaufischen Integralsatzes auf der Mannigfaltigkeit I" kann man
zeigen

0
/@(Wp) ds = 0 Yy e D(B).
T

Beweisidee: Die Ableitung %(wgp) ist tangential, d.h. berechenbar, wenn die Funk-
tion v := we auf I' gegeben ist und von 1. Ordnung. Der Gaufische Integralsatz auf
Mannigfaltigkeiten (hier auf I') verwandelt ein Integral iiber ein beschranktes Gebiet
G C I' mit glattem Rand tiber eine Funktion, die nur 1. Ableitungen von v enthélt (Di-
vergenzausdruck), in ein Integral iiber dG . Wir wihlen ein Gebiet, welches I'NTr(wyp)
enthélt. Auf 0G verschwindet wy samt allen Ableitungen, das Randintegral ist also
=0.

Aus (16.15) folgt dann

0
/goﬁwds = 0,

r

woraus wegen der Stetigkeit von %w und weil ¢ beliebig war, sofort %w = 0 folgt.
Uber w 148t sich nichts aussagen. |
Bemerkung

Fiir konstante Koeffizienten gilt im zweidimensionalen Fall % = k‘% mit einer Kon-

stanten k& und s als Bogenlinge auf I'. Dann folgt aus 2w = 0 auf I', da w = const

Os
auf T.
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§ 17 Direktes Produkt und Faltung

Definition 17.1
a) F € D'(R") verschwindet auf einer offenen Menge 2 C R”

s def F(p)=0 VYoe D).
(Bezeichnung: F' =0 auf Q)
b) Seien F; € D'(R™), i=1,2.

Fy=F;in Q <d:&> Fy — F5 verschwindet in €2

c) Fir F € D'(Q) ist der Trager von F (Tr F, supp F') die kleinste abgeschlos-
sene Menge, auflerhalb der F' verschwindet.

d) F e D'(R") heiit finit <d:&> Tr F' kompakt.

Bemerkungen

1) Die Definition von Trdger ist fiir Funktionen und Distributionen wortlich iden-
tisch, nur die Bedeutung von F' = 0 ist eine andere.

2) Definition 17.1 ist eine , Negativdefinition“. Man definiert, was nicht dazu gehort,
d.h.

r¢gTrF <& 3 (offene) Umgebung U(z) von z: F' =0 in U(x),

z.B. U(z) =R"\Tr F'; d.h. falls Tro C R*"\Tr F, so ist F/(¢) = 0. Wir haben

also auch

F(p) =0 Vo mit TroNTr F = 0.

Beispiele

1) F=6 = TrF={0} Ubung
2) feCR"), FeD(R") erzeugt von f = Trf=TrF Ubung

3) ACR" offen, f e L(A), f(z)>0 Vrxe A, [f=0 sonst,
(F(z),p(x)) = [ f(z)p(x) dv = TrF=A Ubung
A



107

Wir benotigen im Folgenden mehrfach die Vertauschbarkeit von Integrationsreihenfol-
gen und zitieren deshalb zunéchst den

Satz von Fubini: Sei f(z,y) meBbar in Oy x Qy, Q; € R™, j=1,2, so gilt

(02 [ @yldedy= [ [If@y)dyde= | [If@y)dedy (<)

Ql XQQ 91 QQ Q2 Q1

Hat eines dieser Integrale einen endlichen Wert, so gilt

(09 [ feydety= [ [ 1@y dyie= [ [y izt (<o)

Q1 %09 Q1 Qo Qo Q1

Direktes Produkt von Distributionen

Motivation durch das direkte Produkt lokal integrierbarer Funktionen f, g € Ljo.(R):

Fiir h(xy, 22) = f(x1)g(x2) ist h € Lioo(R?), und es gilt fiir p € C5°(R?)

(W1, 29), p(T1,22)) = (f(x1)9(22), P(T1, T2))

= //f ZL‘l I‘Q ZL‘1,ZL‘2) d[L‘lde'g
= / /f .1'1,33'2 dl‘l dl‘g
Rk

J

7-w2(m2)

Yo €D(R)
= (9(x2), (f(21), o(21, 22)))

Fubini

L /f(951)/g(9€2)<,0(9€17$2) dxy dxy
R R J
::wzr(ml)
11 €D(R)

= (@), {g(22), p(x1,22))) -

Diese Gleichungen gelten analog fiir f € Lioc(R™), g € Lioc(R™) und motivieren so
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Definition 17.2

Seien Fy € D'(R™), F, € D'(R™), p € D(R"™), x € R", y € R™.
Dann wird das direkte Produkt ( Tensorprodukt) F := F; @ Fy € D'(R"™)
erklart durch

(F(z,y), p(z,y)) = (Fi(z) @ B(y), o=, 9)) = (Fi(x), (F(y), ¢(,9))) -

Daf§ diese Definition verniinftig ist, wird belegt durch

Satz 17.3
Unter den Voraussetzungen von Definition 17.2 gilt

a) Y(y) = (Fi(x), oz, y)) =
v € DR™) und  9yh(y) = (Fi(x), dyp(x,y)),

b) F=F ®F,eD(R"™), (Existenzaussage)

c) H®F=FK® I,

d) Tr(Fi@ FR)=TrFi@Tr Fy = {(z,y) e R""™;, x € Tr Fy, y € Tr Fy}.

Beweis: )
a), b), d) als Ubung, (Triebel S. 136), c) vgl. Walter: Einfiihrung in die Theorie der
Distributionen. |

Bemerkung: Ist F; € L] _(R™) und F, € D'(R"), so besagt ¢), da die Reihenfolge
der Anwendung der Distribution und der Integration vertauscht werden darf.

Beispiel zu Satz 17.3 ¢):  d(x) ® 6(y) = d(x,y) nachrechnen!

Faltung von Funktionen und Distributionen

Fiir Funktionen fi, fo wird die Faltung fi* fo  (Faltungsprodukt, englisch: convolu-
tion, convolution product) definiert durch

W) = (fi+ fo) (x) = / fi( — ) foly) dy
wzy / fola — w) fi(u) du = (o # f1) (),

d.h. wenn das Faltungsprodukt existiert, ist es kommutativ.
Sind z.B. fi, fo € L(R"), so existieren die Integrale fast iiberall, und es ist h € L(R"),
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denn
iz, /|h |dw<//\f1 z — )| |fo(y)| dydz
Fukl)lm o
L //|f1<m—y>| faly)| dedy
R Rn
/ )] / (@ — )| dedy = | foll | Al
R R
Bemerkungen

1) fi,fa € Linc(R™) geniigt nicht fiir die Existenz des Integrals f;  fs.
Gegenbeispiel: f; = fo=1.

2) Existiert fi * fo und sind fi, fo € C'(R"), so liest man ab

Op (@) = O (Jr % f2) = /(%fl(w —y))f2(y) dy = (O:. 1) * f2

R

_ / (Or fol@ — ) fiy) dy = f1 * D fo

R

Setzt man voraus, dafl f; € L, (R™) und f; oder fo finit ist, so 148t sich h als
Distribution interpretieren (¢ € D(R™)), und zwar

(i) falls f; finit ist durch

(h, o / /flm— Vly) dyde ~ /f2 /fla:— x) d dy

J/

existiert, da kompakter
Integrationsbereich

== /f2 /fl oy + z) dz dy.

J/

:w( )
YED(R™), da f1 finit

(ii) falls fo finit ist analog durch

o) = [ ola /fzw— ﬁ()dydwFublm/fl /fz oy +2) dzdy,

Rn

S

g

=:x(y), x€D(R")

denn die Finitheit von f; bzw. f; bewirkt, daBl 1) bzw. x kompakten Tréager hat,
also Testfunktion ist.
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Diese Ergebnisse legen nahe, die Faltung von Distributionen h = f * fo, f; € D’ als
direktes Produkt zu erklaren, geméf

(17.1) (fix [, ) = (fi(®) © fo(y), p(x + y)).

Schwierigkeit: Fiir ¢ € D(R") ist p(x+1y) € C°(R*"), hat aber keinen beschrinkten
Tréager.

Nun sind — ohne die Finitheitsforderung — die obigen Integrale immer noch erklért,
falls der Integrationsbereich beschrénkt ist. Dies fiihrt zur Forderung der sogenannten

Streifenbedingung
M, ={(z,y) eR*; x € Tr f1, y € Tr fo, x+y € Trip} sei beschrinkt Vi € D(R").

Beispiel zur Streifenbedingung:
flan S Lloc(R)a Trfl = {ZIZ', x 2 0}7 TI‘f2 = {y7 Yy Z 0}7 TI‘QO = {x? ‘.I'| S k}a
also |z +y| <k (daher der Name Streifenbedingung) —

Ist die Streifenbedingung erfiillt, so kann man in die obigen Integrale , straf-frei* eine
(von ¢ abhingige) Funktion n € D(R?") einfiihren mit 7 = 1 in einer Umgebung
von M, und (17.1) abéndern zu

(17.2) (fr* fa0) = (i(®) © fo(y), n(z, y)p(® +y)) Ve e DR,
n(x,y)p(x + y) ist dann eine Testfunktion in R?".

Konstruktion von 7 (iiber Mittelfunktionen, vgl. Ubungen)

Zeige

ey <1 2 — 2

1) o(x) = ¢ el " v ist eine Testfunktion in R™,
O’ |IB‘ Z 17

2) p.(x) ! (‘”) > 0 ist eine Testfunktion in R”

x)=——7—— -¢(—), ¢ ist eine Testfunktion in
pe e [ p(x) de e

]Rn

mit  Trp. = {x € R"; |z| < e}, [ pe(x) de =1 und p. > 0.
R”

3) Ist A C R™ beschrankt,
A, ={x €R" Jac A: |x—a| <¢e} eine e-Umgebung von A und

1 A ) . .
XA, = { O: :snorfst € ihre charakteristische Funktion,

dann ist
(xa). (@) = / . (€)popa(@ —€) dE aus D(R") und

R”
n(@) : = (xa.).p (@) =1 in A;pp (MWS der Int.-Rechnung).
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Nun konnen wir definieren

Definition 17.4  Distributionelle Faltung
f1, fo € D'(R™) geniigen der

Streifenbedingung

(17.3) M, ={(z,y) R zecTrfl, yeTrfy, z+yecTry}
ist beschrinkt V¢ € D(R").

Dann wird die Faltung fi * fo als Distribution erkléart durch
(17.4)

(frx for0) = (h @ fan(@ y)e( +y)) = (fi, (f2n(zy)p(z +y)) Ve e DR,

wobei 7 € D(R*") mit n=1 in einer Umgebung von M, .

Bemerkung;:
Wihlt man in der Konstruktion von n: A= {x € R*"; |z|] <1} und setzt
x
(@) = n(7),

so ist m € D(R*) und n=1 in |z| < k.

Dann existiert bei erfiillter Streifenbedingung ein &y € N, sodafl
N =1 in einer Umgebung von M, und M, NTry, = M,,

weshalb man statt (17.4) auch definieren kann (vgl. Triebel):

(17.5) {frxfor )=l (fo, (o, (@, y)p(@ +9))) Vo € DR").

Bemerkung: gemeint ist mit der Schreibweise nur: fiir hinreichend grofses k, denn klim Mk
—00

vk Z k07

hat keinen kompakten Triger mehr.
Damit ist man unabhéngig von der speziellen Menge M, , falls man auch unahéngig
ist von einem speziellen 7 € D(R").

Satz 17.5 Faltungssatz fiir Distributionen
Unter den Voraussetzungen der Streifenbedingung (Definition 17.4) gilt

a) fi*f, € D'(R"),

b) fixfa=foxfi,

o) Te(fixfo) CTrfitTrfor={2z€R™ z=w+y, wcTrfi, ycTrf},
d) 0%(fi* f2) = 0%fi* fa=fr x0%fo Vo € Np.

Wir beweisen a). Dann folgt b) aus der Kommutativitat des direkten Produkts. Fiir c¢)
verweisen wir auf Walter, Kapitel 8 (Einfithrung in die Theorie der Distributionen).
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§ 17 DIREKTES PRODUKT UND FALTUNG

Beweis a)

1)

Esist f1 ® fo € D'(R*") nach Satz 17.3 (Definition als direktes Produkt):

(fi(z) ® fo(y), n(z, y)p(x +y)) ist erklirt wegen n - € D(R*).
Die Linearitét in ¢ ist offensichtlich, man mufl nur die Menge, in der n =1 ist,
geniigend grofl wéhlen (vgl. dazu (17.5)).

Es mufl gezeigt werden, dafi die Faltung eindeutig definiert ist, d.h. nicht vom
speziellen n abhéngig ist. Dies ist fiir regulére Distributionen, also Funktionen,
klar, denn das 7 &ndert ja nichts am Integrationsbereich. Fiir Distributionen
muf es jedoch gezeigt werden. Sei also nach Definition 17.4

M, :={(z,y) €R*; z€Trfi, yeTrfo, z+y € Trp} beschrinkt
und 7, 4 € D(R*") mit

n=1 1in einer Umgebung U D M,,
=1 in einer Umgebung V O M,.

Gezeigt werden mufl

(i@ fo,(n=ne) =0 baw. ({1 © fo,np) = (L @ fo, pp)
Es gilt fiir ¢(z,y) = p(z + y)
n—p=01in M, (n—p)peDR™"), also Tr(n—p)p CCM,.
Da TroN (Tr f1 ® fo) = M, (vgl. die Streifenbedingung (17.3)), folgt
0 =Te(y— w@N TGN (Tr fi © Tr fo) = Te(n — 103N (Tr fy @ Tr )

und somit (vgl. Bemerkung 2 nach Definition 17.1)

(f1® f2,(n—p)p) =0 bzw. (fi ® f2,n0) = (f1 @ fa, ue)

also die Unabhéngigkeit vom speziellen 7.

Nachweis der Stetigkeit von f; x fo (vgl. Satz 13.3).
Sei {¢;} C D(R") eine Schwarz’sche Nullfolge, also

Jj—00

Tro; C K, ={xeR" |z| <r}, sup|d®p;] — 0 V feste a € Nj.
Bestimme ein 1 € D(R?*), so dal n =1 in einer beschriinkten Menge U mit

UD(Trfi@Trfy)N{(z,y) €R*™; |z+y| <r}, (vel (17.3))

Dann muf gezeigt werden, daf auch ¢;(x, y) = n(x, y)¢;(z+y) eine Schwarz’sche
Nullfolge ist.
Mit der Leibniz-Regel fiir Funktionen mehrer Verdnderlicher f,g € C*

“(f-9) Zﬁl 8ﬂf80‘ Bg fir |o| <k mit

B<a
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a>f<=o>0,i=1...,n o =][[_ a!
folgt hieraus
J—00

Yi(x,y) =n(x,y)p;(x+y) erfillt sup|0“Y;| — 0 V festen o € N,
und man erhélt die Stetigkeit, geméafl (17.4) aus Satz 13.3.

Beweis d): vgl. den etwas allgemeineren Beweis zu (17.7) des niichsten Satzes. W

Satz 17.6  Faltungseigenschaften
Seien F,S € D'(R™), und S finit.
a) Dann existiert F'x S = S % F', insbesondere gilt

(17.6) Fxo=0%xF=F.

b) Ist L ein linearer DO mit konstanten Koeffizienten, so gilt (bei erfiillter
Streifenbedingung auch ohne die Finitheit von S)

(17.7) L(F*xS)=LFx*S = F=xLS, insbesondere gilt

(17.8) L)« F = §xL(F)=L(F) VFeD(R")

Beweis a) GeméiB Satz 17.5 ist F'%.S = S I erklart, wenn die Streifenbedingung
(17.3) erfiillt ist.

FirzeTrF,yeTrS sei |z+y|/ <N (dageDR"), || <N firx € Try)
und |yl < M (S finit)
Wegen |z|<|x+y|+|y < N+M und (x,y)ec M, folgt
(@, y)[* = [=] + |y|* < (N + M)* + M* < oo,

also ist die Faltung erklart.
J ist finit und Satz 17.5 b) zeigt: F 0 =0* F'.

Wihlt man n € D(R?*") als n(z,y) = ¥(x)((y),v = ¢ =1 in[-k k", k > 0 so
groB, dal Trv, Tr( C [k, k", M, C [—k,k]*" vgl. auch (17.4)), so folgt wegen
C(0> = 17 Tr w C [_kak]n

(F'x0,0) = (F(), (0(y), ¥(x)C(y)e(x +y))) = (F(z),(x)C(0)p(x)) = (F,¢) .

Beweis b) Wegen Tro*F C TrF, Tro*S C TrS  existieren mit F % .S auch
O°F xS, F'x0*S , da die Streifenbedingung erfiillt ist, und wir berechnen fiir ein
a€C® und |a] > 1:

(@0*(S* F),p) = (=Dl * F,0%(a(x)p(x)))
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Mit der verallgemeinerten Leibniz-Regel erhalten wir wegen 9n(x,y) = 0 fir |y| > 1
und alle (x,y) aus einer Umgebung U(M,)

=D S Ao 35 n0° P (ap) = nd*(ap) V(x,y) € U(M,).
B<La

Deshalb gilt weiter

(@d*(S5* F), ) = (S(y), (0°F(z), n(z, y)a(x + y)p(z +y)))
= (S(y), (a0“F(x),n(x,y)p(x +y))) nur wenn a = const.
= (S*a0“F,p).
Fiir a = const bedeutet dies
ad*(S*F) = Sx*(a0"F),

(17.9)
ad* (S F) = (adS) *

Die zweite Gleichung zeigt man entsprechend (mit F'x S =S % F und

O la(x +y)eo(x +y)] = 0y la(x + y)p(z + y)].

(Fiir a =1, L = 0% ist dies der Beweis von Satz 17.5 d)).

Man rechnet sofort nach, da§ F' %S in F und S additiv ist. Dann folgt aus (17.9)
sofort (17.7), und als Spezialfall (17.8) unter Benutzung von (17.6). |

Warnung: In Stakgold II wird (17.8) ohne die Voraussetzung konstanter Koeffizien-
ten bewiesen. Die Aussage und der angefiihrte Beweis sind falsch.

Zum Beweis von Regularititseigenschaften von Losungen partieller Differentialglei-
chungen bendtigen wir die Regularitidtseigenschaften der Faltung einer Distribution
mit einer Testfunktion, die wir gesondert betrachten.

Faltung mit Testfunktionen, Regularisierung

Die Faltung einer Funktion f € Lj,.(R") mit einer Testfunktion g € D(R") existiert
und l&8t sich schreiben als

hx) = ( / G dg = ((€), gl — €))

und somit distributionell deuten: Fiir jedes feste = ist g(z — &) € D(R}). Dies legt
die Vermutung nahe, daf fiir jedes F' € D'(R™) gilt (Fxg) (x) = (F(&),g(x —&)). In
der Tat gilt der

Satz 17.7 Regularisierung
Sei FeD', g€ D ,dann gilt

a) Fur h(x) == (F(§),9(x —&)) ist heC™®.

b) Fxg=(F(£),9(x—&)) € D' undesgilt (Fxg,¢)= (h,p) VYo DR").
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Beachte:

1) Durch a) wird eine Funktion definiert. Natiirlich stellt diese Funktion auch eine
Distribution dar. Die Faltung F'* g ist als Distribution nach dem vorigen Satz
erkldrt. In b) wird damit die Gleichheit zweier Distributionen bewiesen.

2) Die Faltung mit einer Testfunktion hat regularisierende Wirkung, d.h. die Fal-
tung einer Distribution mit einer Testfunktion ergibt eine regulire (und wie!)
Distribution, also eine Funktion.

Beweis:

h(x) ist fiir alle xals Funktion definiert. Die Funktionswerte ergeben sich durch die
Anwendung der Distribution auf die Testfunktion, und wie in Satz 17.3 a) zeigt man
h € C*. Es bleibt also nur die Gleichheit in b) zu zeigen.

Vo € D(R™) gilt fiir ein geeignetesn (vgl. (17.4))

(Fxg,0) = (F(x)®g(y),n(z,y)p(x+y))
= (F(z),(9(y),n(x, y)e(x +y)))
= (F(x), [ gz, y)e(x +y) dy) .

Fiir hinreichend grofles r > 0 gilt

Trg(y)p(x+y) C {(z.y) eR™; |[z+y[<r |yl <r}
und, da [z < |z +y|+[—y| <2r
C {(z,y) eR™, |z| <2r, |y| < 2r}.

Deshalb konnen wir wahlen
n(x,y) =a(@)-aly), a«aeDR"), a=1 fir |z <2r

Damit folgt

/ sWa@)a@o@+y) dy = / o(y)e(x +y) dy
¢=ztv / g€ — 2)0() dé

- / g€ — z)o(£)p(€) dE
= (o). alO)g(E— ), aE)g( - x) € DR™).
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Insgesamt gilt also fiir alle ¢ € D(R")

(Fxg,0) = (F(z),(p(§),x(§)g(§ —)))
= (p(&), (F(z),a(€)g(€ —z))) (Kommutativitit)
= (p(€),a(€) (F(x),g(§ —x))) (Lincaritit)
= (p(&), a(§)N(§))

p(&)a&)nE) dg  (Tre CTra)

p(§)h(€) d€ = (h(§),¢(§)). W

Man kann die Voraussetzung der Finitheit von g auf F' verschieben und erhélt

Korollar 17.8
Seien F' € D'(R") finit und g € C*.
Dann ist
h=Fxge(C*® wobei
h(x) = (F(§), 9(x — §)) = (F(£), (&) g(x — §))

mit « € D(R"), a =1 in einer Umgebung von Tr F.

Der Zusatz in der Definition von h ist, wie immer bei der Faltung, wichtig damit
a(§)g(x — &) € D(RE) Vr € R". Man zeigt dann wieder, dafl die Definition un-
abhéngig von « ist (vgl. Satz 17.5 Beweis a). Dann ld8t sich der obige Beweis ,unter
geringen Anderungen“ auf den Fall des Korollars iibertragen.
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§ 18 Die Fourier-Transformation

Die Fouriertransformation fiir Funktionen

Die Fouriertransformation stellt ein wichtiges Handwerkszeug zur Losung von partiellen
Differentialgleichungen dar.

Im eindimensionalen Fall (1D -Fall) kann man sie als Grenzwert einer Fourier-Reihe
gewinnen.

Die Fourier-Reihe einer Funktion f auf einem Intervall [—/¢,¢] C R lautet

:50 Z a, cos(nmz /) + by, sin(nmx/l))
mit den Koeffizienten

!

:% /Zf(x) cos(nmx /),
¢

:% /lf(:p) sin(nmx /).

In der komplexen Schreibweise lautet sie (beachte: €% = cos ¢ + isin )

(18.1) f(z) = i cpetmme/t

n=—oo

mit den Koeflizienten

0
1 )
_ - —inmy/L
=7 | F@e " dy

-/

Einsetzen der Koeffizienten in (18.1) liefert (leicht umgeformt)

Fo) =52 3 | [y e T mit g =yt

Dies ist eine Riemann-Summe. L&t man hier ¢/ — oo gehen, so wird man erwarten
(und kann auch beweisen, vgl. Folland)

(18.2) f@ =5 [ | [ s ay| e e

J/

-~

=:f(¢)
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Definition 18.1  Fourier-Transformation
Fir f e L'(R") ist die Fourier- Transformation f die beschrinkte, stetige Funktion

im R", die gegeben ist durch

(183)  F(HE) = (&) = / () do, ECR', Ew=) G

Bemerkungen:

1) Die Beschrianktheit und Stetigkeit folgen aus

Fle) < / e 1f ()] dae = || |1,

2) F ist ein linearer, d.h. additiver und homogener Operator.

3) Die Fourier-Transformation im R™ ist nichts anderes als die sukzessive Ausfithrung
von partiellen Fouriertransformationen im R!. Dabei werden die anderen Varia-

blen als Konstante betrachtet:
Fp=F,, -F, - Fp,, F,,= Fourier-Transformation bzgl. z;, also

n—1 :
f(f) = /e_zflml/6_i§2x2.../6_i§”’””f(x1,...,xn) dx,,...dz;
Wir demonstrieren die Fouriertransformation zunachst an einem

Beispiel: Gesucht wird

F(e™™)(¢&) = /eimﬁa”ﬂdm fiir a > 0.

Nun ist

; 2 2 % _ 5 | &
i€+ ax® = a(x®+ )—az<x]~+ ;J),

und mit quadratischer Ergénzung folgt

. 2 2 n . 2 2
A A
<xj+ 2a) +4a2] —az (xj—i_ 2a +4a'

J=1

Damit folgt fiir das Integral (beachte das Minuszeichen)

52

=g = |11/ i) | €
i=1%
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Mit Hilfe des Cauchy’schen Integralsatzes zeigen wir, dafl das Integral

[:/e“z2 dz, v={2z€C; Im z = ¢ = konst.}
0l

von ¢ unabhéngig ist.

Dazu erklaren wir: Ist f eine in einem zusammenhédngenden Gebiet G C C holomor-
phe Funktion und k: z2(t) = x(t) + iy(t), t € [a,b], ein in G verlaufender, stiickweis
differenzierbarer Weg. Dann wird das Kurvenintegral definiert durch

b

[ = [ ez a

Damit gilt der

Integralsatz von Cauchy
Sei f holomorph in einem einfachzusammenhéingenden Gebiet C C, so gilt fiir jeden
geschlossenen Weg k., der ganz in G verlauft

/ f(2)dz = 0.
k

Wir wenden den Cauchy’schen Integralsatz an auf den Rand des Rechteckes {z €
C; [Rez| <R, 0<Imz<c}.

S Re z
-R R

Der Streifen 0 < Im z < ¢ liegt in einem Gebiet, in dem der Integrand holomorph ist.
Das Integral {iber den Rechtecksrand OR ist also = 0.

R c R c
/ e dz = — / e dt — / e~ (R0 gt 4 / s / e~ R gt =
OR -R 0 -R 0

Wir lassen im Rechteck R — oo gehen. Die Betrdage des Integrals, die von den verti-
kalen Segmenten Re z = £ R herriihren, verschwinden mit R — oo, da der Integrand
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gegen 0 konvergiert , und es folgt (beachte die Orientierung)

I= /e“Zde: / e ™ dt mit t=Re z.
¥ —o0
Nebenrechnung: Berechnung des Integrals
n +oo "
/e‘”de = /ez””z2 dx = /I_Iexl2 dxy...dx, = /682 ds| =: A"
R" Rn gn =1 0o
2w oo 00 00
A% = /e(SQHQ) dsdt //eTQT drdyp = 2#/6’"27“ dr n W/e“ du = T.
R2 Polarkoord 0 0 0 u=r2 0
(18.4) /e‘”de = A" = (A2 = g2,
RTL

Fiir n =1 folgt daraus mit der Substitution = = sy/a

o0

/6_“2 ds = \/E
a
Damit erhalt man
2 n 2
(18.5) F(e= )(5):( f) e~ e
a

Mit Hilfe dieses Beispiels kénnen wir die Formel fiir die inverse Fouriertransformation
herleiten.

Die Gleichung (18.2) 148t vermuten, dafl die inverse Transformation, sofern sie existert,
folgende Form hat:

flx) = const/em'gf(f) dg.

R

Das Integral existiert, falls f € L(R"). Bequemlichkeitshalber setzen wir zusétzlich
f € L(R")NC(R"™) voraus (vgl. Definition 18.1). Wir berechnen

/zmsf it — // e f(y) dy dgF“”””// W f(y) dédy.
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Fiir eine stetige, beschriankte Funktion ¢ € L(R™) mit ¢(0) =1 und b e L(R") gilt
dann

/ e TEF(E) dE = lim / / P(e€)e W E f(y) dedy, subst. z = ¢, dz = c"d€

Rn

(y)e " dzdy

= hm/w( ;w)f(y)&"" dy, subst. u = g, du = e "dy

= lim [ ¢(u)f(x+cu) du, f stetig

Wir benétigen also nur noch eine Funktion 1, fiir welche [ @/Z)\ du berechenbar ist.
Das vorige Beispiel (vgl. (18.5)) zeigte

Pe=)g) = (,/2) e

2

Setzt man a = 7, so gilt fir (x) =e ™ : (0) =1, @(5) = e in.
Nun ist mit der vorigen Nebenrechnung

/QZ(E) g = /efw2 dg m:i\/ﬂ/e_w2 (47‘(')% da VZY (47‘(‘) T2 = (27"

Damit erhalten wir als Umkehrformel (zumindest fiir f, fe L(R™), fe CR"))

(18.6) fl@) = / = fg) de.

Rn

Dies entspricht der Gleichung (18.2).

Bemerkung Die Definitionen der Fourier-Transformation und ihrer Inversen sind in
der Literatur unterschiedlich, soweit es die Faktoren vor dem Integral betrifft. Der
Faktor (27)™" wird oft aufgeteilt. Dann erhalten sowohl die Fourier-Transformation
als auch ihre Inverse den Faktor (27)~"/2.

Besonders geeignet fiir das Studium und die Anwendung der Fourier-Transformation
ist der Raum S der schnell fallenden Funktion (Schwartz’scher Raum).

Definition 18.2 Schwartz’scher nRaum S
Fir e N, xzeR" sei xf:= ][z

(18.7) S =S8R :={p € C*(R") : sup|z’0%p(x)| < 0o Va,B € NI}

heift Raum der schnell fallenden Funktionen (Schwarz’scher Raum).
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Die Definition bedeutet: 0%p(x) fallt fiir & — oo schneller gegen Null als jedes Poly-
nom gegen Unendlich wéchst.

Gleichwertig sind folgende Definitionen: (beachte: |x| = /> 27 ) (Ubung)

S(R™) :={p e C*[R") : |0%(x)| < W Va € N und m € Ny}
(18.8) oder
S(R™) :={p e C*[R") : |0%(x)| < OTZV”) Va € N und m € Ny}
Beispiele
D(R") C S,
e e S, (a>0),
(18.9) ppeS firpes, p ein Polynom,

0pes, firped.
ey € S fiir ¢, € S (Leibnizregel).

Definition 18.3 Konvergenz in S

{er} €S, 1}520 vr =0 < def  Fiir jedes Paar von Multiindizes a, § € N}
konvergiert £°0%py(x) in R fiir k — oo
gleichméafig bzgl. x gegen Null.

Bemerkungen:
1) klim v = ist durch klim (pr — @) = 0 erklért.

2) Analog zu (18.8) kann in dieser Definition x® auch durch (1 + |z|)™ bzw.
(14 |z|™) fiir ein beliebiges m € Ny ersetzen.

Die wesentliche Bedeutung der Fourier-Transformation fiir die Anwendung liegt im fol-
genden Satz. Dabei benutzen wir (im Zusammenhang mit der Fourier-Transformation)
aus schreibtechnischen Griinden die Bezeichnungen

(1810) Dj = —iaj,

D* = (—i)l*lg*, = -1, aeNy.
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Satz 18.4  Eigenschaften der Fourier-Transformation
a) Die Fourier-Transformation F: ¢ — @ bildet S (folgen-) stetig nach S ab.

b) Die Fourier-Transformation ist ein Isomorphismus auf & mit der

~

Inversionsformel f(x) = F'(f) = (27?)"/ei‘”"£f(§) d€,

oder dquivalent f(x) = (2)"f(z) mit f(x) := f(—=x).

c) F(Djp)(€) = &F()(§), bzw. F(DY%)(§) = & F(»)(£),
d) F(zj)(§) = —D;iF(p)(§), baw. D*F(p)(§) = F((—z*)p) ().

Bemerkungen zur Bedeutung der Fourier-Transformation:

1) b) zeigt die Bedeutung des Raums S fiir die Invertierbarkeit der Fourier-Trans-
formation.

2) Die inverse Fourier-Transformation ist ebenfalls (bis auf Faktoren) eine Fourier-
Transformation, denn dquivalent zur Umkehrformel fiir ¢ € S

f(@) = (@m)™" / =< f(¢) de

f(—z) = (@2m)" / e Ef(e) de.

3) Durch c¢) werden Differentialgleichungen fiir eine Funktion in algebraische Glei-
chungen fiir ihre Fourier-Transformation verwandelt. Letztere sind oft einfacher
zu 16sen (vgl. dazu den letzten Abschnitt dieses Paragraphen).

Beweis d) Vorbemerkung: Es ist S C LP(R™), p > 1 (vgl. (18.8),(18.9)) ) wegen

J@r de = [ G e e i

<(C
1/ 1+|w|

/ / — drds; (S1 = Einheitssphére des R")
<02/ und fiir m=n-+1
0
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Deshalb ist die Fouriertransformation auf S erklédrt (vgl. Definition 18.2 und p=1).

(&) = [ e ™Ep(x) de darf (unter dem Integral) beliebig oft differenziert werden. Wir
zeigen das nach dem Prinzip der majorisierten Konvergenz (Lebesgue) fiir eine erste
Ableitung:

Mit he, = h, ist

~ o~ iz (&+hey) _ i€
P(& + he,) — (&) /6 € o(€) de

h, - h,

= /6 J#v < h )(’0(6) d€

Wir zeigen, daf§ der Integrand eine integrierbare Majorante hat.

Fiir a,b € R gilt | — | = |e||eie® — 1| < \/(2)]a — b] , denn mit
c=a—0b, e°=cosc+isinc, |z|=+/2z fiir z € C folgt

e — 1] = V21 —cosc =2 Vcos0 — cosc

| sin(tc)|< |t

MWS t<1
< V2 /|esin(te)] < V2Vt < V2.
Mit a = z,(§, + h,); b= 2,6, ist ¢ =a— b= h,z, und damit
izu(gu“rhu) _ izugu h
e v e < VB

Da ¢ € § hat man damit eine integrierbare Majorante fiir den Differenzenquotienten
und damit fiir den Integranden. Wir kénnen also unter dem Integral differenzieren.

Beachtet man x* = [[ 25%, D := (—i)l*9*, so folgt
i=1

7 )

(1811)  D3(E) = / e~z p(x) de = F((~x)°)(€) (= F € ).

Beweis c¢) Partielle Integration von (18.11) liefert

e 13
D°gE) = (—1)¥ / e @) et da

= ¢ [ D (a) (o) do = € F(DU((-2)"0)) €).

denn die integralfreien Terme verschwinden wegen ¢ € S, also

(1812) D) = [ =D (~a)p(e)] da = F(D((-2)"0)) €).

Fiir a = 0 ist die die Behauptung von c).
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Beweis a) Wir zeigen das schnelle Fallen.
Erweitert man in (18.12) den Integranden mit (1 + |x|)"™!, so folgt

eo@rel < [l W (14 [z])" |D°[(~2)" o (w)] de

< sup{(1 +]al)" [DY[(—2)"plw)]]} / 1+|m| =
ESnaCh (18.9) ~

N

€S nach (18.9)

<oo nach (18.8)

= @ € S nach (18.7).

Aus der letzten Abschidtzung erhdlt man mit Hilfe der Leibnizformel die (Folgen-)
Stetigkeit von F (vgl. (18.12) und Definition 18.3).

Beweis b) Die Formel fiir die inverse Fouriertransformation wurde schon in (18.6)
hergeleitet. Die inverse Transformation ist wieder eine Fouriertransformation, bildet
also § stetig nach S ab. Also ist die Fouriertransformation ein Isomorphismus auf S .
Die Aquivalenz zur Umkehrformel ergibt sich aus

fle) = f-a) = () [ =¢fie) dg = 2r) (@), also
f@) = i@
H

Weitere Beispiele fiir die Fourier-Transformation werden wir bei der Konstruktion von
Fundamentall6sungen kennenlernen.

Temperierte Distributionen

Definition 18.5 temperierte Distributionen
Ein stetiges, lineares Funktional f auf S heiflit temperierte Distribution.

S’ = Menge der temperierten Distributionen.
Stetigkeit bedeutet:

klim (f, o) = (f,) fir feS, {p} CS und klim vr =@ inS, (vgl. Def. 18.3).

Beispiele:
(18.13) §'cD wegen DCS.

Genauer: Die Restriktion von &’ auf D kann mit einem Unterraum von
D’ identifiziert werden.

(18.14) LP(R™) C &, firp>1,
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denn fiir f € LP(R™), ¢ € S erhdlt man mit der Holder-Ungleichung

1/p 1/q 1 1
[ tedal< ([irraz)” ( [rorae)” Seo-t
N N p q
e e

J/

und es ist ¢ € L9 (Definition 18.2) wegen

/@@dez/a:%WﬂLHMWW@de<w

fiir hinreichend grofies m (vgl. Beweis d) von Satz 18.4).
Fir p=1 gilt direkt | [ fo dx| < const. [ |f| dx < cc.

feS8S = pfeS§ firjedes Polynom p

(18.15)
pofe8 firpes.

Die langsam wachsenden (temperate) Funktionen

(18.16) feC®R"): Yae Ny 3IN € Ny: | l|im lz|N0* f(x)| = 0,
gehoren zu S’
Langsam wachsend bedeutet: nicht schneller wachsend als ein Polynom,
d.h. mit einer von m abhingigen Konstanten C), gilt
lf(®)| < Cplz|™, me N, firgroBe x, bzw. |f(x)| < C,(1+ |xz|)™.
Gelegentlich werden die langsam wachsenden Funktionen auch ohne die
Differenzierbarkeitsforderung definiert als f € L'(R") zusammen mit der
Wachstumsbeschrankung fiir o = 0.

(18.17) feS = gfed fir ges.

(18.18) fes§ = 9feS VaeN].

Beachte: Die letzte Aussage brauchen wir nicht zu beweisen, denn wegen (18.13)
iibertragen sich die Definitionen fiir Translationen, Differentiationen, Multiplikationen
mit langsam wachsenden Funktionen auf die temperierten Distributionen.

Dies gilt nicht fiir die Multiplikation mit beliebigen C°° - Funktionen!
Warum nicht?

Erweiterungen von Funktionseigenschaften auf Distributionen erfolgen immer nach dem
Permanenzprinzip. Grundlegend fiir die Definition der Fourier-Transformation von tem-
perierten Distributionen ist



127

Satz 18.6
Fir ¢, € LY(R") (D S) gilt

(18.19) / Bla)p(x) do = / o(a)P(x) da.

Beweis: ¢ ist beschréankt (vgl. Bemerkung 1) nach Definition 18.1). Also existiert
|/<5(33)1/1(w) dae| < /I@(w)\ ()| dz < [Pl L,
Ebenso ist das 2. Integral beschriankt. Deshalb gilt

[ovda= [ [eoue) ag vy do= [ [ =tvia) do o(e) de = [ o de.

Die Integrationsreihenfolge darf vertauscht werden, da die Integrale absolut konvergent

sind (Fubini). |

Die Fouriertransformation fiir temperierte Distributionen

Im Anschlufl an Satz 18.6 erklaren wir

Definition 18.7
Fiir v € 8 wird die Fouriertransformation definiert durch

u(p) = (u(§), 9(§)) = u(p) = (u(x),p(x)) Yy e

Wir wollen Satz 18.4 auf S’ ausdehnen.

Die letzte Definition besagt: v € &' = u € 8, da ¢ € S, d.h. die Fourier-Transfor-
mation bildet &’ nach & ab.

Mit dem Konvergenzbegriff

Definition 18.8 Konvergenz in &’

(u}C S, u “Fues L (un o) S (up) Vpeds

folgt unmittelbar:

Die Fourier-Transformation ist eine stetige Abbildung von &’ nach §'.
Fiir ihre Umkehrung erhélt man (vgl. Satz 18.4) fir u € S:

() = u(@) = (2m)"u(p) =: (2m)"a(y), wobei (y) = u(p).

Da8 die Eigenschaften c),d) aus Satz 18.4 auch in S’ gelten, rechnet man nach (Ubung).

Damit erhalten wir aus Satz 18.4 den
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Satz 18.9 Eigenschaften der Fourier-Transformation in &’
a) Die Fourier-Transformation F: [ — ]/f\ bildet &’ (folgen-) stetig nach S’ ab.

b) Die Fourier-Transformation ist ein Isomorphismus auf &’ mit der

Umkehrformel i= 2m)"u Yue S, (u(p) :==ul@), ¢(x) = p(—x)).

¢) D;f(€) = &F(€), baw. F(D*[)(€) = £*F(f)(€),

d) z,;f(€) = —D,f(€), baw. D*F(f)(€) = F((—z*)f)(£).

Beispiel 1:
Die ¢ -Distribution ist auch fiir p € § definiert durch

(6, ) == (0),

und mit Definition 18.7 folgt sofort

(o) =01 = (o [=tote) ag) = [ol0) de = 00).

Die Funktion 1 ist langsam wachsend. Es gilt also
(18.20) 5=

Die Fouriertransformation kann also Distributionen (auch singulére) in Funktionen
transformieren und umgekehrt.

Beispiel 2: (vgl. (13.5))
Wir transformieren die singuldre Distribution Vi € D'(§2) (vgl. Triebel §10)

(1821) (Vi) = / o(x) dsp, ¢ €D(Q), QCRS, {z:|z| <R} D)
jal=R

Ist D(2) = Q, so kann wegen {x : || = R } kompakt, auch ¢ € S zugelassen
werden. Beachte S C D’

() == [ [emcu agimn= [t [ e

|z|=R R3 |z|=R

Esist @ -& = |z||&| cosf . Fithre Polarkoordinaten ein, so daf§ die & -Achse durch den
»Nordpol des Koordinatensystems* geht (vgl. Abb.)

r1 = rcosb, 0<o<nr
Ty = rsinfcosw, 0<w<2mr
r3 = rsinfsinw.
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Dann ist
a(xla X2, .Tg)

2,0, 0) =7r2sin6, dx = r?sinf df dw dr = ds,dr.

(&) x4

Damit erhalten wir

<17R,¢>:<F(VR),¢) - / // e IRIECOO Giv 0 40 du dE
R3 0 _1£ aae e zR\g\cose)

2rR (E) [ 7@R‘£‘COSG:|Z_;T d€

i 13
R3

_ p(€) (e"Rlﬁ' — e—iRlﬁl)
- R[ tq i dg

sin R|¢]|
int [ Sflo(e) de,

R3

und man erkennt: Die Fouriertransformation F(Vg) von (18.21) ist

(18.22) F(Vg)(€) = 4nR Sm|f||5 | P(VR) €80 Lins(RY),

also eine Funktion, und fiir die Umkehrtransformation (siehe Satz 18.9) gilt
_1 (sin R|¢]| 1

18.23 ol e = — Vg

1829 ( g ) R

Wieder werden also Funktionen in Distributionen (sogar singulédre) transformiert und
umgekehrt. Man kann (18.22) natiirlich auch direkt ausrechnen (vgl. Szmydt §21.2).
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Dies ist jedoch langwieriger.

Wegen &' C D’ sind direkte Produkte als Distributionen (u® v,¢), ¢ € D fir
u,v € 8" erkléart. Thre Definition als temperierte Distributionen (analog zu Satz 17.3
a)-c)) ist problemlos.

Wir koénnen direkte Produkte von Fourier-Transformierten bilden und die Fourier-
Transformation auf ein direktes Produkt von Distributionen anwenden (vgl. dazu Be-
merkung 3 nach Definition 18.1). Wir zeigen:

Satz 18.10

Fir uw € S'(R"), v € S'(R™), ¢ SR"™™) gilt:

(18.24) (Fa(u) © Fy(v), ) = (Flo@u), @),
(18.25) (Fa(u(z) @ v(y)), o(z,y)) = (Fa(u)@v,¢).

Dabei bezeichnen die Indizes die Variablen, bzgl. derer die Distribution, auf welche
die Fouriertransformation angewandt wird, wirkt.

Beweis: Fiir p € SR™™™), p=p(x,y), £ €R", yeR™ gilt

(Fp(u) @ Fy(v),0) = (Fg(u), (Fy(v),¢)) Definition des direkten Produktes
= (Fp(u), (v, Fy(p))) Definition der Fourier-Transformation
= (v, (Fp(u), Fy(p))) Kommutat. des direkten Produktes
= (v (u FaFy (p))
= (vou F(p))
= (Flv®u),p).

Entsprechend gilt fiir die ,,partielle® Fouriertransformation

(Fa(u(z) @ v(y)), p(z,y)) (u®wv, Fa(p))
(v, (u, Fa(9)))
= (v, (Fa(u), 9))
(v © Fa(u )> )
( )

Fa(u) @
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Anwendung der Fouriertransformation auf partielle
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Sei

ein Polynom mit konstanten Koeffizienten und

|at]
1
(18.26) Lu = g ao D% =: p(D)u, D% = (—) o0
i
la|<m

der zugehorige Differentialoperator, so gilt nach den Ableitungsregeln (Satz 18.4)

(18.27) p(D)u(€) = p(€) -u(€), &= (&....&)"

Man hat damit folgende Aquivalenzen

Lu=p(Du=f <« pOaE=Fe <« e =L

Bei Anwendung der Fouriertransformation auf eine Differentialgleichung Lu = f wird
die Differentialgleichung fiir u in eine algebraische Gleichung fiir @ transformiert.
Diese ist leicht zu losen. Allerdings mufl dann die Losung u wieder riicktransformiert
werden um eine Losung u der Differentialgleichung zu erhalten. Wir werden auf diese
Weise Fundamentallésungen konstruieren.

Die Fourier-Transformation von Faltungen und Produkten

Die letzte wichtige Eigenschaft der Fouriertransformation, die wir spéter benotigen, ist,
daB sie Produkte in Faltungen iiberfiihrt und umgekehrt. Wir zeigen dies fiir Funktio-
nen. Dies motiviert, dafl entsprechende Eigenschaften auch fiir Distributionen gelten.

Satz 18.11
Seien ¢,9 € S, dann gilt

a) S-SCcSund p-v=021)"Fx0

b) S+xSCSund pxgp =59

Beweis a)
S-S C S folgt geméfl Definition 18.2 mit der verallgemeinerten Leibnizformel fiir
Ableitungen: Fiir o, p, v € Njj gilt

() = Z w0 Y, ¢, €R,  (Ubung).

vt+pu=a



132 § 18 DIE FOURIER-TRANSFORMATION

Wegen i) € S existiert nun pih(€) = [ e &p(x)(x) de, und mit der Inversions-
formel, angewandt auf ¢, folgt

PU(E) =

oy [ tvla) [ ) anda
1

o [ [ de pm) an
@(ﬁtn)
1 ~

Beweis b)

Die letzte Formel zeigt S * S C S, denn 4,21\# € §, und die Fouriertransformation ist
ein Isomorphismus auf & (Satz 18.4 b)).

~

Wir wenden a) an auf @ -, und unter Verwendung der Inversionsformel (Satz 18.9)

() = (2m)"u (—=)

£

erhalten wir

—

Pt = (QW)*"Q%*:Z =7 2m)T@en) e x (2m)"), (D) = y(-x)).

Nun ist

G*d)(@) = / s —y)yily) dy = / oz — (—y)b(—y) dy
= [elce -2z = (erv)-o)

Beachte bei der Substitution z = —y, dal (—1)" entfillt, da durch die Schreibweise
des Integrals die Grenzen automatisch mitsubstituiert werden.

Damit folgt insgesamt

o~
~

- =(2m)" (pxy)
Fourier-Transformation und Inversionsformel liefern

—
o —_—

r) (e +v) = 59 = (2n)" (- 0):
und da fiir beliebiges ¢ € S gilt

~

o(8) = / e e p( ) dax = / =g (@) dz = D(—€) = o(€)

folgt schlieBlich fir ¢ = 3 -

—

und damit die Behauptung. |
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Natiirlich kann man diese Eigenschaften auf Distributionen iibertragen. Die Technik ist
etwas aufwendig. Wir zitieren deshalb nur ein Ergebnis (vgl. Hormander I, Th. 7.1.15
oder Yoshida, Ch. VI, Th. 6).

Satz 18.12
Fir u; € 8, uy € &', (& = Menge der Distribution mit kompaktem Tréger), folgt

—_— A~ A
up*us €S und  uq * Uy = Uy - Us.

Bemerkung: Zum Verstdndnis mufl man wissen (beweisen), dal uy € C*° von lang-
samem Wachstum ist, was aus der Finitheit von us folgt.



Kapitel V

Anwendungen Distributioneller
LOosungen

§ 19 Fundamentall6sungen und Regularitit

Definition 19.1 Fundamentall6sung
L sei ein linearer Differentialoperator der Ordnung r mit C* -Koeffizienten.

(19.1) Lu = Z a,,0%u.

lal<r

Eine Fundamentallésung fiir L mit Pol £ € R" ist eine Distribution Eg mit
L[E¢] = 0¢, d-h. (LIE](x), p(x)) = (d¢(x), p()) , also

(19.2) (Be, L") = (&), VYo € DR").

Bezeichnungen: E¢(x) = E(x|€), Eo(x) = E(x|0) = E.

Bemerkung: E(x|£) ist nicht eindeutig. Je zwei Fundamentallgsungen mit gleichem
Pol unterscheiden sich um eine distributionelle Losung von L{u] = 0.

Bedeutung der Fundamentallosung: Konstruktion von (eindeutigen) Losungen von
Differentialgleichungen,Regularitétsaussagen fiir die Losungen, Beschreibung physika-
lischer Phénomene. Erste Eigenschaften liefert

134
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Satz 19.2
Sei L ein Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten,
E(x|0) eine Fundamentallgsung mit Pol 0.

a) Dann ist E(x|§) := E(x — £|0), (Fundamentallosungen zu verschiedenen
Polen)

b) Ist ¢ € D/(R") und u = ¢ % E erklédrt, so ist u eine distributive Losung von
Llu] = ¢q. (Losung der inhomogenen Gleichung).

¢) L[u] = ¢ hat hochstens eine Losung in der Klasse der Distributionen, die eine
Faltung mit E gestatten (Eindeutigkeit der Losung in dieser Klasse).

Beweis a)
Zeige (19.2). Laut Definition der Translation einer Distribution gilt

(E(z - £[0), L*[¢](z)) = (E(2|0), L[¢](x +£)) .

Mit (z) = p(x + €), also ¥ € D, folgt L*[p](x + &) = L*[](x) fir konstante
Koeffizienten (!!!). Fiir nicht konstante Koeffizienten wirkt sich die Translation auch
auf die Koeffizienten aus. Daher ist

(E(z]0), L'[¢l(z + £)) = (E(2|0), L[Y](z))

(19.2)

¥(0) = ¢(&).

Beweis b)

Llg * F| (7.7 qx L[E] =qx*0 (178 q.

Beweis c)
Fiir die Losungen u; von Lu; =¢q, 1 =1,2, sei u; x £ erklart. Dann ist

(17.6)

up —uy = (ug —ug)*d = (u; —ug) * L[E]
0z (Lluy —ug))* E=0+ E = 0.
Beachte: (17.7) benotigt die Existenz von w; x E . |

Fundamentall6sung fiir den Laplace-Operator und
Fundamentaltheorem

(vgl. Walter: Potentialtheorie)
Gesucht wird eine Losung von
(19.3) —AFE = 0g,, dh. — (E, Ap) = ¢(x) Vo € D(R").

Physikalisch beschreibt F im R? eine stationire Wiarmeverteilung (vgl. § 3) bei Vorlie-
gen einer auf den Punkt x, konzentrierten Einheitswérmequelle. In der Elektrostatik
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kann man herleiten, da8 durch (19.3) das Potential einer im Punkt a, konzentrierten
Einheitsladung beschrieben wird. Der vorige Satz zeigt, dal dabei der Punkt xy keine
Sonderrolle spielt.

Voriiberlegungen:

1) Der Laplace-Operator ist rotationssymmetrisch, d.h. fiir die Transformation
u(z) = a(y) : y = Bx + xy mit einer orthogonalen Matrix B (d.h. BBT =
BTB =1) gilt Agu= Ayt (Ubung, nachrechnen).

Bemerkung: Die Translation fallt beim Ableiten weg.

2) 04, ist rotationssymmetrisch bzgl. @, . Deshalb ist die Differentialgleichung
(19.4) —AFE = 0q,

offensichtlich rotationssymmetrisch bzgl. .

Also ist es sinnvoll zunéchst nach rotationssymmetrischen Losungen von Au = 0 zu
suchen ( E soll schlieBlich, abgesehen von @ = x( die Laplacegleichung erfiillen). Solche
Losungen haben wir bereits berechnet (vgl. (6.16), S. 48). Zur Erinnerung zitieren wir
sie nochmals.

2—n
Cr e

(19.5) v(ir)=¢ 2—n
Clogr , n=2

(4 Integrationskonstanten ggf.)

v ist lokal integrierbar (Polarkoordinaten einfiihren: da = r"~'drds).
Fiir r = | — x| hat die Losung ihren Pol in @ .

Auf Grund unserer Voriiberlegungen versuchen wir, aus (19.5) eine Fundamentallgsung
zu bekommen durch geeignete Wahl der Konstanten C'. Da die Fundamentallosung nur
bis auf eine Losung der homogenen Differentialgleichung festgelegt ist, machen wir fiir
sie den Ansatz

(19.6) y(r) :=v(r)+w(r), r=|x—x,
v geméf (19.5), Aw =0 in B,
B C R"™ ein beschranktes Normalgebiet mit xq € B.

Wir untersuchen geméf (19.3) den Ausdruck (v, Au) = [~yAu dr, zunéchst fiir eine
B

Funktion w, spéter spéter fiir eine Testfunktion w, deren Tréger in B enthalten ist.

Sei nun B, = {x € B; | — xy| > ¢} C B. Wir wenden die 2. Greensche Formel

(§ 14) an auf u, v und das Gebiet B\ B.. Hinreichende Voraussetzungen hierfiir sind
v,u € C*(B)NCYB), Aue€ L(B), B ein beschriinktes Normalgebiet.
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Vv
oB
BE
Beachte
o __9 auf | —xo| =¢
v Or or= =

2. das folgende Integral existiert, wenn die Grenzwerte auf der rechten Seite existie-
ren. Die Integrale iiber B. existieren unter den obigen Voraussetzungen.

/V(T)Au de = lim [ y(r)Au dz

e—0
B B.
B ou oy ou 0y
-yl fraes [(F i) e [ (G -5))
Be oB |e—x0|=¢
—_———
=0, da Ay=0
ou 0y ) ou 0y
) = — —u=— -1 — —u— )
(19.7) / (781/ uay) do lim (’yar u@r) do
0B |e—xo|=¢

Wir untersuchen den Limes-Ausdruck in der letzten Zeile summandenweise.

1. Summand: ~ ist lokal integrierbar, % ist beschrénkt in |x — x| < e. Der Grenz-

wert des Integrals verschwindet also.

2. Summand: Mit dem Trick: u(x) = u(zg) + (u(z) — u(zo)) und (19.6) erhalten wir

oy (19.6) / Ov / Ow
/ us do =" wu(xo) o do + u(zy) o do

|x—xo|=¢ |e—x0|=2c |x—xo|=¢
- g

~
—0 fiir e—0,
da Integrand beschr.

ov Ow
- o - P do.
v [ @ @) dor [ () - uten) do
|e—axo|=¢ |e—a0|=¢
—0 fi;:5—>0, —0 fi;:5—>0,
da Integrand beschr. da Integrand beschr.

(Polarkoordinaten)
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0
Wegen a_v = Cr'™ fiir n € N, folgt fiir das verbleibende Integral
r

—— T

|e—axo|=¢ |e—a0|=¢ Sn(e) Oberfldche Einheits-
kugel im R™

Wihlen wir also C = S,,(1)7!, so folgt aus (19.7):

(19.8) /V(T)Au da = / (vg—z . ug—Z) do — (o).

Dies liefert uns ,,Zwei Fliegen auf einen Schlag®

1. Fliege:
Ist u=¢ € D(R") und B so grof}, da Try C B, so folgt aus (19.8) mit dem Ansatz
(19.6), da ¢ und alle Ableitungen auf 9B verschwinden (mit C' = |S,(1)|~' und
Aw=0)

(19.8)
(v(r), Ap) + (w(r), Ap) = (v(r), Ap) + (Aw(r), ) =" —p(x0),
also —(v(r), Ap) = p(z0),
d.h. wir haben eine Fundamentallésung gefunden.
Satz 19.3
Fiir —A wird durch
r2fn
n# 2
n—2)S,(1)]
Blalay = { @50

— log — , n=2, r=|xr— x|

2 r
eine lokalintegrierbare, rotationsinvariante Fundamentallosung mit Pol x, gegeben.

2. Fliege: (direkt ablesbar aus (19.8))
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Satz 19.4 Fundamentaltheorem )
Sei B C R" ein beschrinktes Normalgebiet, xo € B, u,w € C*(B)NCY(B),
Aw=0in B, Au € Ly(B), E(r) die Fundamentallosung fiir —A aus Satz 19.3,

Yl = zo|) = E(z|zo) + w(|]).

Dann gilt (mit v als der &ufleren Normalen von 0B)

u(xg) = / [’y(\w — wo\)g—z — u(m)W} do — /’y(\w — xo|)Au(x) de.
OB B
Bemerkungen:

1) Der Satz verdankt seinen Namen einerseits der Tatsache, da8 er von Fundamen-
tallosungen handelt, andererseits, weil eine Reihe fundamentaler Ergebnisse fiir
den Laplace-Operator aus ihm abgeleitet werden kénnen (vgl. néchster Para-

graph).

2) Man hitte die Fundamentallosung auch durch Anwendung der Fouriertransfor-
mation herleiten konnen (vgl. etwa Szmyd § 21.4). Wir werden diesen Weg verfol-
gen bei der Konstruktion der Fundamentallsung fiir den Warmeleitungsoperator.

Anwendung

a) Bestimme das Gravitationspotential einer homogenen Massenbelegung einer Ku-
gel mit Radius R im R3.

b) Bestimme die stationire Wirmeverteilung im R* beim Vorhandensein einer
Quelle in |z| < R mit konstanter, zeitunabhéngiger Intensitdt (raumliches Ab-

klingen: u = O(|z|™1)).

Beide Beispiele haben dieselbe mathematische Beschreibung.

Gesucht wird also eine Lésung von
T— 00

—Au = p in R} wu(x) — 0,

—_ Ho fiir ‘CC|§R,
le) = {o fir |z| > R.

Nach Satz 19.2 b) ist uw = p * E, woraus mit £ nach Satz 19.3 folgt

u(z) =20 / L e

T 4n |z — &
|§I<R
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Durch einige Rechnung folgt

u(@) = poR®

Die Fundamentallosung der Wirmeleitungs- (Diffusions-)
Gleichung

(vgl. Treves , Triebel)
Gesucht wird eine distributionelle Lésung E zum Pol (0,0) € R™" von

(19.9) (%—f - aAwE) (x,t) =0(x)o(t) in R" xR, a = const.

Bemerkung: §(x)d(t) = d(x,t) (direktes Produkt).

Vorgehensweise:

Diese Gleichung ist bzgl. der Zeitvariablen von 1. Ordnung. Daher liegt der Gedanke
nahe, die rdumlichen Ableitungen 2. Ordnung durch eine Fouriertransformation bzgl.
der Ortsvariablen @ ,,zu beseitigen“ und damit (19.9) in eine gewthnliche Differential-
gleichung bzgl. t iiberzufiithren, von der wir eine Losung suchen, die wir zuriicktrans-
formieren.

Wir suchen als Losung eine temperierte Distribution (sonst ist die Fouriertransforma-
tion nicht erklért). Wir setzen zunéchst also voraus (voll guter Hoffnung), dafl so eine
Losung existiert und bestétigen im Nachhinein, daf tatsdchlich alle notwendigen Vor-
aussetzungen erfiillt sind.

Die Fouriertransformation von u bzgl. & (Bezeichnung: @) lautet

u(&,t) = /ei‘”'ﬁu(w,t) dx, & x e R

Rn
Unter Beachtung von
d(x,t) = 0(x)d(t), (Beispiel zu Satz 17.3 ¢)),
) = iDju(&,t) = i&;a(€, 1),  (vel (18.10) und Satz 18.9),
ox) =1 (vgl (18.20))

erhélt man durch Transformation von (19.9)

0

5B (& 1) + alé E = 5(t).

(19.10)
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Ubung: zur Losung von (19.10)

Fir u € D'(R) ist bekannt:

Die distributionelle Losung von % =0 ist uy = H(t)+ k oder uy = —H(—-t)+ k
(vel. (13.10), S. 88).

1) Zeige: Ist v € D'(R), h e C>®(R), so gilt fiir die distributionelle Ableitung von
¢ :=v-h die Produktregel.

2) Zeige: Fiir h=e gilt 6-h=9.

0
3) Transformiere die Differentialgleichung a—? =0 mittels u=e"*f, feD(R).

Welche Differentialgleichung erfiillt f und wie sieht deren Losung aus?

Die obige Ubung liefert als Losungen von (19.10)

Bi€1) = H(t)e e 1 e ot

19.11
( ) Ey(&,t) = —H(—t)e_“t‘£|2 + koe at€®  mit Konstanten k1, ko.

Der 2. Term ist jeweils eine Losung der homogenen Gleichung. Wir wéahlen k; = 0.
Dies ist keine Einschrinkung (vgl. die Bemerkung nach Definition 19.1). Dann haben
E, bzw. E5 ihren Trager im Halbraum ¢ >0 bzw. ¢t < 0.

Dies gilt auch fiir die Riicktransformierten, da ¢ von der ,,Ortstransformation® nicht
betroffen ist. Wir wissen bereits aus Beispielen, daf§ die Losung der Warmeleitungs-
gleichung fiir £ < 0 nicht sachgeméaf ist, und konzentrieren uns deshalb auf den Fall
t > 0. und setzen somit

(19.12) E.(&,1) = H(t)e €,

Fiir jedes feste t ist dies eine temperierte Distribution beziiglich &, hat also eine
inverse Fouriertransformation. Diese wurde schon in (18.5) berechnet. Ersetzt man

dort ndmlich a durch ﬁ , so folgt

2

F(ewr)(§) = (Vdatm)"e ",

und durch Anwendung von F~1

22

F' (7€) (z) = (Viatm) "ear |

Wendet man auf (19.12) also Fgl an, so folgt, (falls t > 0)

[V

|z

E.(z,t) = (2v/rat) "H(t)e .

Dies ist sogar die inverse Fouriertransformation von E’+ (&,t) fir alle ¢ > 0, denn
E.(&,t) ist bzgl. € fiir alle ¢ > 0 eine temperierte Distribution, hat also als solche eine
inverse Fouriertransformation im Raum der temperierten Distributionen, welche durch
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E,(x,t) gegeben ist, insbesondere E.(x,0) =0 = E,(£,0). (Beachte H(0)=0.)
Man ,sieht leicht“, dafl E, (x,t) lokal integrierbar ist. Es geniigt, die Integrierbarkeit
fir M = {(z,t) e R"":; 0 <t <t} zu zeigen. Mit Hilfe der Substitution

xr

1
= dy=———dx
Y=ovar Y (2y/at)™

folgt
to 1 to 1
_l=? 2 (18.4)
E (x,1) dmdt:/i/e dmdt:/ /e W% dy dt V=" .
JZ " / (2\/—7mt)”Rn / (ﬁ)"Rn

Wir haben uns auf Fundamentallosungen mit Tréager in ¢t > 0 beschrankt, vermerken
hier der Vollstédndigkeit halber aber, dafl man eine Fundamentallosung mit Trager in
t < 0 erhélt, wenn man H(t) durch —H(—t) in E; ersetzt (vgl. (19.11)). Von
physikalischem Interesse sind jedoch die ersteren. Wir erkléaren

Definition 19.5
Eine kausale Fundamentallosung E(x,t) fir die Warmeleitungsgleichung ist eine
Fundamentallésung, die fiir ¢ < 0 identisch verschwindet:

OF .,

5 aA By =9(x)d(t), E,=0 fir t<0, a€R.

Physikalische Bedeutung: Eine in & = 0 konzentrierte Quelle entldafit augenblicklich
(im Zeitpunkt ¢ = 0) eine Einheit ,,Stoff“ (Warmemenge, Gasmenge). Fiir ¢ > 0 gibt
es keine Quellen mehr. F(x,t) stellt die Warmeverteilung (Konzentrationsverteilung)
im Raumpunkt x zur Zeit ¢ dar, wenn fir t <0 FE,(x,t) =0 war.

Makabres Beispiel: Atombombe.

Die vorige Rechnung hat nun gezeigt

Satz 19.6
Durch

M

_ =
€ 4at

E (x,t)=H(l) ————
wird eine lokal integrierbare, kausale, rdumlich rotationsinvariante Fundamen-

tallosung fiir den Warmeleitungsoperator % — al, gegeben.

Bemerkungen

1) Man kann die Differentialgleichung %—? — aAFE = ¢ auch durch eine volle Fou-

riertransformation auf die Gestalt (i7 + 52)E (x,t) = 1 transformieren und die

inverse Transformation der Funktion m bestimmen. Natiirlich erhalt man
auch so das Ergebnis aus Satz 19.6.
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2) Die kausale Fundamentallosung enthélt wesentliche Informationen iiber den Diffu-
sions- bzw. Wirmeleitungsvorgang.

(a) Die Warmeausbreitung geht unendlich schnell vor sich.

(b) Praktisch ist sie jedoch endlich, da fiir grofie |z|?> der Exponentialterm so
klein ausfillt, dal er vernachlassigt werden kann.

3) Die Losung der Differentialgleichung %u — Au = ¢ erhélt man wieder nach Satz
19.2 (z.B. falls ¢ integrierbar ist und kompakten Triager hat).

Graphische Dastellung von ¢ fiir einen Diffusionsprozess mit a = 1072 (realistisch) im
R3.

[Stoffmenge}
¢ 3
km

2 Stdn.

! IX|[ km]

1000m
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Regularitidtsaussagen, Lemma von Weyl

(vgl. Walter: Distributionstheorie)

Neben ihrer physikalischen Bedeutung haben die Fundamentallésungen auch grund-
legende Bedeutung fiir die Glattheitseigenschaften von Losungen von partiellen Dif-
ferentialgleichungen, insbesondere fiir die Laplace- und Warmeleitungsgleichung. Wir
werden im néchsten Abschnitt sehen, dafi die Voraussetzungen des folgenden Satzes
fiir die Fundamentallésung der Wellengleichung nicht erfiillt sind.

Satz 19.7  Verallgemeinertes Weyl’sches Lemma (vgl. Walter 9. VIII)

Sei L ein linearer Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten,

v € C*°(R™\{0}) sei eine lokal integrierbare Fundamentallosung von L : (L[y] = 0).
Sei 2 C R" offen und u € D'(Q) eine Losung von Lu = f in . Dann gilt

a) fe Q) = ueC™N),
b) feCi),q>0 = wueCIQ).

Beweis
Wir zeigen: Vay € Q 3 Umgebung U = U(xg) : uw € C®°(U) bzw CI(U).
Diese lokale Aussage legt folgendes Beweisschema nahe:

Schritt 1) Wir lokalisieren die Differentialgleichung durch Einfiihren finiter Distribu-
tionen (Multiplikation mit geeigneten Testfunktionen).

Schritt 2) Wir verschieben @, in den Nullpunkt zwecks einfacherer Schreibweise.

Schritt 3) Durch geschickte Faltung (Satz 17.7 + Korollar 17.8) erhélt man aus
Distributionen Funktionen.

Durchfithrung:

Schritt 1)

sei ¢ € D() _, u=uy ist finit, u = @ in U(zo)
¢ =11in U(x) Lu =: fist finit, f = fin U(xo)

Bemerkung: Im allgemeinen ist f # fo (nachpriifen mit Leibnizregel).

Schritt 2)

Setze o )
g,v sind in einer Umgebung von 0 definiert und

v(x) = u(z+ x0) N finit (da @, f finit) und Lv = ¢ (dies liegt an den
g(x) = f(x+xo) konstanten Koeffizienten von L, sonst greift die
Translation auch bei den Koeffizienten)
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Schritt 3)
Die Losung von Lv = g ist nach Satz 19.2 b) gegeben durch
v =%*g.
v =% g wird geschickt zerlegt.
Sei K,:={xe€R":|z|<r}. Wihle r >0 so, daBl Ky +xo C U(xo) .
Dann gilt in Ky, : g(x) = f(x + o),

und wir zeigen: v € C®(K,) bzw. € C1(K,),
woraus folgt u € C®(K, +xy) bzw. CUK, + xy).
Seien o, 3 € D : = 1inkK, TracC K,

«
6 = 1 in K3r7 Trﬁ C K4r-

Damit zerlegen wir (Nachrechnen):
v=a%g = yxPg + (I-a)yx(1=F)g + ayx(l—-p)g
= V1 + (%) + V3.

Es ist

Vg € COO(RR)

vy € C®,  denn (1 - a) -yel } Kor%l?.s

(1—-03)g finit
v3 =0 in K,, denn wegen Trvs C Tray+ Tr(1 — 5)g (Satz 17.5 ¢) und
x € Tray = || < 2r (Def. von «) N lz+y| > ||yl — |z|| >,
yeTr(l1—-0)g = |y| > 3r (Def. von 3) also v3 = 0 in K.
Falla) f € C*:= g€ C§° = v, € C*, denn
/
V€D, fg € D(Ky) } MU e OF(RY).

Def. von S und g(x) = f(x + xp) in Ky,

Fallb) fe C?:=ge C?= v, € C? denn
wegen v € L(|x| < 1), ist v reguldr. Mit h := (g € C{(Ky,)
existieren (vgl. Satz 17.6)
v=7y*xh=[y(&h(x—§) d¢ und v (z)= [~(£)Igh(z - &) dE.

Die Ableitungsordnung von h iibertrigt sich auf v; und man erhéalt also insgesamt

V1 € Cq(K4r). .

Als unmittelbare Folgerung haben wir damit den

Satz 19.8
Jede Losung u von Au =0 oder u; = Au in einem Gebiet 2 C R" erfiillt

ue C*(Q).
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Beweis: Die jeweiligen Fundamentallosungen erfiillen die Voraussetzungen des vorigen
Satzes mit f=0. |

Bemerkung: Fundamentallésungen, welche die Bedingungen von Satz 19.7 erfiillen,
kann man fiir sogenannte hypoelliptische Differentialoperatoren (dazu gehoren ellipti-
sche und parabolische) konstruieren (siehe dazu Hérmander I-IV und Treves: Lin. PDE
with const. coefficients).

Die Fundamentall6sung fiir den Wellenoperator

(vgl. Treves, Triebel, Szmydt)

Gesucht wird eine Losung E von

2
(19.13) %E — PALE = 6(z)s(t), xR

Von physikalischem Interesse ist wieder insbesondere die kausale Fundamentallosung .

Definition 19.9
Eine kausale Fundamentallosung fir den Wellenoperator ist eine Fundamentallosung,
die fiir ¢ < 0 verschwindet:

62

@b} — PALE, =6(x)0(t), E.=0 firt<0, x€R"

(19.14)

E, bezeichnet die kausale Fundamentallosung: ,, 4+ “ bedeutet: Trager in ¢t > 0.

Physikalische Bedeutung: Aussendung eines Signals im Punkt & = 0 zum Zeit-
punkt £ =0 (vgl.dazu §21, insbesondere die Bemerkungen nach Satz 21.5).

Wir werden jedoch wiederum die Fundamentallésungen, die ihren Tréager auch in ¢ < 0
haben, nicht ganz aufler Acht lassen, denn erstens ist dies zum Verstédndnis der distri-
butionellen Losung der AWA fiir Ou = f wichtig, und zweitens ist die Wellengleichung
auch in die Vergangenheit zu rechnen.

Wieder liegt es nahe, die distributionelle Differentialgleichung (19.13) durch eine par-
tielle Fouriertransformation beziiglich @ (Bezeichnung: Fpu = u) in eine gewthnliche
Differentialgleichung beziiglich der Zeit t fiir die Transformierten iiberzufiihren, und
wieder hoffen wir, dafl eine Losung in &’ existiert, damit die Fouriertransformation
durchfiithrbar ist. Wir erhalten

(19.15) PE+AEPE=6t)©1e =6(t), (E=F,E).

Wir 16sen diese Gleichung fiir festes & € R™ nach der Methode der Variation der Kon-
stanten (vgl. z.B. Bronstein-Semendjajew: Taschenbuch der Mathematik). Die Methode
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ist auch auf unsere distributionelle Differentialgleichung anwendbar, da nur Produkte
von Distributionen und langsam wachsenden Funktionen auftreten, fiir welche die Pro-
dukregel der Differentiation gilt.

Die homogene Gleichung (19.15) hat die allgemeine Losung

E(x,t) = Asinct|€| + Beosctl¢|, A, BeR.

Betrachtet man A, B als Funktionen bzw. Distributionen bzgl. t, so liefert die Methode
fir A’, B’ (= disributionelle Ableitungen von A, B) das lineare Gleichungssystem

d(t) cosct|§]  6(t) B _O(t) sinct|] _

A= =
cl€] clgl’ cl€]

0,

Beachte dazu z.B.: (6(t) cosct|€|, o) = (0(t), (cosct€]) ) = ©(0) = (4(t), ¥) .

Durch Integration folgt (Integrationskonstanten = 0 setzen, man sucht nur eine par-
tielle Losung)

_ H(@)
- cle

H(~1)
clgl

Aq oder Ay = — B =0.

Man erhélt somit die Losungen

(19.17) B (1) = _H(—tz‘zi‘nctlﬁ\’

deren Trager in t > 0 bzw t < 0 liegen.

Daf dies tatséchlich Losungen von (19.15) sind, rechnet man schnell nach. Eine ausfiihr-
lichere Behandlung gewohnlicher distributioneller Differentialgleichungen findet man in
Treves, Chapter I, Section 7.

Wir lenken im weiteren wieder unser Hauptaugenmerk auf £, . Wir miissen die Riick-
transformation bzgl. & berechnen und setzen daher

sin ct|€|
cl€]

(19.18) wit(g) =

Dies ist eine vom Parameter ¢ abhéngige Distribution, die bzgl. & wirkt.
Man nennt ¢t — w{  eine distributionswertige Funktion.

Offensichtlich ist w{ € S'(R™), besitzt also eine inverse Fouriertransformation bzgl.
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€ in S'(R"), und es gilt fiir ¢ € S(R™*)

(Beo) = (FBrs) = (BnBe) = [ [HO W€ (B 060 dea

— o0 R™

- / H(t) (W (€), F'g) di
= /<w{t},Fm_1<p> dt

(19.19) = /(Fglw{t},@ dt.
0

Beachte: wi wirkt als Distribution bzgl. ¢, e Lol wirkt also als Distribution nur
bzgl. x auf die Testfunktion ¢ € R"™ o = ¢(x,1).

Um die Fundamentallésungen fiir die Raumdimensionen n = 1,2,3 (und gegebenfalls
auch fir n > 3) zu erhalten, mufl Fglw{t} fiir diese Dimensionen bestimmt werden.

Diese Aufgabe ist dimensionsabhingig.

n=1
1 e e | ct
3 t 3 t wt§ e )
w{t}(ﬁ) _ sinctfg] = sin ctg _ ¢ 2,6 =2 e dx
C|€| sin unTgerade Cf Cf ! C, t
1 —ct 1 ct | ct
T | e m = — / e dy = — /(sgn t)e ™ dx
2c 2c 2c
ct —ct —ct
sgnt sgnt

_ /H(cm ) e dy —
—_—————

2 2 FL(H ()~ 7)€ ).

=0 fiir c|t|—|z|<0

Beachte: c|t| — |z| < 0 ist dquivalent zu = > ¢|t| und —z > ¢|t|. Damit folgt nach
dem Umkehrsatz

sgnt
= - H(clt| — [a).

(19.20) F (w1() (=)

(e 9]

Einsetzen in (19.19) liefert (sgnt¢ verschwindet wegen [ und |¢| kann deshalb durch
0
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t ersetzt werden)

- 17
(F'Bre) = 2—//H (ct — |al)p(x, t)dadt
0 R
= 5 / /H (ct — |z|)p(z,t)dzdt, Integrand =0 fiir ¢t <0
—oo R
1
= (gt la).pte0),
also
1
(19.21) E (z,t)= 2—H(ct —|z|) firn=1.
¢
n=23

Wir haben bereits bewiesen (distributionelle Schreibweise von (18.23) und (18.21)):

in R 1
<F1<Sln|£||£|),(p(w)> _ m (,0(33) dSR, = RB.

|z|=R

Wir setzen R = ¢t und dividieren durch c¢. Mit der Substitution
(*) x = cty, dsy = *t?ds,
ergibt dies

1 1
[ e@) ds =4 / (cty) dsy = = (Vi, ola)

|x|=ct |=1

(Fgtol p(a)) =

Durch Einsetzen in (19.19) folgt fiir » € S(R™™), n = 3, indem wir die Substitution
(*) riickgéingig machen

(19.22) (Ei, o / / (cty,t) ds,dt = 1 2/ / (x,t) dspdt.
e

0 Jyl=1 |x|=ct

Mit der Bezeichnung (vgl. (13.5), ,a standard abuse of notation*)
(82l - ct).¢) = (3(et = [al) ) = = [ o(a) ds.

kann man dieses Ergebnis auch schreiben als

1 (et —|x|)

E. =
T 4rce? t
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(dies impliziert stillschweigend ¢ > 0, weil in (19.22) nur iber ¢t > 0 integriert wird).

Beachte: Im Fall n = 3 (Raumdimension) ist E, eine singuldre Distribution mit
TrE, = {(z,t) eR* t >0, |z| = ct}.

n=2

Wir berechnen die kausale Fundamentallosung E, 5 im R? aus der kausalen Funda-
mentallosung E 5 (vgl. (19.22)) mit Hilfe der

Abstiegsmethode (Hadamard)
(z.B. Triebel, Satz 14.8)

Idee: Eine Losung der 3D Wellengleichung, die von z3 nicht abhéingt, ist eine Losung
der 2D Wellengleichung. Dies wollen wir auf distributioneller Ebene nachvollziehen.

Die Definitionsgleichung der Fundamentallosung fiir O.3F; 3 = J mit

P a2

O 3 = C -
o — Ox?
]:1 J

war fiir ¢ € D(R?) gegeben durch (vgl. (19.22) und beachte: O.3p € S)

19.22) 1 001
(1923) 9(0) = (PuaBuap) = (BraDeae) "2 15 [ 1 [ Duaplet) dsadr

0 |x|=ct
Wir ,blenden x3 aus® durch spezielle Wahl von ¢ . Mit
n€DR), n(p)=1 fir o<1, keN, o eDR

setzen wir
€3

p(r1, T2, 23, 1) == P(21,2,1) M <?>

Dann erhalten wir

¢(0,0,0)@:4;02]0% / Oes <¢(x1,x2,t)n(%)) ds .
0

=1 |x|=ct

LaBt man hier £ — oo gehen, so folgt

11
¥(0,0,0) = yo— /; / O ot(21, 22, t) dsgdt mit |z| = /a3 + 23 + 3.

0 |x|=ct
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Dies bedeutet: Die Fundamentallosung zu O, wird gegeben durch

(19.24) (Ey2,) 47?02/ / Y(xy, e, t) dsgdt, || = /23 + 23+ 23,

|z|=ct

denn durch Ausrechnen von (19.24) zeigen wir gleich, daf§ durch diese Darstellung eine
regulire Distribution erkldrt ist. Mit ¢ € D(R?) ist auch O.9t(x1, 9, t) € D(R?) und
laut (19.24) gilt

1 1
(Bt 2, 0c2t) = T2 /; / Ocotp(21, T2, t) dsgdt, |z| = /2] + 23 + 23.
0

|| =ct

Nach voriger Rechnung ist
< Dc,2E+2a ¢ >=< E+,2a DC,Qd) >= ¢(0a 07 0)’

also ist durch (19.24) die Fundamentallosung erklért.

Wir berechnen eine Darstellung fiir E, 5, indem wir zunéchst das innere Integral in
(19.24) in euklidischen Koordinaten ausrechnen.

Eine Parameterdarstellung fiir die obere und untere Halbsphire S* bzw. S~ von
|x| = ¢t wird gegeben durch

L1
FE(zy,20) = | 9 mit 23 = +/(ct)2 — (2? +22) fir S*
T3

fiir den Parameterbereich % + 22 < (ct)?.

Das Oberfldchenelement der Sphére lautet
2 2
8901 8902
71\’ A || Jet]
= 1+ <—) + (—) dl‘ldl'g d.’L’ld Ty — dl‘ldl'g
T3 T3 \ 3| | 3]

Der Integrand des inneren Integrals von (19.24) ist von x3 unabhéngig. Deshalb liefern
die Integrale iiber die obere und untere Halbsphére den gleichen Beitrag, also

—[+[=2]

||=|ct| St S S+

OF OF
—X—

8171 8902

dsy =
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Damit erhélt man fiir das Gesamtintegral (19.24)

1 [1 ¢
< E+,277/1 > = /; / w :E1,|x2,| |C | dl‘ldxzdt
T3

2mc?
z24z2<|ct|?

xlax% )
19.25 = dxidzadt
( ) 27TC/ / ol e

T +x2<|ct|

wegen H(ct — /23 +23) =0 falls t <0 oder ct < (/2% + 23 folgt
B / ct—\/xl—irxg) o
2me ) \/(ct)? — (af + 23)

H(ct — |z|) .
, , Ta, mit |x| = /2?2 + 23.
<27TC\/m vi@, 2, 1) @] ! 2

E, 5 ist lokal integrierbar, wenn fiir jede Testfunktion (zy,z,t) € D(R?
in einer beschriankten Menge (und bequemlichkeitshalber 0 < (x4, x9,t)
wird, da | < E 9,1 > | beschrinkt ist. Aus (19.25) folgt

Ty, T2, t) dl‘ldl'zdt

) mit ¢ =1
< 1) gezeigt

(e 9]

1 t
| < Epnth> | < / / [¥(@1, 22, 1)| daydaydt,
2me |23
0 v @2 +x2<|ct|

und da@/) €D, 0 <¢(xy,x9,t) <1 mit einem T < 00

1
— —d dxodt,
= o / / jzg] 1T

z1+z2<|ct|

Einfiihrung von Polarkoordinaten bzl.xy, 7o, R := ct und r* = z7 + 3

drdt mit z = R? — , dz = —2rdr

IN

IN

Zusammenfassend (n = 1,2,3) haben wir somit
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Satz 19.10 Fundamentalldsungen fiir O, = 2 — 2A,
Kausale, raumlich rotationsinvariante Fundamentallosungen fiir den Wellenoperator
werden gegeben durch

wobel letzteres bedeutet

Analoge Darstellungen erhélt man fiir £_ .

ot?

(1
Q—H(ct — |x|) firz € R (€ Li,e(R?)),
c
_ 1 Hct—|z[) . 2 3
E (xz,t) = PR e firx € R® (€ Li,(RY)),
1 (et —
| 1o (e . =) fir x € R® (singulir),

1 71
< Eiz,p>= 47?02/¥ / o(x,t) dsgdt fir = € R
0

|| =ct

Physikalische Bedeutung;:

n=1
n=2
n=23

Eine ,rédumlich und zeitlich punktuelle® Erregung in = 0, ¢t = 0 einer
unendlich langen Saite ist zum Zeitpunkt ¢ im Intervall |x| < ¢t vorhanden
und klingt nicht ab.

Eine punktuelle Erregung (Stein ins Wasser) hat sich bis zum Zeitpunkt t
auf den Kreis || < ¢t ausgebreitet und klingt in einem Punkt || zeitlich
1

mit ~ ; ab (Wasserwellen).

Zum Zeitpunkt ¢ ist der Trager einer punktuellen Erregung die Kugelober-
fliche |z| = ct. Nur zum Zeitpunkt # ist in einem Punkt der Sphiire |x| = ct
eine Erregung wahrzunehmen. Vorher und nachher herrscht ,,Stille*, d.h. Si-
gnale breiten sich scharf aus. Man kann diese Ergebnisse verallgemeinern zum
Huygens’schen Prinzip: Fiir n > 3 gilt: Genau in Rd4umen mit ungerader
Dimension breiten sich Signale scharf aus.

Danach leben wir in ,,der besten aller Welten®, ndmlich in der Welt kleinster
Dimension, in der sich Signale scharf ausbreiten. Man stelle sich vor: ,,Das
Geréusch eines Paukenschlags wiirde in einem Punkt dauernd zu horen sein.*
Wir kommen auf dieses Phdnomen bei der Losung der AWA zuriick.
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§ 20 (Ein biflchen) Potentialtheorie

Mittelwertsatz von Gaufl, starkes Minimaxprinzip

Wir zitieren nochmals das Fundamentaltheorem (Satz 19.4), aus dem wir Folgerungen
ziehen (vgl. Walter: Einfithrung in die Potentialtheorie):

Satz 19.4 Fundamentaltheorem B
Sei B C R™ ein beschrinktes Normalgebiet, =y € B, u,w € C*(B)NCY(B),
Aw=0in B, Au€ Ly(B), E(r) die Fundamentallosung fiir —A aus Satz 19.3,

Yl —zof) = E(x|zo) + w(@).

Dann gilt (mit v als der &uleren Normalen von 0B )
(20.1)

uwo) = [ [mw—woog—",j —u(w)W} s [ 401w~ @) dufe) de.

0B B

Hieraus folgt sofort

Satz 20.1 Mittelwertsatz von Gaufl
Sei B C R" offen und u € C*(B) harmonisch in B, dh. —Au=0 in B.
Dann gilt fiir jede in B enthaltene Kugel Ky = {x € R"; |z — x¢| < R} :

1
u(xy) = —— u(ax) ds,
(20.2) (o) S"(R)m_mo/R @)

Sp(R) = Oberfliche der Kugel vom Radius R in R,

und

(20.3) Vn(R)|a:—a:o|§R
Vo(R) = Volumen der Kugel vom Radius R in R™.

Ist B = Kpr (offene Kugel), so muB fir die Giiltigkeit von (20.2) und (20.3) gefordert
werden: u € C*(B)NCY(B), Au € Li(B).

Beweis (20.2)

Ist Kr C B,soist u € C?(Kg), wir kénnen Satz 19.4 anwenden auf Kz mit w = 0
und erhalten mit der Funktion E aus Satz 19.3 (beachte: E(R), E'(R) sind konstant
auf 0Kp)
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u(zg) = E(R) /ag(j) ds — E'(R) / u(m)ds—/E(m|m0)Au(m) dx
OKp OKp K =0

=0
2. Greensche Formel mit
v=1,Au=0 (Satz 3.10)

— — E'(R) / u(z) ds

0K g

1
Sn(R)

Beweis (20.3) folgt aus (20.2) durch Integration. Mit

So(r) = 118, (1), Vi(r) = - S,(r)

n

erhalten wir aus (20.2) nach Multiplikation mit r und Integration iiber r

R R R
u(:z:o)/rnl dr = /u(wo)rnl dr = /7"”1 ! ] / u(x) dsdr

Sy (r
|e—axo|=1
(o)
R
1
= Sn(l)/ / u(x) dsdr = 5.0 / u(x) de,
0 |e—=xo|=r |z—x0|<R

also

n 1
u(xy) = S, / u(x) de = V(R / u(x) dz.

|e—ao|<R |e—ao|<R

Im Fall B = Kgi benotigt man die verschirften Differenzierbarkeitsvoraussetzungen
fiir die Anwendung von Satz 19.4. |

Korollar 20.2
Unter den Voraussetzungen von Satz 20.1 gilt:

sub- harmonisch in B, d.h. —Au

<
0 = (20.2),(20.3) gelten mit S statt =.

IV INA

super-

Bemerkung: Eine stationdre Temperaturverteilung ist super-(sub-)harmonisch, falls
nur Quellen (Senken) vorhanden sind.
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Beweis Korollar 20.2: Ubung (Hinweis: Greensche Formel fiir v und v = 1, damit
in (20.1) und Vorzeichen von E beachten). |

Eine weitere wichtige Folgerung aus dem Mittelwertsatz ist das

Korollar 20.3 Starkes Minimum-Maximum Prinzip

Sei u harmonisch in einem zusammenhéngenden Gebiet G C R™, u # const. in G.
Dann besitzt u hochstens auf dem Rand von G, also in keinem inneren Punkt von
G, ein Maximum oder Minimum.

Beachte: Ist v € C?(G) N C(G) und G beschrinkt, so werden nach dem schwachen
Minimax-Prinzip (Satz 6.2) zusammen mit diesem Korollar Minimum und Maximum
nur auf dem Rand angenommen.

Ist jedoch z.B. u auf OG nicht stetig oder OG nicht beschrankt, so mu8 u auf 0G
kein Maximum oder Minimum haben, nicht einmal ein inf oder sup.

Beweis: Wir beweisen das Korollar indirekt.

Annahme: Jzg € G : u(xy) = A = maxgu = Jx; € G : u(xy) < A, da
u # const .

Da G zusammenhingend ist, existiert ein Streckenzug von @, nach x,. Sei x, darauf
der 1. Punkt (von x; kommend) mit u(xs) = A.

Wihle R > 0 so klein, daB K = {z € R"; |x — z»| < R} C G. Dann ist u(x3) < A
(vgl. Zeichnung) und u < A in einer Kugelumgebung K C G um x3.Sei B = KNK .

Auf K wird (20.2) oder (20.3) angewandt. Dann erhélt man einen Widerspruch aus

A:u(mg):Vn(lR) /u\(z:l dm+/@dm < Vn?R) /dm—i—/dm = A.
<A B

B K\B <A K\B

J/

=Vn(R)

Anwendung;:
1) Positivitdat der Greenfunkiton (vgl. Lemma 20.7)
2) Eindeutigkeit der 1. Randwertaufgabe fir Au = f (vgl. Folgerung 6.3).
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Greenfunktion und Dirichletproblem

Ideen zur Losung fiir das

(innere) Dirichletproblem fiir die Poisson-Gleichung (RWA 1. Art, vgl. (3.28))

—Au = f(x), ©€ B, B Normalgebiet C R",
u(x) =g(x), xe€dB, geC(OB).

Ist u eine Losung von (20.4) mit u € C*(B)NC*(B), also g € C*(dB), Au € L(B),
also f € L(B), so folgt aus dem Fundamentaltheorem (Satz 19.4).

(20.4)

(20.5)
tan) = [ e = e 252~ g(@) 5 e~ aub)| dsa+ [z - aul) flz) do

oB B
dabei ist: Y(|x — zo|) = E(z|z0) + w(x), E die Fundamentallosung von — Aw,
weC*B)NCY(B), Aw=0 in B.

,Unbekannt“ in (20.5) ist im Anbetracht von (20.4) der Ausdruck 2%. Dies liefert die
Motivation, w so zu wihlen, dal (| — xo|) auf dB verschwindet, in der Hoffnung,
damit eine Losungsdarstellung fiir die (innere) Dirichlet’sche Aufgabe zu bekommen.

Definition 20.4  Green-Funktion 1. Art

Sei B C R™ ein Normalgebiet, w eine von einem Parameter x° abhiingige Funktion
mit w(-|z®) € C*(B) N CYB) und Azw(z|z’) = 0in B Va2 € B und E die
Fundamentallésung geméafl Satz 19.3.

Ist dann

(20.6) w(z|z’) = —E(z|z") Vx € B,

so heifit

(20.7) G(x,y) = E(lz —y|) t w(zly) z,yeB

Green-Funktion 1. Art zu (20.4).

Setzt man in Satz 19.3: v = G und w = 0, so erhélt man die

Folgerung 20.5
Existiert die Green-Funktion 1. Art zu (20.4), so gilt fiir die Losung von (20.4),
zumindest unter den Voraussetzungen v € C*(B)NC'(B), Au € L(B), g € C'(9B),

0:G(x,y)

ov

(20.8) mwzfaawmwm—/ o(x) dss.

B 0B

(Differentiation beziiglich @ im 2. Integral)
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Bemerkungen

1) Dies ist noch keine Existenzaussage fiir (20.4).

2) Die Green-Funktion 1. Art zu (20.4) existiert genau dann, wenn Vax, € B die
Randwertaufgabe

(20.9) —Agw(x|xy) =0V € B, w(x|xy) = —FE(|lx —x0|) Y €IB
eine Losung w € C%(B) N CY(B) besitzt.

3) Angenommen die Green-Funktion existiert, wann wird dann durch (20.8) die
Aufgabe (20.4) fiir welche f und g gelost?
Probleme: u € C?(B)?, Au=?, limu(x)=? y € IB.
T—Yy
4) Man kann zeigen (Walter: Potentialtheorie, §5 Satz VI):
f holderstetig in B und g € C(0B) = (20.8) l6st (20.4).

5) Im allgemeinen (d.h. abgesehen von Sonderfillen) ist die Green-Funktion nicht
oder nur schwer bestimmbar. Als Beispiel werden wir die Green-Funktion fiir die
Kugel konstruieren.

6) Die Green-Funktion ist eine Fundamentallosung (vgl. (20.7)) und nimmt auf 0B
Nullrandwerte an (vgl. (20.9)). Sie erfiillt

—AgE(x|xy) = 0p, in B, G(x|xg) =0 auf 0B Va, € B

und kann gedeutet werden als elektrostatisches Potential einer Einheitsladung,
die in xy € B plaziert ist, und das auf B verschwindet (geerdete metallische
Hiille).

7) Die Green-Funktion 1. Art ist eindeutig bestimmt. (ohne Beweis)

Als weitere Anwendung des Fundamentaltheorems erhalten wir

Folgerung 20.6 Symmetrie der Green-Funktion
Die Green-Funktion 1. Art zu (20.4) ist symmetrisch

dh. G(z,y)=G(y,x) Ve,ye€B, x=#y

Physikalische Bedeutung: Reziprokititsgesetz

Folgerung 20.6 besagt: Das Potential in @, erzeugt durch eine Einheitsladung in y,
ist gleich dem Potential in y, das durch eine in x plazierte Einheitsladung erzeugt
wird. Die physikalische Erfahrung bestétigt dies.

Beweis Folgerung 20.6

Fiir feste y,, o € B ist G(x|y,) = G(x|xy) = 0 auf 9B (laut Definition), weiterhin
ist u(x) = G(x,y,) fir y, € B\OB harmonisch in B. = B\{x € B; |z —1y,| <¢}
fiir ein hinreichend kleines ¢ > 0, sodal B. C B, @y € B. (vgl. Abb.).
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Wir kénnen somit das Fundamentaltheorem Satz 19.4, (20.1) anwenden auf
u(xz) = G(x,y,), V(e — xo|) = G(x,20), also w = 0, (gemeint ist hier das w aus
Satz 19.4) und B. statt B. Dann erhalten wir mit v als duflerer Normale von B.

u(xzo) = G(20,Yp)
B ou(x) 0G(x, o)
_ / (G(m,mo) 2 () T) ds + / Gz, zy) Au(z) da

—~— ——
0B:  =0auf 0B =G(z,y,)=0 B: =01in Be
auf OB
0G(x,y 0G(x,x
- [ (clea ™) ey 5 0

Wir wenden nochmals (20.1) an, nun auf die Funktionen a(x) = G(x,x) — sie ist
harmonisch in der Kugel K = {z; |z — y,| < e} —, auf v(|Jx — yo|) = G(=,y,), also
w = 0 und die Kugel K. Beachtet man, daf§ die &uflere Normale von K nun —v ist, so
folgt

U aG T, T 3G T,
W(yo) = G(Yo, 0) = / (_G(wa yo)% + G(x, mo)%) ds.
lz—yo|=¢
Die Darstellungen fiir G(zo,y,) und G(y,, o) sind identisch. ]

Lemma 20.7
Die Green-Funktion ist positiv, d.h.

G(x,y) >0 fir ,y € B, « #vy, B ein Normalgebiet C R", n > 2.

Beweis: Fiir festes y € B setze man (vgl. Definition 20.4)
u®) =Gz, y) = Bz - y|) + w(zly).

Da w € CYB) und lim E(|z —y|) = +oc (falls n > 2), existiert ein & > 0, sodaf
z—Y

Ve<é:u(x)>0 Ve mit [z —y|=c¢.
Weiter ist Au=0in B. =B\{x € B; |t —y| <¢e} und u =0 auf 0B (Definition
20.4).



160

§ 20 (EIN BISCHEN) POTENTIALTHEORIE

oB

. (W

Man kann also das starke Minimaxprinzip (Korollar 20.3) auf u anwenden, wonach

u in B, positiv sein mufl (Ve > 0), da minu = 0 nur auf B angenommen wird.
Gleichzeitig folgt hieraus % < 0 auf 0B, denn sonst gibe es negative Funktionswerte
in B..

Fiir den Fall n = 1 wird das Ergebnis in der Vorlesungen iiber gewthnliche Differen-
tialgleichungen direkt berechnet. |
Bemerkungen

1)

3)

Man kann die Green-Funktion auch fiir allgemeinere, elliptische Differentialope-
ratoren als —A definieren. Dann héngt die Symmetrie der Green-Funktion i.a.
mit der formalen Selbstadjungiertheit des Differentialoperators zusammen.

Fiir die Aufgabe (20.4) ist %%(x,y) < 0 Vo € 9B und y € B. Dies liefert
der Beweis von Lemma 20.7. Damit erhalten wir aus (20.8) fiir die Losung der
Aufgabe (20.4) die Monotonieaussage

—Au=f>0,g>0 = u>0.

Dies erdffnet auch die Moglichkeit zur Konstruktion von Naherungslosungen oder
Schranken fiir die Losung der Aufgabe (20.4), wenn die Existenz der Green-
sche’sche Funktion 1. Art fiir die Aufgabe bewiesen ist.

Beispiel:

Insbesondere im Fall n = 2 sind viele Losungen von Awu = 0 bekannt (vgl. die
Beispiele nach Satz 6.6). Bestimmt man die Koeffizienten \; einer Linearkom-
bination @ = ) A\ju; von Losungen von Au = 0 so, daB auf 0B gilt u > g,
das ist eine einseitige Approximationsaufgabe, so erhélt man fiir die Losung der
Laplace-Aufgabe wie folgt eine Schranke

Afa—u)=0auf B, u—u>0aufdB — u>u auf B.

Als Beispiel konstruieren wir die Green-Funktion fiir die Kugel.
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Satz 20.8 Die Green-Funktion 1. Art fiir die Kugel
Sei K = {x € R"; |z| < R}. Die Green-Funktion 1. Art fiir die Kugel lautet
(20.10)
By )~ By —al) i g0 wi=r<r y=T0y
(;Cnay):: R ’ - ’ r2 ’
E(|z|) — E(R) fir y=0.

(Die 2. Zeile ist der Grenzwert der 1. Zeile fiir y — 0)
mit der Fundamentallosung £ zu —A  (vgl. Satz 19.3).

r2—n
———— fiir n#2, r=|y—x,
E(r) = (n—2)Su(1)
1 1 )
— log — fiir n = 2.
27 r

Beweis: Wir leiten die Motivation fiir die Gestalt von G aus der physikalischen In-
terpretation im R3 ab.

Die Green-Funktion ist eine Fundamentallosung G(x,y) mit Pol y innerhalb der
Kugel, die auf der Kugeloberfliche verschwindet, was durch Wahl einer geeigneten
harmonische Funktion w erreicht werden soll.
Gemaf ihrer physikalischen Interpretation als Potential einer in y gelagerten Ein-
heitsladung (vgl. Satz 19.3), wird das physikalisch im R? realisiert durch eine in einem
Punkt y auflerhalb der Kugel angebrachte negative Ladung, die so grof§ ist, dafl sich
fir || = R die Potentiale der Ladungen in y und gy gerade aufheben. Das gelingt,
wenn man Yy nach dem Schwarz’schen Spiegelungsprinzip bestimmt,
d.h. 0, y, y liegen auf einer Geraden und es gilt

lyl _ R R

R~ Tyl (<= yzﬁy)-

Kr

1% y

Diese Gleichung hat zur Folge, daB die Dreiecke Oyx und Ozy &hnlich sind (gleicher
Offnungswinkel «, gleiche Seitenverhéltnisse), d.h. es gilt

ly—= _|y—=|
r R

x € 0K, ly| =,
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bzw.

1 R 1
ly—z| rl|y—=x|

(20.11) le| =R, |y|=r,
d.h. im R? ist auf der Kugel Ky das Potential einer in y plazierten Einheitsladung

gerade gleich grof}, wie das Potential einer im Punkt y plazierten Ladung der Grofe
& Division durch 47 (= S3(1)) ergibt

1 1R 1 r
20.12 Es(|ly — :7:__7:]5(_—_ )
Da E3(%|y—x|) in Kg in x harmonisch ist (nachrechnen), erhélt man fiir w(z,y) :=
—FE3(5|y — x|) (vl Definition 20.4) gerade die Greensche Funktion fiir die Kugel im

R3, also die Behauptung im R3.

Benutzt man das Spiegelungsprinzip (20.11) fiir beliebige Raumdimension, so gilt eben-
falls (20.11) und damit

1 R"2 1
= bzw. log

‘y_w‘n72 =2 \@—w\"” fiir n = 2.

Ilog,i
ly — x| Y — x|

Damit folgt im im R™ :  E(jly — z|) = E(5|y —«|) und (20.11) garantiert, daf
G(z,y) =0 Vo € 0KR.

Durch (20.10) ist w (vgl. Definition 20.4) festgelegt als w(x,y) = —F (%|y — =|),
und man rechnet nach, daf§ w in Kx harmonisch ist in «, womit die Eigenschaften
aus (20.9) erfiillt sind. Somit ist die Behauptung bewiesen.

Es fehlt noch der Nachweis, daf die 2. Zeile der Definition von G(z,y) aus der 1. Zeile
folgt.

r|7 z| r R? T:c R rw<R||+)r)|w‘rﬂoR
— — = | —— _ = | — —_ — — — —_—
r'Y Rred R P T REY YT R

wd | Ry el 2| Byl - |2 =2

Da die Green-Funktion fiir die Kugel nun bekannt ist, kann man versuchen, die Formel
(20.8) zu einer Losungsformel fiir die Randwertaufgabe 1. Art auf der Kugel auszubau-
en. Dazu muf fir € 9Ky die Ableitung ZG(x,y) (Differentiation beziiglich x)
berechnet werden. Es ist

(20.13) gG(m,y) = v-grad,G(x,y) mit uzi, (yl- glji)7

R

ov ||
0 0 r _
axiG(w,y) = axi(E(lw—y\)—E(E\w—yD), ly| =,
/ 0 0 T _ r 0 _
= Bllz—yl)g-le -yl - E(gle —9l) 7 5~z -3l
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Mit
8 Ti — Y 8 _ xl—gl T _
N —le—gl=" -1l =|x— f OK
axi\ Y| P 8xi|w Y| P 7T =yl =z —y| auf OKg
erhalt man
~Glay) — Pyl |2 - 2oL
Ox; lz—yl Rlz-yl|]’

R
mit | —y| = —|x — y| folgt
r

= E'(lz—yl)

T —Yi 7"2951'—3?1‘}
e -yl Rlz—y| ]
2
Einsetzen von 3; = Fyi ergibt
Ble—y) 1

ey MU

und wegen FE'(r) = — (gilt auch fiir n = 2!) erhélt man

R? — 2 1
— Z;.
R Sy(1)|e -yl

Einsetzen in (20.13) liefert

0 r? — R?

Folgerungen aus diesen Resultaten betrachten wir im Abschnitt

Poissonsche Integralformel und Dirichletproblem

Setzt man ZG(x,y) ein in (20.8), so liefert eine kurze Rechnung (mit f=0)

Satz 20.9 Poissonsche Integralformel B
Fir Kr={y € R™; |y| < R} sei u € C*(Kr)NC'(Kg) und Au=0 in Kg.
Dann gilt

Rz ‘y‘Q / U(ﬂ?)
20.14 U = ds,, < R.
( ) (y) RSn(l) " |£B — 1!|” |y|

Bemerkung: Fiir y = 0 ist das der Gaufi’sche Mittelwertsatz.

Der vorige Satz ist noch keine Losungsformel fiir die 1. Randwertaufgabe von Au = 0.
Er legt jedoch zumindest den Teil a) des folgenden Satzes nahe. Entsprechend wird
Teil b) durch Folgerung 20.5 motiviert.
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Satz 20.10 Dirichlet-Problem fiir die Kugel
Sei Kr ={y € R"; |y| < R}.

a) Dann gibt es genau eine Losung u € C?(Kgr) N CY(KR) des Dirichletproblems
Au=0 in Kg,
u=g auf 0Kg, g¢ge¢€ C(0Kg),

welche stetig abhéngt von ¢ und gegeben wird durch

R —y|? / 9(z)
20.15 u(y) = ———— dSg, < R,

|z|=R
und es gilt sogar u € C*°(Kg).
b) Das inhomogene Dirichletproblem

Au=f in Kg, feC'(Kg),
u=g auf O0Kg, g¢ge¢€ C(0KRg)

hat eine eindeutige Losung u € C*(Kr)UCY(Kg), die von den Ausgangswerten
stetig abhéngt:

(20.16) u(y):/G(m,y)f(:c) dm+% / %d% ly| < R.

Kr |z|=R

G ist die Green-Funktion geméfl Satz 20.8.

Beweis a)

In (20.15) sind alle GroBen bekannt. Man kann die Losungseigenschaft also schlicht
nachrechnen (vgl. dazu Walter: Einfithrung in die Potentialtheorie S. 43 ff oder Triebel
Satz 16.5). Eindeutigkeit und stetige Abhéngigkeit von den Ausgangsdaten folgen aus
dem Minimaxprinzip. Nun ist u aus (20.15) starke Losung der homogenen Gleichung,
also auch distributionelle Losung (Satz 15.3), und deshalb nach dem Satz von Weyl
(Satz 19.7 a)) eine C*° -Funktion.

Beweis b)

Wir setzen zunichst g = 0. Die Losungseigenschaft fiir die inhomogene Gleichung
mit homogenen Randwerten kann man dann wieder direkt nachrechnen (mit etwas
Aufwand). Man kann die Voraussetzung bzgl. f sogar abschwéchen zu f lokal Holder-
stetig (vgl. Jacob, §22). Man beachte dafl u nach y differenziert wird, f aber als
Funktion von @ im Integranden steht. Eindeutigkeit und stetige Abhéngigkeit folgen
wieder aus dem Minimaxprinzip. Die Losung des inhomogenen Problems erhilt man
damit als Superposition mit der Losung aus Teil a).
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Bemerkungen

1) Teil b) des Satzes zeigt, dafi die Differenzierbarkeitsvoraussezungen des Weyl’schen
Lemmas abgeschwécht werden kénnen.

2) Fiir die Losung des allgemeinen Dirichletproblems der Potentialgleichung, also
B # Kg, verweisen wir u.a. auf Walter: Potentialtheorie, Triebel: Hohere Ana-
lysis u.a.

3) Ist B ein einfach zusammenhéngender Bereich C R? mit mindestens zwei Rand-
punkten und y € B beliebig, so gibt es bei Auffassung des R? als C! nach dem
Riemann’schen Abbildungssatz eine holomorphe Funktion

fy(2): B—{z€C; |z| <1} mit f,(y)=0.

Dann gilt (ohne Beweis):

Gz ) = 5 log|fy(2)

ist die Greensche Funktion fiir B.
(vgl. Ahlfors: Complex Analysis, Chap.VI,5)

Hilbertraum-Methoden zur Losung partieller
Differentialgleichungen: Lax-Milgram Theorie

Zum Abschlufl dieses Paragraphen wollen wir zeigen, wie man fiir allgemeinere ellipti-
sche Randwertaufgaben — insbesondere fiir Differentialgleichungen mit nicht konstanten
Koeffizienten — zu Existenzaussagen kommt. Ein analoges Vorgehen liefert auch Exi-
stenzaussagen fiir parabolische und hyperbolische Probleme (vgl. Evans §6).

Dazu benotigen wir als Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis den Darstellungssatz von
Riesz, dessen Beweis man in jedem Funktionalanalysisbuch findet.

Satz 20.11 Darstellungssatz von Riesz
Sei (X, (+,-)) ein Hilbertraum und X* der Raum der stetigen linearen Funktionale
auf X .

— VfeX" JlueX: f(z)=(z,u) Ve e X.

Die klassische Formulierung des Dirichlet-Problems fiir elliptische Differentialgleichun-
gen lautet:
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Definition 20.12 Klassisches Dirichletproblem
Sei Q C R™ offen und beschrinkt, f € C(Q), a; € CY(Q), ay = aj, g € C(ONQ)

seien gegebene, reellwertige Funktionen und es gebe ein Cjy > 0, sodafl

Z ai; () &€ > Cole)* Ve eQ, €€R” (gleichméBige Elliptizitét) .

ij=1

Gesucht: u € C%(Q)NC°(Q), welches die elliptische RWA 16st

n

> 0i(aijO;u) = f in Q 9, =5>, (Divergenzform)

& oz’
i,j=1

u = g auf 0€,

Bemerkung: Man konnte auch noch Ableitungen 1. und 0. Ordnung in die Differen-
tialgleichung einfithren. Dies bedeutet nur mehr Schreibarbeit (vgl. dazu Evans, §6).
Wir zeigen nun, dafl dieses Problem zumindest eine schwache Losung (eine reguldre
Distribution mit gewissen Regularitétseigenschaften, vgl Definition 20.13) besitzt.

Transformation auf homogene Randwerte

Dies wird erlauben, die Differentialgleichung in einem Raum einzubetten, dessen Ele-
mente automatisch die (Null-) Randwerte erfiillen. Man braucht sich dann bei der
Losung der Differentialgleichung nicht mehr um die Annahme der Randbedingungen
zu kiimmern.

Wir nehmen an, daf die Randwertfunktion eine Fortsetzung g € C?(Q)NC°(Q) besitzt
(Beispiel Seifenblasen) und erhalten fiir @ :=u—g

Z ai(&ij 8]- ﬂ) = — Z 8l-(al-j 8]- g) + f in €.
i,j=1 6,j=1

Zur Abkiirzung setzen wir
n
€ = Z aij 0; 9,
j=1

multiplizieren die Differentialgleichung mit ¢ € C§°(§2) und erhalten nach partieller
Integration auf beiden Seiten, indem wir wieder u statt u schreiben,

/Z(@'Q@)az‘jaj?ﬁdm = _/ (Z(@“P)@‘F@f) dr Ve e C(Q).

o ig=1 o i=1

Ist umgekehrt diese Gleichung erfiillt V¢ € C§°(Q2), so erhilt man nach Riickgéngig-
machen der partiellen Integration die urspriingliche Differentialgleichung wieder zuriick.

Einbettung in einen geeigneten Raum, schwache Losung
Die Testfunktionen treten mit ¢ bzw. 0; ¢ auf, die gesuchte Losung mit 0;u. Als

geeigneter Abschlufl bietet sich also der Raum H'2(Q), bzw. H“?(Q) an (vgl. Defi-
nition 13.8 und 13.10), denn die Elemente dieses Raumes besitzen alle Nullrandwerte
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(in einem schwachen Sinne), sodafl der Raum als Losungsraum geeignet ist.

Definition 20.13 schwache Lésung

u heiBt schwache Lisung des Dirichletproblems, wenn — u € H“?(Q) und

(20.17) Q/

Satz 20.14 Existenz einer schwachen Lésung
Sind a;; € L>®(Q), e, f € L*(Q), so existiert eine schwache Losung des Dirichlet-
problems.

Z(@i@)aijﬁjudm = —/ (Z (3i90)ez~+<,0f> dx VapE}Oll,g(Q).

ij=1 a i=1

Die Voraussetzungen dieses Satzes folgen natiirlich aus den Voraussetzungen, die beim
klassischen Dirichletproblem genannt wurden. Sie sichern die Existenz der Integrale in
Definition 20.13 (Holder fiir 5 +3 =1).

Grundidee der Vorgehensweise:
1) Wir zeigen, dafl die linke Seite von (20.17) ein Skalarprodukt a(u,¢) in [}172(9)
definiert, und
2) daf die dadurch induzierte Norm +/a(u,u) dquivalent ist mit || || greq) -
Dann ist ](-311’2(9) ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt a( , ).
3) Wir zeigen, da die rechte Seite von (20.17) eine stetige Linearform F(¢) im

Hilbertraum (H“?(2),a(, )) ist. Dann gibt es nach dem Darstellungssatz von

Riesz ein v € H“?(Q), sodaBl a(u,p) = F(p). Dieses u ist dann schwache
Losung des Dirichletproblems.

zu 1) Wir zeigen
(20.18) a(v,w) = /Z(@iv)aﬁ@jwdw
o b

ist ein Skalarprodukt in H%?(Q) .

Die Linearitét ist offensichtlich. Die Existenz des Integrals ergibt sich aus den Integra-
tionsvoraussetzungen (Hélder fiir 3 + 1 =1). Also ist a(v,w) eine Bilinearform . Die
Definitheit ergibt sich im Beweis des néchsten Lemmas aus der Elliptizitét.

zu 2) zeigen wir das

Lemma (HLQ(Q), a(, )) ist ein Hilbertraum.
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Beweis:

H'2(Q) ist ein Hilbertraum, H%?(2) ein abgeschlossener Teilraum, also auch ein Hil-
bertraum bzgl. der Sobolevnorm || |[g1.2¢q). Wir zeigen, daf die indudzierte Norm

|v|lx == v/a(v,v) dquivalent ist zu || | g12(q) . Dann ist auch (HLQ(Q),a( : )) ein
Hilbertraum.

Zu zeigen ist: es gibt Konstanten 0 < ¢ < C' < 0o, sodaf3
(20.19) cllullfne < llullx = a(u,u) < Cllullfn.  Yue H(Q).

Beachte: Die linke Ungleichung besagt auch die Definitheit von a(u,v). Die rechte
Abschétzung folgt mit der CSU aus der Definition von a (vgl.(20.18)).

a(u,u) < Y lagllee [0rullze 105 ullzz < Cllull}n.  fiir ein C > 0.
0,
Zum Beweis der linken Ungleichung beachten wir im 1. Schritt, daf§ die gleichméBige
Elliptizitéit eine Abschéitzung von a nach unten erméglicht. Mit | grad u|? = " |0; ul?
i=0
folgt (vgl. (20.18))

(20.20) a(u,u) > Cp / | grad u|? dec.
Q

Das Integral existiert, da 0;u € L?.

In einem 2. Schritt schétzen wir |lul|%.. nach oben ab durch K [ |gradu|*dz, wo-
durch die Abschitzung von a(u,u) nach unten vollendet sein wird. Mit Jyu := u
gilt

w22 = (Z /|3¢u|2dw>
=0
:/|u|2dm+2/|@-u|2dm+ > \// |8Z~u|2da3/|8ju|2dm
=1

2

i,j=0, i#j
§/|u|2dm+2/|@-u|2dm+z max (/ |6iu|2dm,/|6ju|2dm)
i=1 i.j=0

g/\u\de+Z/|@u|2dw+Z (/ |8iu|2d:c—|—/\8ju\2dw>.
i—1

1,7=0

Deshalb gibt es natiirliche Zahlen k;, ¢ =0,1,....,n:

[l / |u|2dm+z k; / 05 u|? de < max k; (/ |u|2dm—|—/ | grad u|2dm) :
‘ k
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Kann man nun noch eine Abschéatzung der Art

(20.21) /|u|2dm < é/ | grad u|? dx (Poincaré’sche Ungleichung)
Q Q

zeigen, dann folgt mit der Konstanten k

A

c+1

1 (20.21) (20.20)
EHUH%,” < / |u|2d:13+/ |grad ul*de < (é+1) / |grad ul* < o a(u,u),
Q Q Q ’
: . " : Co
also die gewiinschte Abschéitzung mit ¢ = ———.
k(¢+1)

Die Abschatzung (20.21) wird bewiesen in

Satz 20.15 Poincaré Ungleichung
Ist © C R™ offen und beschrinkt, so gibt es ein ¢ > 0 (abhéngig von ) mit

(20.21) [ |ulPdx < ¢ [ |grad ul*de  VYue HY(Q).
Q 0

Beweis:

Die Ungleichung muf} nur fiir ¢ € C5°(2) gezeigt werden, denn C§°(£2) ist dicht in

HY2(Q) (vgl. Definition 13.10), d.h. es gibt  {fx} C C5°(Q) mit ||u— fill 120 .
Der Grenziibergang auf beiden Seiten der Ungleichung fiir f; darf ausgefiihrt werden,
wenn die Integrale stetig sind bzgl. ||.||g1.2(q) . Dies folgt mit der Dreiecksungleichung:

k—o0

wllze = [ fellze] < Nl = fellee < Mlw = fellge — 0

k—
iullze — 10i fill 2] < 10w — 0 fill > < llu— fillgre —0

Damit gilt die Ungleichung auch in H'?(2), wenn sie in C5°(Q) gilt.

Da  beschrinkt ist, existiert ein k > 0, sodaf8 fir = = (z1,...,2,)7 € Q gilt:
|z;| <k Vi.Nun erhdlt man durch partielle Integration fiir ¢ € C§°(2) bzgl. a;:

0
el = [ 1ol 1de = | [ g joPazl < [ 2l o
R R

Rn

dx

CSU
< ok / ol ol dz S 2k lols onllzz
]Rn

= |l < 2kl|ws,

= |elli: < (2k)* ez

— 3¢ el < e Jenlz = / | grad of? de. n
i Q
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zu 3) Existenz einer schwachen Lésung des Dirichletproblems

Es wird ein u € H"?(2) gesucht mit

a(u,v) = Fov = —/ (Z (@v)ei—l—vf) dx V’Ue;p,z(Q).

) i

Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz gibt es genau so ein u, falls F' ein Element

€ HY2(Q)* ist. Dies trifft zu, da F stetig ist in H?(Q) :
Holder
[Fol < > l10vollz lleillzz + ollz2 11 Il 2
i

< <Z lesllz= + ||f||L2> [0]] .2

(20.19

< )% (Z lesllz> + ||f||L2> [0l x

Mit Hilfe von Regularitédtssiatzen kann man starke Losungen gewinnen. Dies geschieht
in zwei Schritten:

1) Man zeigt, da§ abhéngig von Glattheitsvoraussetzungen an die Koeffizienten der
Differentialgleichung, die rechte Seite und den Rand des Gebiets die schwache Losung
sogar in einem H™?2 m > 1, liegt. Als Beispiel zitieren wie folgenden Satz (vgl. Evans
§ 6.3, Theorem 5)

Satz 20.16
Sei ) C R™ offen und beschrinkt, fiir ein m € N gelte

a;; € C™L(Q), 9Q ein C™2—Rand und u € H?(Q) eine schwache Losung von

Lu=f 1in Q,
uw =0 auf 99.

Dann ist u € H™%2(Q).

2) Mit Hilfe der Sobolev’schen Einbettungssétze zeigt man, daf fir hinreichend grofles
m eine Einbettung der Sobolevraume in Réume stetig differenzierbarer Funktionen
moglich ist. Als Beispiel zitieren wir (vgl. Evans § 5.6, Theorem 6)
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Satz 20.17
Sei 2 C R” offen und beschrinkt, 09 ein C'— Rand;
fir k€N, k>n/2 sei ue H?(Q).

Dann existiert ein 4 mit « =« f.ii. in €2, sodaf

. =21y (O B+ 1=3, falls n ungerade
wed (€),  wory = { g, 0 < e <1 beliebig, falls n gerade

und es gibt eine Konstante C' > 0, abhéngig von k,n,~, (), sodafl

all ge-11-1 ) < C llull w2 (62).

Dabei bezeichnen [3] die gréfite ganze Zahl < %,
[fllci = D2 sup|0“f(x)| und CY(Q) einen Holder-Raum.

la|<l 2eQ

Definition 20.18 Hodlderraum
Seien 2 € R" ein Gebiet und [ € N, 0 < v < 1.

2022) CV@) = € @ oy + Y, swp THDZEIWN

la|=l x,yeQ, xAy |‘,B - y"y

hei3it Holderraum .

Funktionen aus C%7(Q) heiflen hdlderstetig zum Exponenten .

Bemerkung:

Der Audruck in der Klammer von (20.22) ist eine Norm. Mit dieser Norm wird C*? Q)
zu einem (Unter-) Banachraum von C'(€).



172 § 21 WELLEN IM RAUM

§ 21 Wellen im Raum

Wir betrachten im Folgenden die Wellengleichung
O =uy — CAu=f
zunéchst fiir 3 (spéter 2) Raumdimensionen.

Von der kausalen Fundamentallosung E, wissen wir (Satz 19.10), daf§ ihr Trager die
Menge {(x,t) € RY; |x| = ct,t > 0} ist.

Wir bezeichnen den Kegel im R*

V2= o)t — |

(21.1) |z — x| = ((z1 — 29)* + (22 — 29)* + (23 — 23)?)
als charakteristischen Kegel, oder Lichtkegel. (In der Theorie des Elektroma-
gnetismus ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit, und man kann sich den Kegel vorstellen als
Vereinigung aller vom ,,Raumpunkt (z° ¢y)“ ausgehenden Lichtstrahlen. Man kann
ihn sich entstanden denken durch Rotation einer Charakteristik der eindimensionalen
Wellengleichung (x — zg = ¢(t — tp)) um die ¢-Achse. Er ist eine charakteristische
Mannigfaltigkeit, die durch

3
o(x1, x9, x3,1) = Z(xl —a9)? =t —1t5)* =0

=1

beschrieben wird (nachrechnen mit Satz 11.1). Er ist eine Hyperfliche im 4-dimensionalen
Raum. Fiir jeden festen Zeitpunkt t ist er eine Kugeloberfliche im R3. Mit ¢ — oo
wachsen diese Kugeloberflaichen konzentrisch mit der Geschwindigkeit ¢ an.

Den oberen Halbkegel von (21.1), t > ¢y, inklusive seiner inneren Punkte, bezeichnet
man als Zukunft bzgl. t,. Das ist die Menge aller Punkte, die von einem Teilchen, das
von x° zur Zeit ty mit einer Geschwindigkeit < |c¢| ausgeht, erreicht werden konnen.
Der untere Halbkegel, inklusive der inneren Punkte, heifit Vergangenheit bzgl. ¢ .

Wie weisen nochmals auf die physikalische Bedeutung der Gleichung Ou = f hin. Sie
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beschreibt im

R! : Saitenschwingungen, Klangwellen in Rohren,
R? : Membranschwingungen (als ARWA) oder Wasserwellen (als AWA),

R3 : akustische, optische, elektromagnetische Wellen.

Die Anfangswertaufgabe

Wir wollen nun, unter einigermafien allgemeinen Voraussetzungen, die folgende An-
fangswertaufgabe fiir die inhomogene Wellengleichung im R"™ 16sen. Dabei folgen wir
im Wesentlichen den Darstellungen von Treves, bzw. Triebel.

Ouu(x,t) = uy(x,t) — AAzu(x,t) = f(z,t), TeR" teR,
(21.2) (@
u

(x,0) = wui(x

,0) = wup(x),
0(; } fir t =0, x € R™

Vorgehensweise:

1) Unter zunéchst sehr einschneidenden Voraussetzungen fithren wir eine Fourier-
transformation der Anfangswertaufgabe bzgl. der Ortsvariablen durch und erhal-
ten eine Anfangswertaufgabe fiir eine gewOhnliche Differentialgleichung, die wir
16sen.

2) Die Losung der Anfangswertaufgabe wird riicktransformiert und liefert eine Lo-
sungsformel fiir (21.2).

3) Wir stellen fest, dal die Losungsformel unter viel allgemeineren Voraussetzungen
gilt, als wir zu den Schritten 1) und 2) angenommen haben.

4) Wir leiten eine explizite Losungsdarstellung her und diskutieren die Losung.

Die folgenden Ausfithrungen gelten fiir beliebige n € N. Wenn wir uns auf n = 2,3
zuriickziehen, erwdhnen wir das.

Wir setzen zunéchst voraus:
fe R, TrfC{(xt) € R"; |z| < R} fiirein R >0,
(213) Ug, U1 € Cgo(Rn),
d.h. insgesamt: C'* Funktionen mit kompakten Triager bzgl. x.
Falls unter diesen Voraussetzungen eine Losung u € S’ von (21.2) existiert, sind die

Voraussetzungen fiir eine Fouriertransformation bzgl. & (Bezeichnung Fpu = @) also
gegeben.
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Sie liefert
att(ga t) + 62‘5‘2/&(57 t) = f~(€7 t) in R" X Rla
fb(é, 0) = aO(é)) at(é) 0) = ﬂl(é) in R".

Dies ist eine gewohnliche, lineare Anfangswertaufgabe fiir @ bzgl. der Variablen t.
Thre eindeutige Losung (vgl. die Vorlesung iiber gewohnliche Differentialgleichungen
(Variation der Konstanten) oder einfach nachrechnen) lautet

(21.4)

(21.5)  u(§,t) = uo(§) cos(c|€]t) + u1(§)

sm sin(c|€[t) sm (cl&|(t =)
e /“’ T

Fiir die Riicktransformation dieser Gleichung beachten wir zunéchst, daf3

d i P E
atsm(‘zl)‘i\t) i % _ B, —E_ (vel (19.16), (19.17)).

Auflerdem wollen wir den Integralausdruck als Faltung bzgl. t schreiben. Hierzu miissen
wir die Félle t > 0 und ¢ < 0 unterscheiden. Mit der Heavisidefunktion H(t) folgt

cos(clé[t) =

t>0:
smc|€|(t—t)) sin(clg|(t —1t')) .,
/ e g / Hit HO =g
/ H)F€.) Bulgt— ) dt = (HOFED) x {Bo(&0) (vel. (19.16)),
t<O0
o sin(lElt =) [ snleleld—)
O/f“ aa T t/f(g’” g
— - [0k - o™= g
_ +/H(—t’)f(§,t’) E_(¢,1— 1) di'(vel. (19.17))

= {H(_t).f(€>t)} (:‘:) {E—(€>t)}

Damit erhalten wir fiir (21.5) die Darstellung

WED) = W0(€) o (B — B+ m(€)(B, — B

HHMFEN) x L€} + H-DFE0) » (B-(E0).
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Zur Riicktransformation (bzgl. &) dieser Gleichung beachte man, dafl Produkte von
Fourier-Transformierten in Faltungen iibergehen (vgl. Satz 18.12). Auf Grund der kom-
pakten Tréger der beteiligten Funktionen spielt die Reihenfolge der Integrationen von
Fouriertransformation und Faltung bzgl. ¢ keine Rolle. Man kann im 3. und 4. Sum-
manden der rechten Seite (das sind Integrale {iber Produkte von Funktionen bzgl. &)
also auch unter dem Faltungsintegral bzgl. ¢ riicktransformieren. Dies ergibt insgesamt

0
u@t) = (@) « (B =B+ @) » (B~ E.)
(21.6) + {HOS @)} 5, Bet {H0f (@0} x E-.

Durch Anwendung der Faltungsregeln stellt man fest (Ubung), daB fiir wg, und ent-
sprechend fiir u;, gilt

uo(x) (:) Ei(x,t) = (up(x) ® (1)) (:;kt) E (x,t) (® = direktes Produkt)

Dies erleichtert das Verstédndnis von u bzw. uy aus (21.6) und (21.7) als Distributionen
iiber R™*1.

Die Losung setzt sich also zusammen als Uberlagerung u = u, + u_ einer Losung u.
fiir die Zukunft und einer Losung u_ fiir die Vergangenheit.

(21.7)
0
u4(0:8) = grluole) ©30)] 1, B+ () ©00) 1, Be 4 {HOS@0) 1, B
0
uolt) = gy luol@) &0 1) B hul@) @] 2 B+ A0 0F 2, B

Als wichtiges Faktum halten wir fest:

Man kann die Anfangswertaufgabe der Wellengleichung in die
Vergangenheit und in die Zukunft 16sen.

Wir werden diesen Gesichtspunkt auch im weiteren nicht aus den Augen verlieren.

Wir zeigen nun, daf§ die Voraussetzung (21.3) zu restriktiv waren.

Lemma 21.1
Fiir beliebige ug,u; € D'(R"), f € D'(R"!) existiert eine distributionelle Losung
u € D'(R"™) der Wellengleichung O.u = f . Sie wird gegeben durch

B
o1y @Y = (@O« (E — B+ [m(@) @ ot)] « [Br - B

- {H()(@,0)} * By + {H(~1)f(2,0)} * E_.
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Beweis: Es treten in (21.8) nur Faltungsprodukte auf, in denen beide Faktoren ihren
Trager entweder in {¢ > 0} oder in {¢t < 0} haben. Wir fithren den Beweis fiir den 1.

Fall und zeigen:
E, xv existiert fiir alle v € D’(R™"!) mit Trv C {(x,t) € R™!; ¢t > 0}.
Die Streifenbedingung fiir F, x v lautet:

T:={(x,t,y,7); (x,t) e TrE., (y,7) € Trov, [(x,t)+ (y,7)| = [(x +y,t +7)| < a}
ist beschriankt Va > 0.
Wir zeigen das fiir die einzelnen Komponenten von T':
Wegen TrE,, Trv C {t >0} folgt 0 <71,t<a
TrE, = {(x,t); || <ct} = |x|<ct<ca = T beschriankt.
lyl <ly+az|[+ |z <a+tca

Beachte: TrE, C {(z,t) € R""|z| < ct,t > 0} gilt fiir alle Raumdimensionen
n € N. (Bewiesen haben wie es fiir n =1,2,3).

Die Losungseigenschaft erhdlt man nach Satz 17.6 (beliebige Verteilung der Ableitun-
gen auf die Faltungsfaktoren)
0
Tu(e,1) =~ ([uol) © 6(0)] « DB, — B_]) +[us(w) © 5(1)] » O[E, — E_]
H{H(@) f(,t)} * BE, +{H(=t)f(x, 1)} « DE_

- % [(uo() @ 8()) * (8 — 8)] + (u1(zm) @ 8()) * (5 — 6)
+(H(t) f(2,t)) % 6 4+ (H(—t) f(2,1)) * 6
= H(t)f(x,t)+ H(—t)f(z,1)

(21.9) = f(a,b).

Das

Lemma 21.2 Annahme der Anfangswerte

im allgemeinen distributionellen Fall mufl im Rahmen dieser Vorlesung entfallen, da
hierzu Sobolev-Raum-Theorie erforderlich ist (vgl. Triebel, Kap. VIII).

Wir ziehen uns hier zuriick auf Losungen von Anfangswertaufgaben, die ihre Trager in
t > 0 haben und diskutieren die Annahme der Anfangswerte nur fiir Distributionen

mit gewissen Glattheitseigenschaften.
Dazu stellen wir zunéchst den Zusammenhang zwischen distributioneller und klassi-

scher Losung der Anfangswertaufgabe her.
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Zusammenhang zwischen distributionellen und klassischen
Differentialgleichungsaufgaben

Um die Losung der AWA fiir ¢t > 0 (bzw.t < 0) zu erhalten, miissen wir aus der
allgemeinen Losung u die Eigenschaften von w, bzw. u_ extrahieren, die ja ihren
Tréager nur in ¢ > 0 bzw. t < 0 haben. Wir beschrinken uns auf den Fall ¢t > 0.
Offensichtlich ist w, keine distributionelle Lésung von Ou = f, denn die Terme in
(21.8), die E_ enthalten, fallen im Beweis (21.9) nicht weg.

Aus (21.9) erhalten wir fiir uy bzw. u_

(21.10) Ou. (z, 1) :%(uo(m) ®5(1)) + (@) @ 8(t) + H(t) f(z,1),
Du_(z,t) = — %(uo(m) ® (1) — ui(x) @ 8(t) + H(—t) f(a, ).

Sind wy bzw. u_ Losungen der Gleichungen (21.10), so ist u = u; + u_ wieder eine
Losung von Ou(x,t) = f(x,t) (vgl.(21.9)).

Wir nehmen dies als Anlafl zur

Definition 21.3 Distributionelle Anfangswertaufgabe der Wellengleichung

Seien ugp,u; € D'(R"), F € D'(R"Y) mit TrF C {(x,t) € R"*L; ¢ > 0} = R
Dann heift eine Distribution u € D/(R"*!) mit Tru C R Loésung des
Anfangswertproblems (21.2) der Wellengleichung (Cauchyproblem), falls

0%y 0

_— 2 — / — ,:—
(21.11) Gp ~CAu=F tu@d +w@d,  (0=6(1), &' =79).

Beachte: Die Losung des distributionellen Cauchy-Problems wird nach Satz 19.2 b)
gegeben durch uy = (F +uy® ¢ +u; ® ) x £, (vgl. auch (21.7)). Hier kann H(t)
entfallen (im Vergleich mit (21.7))), da Tr F C R}, Die Existenz dieser Faltung
wurde im Beweis von Lemma 21.1 gezeigt.

Wir zeigen in Satz 21.5, dafl in dieser Formulierung auch die , klassische* Anfangswert-

aufgabe enthalten ist, und definieren als

Definition 21.4 Klassische Anfangswertaufgabe der Wellengleichung
Seien R\ = {(z,t) e R™; ¢t >0}, RE :={(x,t) eR"; t>0}.
Gesucht wird eine Losung u € C?(R}) U CYR};) des Cauchy-Problems

02 S S
(21.12) e PAu=F(z,t), FeCRTY, TtF Ry

ot?
u(x,0) =ug(x), up € C'(R™),

—u(xz,0) =u(x), uy € C(R").
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Den Zusammenhang beider Formulierungen liefert

Satz 21.5

u € D'(R™1) 16st (21.11) und
u e C] R NCYRET), up € CHR™Y), u; € C(R™)

F e CREY), F=0firt <0,
Tru, Tr F C Ry

< wu l6st (21.12)

Bemerkungen

1) Eine distributionelle, regulére, hinreichend glatte Losung der distributionellen
Anfangswertaufgabe ist auch klassische Losung der Anfangswertaufgabe und um-
gekehrt.

2) Der Satz besagt insbesondere, dafl die distributionelle Losung unter obigen Re-
gularitdtsvoraussetzungen die Anfangswerte annimmt.

3) Die Anfangsdaten der klassischen Aufgabe tauchen in der distributionellen For-
mulierung in der Differentialgleichung auf. Dies ist ein allgemein giiltiges Phéno-
men. Wir werden das gleiche Verhalten auch im parabolischen Fall kennenlernen
(vgl. dazu den néichsten Paragraphen).

4) Die Aussendung eines Signals im Punkt & = 0 zum Zeitpunkt ¢ = 0 wiirde man
klassisch beschreiben durch F' = 0 und die Anfangswerte uy(x) = d(x), uo(x) =
0. Die zugehorige distributionelle Formulierung ist wegen (x) ® d(t)) = 6(x, t)
dann gerade die Gleichung fiir die Fundamentallésung.

Beweis Satz 21.5
Wir zeigen zunéchst, daf die klassische Differentialgleichung erfiillt ist. u sei distribu-
tionelle Losung von (21.11), ¢ € C5°(R™!) | dann gilt

(G -ctue) = R+ (uod).e)+moi)

(21.13) - // (z, t)p(x, t) dmdt—/uo( )aa‘f( ,0) dz

+/u1(zc)g0(a3,0) dx.

Rn
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Andererseitsfolgt durch partielle Integration (beachte: Tru C R?jl )

62 art. Int 82
(G —cdue) M (nGE - ene) - // 00 (GF -~ a0 aite

(21.14) par ft // (ﬁ - CQAU) o(x,t) dtde — /u(w,O)%(a:,O)dw
Rn

—|—/ut(az,0)<p(:1:,0) dz.

R

Wiihlt man ¢ € CP(R}), (dies ist keine Einschrinkung, da wir die Differentialglei-
chung fiir ¢ > 0 nachweisen wollen), so ist ¢(x,0) = ¢i(x,0) = 0. Wir subtrahieren
(21.14) von (21.13):

(F(@,t) - Dol t))p(@, 1) dadt =0 ¥ € Cgo(R1)
Ry
und erhalten, weil F'— O.u stetig ist,

(21.15)  Dou(z,t) = F(z,t) in RYH (Erfulltheit der Differentialgleichung).

Fiir ¢ € C°(R™) folgt aus (21.13) — (21.15)
(21.16) /[u(a:,()) — up()] aaf( ,0) doe + /[ul(a:) — ui(x,0)]e(x,0) de =0

R7 R7

Vi € CO(R™).
Wiihlt man schliefllich ¢(x,t) = ¢¥(x)n(t), ¢ € C(R™), n e C°(R) und n(t) =1
fir |¢| <1, (wir sind nun an den Anfangswerten interessiert), so folgt aus (21.16)
/[ul(w) — @, 0)]i(a) dz =0 Vi € C°(R™).
R

Da wuy,u; stetig sind, erhalten wir hieraus () = u(, 0).

Die Wahl o(x,t) = ty(x)n(t), und 7,1 wie oben, liefert, nochmals mit (21.16)

/ fu(, 0) — up )| (x) de = 0 Vi € C(R™),

R

woraus ug(x) = u(x,0) folgt, also die Annahme der Anfangswerte.
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Beweis ,, <
u geniigt (21.14). Setzt man dort die Anfangswerte u(x,0) = up(x), ui(x,0) = ui(x)
ein, so zeigt der Vergleich mit (21.13) O.u = F + 4y ® 0’ + u; ® 6. |

Fazit: Die partielle Integration in (21.14) liefert den Zusammenhang zwischen distri-
butioneller und klassischer Losung.

Satz 21.6 Eindeutigkeit der Losung

Die Losung der distributionellen Anfangswertaufgabe der Wellengleichung (Definition
21.3) und auch die Losung der klassischen Anfangswertaufgabe (Definition 21.4) sind
wegen Satz 21.6 eindeutig.

Bemerkung: Die eindeutige Losbarkeit der Anfangswertaufgabe beruht darauf, dafl
in der distributionellen Formulierung die Anfangswerte in die Differentialgleichung ein-
gehen. Deshalb ist zum Beweis der Eindeutigkeit Satz 19.2 anwendbar.

Beweis:
Jede Losung des Cauchy-Problems Definition 21.3 erfiillt O.u = F+uq®0'+u;®06 =: r.

Wegen TrF C R, Tr(up ® &), Tr(w ®0) C {(z,t) € R*L ¢ = 0}, folgt

Trr € R} . Also existiert r x Ey (nach Lemma 21.1), und Satz 19.2 b) bestiitigt

nochmals die Existenzaussage. Da fiir jede Losung u der Wellengleichung Tru C Rfjl

gilt, existiert u * E, fiir jede Losung, und Satz 19.2 ¢) beweist die Eindeutigkeit. W

Satz 21.7 stetige Abhéngigkeit der Losung

Sei v € D'(R"™!) die Losung der Cauchy-Aufgabe gemifl Definition 21.3 und

ux € D'(R™™) die Losung des Cauchy-Problems mit Fj, gy, u1 ) statt F, ug, uy .
Dann ist u stetig abhédngig von Anfangswerten und rechter Seite in folgendem Sinn:

Gilt fir £ — o

(uo, V) — (uo,v), (U1, 0) — (u1,7p) V¢ € D(R"),
(Fr,p) — (F,p) VYo e DR"™),

so folgt

(uk, o) — (u,9) Vo € DR").

Fiir den Beweis dieser Aussage verweisen wir auf Triebel Satz 15.1. Er beruht — wie
nicht anders zu erwarten — auf Stetigkeitseigenschaften des direkten Produkts. Wir
beschrénken uns hier auf den reguldren Fall (vgl. dazu die folgenden Sétze).

Um eine explizite Losung der Cauchy-Aufgabe fiir regulédre Ausgangsdaten zu erhalten,
brauchen wir ,,nur noch“ die Faltungsausdriicke von (21.8) bzw. (21.7) auszurechnen.
Wir tun das zunéchst fiir den Fall n = 3.
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Wellen im R3

Satz 21.8 Cauchyproblem in 3 Raumdimensionen L
Die Distributionen ug, u; € D'(R?), F € D'(R*) seien reguldr und Tr F' C R, .

a) Dann lautet die (eindeutig bestimmte) Losung des 3-dimensionalen Cauchypro-
blems fiir die Wellengleichung (vgl. Definition 21.3)

F <,y t— \a:—y|>
1 ’ c H(t)
t) = d d
U(Q’J, ) / |m_y| y+ A2t / Ul(y) Sy
je—y|<ct ly—a|=ct

(21.17)

Ht) o |1
t e |1 / to(y) dsy

ly—x|=ct
u ist reguldr, wenn zusétzlich auch 0°ug, V|s| = 1 regulér ist.

b) Gilt uy € C*THR?), wy € C5(R%), F e C*RL), fir s > 2, so ist u €
C*(R{,) eine klassische Losung des Cauchyproblems und in jedem endlichen
Zeitintervall stetig abhéngig von F)ug,u; (sup-Norm).

Beweis a)
Zur Berechnung der Faltungsausdriicke aus der Darstellung von w, in (21.7) brauchen
wir ein Zwischenergebnis.

Fir £, (fiir n =3, vgl. Satz 19.10) gilt Vo(x,t) € D(R*) die Darstellung

11 L [ ey, |yl)
21.18 < FE.. p>= - t) dspdt = — [ 22 EV gy
0 |a|=ct R3

denn mit der Substitution y = x/c, dy = dz/c* und mit Polarkoordinaten folgt

1
/so(cy,|y|) //_<p<m,f) rsin 0 df du dr
Yl r ¢
R3 0 0
11 N 11 r
- —/‘ / ¢ () Tdsw‘“”‘?/? / () doutr
0 = 0

QL
<
I
\
AN
N
8
B
N—
—_
Q
8
|
w| =
0\8

|z|=1 |x|=r
r=ct 1 001
= ?/? / o(x,t) dsgdt.
0 |x|=ct
Beachte: Oberfliichenelemente fiir |z| = 1 bzw. |z| = r sind ds, = 72 sinfdf dw

bzw. ds, = sin 0 df dw.
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Wir berechnen nun die Faltungsausdriicke aus (21.8) bzw. (21.7). Dazu erinnere man
sich an die Definition der Faltung (vgl. (17.4) bzw. (17.5)). Die Faltung (E, * F, ¢)
existiert und ist endlich fiir jedes ¢ € C§°, denn fiir Tr F' C R—ir wurde die Streifen-
bedingung im Lemma 21.1 gezeigt. Es folgt

(Eyx Frp) = lim (Ey(y,1), (F(z,7),0(y + 2,1 +7) (2, 9. 1,7))) , vel. (17.5)

k—o00

= lim <E+(y,t),//F(z,7')<p(y—|—z,t—|—7')77k(z,y,t,7') dez>

R3 R

J/

= (y,t)ED(RY)

k—oo 47

= lim —/|y|// z,7)p(cy + z, [yl + 7)m(2z, cy, |y|, 7) drdzdy
]RB

mit der Substitution x :=cy + 2z, dx = dz folgt

Durch ¢ sind « und ¢ beschriankt, y ist wegen y < t beschrdnkt, 7, kann also
entfallen. Nach Fubini kann die Integrationsreihenfolge vertauscht werden, die iterierten
Integrale existieren und sind endlich, es folgt

(21.19)
F(x — t—
(E,x F,p // (x,1) —/ (@ c‘y,| |y|)dy dtde Vo € DRY).
4
RS R RS Y
—h(,)

Da ¢ beliebig ist, ist h(x,t) lokal integrierbar. Wir formen A um:

F <u t— —|w7u|>
F - t - U=xr—C ) (& ]_
/ (2 —cy.t—lyl) = | 1
[l . ¢
R3 R3 ¢
F <u t— —'m_u‘>
]_ ) c
/ d

2 |z — ul

u

|z — uf

und, da F' =0 fiir t — <0

C

F<u,t—@> ;

2 |z — ul
|le—u|<ct

u.
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Einsetzen in (21.19) liefert die Behauptung a) fiir den 1. Summanden aus (21.17).

Den 2. Term aus (21.7) berechnen wir mit Hilfe der 1. Darstellung von E, in (21.18).
Wegen Tr (u; @ 6(t)) C R, existiert die Faltung und wir formen um:

(17.4)

(B * (u1 ©9), ) (B (1), (ur(y) @ 6(7), n(@, y,t, T)p(e + y,t +7)))

= (B, 1), (ui(y), (0(7), n(z,y,t,T)p(x +y,t +7))))

= (B (z,1), (wi(y),n(x,y,t,0)p(x + y,1)))

— <E+(a;,t),/u1(y)so(w+y,t),n(w,y,t,0) dy>

R3
- g
Vv

=(x,t)ED(R4)

21.18 1 001
(2018) /; / /m(y)@(m—ky,t)n(m,y,t,o) dydsqdi

47c?
0 |x|=ct R3
mit der Substitution x +y =: z, dy = dz

171
/? / /ul(z—m)ap(z,t)n(m,z—a:,t,O) dzdsgdt

47c?
0 |x|=ct R3

Mit Fubini erhalt man

I 1
(Ey x(u1 ®9),p) = //gp(z, t)m / u(z —x)n(x, z — x,t,0) ds, dzdt
0 R3

|x|=ct
[ [ty [ uteeetsasa
= z,t)——— z —x)dsydz
A e “ s
0 R3 |z|=ct

mit der Substitution z —x =y, dsp = dsy

_ / ozt 10 / w(y)ds, — dzdt.

At
R4 |z—y|=ct
A

J

~
lokal integrierbar, also regulir, da ¢ beliebig

H(t) kann ersatzlos gestrichen werden, da fiir ¢ < 0 der Integrationsbereich leer ist.

Der letzte Ausdruck aus (21.7) ist % (Ey * (ug ®9)), und wird analog berechnet. Der
3. Term in (21.17) muf nicht regulér sein, da die Ableitung einer reguldren Distribution

singulér sein kann. Die Aussagen iiber die Regularitit des letzten Ausdrucks folgen aus

Beweis b)
Um die Differenzierbarkeitseigenschaften nachzupriifen, substituieren wir in (21.17)
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y—x 1
v o (ct)? Y
und erhalten
1 F(x + ctu,t — tlu]), 4 9
u(xe,t) = o / il (ct)” du + ey / uy(x + ctu)(ct)” ds,
lul<1 |u|=1
0 1 5
+ 7% | ez / up(x + ctw)(ct)” ds,,
|u|=1
1 F tu,t — 1 t
- / (m+C u, |u|)t2 d'll,—l— v / ul(m_,r_ctu) dSu
47 | 47
jul<1 juj=1
0|t
+ el / uo(x + ctu) ds,
|ul=1

Nun hat man feste Integrationsgrenzen, kann also unter den Integralen differenzieren,
woraus sich die Behauptungen b) ergeben. Im klassischen Fall folgt aus dieser Dar-
stellung die stetige Abhéngigkeit der Losung von F), uq,ug in der sup-Norm fiir jedes
endliche Zeitintervall. |

Bemerkungen

1) Unter den Voraussetzungen von Satz 21.8 b) kann man aus der letzten Darstel-
lung fiir u(z,t) nochmals direkt ausrechnen, dafl die Anfangswerte angenommen
werden (Ubung).

2) u kann weniger regulér sein, als die Anfangswerte (Unterschied zum Fall n =1
und zu Gleichungen fiir Warmeleitungs- oder Laplace-Operator vgl. das Lemma
von Weyl).

3) Betrachtet man die reine Wellenausbreitung (ohne zeitlichen Stérterm: F = 0),
so ist der Abhéngigkeitsbereich der Losung « im Punkt (x,tp) nur die Sphére
|y — x| = cty (Kausalitit).

4) Ist F = 0, so konnen die Anfangswerte in einem Punkt (a,0), und dazu
gehoren auch etwaige Singularitidten, die Losung w(x,t) nur beeinflussen langs
der Oberflache des von (x1,0) ausgehenden Lichtkegels (charakteristische Man-
nigfaltigkeit). Sie ist der Einflulbereich des Punktes (21,0). (Ausbreitung von
Singularitéiten).
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Zu einem festen Zeitpunkt ¢, ist ein Signal, das in (x1,0) ausgesandt wird, also
genau auf der Sphére |z — x| = cty (Oberfliche der Kugel) zu bemerken.
Huygens’sches Prinzip: Wellen im R? (und in jedem R™ mit ungerader Raum-
dimension n > 3) breiten sich scharf aus. (Scharfe Wellenfronten)

In (xg,to) ist alles zu horen, was zum Zeitpunkt ¢ = 0 auf der Sphére |z —x¢| =
|1 — xo| ausgesandt wurde.

5) Alle Betrachtungen kénnen auch fiir ¢ <0 ausgefiihrt werden.
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Wellen im R2?

Die Fundamentallosungen im R? sind bekannt, und man beweist nach eben vorgefiihr-
ten Methoden (vgl. Triebel Satz 15.3).

Satz 21.9 Cauchyproblem in 2 Raumdimensionen L
Die Distributionen ug, u; € D'(R?), F(z,t) € D'(R?) seien reguldr und Tr F C R},

a) Dann lautet die (eindeutig bestimmte) Losung des 2-dimensionalen Cauchypro-
blems fiir die
Wellengleichung

u(@,t) = 27Tc / y! 2(t — T()y’j)|113 —y|? v

:.B

21.20 / d
(21.20) %C \/02152 |w_y‘2 Yy

|lz—y|<ct

(v)
ekl

|z—y|<ct

L L9y
2 c Ot

b) Gilt uy € C*H1(R?), u; € C*(R?), F € C*(RY,), so ist u € C*(R3, ), also fiir
s > 2 eine klassische Losung des Cauchyproblems, die in jedem endlichen Zeit-
intervall stetig von F,ug,u; abhéngt.

Der allgemeine Beweis soll hier nicht gefithrt werden. Er verlauft vollig analog zum
Beweis von Satz 21.9 durch Ausrechnung der entsprechenden Faltungsintegrale (die
Fundamentallésung ist ja bekannt).

Wir wollen den Beweis fiir den Spezialfall der homogenen Wellengleichung und den Fall
der klassischen Anfangswertaufgabe (21.12) aber fiihren, indem wir die Losungsformel
(21.20) aus der Losungsformel (21.17) ableiten durch die sogenannte Hadamard’sche
Abstiegsmethode, die klar erkennen 148t, warum das Huygens’sche Prinzip beim Ab-
stieg von R?® nach R? verloren geht. Wir haben diese Methode bei der Herleitung der
Fundamentallésung fiir die Wellengleichung im Fall n = 2 schon einmal verwendet

(vel. §19).

Beachte dazu: Im rdumlich 2-dimensionalen Fall erstrecken sich das 2. und 3.Integral
in (21.20) iiber die ganze Kugel im Gegensatz zum 3-dimensionalen Fall (Satz 21.8),
wo nur {iber die Kugeloberfliche integriert wird.
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Die Hadamard’sche Abstiegsmethode
(fir uy — *Azu=0) (vgl. John, Chapt. 5)

Grundidee: Spezielle Losungen der Wellengleichung im R? | die von z3 nicht abhéngen
(r3 = 0), sind Losungen der Wellengleichung im R?. Wir nehmen die Losung aus
(21.17) (fiir s > 2) und lassen die Anfangswerte u; und wug nur von zwei Variablen
abhéngen. Dann hingt die Losung, die wir ausrechnen auch nur von 2 Raumvariablen
ab. Da die Losung der Anfangswertaufgabe eindeutig ist (Satz 21.6), haben wir damit
die Losung der Anfangswertaufgabe im R? gefunden. (Wir haben diese Methode schon
einmal benutzt, um die Fundamentallosung im R? zu konstruieren vgl. §19.)

Die Losung der Anfangswertaufgabe im R? (vgl. (21.2))
ug — AAu=0, ueC*R3xR,)

u(x,0) = wuo(x), ug € CH(R3),
u(x,0) = wuy(t), uy € C(R3),
lautet (vgl. (21.17))
(21.21)
_H(1) 1 0 [H(t) 3
u(x,t) = ey / ui(y) dsy+47m2 BT " / up(y)dsy| , x,y € R".
ly—z|=ct |ly—x|=ct

Wir zerlegen die Sphére in einen unteren und oberen Teil und setzen x3 =0.

S={yeR® (x; —y)*+ (22— )’ +yi =} =STUS™ ST={ycsS;y

0}

INIV

und betrachten fiir (x; — y1)% + (79 — y2)? < (ct)? die Parameterdarstellung

1 — U
SE=CyeR? oy, ) = 22—
j:\/(015)2 - (951 - 3/1)2 — (952 - y2)2

Damit gilt fiir das Oberlédchenelement der Kugel

ays\* | (Ovs\’ ct
dyrdys =\ [1+ (| + (5| dypidys = — dyidys
Iy dy2 |ys|

_ |9t 0e”
Oy Ya

dsy

mit  yz = £4/(ct)? — (21 — 1) — (12 — y2)*

Da die Integranden der Integrale im (21.21) nicht von y3 abhéngen, liefern die Integrale
iiber die obere Halbsphiare S* und die untere Halbsphire S~ den gleichen Anteil.
Fiihrt man das Oberflachenelement ein, so folgt fiir das erste Integral

(mit r? = (y1 — 21)* + (y2 — 22)?)

ct
/ ui(y) dsy =2 / uy(Y) - ————= dyr1dya.
(ct)? —r2
|y—x|=ct r<ct
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Entsprechend verfahrt man fiir das 2. Integral, womit die Formel (21.18) fiir unseren
Spezialfall bewiesen ist. |

Man beachte nochmals, dafl die Integrale iiber die Oberflichen der Kugeln im R3 sich
beim Abstieg in Integrale iiber die vollen Kugeln im R? verwandeln, wodurch die
scharfe Ausbreitung der Signale verloren geht.
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§ 22 Die Wiarmeleitungsgleichung

Die Anfangswertaufgabe

Wir betrachten das Problem

uy—algu=f, xeR" teR,
(22.1)

u(x,0) = ug(x) fir t=0, x € R”

zunéchst unter den Voraussetzungen
(22.2) feC®®R"™), Trf C{(xt) e R"", |x| < R} fiirein R > 0,
' uy € C(R™).

Wir gehen vor wie im Fall der Wellengleichung und fiihren eine Fouriertransformation
von (22.1) bzgl. « durch (Bezeichnung: Fpu = ). Dies liefert

dt(E)ﬂ + a|€|2ﬁ(£,t) = f(E)t)a

Wir 16sen diese Anfangswertaufgabe fiir eine gewohnliche Differentialgleichung (Stich-
wort: integrierender Faktor) und erhalten als Losung (priifen durch Einsetzen!)

ﬂ(f, t) = /f(e) 7_)e—a|§|2(1t—7) dr + ﬂo(E)e‘“‘g‘Qt.
0

Analog zur Riicktransformation bei der Wellengleichung (vgl. (21.5)) schreiben wir das
Integral um zur Unterscheidung der Fiélle £ > 0 und ¢ < 0 und erhalten

ugt) = / H(7)f(&m)H(t — T)e €= gr

- / H(—7) f(€, 1) H(~(t — 7))e ) gy

+ dio(H (1) + H(—1))(§)e ™,
und mit (19.11) und (19.12) folgt hieraus

i€t = {HOfEn} » Een+ {HOEN] « B-(&1)

+ig(€) * (B — E).
Man beachte, daBl fiir ¢ > 0 bzw. t < 0 das zweite bzw. das erste Integral = 0 ist.
Durch Riicktransformation bzgl. ¢ erhalten wir (unabhéngig von der Raumdimension)
u(x,t) = {H@)f(x,t)} *x B (x,t) + {up(x) @ 0(t)} * B, (x,t)
+ {H(—t)f(z,t)} x E_(x,t) — {up(x) @ §(t)} * E_(z, 1)
(22.3) = uy(zx,t) +u_(x,t).
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Analog zu Lemma 21.2 zeigt man, daf§ v = u, + u_ ist eine distributionelle Lésung

der AWA (21.1).
Abschwéchung der Voraussetzung (22.2):

Die Faltungen in (22.3) kénnen auch fiir Distibutionen vy und f erkldrt werden. Auch
die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen werden nicht benotigt. Man kann jedoch auf die
Kompaktheitsvoraussetzungen bzgl. der Trager zundchst nicht verzichten, da — anders
als im Fall der Wellengleichung — E, bzw. E_ als Tréger jeweils den ganzen Halbraum
t >0 bzw. t <0 haben. Wie wir gleich zeigen, geniigen die Voraussetzungen

up € D'(R") finit, f € D'R™™), Trf C {(z,t) eR" xR; t >0, |z| < k}.

Man beachte, daf in der Darstellung (22.3) die Faltungen mit f immer auf einen
Halbraum beschrénkt sind (¢ > 0 oder t < 0). Die Streifenbedingung fiir die Faltung

{(z,t,y,7); (x,t) e Tr By, (y,7) € Tr f, |(x,t) + (y,7)| < a} beschrankt Va > 0

ist erfiillt, denn wegen TrE,, Trf C {t >0} ist 0 < 7, t < a, und, dafl f rédumlich
finit ist (|y| < k), liefert |x| < |z +y|+ |y] <a+k.
—— =~

<a <k

Entsprechendes gilt fiir die Faltungen mit E_ .

up(x) ® d(t) hat einen kompakten Tréger, E, € L. nach Satz 19.6, die Faltung
existiert also nach Satz 17.6. |

Da bekanntermaflen bei Aufgaben fiir ¢ < 0 die Losung der Anfangswertaufgabe nicht
stetig von den Ausgangsdaten abhéngt, beschranken wir uns auf ¢ > 0 und erkléren,
analog zu Definition 21.3, motiviert durch (22.3)

Definition 22.1 distrib. Cauchy-Aufgabe fiir die Warmeleitungsgleichung

Seien uy € D'(R"), f € D'(R™) mit Trf C R} .
Dann bezeichnen wir als Losung des Cauchy-Problems fiir die Warmeleitungs-
gleichung jede Distribution u € D'(R"*!), Tru C R mit

(22.4) % —aAu=f4+u®0, a>0, (6=406(t), (vgl. Triebel §15).

Beachte: Die Definition enthélt keine Finitheitsforderungen (vgl. Satz 22.7). Zum
folgenden Existenzsatz benfiotigt man jedoch Finitheitsforderungen (vgl. dazu obigen
Beweis fiir die Existenz der betreffenden Faltungen).

Analog zum Fall der Wellengleichung erhalten wir aus den obigen Rechnungen oder
aus Satz 19.2 b) den
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Satz 22.2 Existenzsatz fiir das Cauchy-Problem
Ist up € D'(R") finit, f € D'(R"Y), Trf C R N {|z| < R} fiirein R >0,
E, die Fundamentallosung aus Satz 19.6, so ist

(22.5) u=FE,*(f +uy®5) € D'(R"™), (§=46(t)).

eine Losung des Cauchy-Problems der Warmeleitungsgleichung.

Beweis: Die Existenz der Faltungen wurde schon gezeigt, die Losungseigenschaft folgt
wieder aus Satz 19.2 b). |

Beachte: Im Gegensatz zur Wellengleichung fehlt hier eine Eindeutigkeitsaussage. Satz
19.2 ¢) ist nicht anwendbar, da nicht jede Losung der Cauchy-Aufgabe sich mit der
Fundamentallosung falten 148t.

Dies liegt nicht an einer Unzulénglichkeit von Satz 19.2, denn es gibt regulére, nicht
identisch verschwindende Losungen zu den Ausgangsdaten f = 0, uy = 0. (vgl.
Friedman: PDE of parabolic Type, Prentice-Hall Inc., Kap. 1 §9). Dies zeigt, dafl
Eindeutigkeitsaussagen ohne Zusatzvoraussetzungen nicht vorliegen kénnen.

Wie im Fall der Wellengleichung zeigen wir auch hier, daf§ die Definition 22.1 eine
Verallgemeinerung ist fiir die

Klassische Cauchy-Aufgabe der Wiarmeleitungsgleichung

ou —
o) o =@, £ ORI, we )N CRE, a >0,

u(zx,0) = up(x), up € C(R")

Fiir regulédre Distributionen mit entsprechenden Glattheitseigenschaften sind beide For-
mulierungen &dquivalent.

Satz 22.3 _ _

Seien uy € C(R™), f € C(RE™), Trf C RE'N{|z| < R}, regulire Distributionen
und u € C2(RE) NC(RY) .

(Als Distributionen gedeutet, werden die Funktionen auflerhalb des Tragers durch
Null fortgesetzt). Dann sind die distributionelle und die klassische Formulierung der
Anfangswertaufgabe der Warmeleitungsgleichung dquivalent:

ulost (22.4) <= ulost (22.6).
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Beweis
(verlduft wie bei der Wellengleichung)

«
yy —>

Fiir ¢ € D(R™™) bedeutet (22.4)

0
<8?: alu g0> = (fH+uy®9, )

(22.7) ://f:zzt wtdwdt+/uo()(:130)d

0 R7»

Andererseits folgt durch partielle Integration (bzw. Gauf)

<%—aAu,<p> _ <u ———aA<p> // (@.1) (———aAso) dtda

= / — [u(z, t)p(x, )] —l—/ut(m,t)go(a:,t)dt dx

(22.8) . 7 / (aApu)p dzdt

0 Rn

_ / 7(ut ~ adau)p(a, t) dide + / (@, 0)p(w, 0) da.

Wenn man ¢ € C’go(]szl) wahlt, folgt aus dem Vergleich beider Darstellungen
up — alu = f(z,t) in Ry
Wé&hlt man ¢ =¢ n, ¥ € D(R"), ne€ DR), n(0) =1, so erhélt man
u(x,0) = ug(x) in R™.
, ="

(22.8) erhélt man durch partielle Integration, und da u nun klassische Losung ist, also

uy — alAu = f, u(x,0) = ug(x), schreibt sich (22.8) als

<g;b aAu, (p> //f;ct z,t) dtdw+/uo( Jo(,0) de,

und der Vergleich mit (22.7) liefert die Behauptung. |

Analog zum Fall der Wellengleichung gilt hier fiir die stetige Abhéngigkeit der Lésung
von den Ausgangsdaten:
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Satz 22.4  Stetige Abhingigkeit (vgl. Triebel §15)
Sei A C R" kompakt und fiir alle £k € N gelte:
ug, ug € D'(R™), Trug, Trugyr C A
fifr € D'R™Y), Trf, Tr fr € RE N {|z| < r} filr ein r > 0.
u bzw wuy seien Losungen der (distributionellen) Anfangswertaufgabe fiir die Warme-

leitungsgleichung mit den rechten Seiten f bzw. f; und den Anfgangswerten wug bzw.
uo,. Gilt dann

(or, ) "= (ug,)) Vi € D(R™)

(o) =X {f0) Ve e DR™Y)
so folgt Vi € D(R™H)

(Ury ) = (By % (fr + 10 ®0,),0) =5 (B * (f +1u0®8),0) = (u, ).

Beachte: Der Satz bezieht sich auf E , also nur auf die Anfangswertaufgabe fiir ¢ > 0.
Der Beweis beruht wieder auf der Stetigkeit des direkten Produkts. Wir verweisen
hierzu auf Triebel §15 Satz 15.5.

Wie im Fall der Wellengleichung kénnen wir auch hier explizite Losungen angeben,
wenn die Distributionen wug, f reguldr sind. Als Hilfsmittel hierzu benotigen wir eine
Erweiterung der Faltungseigenschaften fiir regulére Distributionen.

Lemma 22.5 (Korollar zu Satz 17.5)

Fir fi, fo € Lioc(R™) gelte die Streifenbedingung

M, = {(m,y) ER™, zeTrfi,yeTrfy, lx+y| < a} ist beschrénkt Va > 0.
Dann existiert fast iiberall die Faltung

h(z) = / F(E) ol — &) de und h € Lio(R™).

Beweis:
Die Faltung ist distributionell erklért, und es gilt

(fi* fo,0) = (filz), (f2(y),n(z,y)o(x +y))) (vgl. Definition 17.4)
- / F(@) falw)o(e + y) dady "2 / fi(@) / L)l +y) dydz
_ / fi(x) / fol€ — w)p(€) dEda "2 / () / Ji(@) fal€ — ) dacd

= /h(ﬁ)cp({) dg, woraus folgt, dal h € Lj,.(R"). B

R
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Nun kénnen wir zeigen

Satz 22.6

Es sei up € D'(R") finit, f € D'/(R") mit Tr f C R”+1 N{lxz| < R}, und beide
Distributionen seien regulér.

Dann ist auch die Losung (22.5) der distributionellen Anfangswertaufgabe fiir die
Wiérmeleitungsgleichung (vgl. Satz 22.2) reguldr, und es gilt

(22.9)
\—\

(w t // e 4a(t—-7) 7—) dudr I H(t) /u ( )67 \w4—1;\2 J
2\/7‘(‘& Vi—T)" Y (2vart)" 0y Y
]Rn

Beachte: Die Darstellung zeigt, dal man zur Berechnung der Losung im Punkt (a,t)
nur die Werte fiir 7 <t braucht, was auch physikalisch sinnvoll ist.

Beweis: Bekannt ist die distributionelle Losung u (vgl. Satz 22.2)
u=E;*(f +uo®d) e DR

Wir brauchen ,nur“ noch die Faltungen auszurechnen. Fiir beide Faltungen ist die
Streifenbedingung erfiillt, wie schon gezeigt wurde, und nach Lemma 22.5 ist F x f
regulér. Laut Definition der Faltung kann man den 1. Summanden schreiben als

Bysf= Nﬁ // " fa—y.t—7) dydr

_H() e daen)
= W//m f(y,7) dydr.

0 R»

Beachtet man, dafl im 1. Integral f = 0 ist fiir 7 > ¢, so geniigt es, die Integration
bzgl. 7 nur iiber das Interval von 0 bis ¢ zu erstrecken.
Fiir den 2. Summanden gilt (die Faltung existiert)

(Eyx(up®90),0) = (Ep(z,1), (uo(y) (1), p(x +y,t + 7)n(x,y,t,7)))
= <E+ x,t), (u (y) o(x+y,t)n(z,y,t,0)))

N /// (2v/rat) o ug(y)p( + y, (e, y, 1,0) dydzdt

R®» R™

= 1 lz—yl?
T (2 — gyt 0) uoly) dydzdt
de=dz // / QW) 37( Y.yt )J o(y) dy
t

_ H(_) e—‘zlﬂ‘gu P w ist fini
_ /cp(z,t)(Qm)n]R[ o(y) dydzdt. (u ist finit)

Rn+1

Hieraus folgt die Darstellung des 2. Summanden aus (22.9) sowie seine lokale Integrier-
barkeit. [
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Aus der Darstellung (22.9) 148t sich ableiten, dafl es moglich ist, die Kompaktheitsfor-
derungen an die Trager von uy und f durch Beschranktheitsforderungen zu ersetzen.

Satz 22.7
Seien ug € D'(R"), f € D/(R™!) regulir und Tr f C R . Fiir My, My > 0 sei

lug(z)| < My fast iiberall auf R", |f(z,t)] < My fast iiberall auf R

Dann ist die Losung der Anfangswertaufgabe fiir die Wéarmeleitungsgleichung regulér
und durch (22.9) gegeben.

Insbesondere gilt

(22.10) |u(a, t)| < tess sup |f(x,t)] + ess sup|u0( ).

Rn+1

Beachte: Aus (22.10) folgt die stetige Abhéngigkeit der Losung von der rechten Seite
und den Anfangswerten in jedem endlichen Zeitintervall 0 <t <T.

Beweis: Laut Definition der Faltung kann E, % f wir folgt geschrieben und abgeschétzt
werden:

|EL* f| = // flx —y,t —71) dydr
4aTW
1

mit der Substitution z = S . dy

Vdar’ (Var)
< // z@t—7>

<M2

dzdr

< tM,, danach (18.4) /e* dz = 7%,

Rn

Entsprechend gilt fiir den 2. Summanden mit der gleichen Substitution
(ersetze 7 durch t)

_lwl?
€ 4at

_lz—y|?

/Uo(y)m dy R[“o(aj - y)m dy

R

< /|u0(a:—z 4at)
En <A
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Die Eindeutigkeit der Losung la8t sich nur unter der Voraussetzung von Wachstums-
beschriankungen zeigen. Wie zitieren (ohne Beweis) ein Ergebnis von Friedmann: PDEs
of parabolic Type, Chap. 1, Sec. 9.

Satz 22.8
Es gibt hochstens eine stetige Losung v der Anfangswertaufgabe fiir die Wérmelei-
tungsgleichung fiir 0 <t < T, welche der Bedingung

T
(22.11) // lu(z, t)|e M dadt < oo fiir cin k>0
0 Rn

genugt.

Die Eindeutigkeit geht verloren, wenn man in (22.11) e **° ersetzt durch e ="

Fiir die Losung der Anfangswertaufgabe mit homogener Warmeleitungsgleichung kann
man sehr einfach Glattheitsaussagen aus den vorhergehenden Sétzen ableiten. Wir
verzichten darauf, da wir die Aussage u € C'™ schon als Folgerung aus dem Lemma
von Weyl bewiesen haben.
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