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INHALTSVERZEICHNIS v

Vorbemerkung: Dieses Skript fiihrt in die Theorie der Differenzen-Verfahren fiir Par-
tielle Differntialgleichungen ein. Behandelt werden sollen hierbei die Warmeleitungs-
gleichung, die Poissongleichung und die Wellengleichung. Die ersten Uberlegungen be-
handeln den rdumlich eindimensionalen Fall, der schon (fast) alle auftretenden Schwie-
rigkeiten enthélt. Spéter folgt eine Ausdehnung auf den rédumlich zweidimensionalen
Fall. Die Ubertragung auf hohere Dimensionen ist dann fast nur Technik.

Es wird sich zeigen, dafl zur numerischen Losung der auftretenden Probleme eine ganze
Menge Numerische Lineare Algebra notig ist. Sie wird, soweit nicht aus der Vorlesung
Numerik I+II fiir Studienanfianger bekannt, ebenfalls behandelt. Dies betrifft u.a. ins-
besondere eine relativ ausfiihrliche Darstellung des Mehrgitter-Verfahrens, welches das
Verfahren ist, das der numerischen Losung der auftretenden linearen Gleichungssyste-
me angemessen ist.

Das Skript hat seinen Ursprung in einer Vorlesung iiber Numerische Behandlung von
Partiellen Differentialgleichungen, die im Rahmen einer Gastvorlesung von Prof. Dr.
G. Stoyan von der Elte-Universitit Budapest gehalten worden ist. Aus seiner profes-
sionellen Erfahrung stammen auch viele Hinweise auf die Anwendbarkeit oder Nicht-
anwendbarkeit der verschiedenen Verfahren oder ihrer Varianten. Solche Hinweise sind
in Lehrbiichern leider nur sehr sehr selten zu finden.

Dieses Skript enthélt a) eine notwendigerweise beschrankte und subjektive Stoffauswahl
aus dem Gebiet der Partiellen Differentialgleichungen (PDG) und b) — mit einiger
Wahrscheinlichkeit — auch eine Reihe von Fehlern. Aus beiden Griinden ist es unge-
eignet, ein Lehrbuch zu ersetzen. Sein Zweck ist es, den Hérer vom Zwang des Mit-
schreibens zu befreien. Es entbindet ihn nicht von der Notwendigkeit, den Stoff in
Lehrbiichern nachzulesen und zu vertiefen und sich mit der notwendigen Referenzlite-
ratur vertraut zu machen, die es ihm gestattet, Stoffgebiete nachzulesen, die nicht in
der Vorlesung behandelt wurden.



Kapitel I

Parabolische
Differentialgleichungen

§ 1 Die Wiarmeleitungsgleichung

Unser Ziel ist die numerische Behandlung der allgmeinen Wéarmeleitungsgleichung mit-
tels Differenzenverfahren, die (eindimensional) wie folgt aussieht:

ou 0 (kau)—v%—qujtf

Dot ~ox\"0z) "oz
u = Temperatur
¢, = Wairmekapazitit
p = Dichte
k= Wairmeleitfahigkeit
v = Geschwindigkeit
g = Abbaurate
= Quellterm

Ublicherweise sind:

cp,p >0 héufig konstant, moglicherweise abhédngig von u

v=uv(z,t) gegeben

f = f(x,t) oft nichtlinear

k = k(x,t) oft stiickweise konstant (z.B. beim Ubergang von
einem Medium in ein anderes)

Nutzanwendung: Meteorologie, Luftverschmutzung, Bodenverschmutzung (Grundwas-
ser).

Ein typisches Beispiel: Aus einem Container (Tanker) stromt Gas aus.

ou 0*u ou
=D —— —v— —qu

ot Ox? ox
Dabei sind
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u = Gaskonzentration

D = Diffusionskoeflizient
v = Windgeschwindigkeit
q = Abbauglied

§ 1 DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG

Container im Nullpunkt: Randbedingungen in = = 0: go(¢)= ausstromendes Gas

Diff.—gleichung
Q)

0 u(x,0)=0

Null-Anfangsbedingungen

Parameter in der Differentialgleichung:

v, mefBbar

D, schwierig, Vorwissen nétig (was ist im
Tank drin? Diffusion in der Luft?)

¢, abhéngig von den chemischen Eigen-
schaften des Gases

Randbedingungen in z7 kiinstliche?

beliebt Neumann : 2%(z) =0

(primitiv, klappt aber oft).

Problem z.B. Tschernobyl: ¢ war nicht bekannt, man wuflte nicht, was drinnen war.

Ein weiteres Anwendungsbeispiel: Das Borsenverhalten von Aktien (Modell von Black—
Scholes 1973) zur Unterstiitzung von Kauf und Verkauf kann durch eine parabolische
Differentialgleichung modelliert werden.

Wir beschédnken uns in unseren Untersuchungen zunéchst auf das einfachste Beispiel:

O<ax<l, 0<t<T



Diff.—gleichung
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§ 2 Diskretisierung (einfachster Fall)

Wir iiberziehen das Gebiet, in dem die Losung berechnet werden soll, mit einem (nicht
notwendigerweise quadratischen) Gitter. 7 bzw. h sind Zeit- bzw. Ortsschrittweite.

t

T
T
j=1
0 1 X
T h i=N

T=T/m, m>1
h=1/N, N >2  (damit mindestens ein innerer Punkt existiert)

und definieren eine
Gitterfunktion u) = u(w;,t;), xi=1i-h, tj=j-7 i,7=0,1,2,...

und bezeichnen ihre Approximation mit

yi%u(xlatj% :L‘Z:Zh’ t]:jT’ Z’j:0’172’

Eine Zeitschicht umfafit alle Gitterpunkte fiir ein festes ¢ (alle auf einer Linie).

Ersetzt man die Zeitableitung durch den

vorwdrtsgenommenen Differenzenquotienten

Ou(z;, t;) _yl™ -yl

ot T ’

so kann man die Giite dieser Approximation abschétzen durch die Taylorentwicklung
in Zeitrichtung (wir unterdriicken das x-Argument )

(2.1)

2
u(tj1) = u(t;) + 7u(t;) + 7—Eu(t]) +0(7*)  (Voraussetzung: u € C?)

und erhalt

(2.2) “(tﬂ'“); ulty) _ a(t;) + %’d(t]’) +0(7%),

eine (schlechte) Approximation der 1. Ordnung (lineare Konsistenzordnung).



Hier und im Folgenden bezeichnen wir mit % Ableitungen nach der Zeit- und mit «’
Ableitungen nach der Ortsvariablen (entsprechend fiir héhere Ableitungen mit mehr
Punkten bzw. Strichen).

Eine bessere Approximationseigenschaft erhélt man durch den

Zentrale Differenzenquotienten:
1.Ableitung:

Wir betrachten den Differenzenquotienten (2.1) als eine Approximation fiir die Ablei-

tung auf der Zeitstufe ¢;,1/s.

Wir betrachten die Taylorentwicklung in den Punkten ¢;, 1.1 an der Stelle ¢;,1 (und
272 2

unterdriicken die Ortsabhéngigkeit in der Bezeichnung).

T . 1 /7\2. 73 3
Wltyey) = ulty ) £ Zilto) + 5 (5) ity ) + iie (Vorwe €Y.
Dabei werden mit @y = 4(£+) Zwischenstellen bezeichnet.
Subtrahiert man die Darstellungen fiir ¢;,; und ¢;, so folgt

3

u(tjen) —ulty) = Tilt;, 1) + ﬂ(UJr + o).

u ist stetig und nach dem Zwischenwertsatz existiert dann eine Zwischenstelle z, so
dal 2u(z) = u(&;) + u(é-). Damit folgt

Wlard) Z0) iy, ) 4 i) + (6) = ity ) + ()

(2.3)

T

also eine Approximation 2. Ordnung.

2. Ableitung

Zur Approximation der 2.ten Ableitung in Ortsrichtung verwenden wir den zentralen
Differenzenquotienten in x;, gebildet aus den zentralen Differenzenquotienten fiir die
ersten Ableitungen in den Punkten i1 ound @1

Zentraler Differenzenquotient fiir u”

Xi-1/2 Xis1/2

! ! ! ! X

X L
L

X

x

<

[ReN

82 ] t yZH*yZ _ y;zfygil ] _ 2 ,7 + 7
u(zi, ;) R Yir1 —4Yi TYia
ox2 h B h2

(2.4)
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Um die Approximationsgiite abzuschéitzen benutzen wir wieder die Taylorentwicklung;:
(die Indizes bezeichnen die x;-Werte, das ¢-Argument wird unterdriickt.)

h2 h3 h4 (4/) h_5 (5/) h6 (6,)

Uip1 = u; = hul + —u! + —u + —u; U —u
! Pt g gt TR
=
h4 / h6 /
Ujt1 + Ui—1 = ZUZ + hzu;' + EUE4 ) + Qaug? )

+ als Indizes bezeichnen Zwischenstellen.

Damit folgt

noay o6 @
Uipr — 2U; + Ui _ i + @“z + ﬁo(%r +u®)) falls ue
2 h ’ ’
h uy + ﬂ(u(f D )) falls uwe C4
Die Indizes ,,+“ und ,,—“ bezeichnen die Werte an
(2.5) Zwischenstellen x + 9. h, |04 < 1.
h2 % hi ,
uf + —ug )6 )(z) falls we(CS
_ }lg / 360
uf + Eu(‘l )(2) falls we C*

jeweils an einer Zwischenstelle z,

also Approximationen 2. Ordnung.

Oft werden folgende Bezeichnungen benutzt.

(2.6) ; | Indizes oben fiir die Zeitschicht
. Yi Indizes unten fiir die Ortsschicht

oder indexlos

y fiir eine Zeitschicht (z.B. t;)
(2.7) y fir die folgende Zeitschicht (z.B. t;41)
y fiir die vorhergehende Zeitschicht (also t;_;)

Die entsprechenden Differenzenquotienten fiir eine beliebige, aber feste Zeitschicht ¢;,
werden wie folgt abgekiirzt:

vorwértsgenommener Differenzenquotient:
1 : .
u(mt,)%yi — Yy oy y—y _Ou
v T " b T ot

riickwartsgenommener Differenzenquotient:
J j—1




Entsprechend wird bezeichnet auf der Zeitschicht ¢; mit
yf“ vorwirts genommener Differenzenquotient in z—Richtung im Punkt z;

J
Yz.i

~
~

riickwérts genommener Differenzenquotient in z—Richtung im Punkt z;

und entsprechend der zentrale Differenzenquotient 2. Ordnung

DPu(xi, t;) - Vi — 2ty
ax2 ~ h2 T Jdzxa

bzw. ohne Auszeichnung der speziellen Schichten

0*u _
@ ~ Yze

Man beachte, dafl y,, in # und z symmetrisch ist: y,;, = y,.. Im Sinne der Hinter-
einanderausfithrung gilt

(ym)h = (ym)“, denn

(y ) - Yie1 — Yi _ yi+};yi _ yi*}?iifl _ Vi — Ui _ (y7 ) |
)%, g h iy h h o v,

) )

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir fiir die ndherungsweise Berechnung der Losung
von

u=u"+f O0<wz<l 0<t<T
(7

u(x,0) = up(x)
U(O, t) = gO(t)a
u(1,t) = gi(t)

das explizite Differenzenschema
Vi = Yheut Sl i=L. N—-1 j=01...,
yZO = UO(.I'Z'), izO,l,...,N

j+1

w' = golti) }

yn = g1(ti)

(2.8)
i >0

unter den Minimalvoraussetzungen

ue C* bzgl. Ort vgl. (2.5)
€ C? bzgl. Zeit vgl. (2.2).

Aus jeweils 3 Punkten einer Zeitschicht wird ein Punkt der néchst hoheren Zeitschicht
berechnet (vgl. Abb.).
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Dies ist ein Verfahren, das im allgemeinen nicht viel taugt. Dafl das so ist, wird durch
Ubungen belegt. Warum das so ist und wie man das verbessern kann, soll im folgenden
untersucht werden.

Schreibt man die Differenzengleichung in Matrixgestalt, so erhélt man fiir die Zeit-
schichten j > 0 (beachte: dies sind N — 1 Gleichungen fiir jede Zeitschicht)

(29) |
w' =yl 21 v f
T h: b2 h? . _
= +
y?\/tl1 - yfvfl i _3 i i j:
— h2 2 R Yn fva

N+1

In diesen Gleichungen werden die zu den Randwerten gehorigen Terme (die mit yg, yf\, )
mit den Werten f/ zu einem Vektor ¢’ zusammengefaBt.
Mit den Bezeichnungen

(2.10) v =(l,...,v5_ )" (nur die unbekannten Werte)

und der (symmetrischen) (N — 1) x (N — 1) Matrix (man beachte die Vorzeichen)

(2.11) Ag::ﬁ = w2 tridiag(—1,2, —1)




erhalt man fir (2.9) die Darstellung

( 1 . .
ﬁyé + fi

J
) ijFl — yj . . . 2
yii= T = A e, ol = L
(2.12) S

1 . .
ﬁyfv + fjjvfl

oder (indexlos auch bzgl. der Zeitschicht)
L.
vo= -y =-Ajy+e

\

Es wird sich zeigen, dal A) von ausschlaggebender Bedeutung fiir dieses, und spiter
zu betrachtende Verfahren ist, weshalb wie zunédchst Eigenschaften dieser Matrix stu-
dieren. Dies bedingt auch einen Exkurs in die Numerische Lineare Algebra.
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§ 3 Hilfmittel aus der linearen Algebra

Wir beginnen mit letzterem.

Satz 3.1 Neumann’sche Reihe
Sei C € C™"||C|| <1 (beziiglich einer Matrixnorm)

$ o
I(I-C)'=>) c"
v=0
Beweis:
1) Die Reihe konvergiert (absolut): || > C”|| <> ||IC”|| <> ICl”, ||C] < 1.
2) (I-C)>.cr=> (I-cC)cr = yer-ycor=cCc'=1.
v=0 v=0 v=0 v=1

abs.Kvg.
Entpsrechend fiir die rechtsseitige Inverse.

Satz 3.2
Sei A € C™" hermite’sch (dh. A= A" = A*)
—

(3.1) Alle Eigenwerte \;(A) von A sind reell.
(3.2) A besitzt ein orthonormales System von n Eigenvektoren (Basis).
(3.3) Extremaleigenschaft des Rayleigh—Quotienten.

Firallex € C",x #0 bzw. y € C", |Jy|la =1 gilt

' Ax

)\min<A) < - 7TAy < )\max<A>-

Die Grenzen werden fiir die Eigenvektoren zu Anin bzw. A\L.c angenommen.

Beweis (3.1): Die quadratische Form &? Az ist reell Va € C":

#'Ax =2"A"z = (Az)Tz = 2" Az = 2T Aw, —

_ T A T
(3.4) Az =) — g Axz=)\ gz — MIeR
€R >0 firxz#0

Beweis (3.2): Eine hermite’sche Matrix ist diagonalisierbar, besitzt also n linear un-
abhéngige Eigenvektoren (Fischer: Lineare Algebra).

Wir zeigen zunéchst: Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal
beziiglich des inneren Produkts (z,y) = > x4 = y*z, y* =7y’.
i=1

Az' =\t = (Az' 2?) = \(z') 2?)

Ax? = \a? 89 (x!, Az?) = \p(z', z?).
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Durch Subtraktion
(3.5) (Ax' x?) — (z', Az?) = (A — \o)(z', %)

Fiir jede quadratische Matrix gilt (vgl. vorseitige Definition des inneren Produkts)

— 7T _
(3.6) (Az', 2®) = 2> Az' = (A"2>) x' = (A"x?) o' = (z', A" 2?).

Falls A" = A, folgt damit aus (3.5): (x',x?) =0 wegen A\ # \y.

Da Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert orthogonalisiert werden kénnen (Verfahren
von Ehrhardt—Schmidt), existiert ein orthogonales System von n Eigenvektoren a*
zu den Eigenwerten ), , das normiert werden kann: ((x”, ") =4d,,) .

Beweis (3.3): Vx € C",||z]; =1 3! Darstellung = >, ap,x”, Y. || =1

v=1 v=1

Damit folgt:

(Az,xz) = O a, Nz, > a,x”) = |a|? A\,

IV INA

Aus diesem Satz erhalten wir

Folgerung 3.3

(3.7) AeCY™ A>0 (positivsemidefinit: z* Ax = (Ax,x) >0 Vx e C")
—> alle Eigenwerte sind > 0.
(3.8)  Ist A hermite’sch, so gilt sogar

A positiv

definit (A>0)
semidefinit (A > 0)

<= Alle Eigenwerte von A sind { i 0.

(3.9) A eC"™™ Die Spektralnorm [|Alls = ||Alls = +1/Amax(A"A) ist
der euklidischen Vektornorm ||x||; = v&*@ zugeordnet.

(3.10) Ist A= A" (hermitesch), so gilt
| Alls = max [A;(A)|

Beweis (3.7) folgt aus (3.4).
Beweis (3.8) folgt aus (3.3). (Extremaleigenschaft des Rayleigh—Quotienten)
Beweis (3.9)

||2 (Az, Az) (.0 (z, A" Az) A" Ax)
| All2 = sup = e Amax (
A0 ||2 a/' a/' ZB ZB




12 §3 HILFMITTEL AUS DER LINEAREN ALGEBRA

denn AT A ist hermite’sch.

Beweis (3.10)
Aus (3.9) folgt fir A = AT : ATA = A? also ||Allz = v Amax(A?) und A* > 0,

denn

Ay=py = pu(yy) =A%y =(Ay,Ay)>20 = p=20 = A*>0.
Weiterhin Az = \x = A’z = A(Azx)=A(\z) = \=z,

also

(3.11)  Ist A Eigenwert von A, so ist A? Eigenwert von A? zum gleichen EV.

Wir zeigen weiter

Hat A? nur nichtnegative Eigenwerte y;,

(3.12) so ist \/p; oder —,/p; Eigenwert von A,

denn (charakt. Polynom)

0=det(A* — puI) = det{(A+/uI)(A—- /ul)}
= det(A+/pl)det(A —/ul),

und einer der Faktoren mufl verschwinden.

2
Damit gilt AmaX(AQ):<max\A,-(A)|> B9 (3.10). N

Eigenschaften von A)

Satz 3.4
A) >0 (d.h. positiv definit: (A)x,z) >0 Vx#0). (vgl (2.11))

Zum Beweis benutzen wir ein gewichtetes Skalarprodukt

Definition 3.5 gewichtetes Skalarprodukt (, ).

N-1
(y,v)o,n = Z y;0:h, h > 0.
i=1
Bedeutung der Indizierung;:

es werden keine Ableitungen benutzt,

0=
h = Ortsschrittweite.
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Beweis Satz 3.4
Wir zeigen (A)y,y)on >0 Vy #0. (Beachte dazu: (AQy,y)on = (Ajy, y)h.)

Mit y = (y1,...,yn—1)", entsprechend den Dimensionen von A}, ist (“auf jeder
Zeitschicht”)
Y1 — 2+ Y 1
Yza,i = 72 = (Yu,i — ym)ﬁ

Wir setzen ergénzend fest: yo = yn = 0, (entspricht Nullrandbedingung)
Dann gilt (ANY)i = —Yzp s i=1,...,N—1 (vgl (2.9)-(2.12)) und somit

1

N-1
(Aﬁ, Y, y)(o,h) = - Z ym,iﬂﬁ; und mit Yzaxi = (yx,i - ym)ﬁ
i=1

N-1 N-1
= =) il t Y Yril
i=1 i=1

(das ist eine Art diskreter partieller Integration)

N-1 N-2 P

= - v,ili vilit1, da m':ziz_l: i
izly,y+;y,y+1 Yz, 3 Yz,i-1
N-1 N-1

= - Zymﬂz + Z Yo,ilit1, da yo=yn =0
i=0 i=0

=2
=

— _ —~ (Git1 — Ui
= (yi-i-l - yz)ymz = % hyx,i
i—0 i=0
N—1
(3.13) (Apy, Y)on = (y.)°h = A) >0 (positiv semidefinit)
=0

Wegen

(AYy, Yo =0 <= 4;=0, i=0,..N—1
— Yu1—vy=0 1=0,.N—1 <= y;=0V:s wegen yo=yny =0
— y=0

— A) >0.1

Folgerung 3.6
A) >0 = A ist invertierbar

denn alle Eigenwerte von A} sind >0 ==  die Diagonale der Jordannormalform
J(A) enthilt nur positive Elemente = 3J(A)"! = 3A~'.
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Als nichstes untersuchen wir die Eigenwerte von Aj . Aus ihrer Kenntnis, bzw. aus
der Kenntnis von Schranken fiir die Eigenwerte kann man u.a. Abschédtzungen fiir die
Norm von A und A~' ableiten (vgl. (3.10)).

Wir stellen eine Analogie zu der kontinuierlichen Aufgabe her.

Eigenwerte von A

Die Motivation zur Berechnung der Eigenwerte folgt aus der kontinuierlichen Aufgabe.

Hilfssatz: Die Eigenwertaufgabe
—u" = Lu=Mu, z€(0,1), u0)=u(l)=0

hat die Eigenfunktion ¢*(z) = sin(krx), k€ Z
zu den Eigenwerten )\, = k2r2, ke Zz

Beweis: Durch Nachrechnen [ |

Das diskrete Analogon zur obigen Eigenwertaufgabe lautet

Aus Analogiegriinden zur kontinuierlichen Aufgabe fithren wir die Vektoren
¥:=00,y1,...,yn—1,0)T = (0,9,0)7 € R ein und betrachten mit der Matrix
—_—

Yy
1 1
12 0
R B2 n? 1
~0 _1 h?
A e h? — 0
h 1 A
1 a ? 1 L
0 oW TR "

die Eigenwertaufgabe
~0 _

Durch Untersuchung dieser Eigenwertaufgabe beweisen wir

Lemma 3.7
A) hat die Eigenvektoren

. di=1,...,N—1,

2=

y' = (yfn_y]}(,_l)T, ylh =sin(kmx;), z=i-h=1-

zu den Eigenwerten

4 ., kmh
/\Z:ﬁsle(T)’ k’:l,...,N—]_, D<A <...<Ay_1.
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Beweis:
Mit 29 =0-h, xy = Nh=1 ist y} :=sin(kmag) =0, vk = sin(krzy) =0.
Wir rechnen (komponentenweise) nach, da8 die Vektoren

g = )T =0,y"%0T k=1,...,N —1

Eigenvektoren von AZ sind zu den Eigenwerten A\!, k=1,2,... . N —1.
Die erste und letzte Zeile von (3.15) lauten 0 = X -0.
Fir ¢ =1,..., N — 1 gilt (wir unterdriicken die oberen Indizes k =1,...,N — 1)

1
Yivr1 -+ Yi—1 = Sin(/{ﬂ'l'prl) -+ sin(km’ci,l), Ti+1 — T; + h, h = N

= sin(kmwz; + kwh) + sin(krx; — kwh)  (Additionstheoreme)
= 2sin(kmx;) cos(kmh) = 2y; cos(kmh).
———

Yi
-
Yir1 — 2y; + yio1 = 2(cos(kmh) — 1)y;, mit  cos2p =1 — 2sin®

kmh
=—4 (sin2 %) Yi Division durch —h? liefert

—Yitr1 +2Yi —Yi1 4 (S kmh .
B2 —_yzz,i—ﬁ(SHlT Yis 1=1,...,N—1.

Wegen yo = yy = 0 ist dieses Gleichungssystem nichts anderes als
k h, k

Wir haben also Eigenvektoren und Eigenwerte von Af gefunden.
Wegen

1 ™ I = =«
k=1,...,N—1, h=— < (N~ . T
o ch=y = kg sIN-DEeg <y
sind die Eigenwerte mit A monoton wachsend (sin wéichst monoton in [0, 5]) . |

Wegen Amin = 75 sin®(5%) > 0 folgt aus (3.8) nochmals die Invertierbarkeit von Aj .

Vergleich der Eigenwerte von kontinuierlicher und diskreter
Aufgabe

Fiir kleine x ist sinxz ~ = eine gute Approximation. Deshalb gilt fiir kleine Werte von

kh=k- %

keh, 4 kb

~ h2( 5 )? = k*7?  (gute Niherung)
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Fiir grofie k,z.B. k = N—1, kann von Approximation, selbst fiir sehr kleines h = 1/N ,
keine Rede sein, wie man unmittelbar ersieht:

4 ( (N=1xh\> h=t . (N=1)
h = — _ :N 2 .
Ay = 73 (sm 5 > AN (sm( N

b |

2
N grof}
)> <7 4AN?,

aber

)\N,1 = (N - 1)277'2.

Eigenwertschranken

Unmittelbar folgt aus Lemma 3.7 mit h = %

4 . -1 4
(3.16) Amax(AY) = M| = w2 sin? (7 —) < .

Zur Abschitzung der Eigenwerte nach unten benutzen wir N > 2, also h < % (es gibt
mindestens einen inneren Punkt in [0, 1]).

Nun gilt fiir 0 <z <

o

sinm/4 o
= -x <sinz.
Y /4 -

Wegen sin% = 1/2/2 folgt
V2/2
/4

22
ix <sinzx
T

r <sinz, bzw.

h
Damit folgt fiir x = % (wegen h < %)

4 mh 4 8 m2h?
0y __ h __ c 2 _
(3.17) Amin(Ap) = A = Sgsin® = > o5 —— =8,
2

eine von h unabhéngige untere Schranke.
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Skalarprodukte, Normen und Abschitzungen

Definition 3.8 Skalarprodukte und Normen

N—1
(3.18) (y,v)n := Y. v; U; h ist ein Skalarprodukt (vgl. 3.5), h = +.
i=1
Die zugehorige Vektornorm ergibt sich aus

(3-19) ylon = ¥ 9)omn-

Wegen Af > 0 (pos. definit, (Satz 3.4)), ist (A}y,x) ein Skalarprodukt mit

3.20) (A 613 NS Von (g = ) — 0
(320) (Ayy,y)on = > (Yei)’h, (o =yn=0V)).

=0

Es erzeugt die Norm
N—1

(321) Nyt = X We)h = Ay, w)om = lyl%, (=yk=0 V))

=0
liefert eine Vektornorm (energetische Norm).
Der Index (1,h) in (3.21) weist auf eine Ableitung in der Definition hin.

Beachte: Die Darstellung (3.20) (bzw. (3.13)) gilt nur, wenn man yo = yy = 0 setzt.

Mit (3.18), (3.20) erhélt man

(Ahy. Y on _ (Ahy.y)
(YY) o.n) (y,y)

und mit Satz 3.2,(3.3) (Eigenschaft des Rayleigh-Quotienten) und (3.16), (3.17) die
Abschétzungen
4

< )\maw(A%) S ﬁ .

(Aiy, y)(O,h)

3.22 8 < Anin(AY) <
(3.22) B (42) (Y, Y)o.n)

Hieraus folgen wegen
(Agy, Y)(0,h)

ylIen) = yll?
= Ty, e
die Normvergleiche
2 2 4 2
(3.23) 8 lyllio.n < llylliin < ﬁ”y”(o,h)
und mit || AY||s = Anar(AY) weiterhin
4
8 < [lAlls <

h?’
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Bemerkung: Solche Normabschitzungen kann man auch ohne Riickgriff auf die Ei-
genwertaussagen erhalten (vgl. (3.28)). Sie fallen dann etwas schlechter aus, sind aber
auch bei Matrizen anwendbar, deren Eigenwerte man nicht kennt. (vgl. den § tiber die
Behandlung der Differentialgleichung u, = 2 (k(z)2%). Wir werden (spiter) Fehler-
abschétzungen bzgl. dieser Skalarproduktnormen erhalten.

In praktischen Anwendungen mochte man gerne Abschédtzungen bzgl. der Maximum-
norm. Solche Abschétzungen erhélt man oft nur mit Hilfe der Abschétzungen iiber
Skalarprodukte. Wir zeigen, ohne Benutzung von Eigenwerten, die fiir die Anwendung

wichtige Abschitzung

1 _
(3.24) ylleo < §||y||(1,h) (y e RV
Beweis: Unter Benutzung von yo = yy = 0 gilt

Y, = i (y]H ) ZZ Yuj * (diskretes Analogon zu y(x) = y(0) + fy(ﬁ)df)

— i mj\/_\/_ Zym hZh und mit Zh—xl

1—1
(3.25) i<y (Yoy)’h.
j=0

=t (yj+1 - yj)

Analog erhélt man durch ,riickwértsintegrieren®: y; = > , die Identitét

= h
N-1 N-1
- Z yzdh = Z(_yz,j)\/ﬁ\/ﬁ
j=i j=i
N-1
woraus auf gleiche Weise wegen > h = (N —i)h = (1 — ;) mit der CSU folgt
j=i
N—1
(3.26) vi < (L=i) ) (Yay)’h.

_] 7

Multipliziere (3.25) mit (1 —x;) und (3.26) mit x; und addiere dann (= Konvexkom-
bination: y2(1 —x;) +y? - x; )

I

=

-1

(3.27) yi < a1 —x3) Y (Yay)?h =21 — ) 1yl fn-
j

Il
o

Unter Beachtung von m{ax} z(1 — x) = 1 folgt hieraus
z€[0,1

1
1Ylloo < S llYll -
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Zur spiteren Verwendung leiten wir, ohne Riickgriff auf Eigenwerte, einen weiteren
Vergleich her

N-1

1 1 (3.21) 1
(3.25) Iyl < 5 3w = =ll, 2 Syl
7=0

Beweis: Multipliziere (3.27) mit h und summiere: », =
1

N-1 N-1
Yo vih = lyllton < lylitn Y @l —a)h
i=1 =1

N—1 1
Vermutung: > (1 —2;)h ~ # wegen [z(1 —z)de = ¢
i=1 0
Nun ist
N—1 N—1

3 , v o3[ NIN=1) N(N-1) (2N -1)

; (1—x)h = h ;Z(N—Z)—h [N 5 — 5 . 3
N(N-1) [, 2N-1
2 { 3

} und mit AN =1

N_1
_ pWol : )[N+1]
N—1) 11— 1
- hQ( = —.
6 G

Bemerkung: Die 8 aus (3.23) hat sich zu einer 6 verschlechtert.
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§ 4 Stabilitidt (und ,,bessere* Verfahren)

Stabilitédt eines Verfahrens bedeutet, dafi bei beschrankten Anfangs- und Randwer-
ten die fortlaufend errechneten Werte beschréankt bleiben. Eine genaue Definition folgt
noch. Wir beweisen zunéchst ein einfaches Stabilitdtsergebnis, das zeigt, dafl das be-
schriebene explizite Verfahren verbesserungsbediirftig ist.

Wir untersuchen das explizite Verfahren (2.8) fiir den Spezialfall f = 0 und Nullrand-
werte yj =y =0 V;. Es lait sich schreiben als

(41) yg - _A?L y]’ j > 07 yo = Uy,
und zeigen:

Notwendig und hinreichend dafiir, daf alle y’ gemifl (4.1) beschréinkt sind, ist
(4.2) T . 1 o Th -
. — < — | cos” — .
h? — 2 2
Bemerkungen:

1. Fiir die zu (4.1) gehorige kontinuierliche Aufgabe
w=u", u(z,0)=ug(zr), 0<z<1, u(0,t)=u(l,t)=0

gilt das Randmaximumprinzip, aus dem folgt, daf§ die Losung wu(z,t) fir 0 <
x < 1 und fiir alle ¢ beschrankt ist durch m[ax] |uo(x)| . Deshalb ist die Be-
z€|0,1

schranktheitsforderung notwendig fiir ein verniinftiges Verfahren.
2. Natiirlich werden wir (4.2) verallgemeinern.

3. Fiir kleine h wiichst cos? %h A0, 1, weshalb als hinreichende Bedingung iibli-

cherweise h—TQ < % genannt wird.

4. Diese Bedingung verlangt auf Grund der hohen Anzahl von Zeitschritten einen
groflen Rechenaufwand.

Beweis: (4.2)
A} hat ein Orthonormalsystem (ONS) von N — 1 Eigenvektoren (vgl. (3.2)).

A P =Nk E=1,..., N—1, M'>0

Man kann also auf jeder Zeitschicht die durch (4.1) berechneten Vektoren darstellen
durch (Fourier-Zerlegung)

N—-1

(4.3) y =) o

k=1
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Einsetzen dieser Darstellung in das Differenzenschema ergibt
j+1 g NZL g+t
0 e k k .k
R e S 2
k=1

Koeffizientenbergleich liefert
%" —q

at' = (1-7M\)c.  (Rekursionsformel)

(4.4) att = (1- 7')\’,5)].+1 A,

Geméf (4.3) sind alle 3/ genau dann beschréinkt, wenn dies auch fiir alle Koeffizienten

¢, k=1,...,N—1, j>0 gilt. Notwendig und hinreichend dafiir ist (vgl. (4.4)):
11—7A <1,

bzw.
~1<1-7M\' <1 Vk

Die linke Ungleichung besagt 7A! < 2 Vk. Wegen 7 > 0, ! > 0 ist die rechte
Ungleichung immer erfiillt.

Wir miissen, da die A monoton geordnet sind, diese Ungleichung also fiir den maxi-
malen Eigenwert von A fordern, also (vgl. Lemma 3.7)

(4.5) T3 sin s <2.
Nun ist
(N—Umh Nrmh 7wh 7w wh
2 2 2 2 2
und
N —1)7h h h h
sin N = Dmh —sin (2T = i (20T ) = eos T2 (Phasenverschiebung)
2 2 2 2 2 2

Insgesamt liefert (4.5)

Ist also 7 in der GroBenordnung h?, so gibt es Arger. Dafl dieses Resultat nicht nur
theoretisch sondern auch numerisch Arger bereitet, zeigen die Ubungen. Die Forde-
rung § = ist sehr einschneidend. Man braucht ,,bessere“ Bedingungen (d.h. bessere
Verfahren).
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Motivation fiir neue Verfahren:

Der vorwartsgenommene Differenzenquotient beim expliziten Verfahren hat nur eine
lineare Konsistenzordnung (vgl. (2.2)). Derselbe Differenzenquotient als Naherung fiir
die Ableitung auf der Zeitschicht ¢, 1 hat quadratische Konsistenzordnung. Daher
rithrt der Vorschlag, das ganze Verfahren fiir die Zeitschicht ¢, 417 formulieren, d.h.

Mittelung der Werte auf alter und neuer Zeitschicht

Wir untersuchen das Verfahren

(4.6) y, = Ay’ + o
y’ = oyt +(1-0)y’ vV, o€l0,1]

Bezeichnung: o als Exponent bedeutet immer nur eine Mittelung, nie eine Potenz.

Bemerkung: ¢ enthilt nur additive, bekannte Werte auf jeder Zeitschicht (Rand-
werte und f -Werte, vgl. (2.12)). Wir entscheiden spéter auf welcher Zeitschicht wir ¢
betrachten. Naheliegend ist ;. .

Durch Taylorentwicklung untersuchen wir zunéchst die Auswirkung der Ersetzung von
y durch y?. Wir entwickeln u? (fiir eine differenzierbare Funktion u) an der Stelle
tiyl (die Indizes 4+ und — bezeichnen wieder Funktionswerte an einer Zwischenstelle)

f’ (o) + it Tt i) + (1) (ultyyy) - S i L
u = u u —U _— — U\, 1) — —=u —UuU — — _
g QTR T g i) TRt TR TR

2

= ult;) + % (20 — 1) 0+ %u +O()

—

Fir o = % wird u(t;, %) durch u? von 2. Ordnung approximiert. Da die Approximati-
on der Ableitung 2. Ordnung in Zeitrichtung (durch den zentralen Differenzenquotien-
ten) auch von 2. Ordnung war (vgl.(2.3)), ist keine Einbufie der Approximationsordnung

zu befiirchten.

In Abhéngigkeit von der Wahl von ¢ erhélt man aus (4.6) folgende Verfahren:

explizites Verfahren: IndexEuler-Verfahren
Crank-Nicolson Schema  (implizit)
implizites Diff.-Schema: implizites Euler Verfahren.

—No— O

Umformung von (4.6):

Yy = oy+(1-o)y
= oy-y +y
= oT Y, ty
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Einsetzen im (4.6) :
y, + A)(oty, +y) = ¢  bzw.
(4.7) (I +orA))y, +Ayy = ¢
=:B

Mit B = (I + 07A}) ordnet sich dieses Verfahren ein in die Klasse der Verfahren

Normalform des

(4.8) ‘ By, + Ay = ¢ mit Matrizen A, B ‘ 9-Schicht-Verfahren

die wir im folgenden untersuchen, zunéchst unter der Voraussetzungen
B >0 (dh. pos.def), B=B"
A=AT A>0.

Aus B > 0 folgt B ist invertierbar. Wiinschenswert ist natiirlich : B leicht inver-
tierbar.

Beachte: (4.8) ist i. allg. implizit.

Wir untersuchen nun getrennt

a) die Stabilitdt der Verfahren (4.8) bzgl. der Anfangswerte (AWe), wobei ¢ = 0 ge-
setzt wird (d.h: rechte Seite der Differentialgleichung und Randwerte =0), und

b) beziiglich der ,rechten Seite ¢ “, wobei 3y = 0, yé = yf\, = 0 (Nullanfangs- und
Randwerte). Die Stabilitat bzgl. Anfangswerten und rechter Seite erhélt man dann
durch Superposition.

Definition 4.1 Stabilitat
Das Differenzenschema By, + Ay = ¢ heifit

Anfangswerte

stabil bzgl. der { rechten Seito

falls Abschédtzungen der folgenden Art gelten
. Mi||y°|» wobei ¢ =0 (insbesondere vl =yl =0)
1Yl < e
Ms||el|) wobei y° =0 (iiblicherweise yj=yy =0)

mit verniinftigen Normen || ||w),|| |[#),]| |/ und Konstanten M;, M, > 0 die
unabhéngig von der Diskretisierung (d.h. von 7, k) ) sind.

Bemerkungen:

1. Die Normen sollen in dem Sinn verniinftig sein, da8 sie fir h — 0 und/oder
7 — 0 weder gegen Null noch gegen oo gehen. Die Ly-Norm (fiir Zeilenverkto-
ren) ist deshalb nicht zuléssig, wohl aber z.B.
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N=L h—0 1
||y||(20,h) = ;) y? h —  [u¥(z)dx
1= 0
Nl h—0 1
Nylltn = z% (Yai) B — Ju?(x)de  (yo=0, vgl. (3.21))
1= 0

1
beachte: yo=0

1
J w?(z)dx ist, zusammen mit der Forderung u(0) = 0 auch eine Norm fiir
0

differenzierbare Funktionen.
Die Stabilitdatsdefinition macht klar, warum die Normen aus Definition 3.8 ein-
gefiihrt werden muflten.

. Stabilitat sichert, dal die Losung bei beschrankten Anfangswerten, Randwerten

und rechter Seite beschrénkt bleibt (Randmaximumprinzip) und liefert die stetige
Abhéngigkeit der Losung von den Anfangswerten und der rechten Seite.

. Verwunderlich mag erscheinen, dafl man immer nur Nullrandwerte betrachtet.

Der Grund dafiir ist, wie wir sehen werden, daf§ die Randwerte fiir Konvergenz-
betrachtungen keine Rolle spielen (vgl. § 5). Bei Konvergenzaussagen zeigt man,
daB der Fehler exakte Lisung - approzimierte Losung gegen Null geht. Auf dem
Rand werden immer die exakten Daten vorgegeben, weshalb dort der Fehler im-
mer gleich Null ist.

Wir zeigen zunéchst

(4.9)

Satz 4.2 Stabilitidt bzgl. Anfangswerten und rechter Seite
Fiir das Differenzensschema

By, +Ay=¢, ycR" " 'sei AT=A>0 B>0 und yé:yf\,:O‘v’j.

Dann gilt

a) B— %A >0 <= (4.9) ist stabil bzgl. der Anfangswerte mit M; =1 und

(pos. semidef.) 7 | lam < Ny Hlam < - < Yllan-

b) B—ZA—EIZOfﬁrein€>0 =

(4.9) ist stabil bzgl. Anfangswerten und rechter Seite und es gilt
||yj||(1 )y < ||y°||<1 n) + L||L,0||(b), wobei
o Ve

i1 1/2
el = (z ; ||so'f||%o,h>)

J
Bemerkung: (/7> Hcp”||%0 n = ||ll@) ist eine verniinftige Norm, denn
r=0 ’
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902(1.7 tl/) dr und mit j =T

N—-1
v v h—0
1% ||%O,h) = Z ¥} 1?h =
=1

o — _

7—0

. T
J
v h—0
DT //go (a.) da .
v=0 0

Also gilt ||¢]|p) ~ \/ fOT fol o(x,t)?drdt. j zdhlt die Zeitschichten, deshalb kann
||| mit j wachsen.

In dem ¢’ aus (2.12) sind, je nach Komponente, flj — Werte enthalten und Randwerte.
Da wir nur Nullrandwerte betrachten, gilt fiir die Norm genauer

r—0 T

h—0
1% ||(0h>—>/ / P, 1) dedt.

Beweis (Ideen):

(4.9) wird zu einer Gleichung umgeformt in der ||g|| und ||y|| auftreten und Aus-
driicke, die vorzeichenmifig beherrschbar sind (Skalarprodukt-Multiplikation). Danach
werden Stabilitéit in Bezug auf Anfangswerte und rechten Seiten getrennt untersucht.
Das allgemeine Ergebnis folgt durch Superposition.

Multipliziere (4.9) bzgl. (.),n) mit 27y, —

Y-y
T

27(By,, Y,)on) + 27 (Ay, > =27(p,Y)on bzw.
(0,h)

27 (BYy, Y ) on) T2 (AY. ¥ — Y) o = 27(@: Y o)
~—_———

>0

Idee: Von B kann man noch etwas subtrahieren, ohne dafi die Vorzeichenbedin-
gung verloren geht (Gershgorin), und damit den 2. Summanden umformen. In (4.7)
ist B =1+ oTAj . Subtrahiert man ZAj , erhilt man

T 1
———

=0 fiir O‘Z%

Im allgemeinen Fall von Satz 4.2 subtrahieren wir $A und erhalten

T N
(4.10) 27 ((B — 54y, yt>(0 " + 7% (Ay, Yo + 2(AY, ¥ — Y)on = 27(0,Y,)

-~

=:d
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Umformung;:
d = (AW—-9),9—Yon T 2(AY%,9 — Y)on
= (A[y+v).9- y)(o,h)

= (A9.9)on — (Ay.y)on + (AY, Don — (AY.Y)on

=0 wegen A—AT7 Y,y reell
= 19llt.n — Nyllen

Damit folgt aus (4.10) die sog. energetische Identitdt

(4.11) or <(B _

A2 2 _
A I Tl = 2r(e v

Aus dieser Gleichung werden wir den Beweis ableiten.

Beweis a): Stabilitét bzgl. der Anfangswerte (¢ = 0)
. : 13
Aus (4.11) folgt sofort: Ist B —3A >0 (positive Semidefinitheit), so gilt

(4.12) ||y||(1h ||y]+1H 1) = |y’ ||(1h <. S ||yOH%1,h)

also Stabilitdt bzgl. der Anfangswerte mit M; = 1.
In Anbetracht des Randmaximumprinzips ist M; = 1 auch die richtige Konstante,
wenn || ||@) =|| || (vgl. Definition 4.1).

y ="
Mit ¢ =0 und der Stabilitdt (mit M =1): ||@||(21’h) < HyH%Lh) folgt aus (4.11)

(B — ZA)yt,yt > 0.
2

A und B sind invertierbar. Verfahren (4.9) und ¢ = 0 liefern y, = —B~'Ay. Mit
beliebigen y durchléuft auch y, den ganzen Raum. Also gilt

(4.13) <(B - gA)y, y) >0,

Das bedeutet B — %A > 0.

Beweis b) Die Stabilitdt bzgl. der Anfangswerte folgt aus a).
Stabilitéit bzgl. der rechten Seite: (y° =0, yé = yf\, =0)
Wir schéitzen die rechte Seite von (4.11) ab mit der CSU

(w,v) < lull loll, I 1T= V()
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und der ¢-Ungleichung:
1
2ab < ea® + =V? fiir a,b, e > 0.
€

Sie folgt aus (sa — b)? = £2a® — 2eab + b* > 0.
Somit folgt

i CSU j j e—Ungleichung + 2 9
2r(” yon = 27l llonllyillon = Zllllon +erllydlion-

Dies wird in (4.11) eingetragen, der letzte Summand wird unter Beachtung von
Yellfon = (TYs, Ye)on) auf die linke Seite gebracht. So folgt

T 3 A 112 2 T 2
o7 ((B=5A = SDwew) I8l ~ Nl < 2@l

Die Voraussetzung B — %A - %I > (0 liefert somit

. . T .
1y 1t < 197116 + 211970

Wiederholte Anwendung dieses Schrittes ergibt (wegen y° =0)

J J
; T T
(4.14) 1y 1y < 19y += D1 Ilom = = D 1l 1fon-
—— 3 €0

=0

Damit liefert (4.14) die Behauptung b) im Fall y° = 0.

Nun kann man die Losung y der Aufgabe mit Nullrandwerten, Anfangswerten und
rechter Seite durch Superposition erhalten y =y, + y, wobei

y, = Losung der Aufgabe mit Anfangswerten, Nullrandwerten und rechter Seite = 0
yrp = Losung der Aufgabe mit Null-Anfangs- und - Randwerten, aber mit rechter Seite
Mit Hilfe der Dreieckungsgleichung. ||y||an) < ||Yallan +1|Ygllan folgt die Behaup-
tung aus (4.13) und (4.14). |
Bemerkungen

1. Dies ist die Theorie von Samarskij (in Birkh#duser gibt es 2 dicke Biicher von
ihm).

2. Die Voraussetzung B = B” (vgl. nach (4.8)) wurde bisher nicht benétigt.

3. Der Satz zeigt, warum die Normvergleiche (3.22), (3.24), (3.28) wichtig sind.
Dadurch ist es moglich die Aussagen des Satzes auch auf andere Normen zu
iibertragen.
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Wir wenden Satz 4.2 an auf das Verfahren
(4.15) (I+o0TA)y, + Ay =¢, (A" =A), y)=yk =0V
B

und zeigen, dafl man o, 7 und e-Werte angeben kann,welche die Stabilitédt sichern.
Wir beginnen mit der Stabilitidt bzgl. der Anfangswerte.

Fiir Skalarproduktnormen und zugeordnete Matrixnormen gilt fiir beliebige A € R”
mit der CSU

A
(4.16) (Ay.y) < [|Ayl| [yl < [|A]l[ly]l* = [|All(y,y) bZW-m <I.

Damit verschirfen wir die Bedingung I + 07Aj) — ZA) >0 aus Satz 4.2 a) zu

AO
—h+arA2—%A2 >0

14511
und mit der Spektralnorm wegen ||Aj|| < -4 nochmals zu
n* o T A0 h? 1. .0
ZAh + UTAh — §Ah 2 0 bzw. (Z -+ T(O' — 5))Ah 2 0.

Dies ist wegen A) > 0 richtig, falls %2 +7(c—1) >0 bzw.

1 h?
4.1 > - - —
(4.17) 7=9 T 4y

Bedeutung

1. Das explizite Verfahren (o = 0) ist stabil bzgl. der Anfangswerte, falls

1 h? b T
o 4 U 2

Dies war fiir den Spezialfall ¢o = 0 schon bewiesen.

0

v

2. Das implizite Vefahren ist fiir o > % (insbesondere also Crank-Nicolson) un-
bedingt stabil bzgl. der Anfangswerte, d.h. stabil ohne Bedingungen an ¢ und

T.

Stabilitéit bzgl. der rechten Seite verlangt fiir ein € > 0

I+ UTA?L—ZAg ~°r > 0.
— 2 2

B
Mit (4.16): ﬁ < I, und damit

€ € € e, A)

I=-T+(1—-)I>-T+(1—=)—"

pf T =PI =3I+ | 2)||A2||
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verschirfen wir die Bedingung unter der Voraussetzung 1 — 5 >0 zu

AY ’
_ %)_h +0o1AY — ZA?L — %I >0 bzw.

€
—I+(1
143l 2

2

1-—¢ 1
2 — )1 AY >0.
(I|A2H+T<U 2)) nz

Wegen [|A}|| < 4 und A) > 0 ist diese Bedingung sicher erfiillt, falls

e h? 1
1-5HL — ) > .
( 2)4 +7(o 2)_0 bzw
1 A2 5
41 >t
(4.18) oz z13)

Insgesamt erhalten wir also

Folgerung 4.3
Fir das Verfahren

(I+oTANy, + Ajy =, (A)T=A} yi=yy=0Vj
gilt mit den Normen, die in Satz (4.2) verwandt wurden

1 h?
a) Ist 025—5(1—%),0<€§2,

so ist das (implizite) Verfahren stabil bzgl. Anfangswerten und rechter Seite (vgl.
(4.18)), bzw. bedingt stabil, d.h. in Abhéngigkeit von der Wahl der Schrittwei-
ten.

b) Ist o> =, (e<2 ist keine echte Einschrankung)

N | —

so ist das (implizite) Verfahren unbedingt stabil bzgl. Anfangswerten und rechter
Seite
(d.h. ohne Bedingungen an die Schrittweiten 7,h).

1 h?
c) Ist o> ST (vgl. (4.17))

(also € =0 in a)), so ist das Verfahren bedingt stabil bzgl. der Anfangswerte.

d) Durch Verschiarfung von ¢) zu ¢ = 0 folgt insbesondere die schon bekannte
Bedingung

Ist <

I

(NN

-
2
(also 0 =0, € =0 in a)), so ist das (explizite) Verfahren bedingt stabil bzgl.
der Anfangswerte.
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Bermerkung:

e > 0 kann in Voraussetzung a) beliebig klein sein. Daher liegt die Vermutung nahe,
dafl die Voraussetzung aus c¢) nicht nur die Stabilitét bzgl. der Anfangswerte, sondern
auch bzgl. der rechten Seite liefern kénnte. Dies wird sich in der Tat bestétigen.
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§ 5 Approximations- und Verfahrensfehler

Wir untersuchen das Verfahren (4.6), (4.7): y, + AYy?) = ¢ in der Gestalt

(5.1) -yl —9=0, i=1,...N-1, y© =og+(1-0)y, oel01].

Tx,

Wir behalten uns eine genaue Definition von ¢ noch vor. ¢ ergab sich aus einer Dis-
kretisierung des Differentialgleichungsproblems (vgl. etwa (2.12).). Auch andere Dis-
kretisierungen sind denkbar. Es ist nur darauf zu achten, daf§ die Diskretisierung fiir
h,7 — 0 gegen die Differentialgleichung konvergiert, und dafl ¢ so gewihlt wird, daf3
der Stabilitétsbegriff (vgl. dazu die Norm ||¢) ) nicht darunter leidet.

Man beachte, dafl gemiil der Definition von y(@) fiir jede Ableitung 9% (a=Multiindex),
und auch fiir jede entsprechende Diskretisierung dS von 09 gilt

(0°w)? =0~ (u), (d*w)” = d* (ul) .

Sei u die Losung der kontinuierlichen Aufgabe (= exakte Losung) und w = (u]) die
durch ihre Restriktion auf das Gitter entstandene Gitterfunktion.

Wir bezeichnen mit 4 (vgl. (5.2)) den Approximationsfehler des Differenzenschemas.

(5.2) W=l — ) — g - (yf,z- — i) @i) -

J

~
=0 laut Verfahren

Da w und y die gleichen Randwerte haben, kann man ohne Einschrankung von Null-
randwerten ausgehen.

Definition 5.1
Sei u die exakte Losung, so heifit die Gitterfunktion

P i=u, —ul? —p (B Nullrandwerte)

Approzimationsfehler (Diskretisierungsfehler, truncation error) des Differenzensche-

mas

y, — Y —p=0.

Zur Abschétzung des Approximationsfehlers benutzen wir (im Punkt z; ) die Taylorent-
wicklungen (2.3) und (2.5) bzgl. der Zeit an der Stelle #+2 (die Indizes z bezeichnen
wieder geeignete Zwischenstellen) und erhalten (Raumindizes unterdriicken, ¢ wird
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zunéchst nur mitgefiihrt):

¢j :uj-i-% + T_Qu _ (u” + h_zu(‘l/) + h_4u(6/))(‘7) -
24" 12 360
2 2 4
T I A BN (S N BN (O NOA
RERRETE ((“ e )T G 4
2
—ii s 4 %az
" h2 / - " h2 / -
— (a(u AR Eu(4 )=J+1) +(1—o)(u" + Eu(4 )J)) — @+ O(h")

2
Zusammenfassend folgt unter Beachtung von %uz = 0(7?%)

. . ", ", h2 AN AW
W= it = [ 4 (1= o 4T (0uT 4 (1= o)) — o4 O() + O(h)
u' (o) w(@) ()

2
(5.3) W= gite — ) - %u(4/)(‘7) — 4+ O(7%) + O(h?).

Wir berechnen (@ und «w®)@ durch Taylorentwicklung an t1*2 bis auf GroBen-
ordnungen von O(7?) und O(h'). Der besseren Lesbarkeit halber schreiben wir -
ausnahmsweise - die Zeitindizes unten:

1 B 1 T .0 1 T 2 .
Ujpr = Ui + o %itd + 2 (5) b
" o " T i 1 T 2 ./
U = U Tl tg (5) U
"o " T i
@y (4 T . (47) 2
A
(4/) o (4/) . Z .(4’) 2
U= T gl + O
@W)o) — 4@ L Tios_ 1)y®) 2
— = uj+%—|—2(20 1)uj+%+0(7')

In (5.3) ist einzutragen = ()@ . Fiir den 2. Summanden S, von u)@ folgt somit

h2 T . (4))
SQ = E . 5(20’ — 1)Uj+% .

Wegen (7 — h?)? =72 —27h* + h* > 0 ist 7h* < (72 + 1Y) = S < O(T2 + 1.
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Eintragen dieser Ergebnisse in (5.3) liefert

. " T L h2 ’
o=ty - <“ +5(20 — 1)Uj+%> ——u") — o+ 0@+ hY)

itz 2 12 7+3
. . 1" T 9 1 L h2 (4" O 9 h4
- gj+%—uj+%—fj+%1—g0+fj+%—§(a— >uj+%_ﬁuj+%+ (72 + h?)
:Ola‘L;cDgl.
- B f T o - i - ® 4 o2 1yt
(5.4) v=—p+ j+%—§(a— )ujJr%—ﬁujJr%—i- (17 + h%)

Bemerkung zur Schreibweise: Im Zusammenhang mit Differenzenverfahren schreibt
man oft zur Vereinfachung der Schreibweise z.B. (wie oben geschehen)

O(T) + O(h*) + O(7* + h*) = O(r* + h*),

was auf Grund der Definition des Landausymbols nicht korrekt ist. Die linke Schreib-
weise bedeutet: Es gibt Terme mit O(72), O(h*) und solche mit O(72% + h*). Da man
bei der Konvergenzbehandlung iiblicherweise 7 und h gleichzeitig gegen Null gehen
1a8t, haben beide Schreibweisen den gleichen Effekt.

Setzt man in (5.4) ¢ = fj+%, so folgt hieraus, falls u € C* bzgl. des Ortes und u € C?
bzgl. der Zeit:

{ v = O(t+ h?), fiir beliebiges o

bzw. ¢ = O -1 2+ h?
Y = O(r*+h?), fir o= } v (r(o =2) 7+ 1)

1
2

Dieses Ergebnis 148t sich jedoch noch verbessern.
Aus der Differentialgleichung @ — u” — f = 0 folgt @’ —u*) — f” =0 oder
U(4 )1 _ U;/ _ fj+l

) 1
J+3 +3 2

Eintragen in (5.4) ergibt

h2 " T h2 o 2 4
b=—ptfiit s - |5Q0=D+ 5| .+ 0T+ 8

N 12 2 12 J
o h o ]
=0 =0
durch Wahl von ¢ durch Wahl von o.

Insgesamt erhalten wir damit
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Satz 5.2
Fiir den Approximationsfehler 1 des Verfahrens vy, — yf{;) — =0 gilt

a) falls ¢ = Fi*3, € C* bagl. des Ortes und u € C% bzgl. der Zeit

v = O(7+ h?), fiir beliebiges o
bzw. ¢:O(T(U—%)+T2+h2)
v = O(r*+ h?), fiir a:%
o1 h2 o 1 1 h2
falls @ = f772 + = f 772, o=5—
b) falls ¢ = f 2—1—12_/" 2 0 5~ Tom und

u € C% bzgl. des Ortes und u € C*bzgl. der Zeit gilt P =0(7% + h?)

Bemerkungen:

1. Die Numerik zeigt im Fall b) in der Tat eine deutlich schnellere Konvergenz.

2. In der Praxis will man f” nicht gerne berechnen. Das ist oft zu fehleranfillig,
wenn es denn iiberhaupt moglich ist. Man approximiert deshalb ¢ wie folgt

durch:

2

h2 , J+s il 1 i+l

(5.5) (f"‘ﬁf) ~ f;? +E(fi+1_2fi+fifl) 2
1 5 ay

E(fiJrl""lOfi""fifl) 2 xRy

und erhilt als Geschenk im allgemeinen die Folgerung

F20 = ¢=>0.

3. Beachte:

Die in der Stabilitatsdefinition benutzte Norm lautet nun
ot = 37 S ralftE o 1 i
b 7 12 °

T 1

Mit 7, h — 0 strebt auch diese Norm gegen [ [ f?(z,t)dxdt, sodaB die Sta-
0 0

bilitat ungefdhrdet ist.

1 n?
Nach Folgerung (4.3) war o > 5" I <1 - E) hinreichend fiir Stabilitat bzgl.

4T 2
der Anfangswerte und der rechten Seite. Die Forderung in Voraussetzung b) des
h? 4
vorigen Satzes lautet 0 = - — —. Fiir ¢ < - gilt nun
2 127 3

2 12r — 2 47

2 2
1 h >1 h(l €>’
2
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4
d.h unter der Voraussetzung ¢ < 3 ist die Stabilitdt bzgl. der Anfangswerte und

der rechten Seite (gemeint ist die Abhéngigkeit von f) gewéhrleistet. Wenn wir
spéter zeigen konnen, dafi in Voraussetzung a) aus Folgerung 4.3 auch ¢ = 0
zugelassen ist, so ist dies nochmals eine Verschirfung des obigen Ergebnisses.

Definition 5.3 Verfahrensfehler des Schemas y, — y' — ¢ =0

Sei u(z,t) die exakte Losung des kontinuierlichen Problems, (beliebige Anfangswerte,
Randwerte und rechte Seite).

u die zugehorige Gitterfunktion
y die Gitterfunktion der Losungsvektoren des Differenzenschemas

y,—y) — ¢ =0.

Dann definieren wir als Verfahrensfehler die Gitterfunktion z :=u —y.

Bemerkung: Da fiir die Approximation als Rand- und Anfangswerte die exakten Werte
vorgegeben werden, hat z Nullanfangs- und Randwerte.

Zur Abschitzung des Verfahrensfehlers (und damit zu Konvergenzaussagen) konstru-
ieren wir ein Differenzschema fiir z.

Zy — ch) = U — u:(i(;:) - [yt - (ym)(a)}
~————

= ¢ laut Diffenzenschema

= u—u? =19 (vgl. Definition 5.1)

z erfiillt also ein Differenzschema mit Nullrandwerten und Nullanfangswerten
und dem Approximationsfehler als rechte Seite.

zt_zgégs)_¢:0'

Mit Hilfe des Stabilitétssatzes 4.2 b)) (Stabilitét bzgl. der rechten Seite), der Folgerung
4.3 und des Satzes 5.2 erhélt man also die Konvergenzaussage
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Satz 5.4 Konvergenz

Gegeben sei das Differenzenschema y, — y(j? — ¢ = 0 mit beliebigen Anfangswerten
und beliebigen Dirichlet-Randbedingungen.

Sei z = u—y der Verfahrensfehler und v = u; —ug) — ¢ der Approximationsfehler,

1 2
so gilt fiir 0>§—h—<1—5):

4T 2
1
1 7j—1 2 jT
j V|2 v
Hﬂhyé&zgﬂmeJ </ 7 max [|9" o)

und fiir 7" > j - 7 folgt also:

Falls u € C® bzgl. Zeit, u € C* bzgl. Ort gilt

O(r + h?) fir o#1

[\

I#7llag <4 OG2+12) fir o=1, = fi*,

(stabil fur e < 2)

Falls v € C* bzgl. Zeit, u € C® bzgl. Ort gilt

1
2

it
O(F + 1) fir o=1-12 o= (f+ f) ,
(stabil fiir e < 3).

[127][ 49 <

Bemerkungen:

1. Wesentlich fiir Konvergenz ist Stabilitit bzgl. der rechten Seite

2. Beliebt (insbesondere bei Ingenieuren) sind Fehlerabschidtzungen in der Maxi-
mumnorm (vgl. (3.24): |y[le < 3/lYylla,n) ). Eine Abschétzung des Approxima-
tionsfehlers ||4"||(o.n) nach oben durch die Maximumsnorm ist zwar herleitbar,
doch ist der Approximationsfehler ||'1,bk||(07h) nur bei speziellen Beispielen aus-
wertbar.

In der Praxis ist man deshalb mit Konvergenz zufrieden und priift die Genauigkeit
durch Schrittweitenhalbierungen oder man testet das Verfahren (und natiirlich
damit auch die Programmierung) an geeigneten Testbeispielen.

Bemerkungen zur Konstruktion von Testbeispielen mit exakten Losungen

ou  O*u
Bet ht = — =
otrachte r:= = — 2
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op  Pp
Erset durch ein Pol t), berech ==
rsetze u durch ein Polynom p(x,t), berechne g 5 B2
) ) . ou  *u )
Dann ist p die exakte Losung der Aufgabe % e g mit den Rand- und An-

fangswerten p|r und pli—o .

Hinweis:  Solche Konstruktionen, ebenfalls unter Verwendung von Polynomen, funk-
tionieren auch bei nicht linearen Aufgaben der Art

c(u)% — % (k(u)g—";) + fz) = 0.

Bevor wir auf solche Gleichungen eingehen, betrachten wir ein schnelles numerisches
Verfahren zur Losung der bisher behandelten Aufgaben.
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§ 6 Spezielle Losungsverfahren fiir lineare Gleichungs-
systeme

( verkiirzte GauBl - Algorithmus

Tridiagonalalgorithmus
Der, das
Thomas - Algorithmus

[ Double sweep - Verfahren
zur rechenzeitsparenden Auflésung von tridiagonalen Gleichungssystemen.

Wir leiten zuerst das Verfahren her und geben dann leicht nachpriifbare hinreichende
Bedingungen fiir seine Durchfiihrbarkeit an. Vorgelegt sei das tridiagonale Gleichungs-
system:

(6.1)
boyo  —Coth = fo 1=0

—ai1yo +biy = f

—ayi1 +biyi  —ciyin = fi 1=1,....,n—1

—AnYn—1 +bnyn = fn 1 =n.

Man zeigt schnell, dafl das GEV eine LU-Zerlegung liefert (Lower, Upper): A = LU
mit Matrizen (Diagonale + untere oder obere Nebendiagonale)

0 0

Die Gleichung LUy = f wird dann gel6st durch
1) Lv=f
2) Uy=wv

Das System 2) hat dann — mit U = (u;;) — (abgesehen von der letzten Gleichung) die
Gestalt
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Ui + Uiip1Yir1 = U; 1=0,...,n—1
y = ——= Y1 + —
(6.2) Wi Uy
. ———rt —~—

= Q441 Yir1 + B

Wir leiten Rekursionsformeln zur Berechnung der «;.1, ;11 her und berechnen 1y, .
Dann koénnen aus (6.2) die Werte y; berechnet werden.

Wir setzen y;_1 geméf (6.2) in die Zeilen i =1,...,n—1 von (6.1) ein. —
—ai(eiyi + Bi) + biyi — ciyiv1 = fi i=1,...,n—-1
und erhalten durch Auflésen nach y; die Rekursionsformel

C; fi + aif;
(6.3) Yi = b — o Yig1 +

T oa b‘—a-a,’ zzl,...,n—l, bl—alaz#o
i 1t i itq

Aus dem Vergleich von (6.2) und (6.3) erhalten wir Rekursionsformeln fiir oy, f3; :

(64) aiJ’,l:L, ﬁiJrlIm, izl,...,n—l, bz—ozzalséO
bz‘ — OO bz — Q;04;
Aus der 0.ten Zeile von (6.1)folgt
Co Jo
boyo —coyr = fo = Yo=Y+, bo # 0
bo bo
Aus dem Vergleich mit (6.2) also
c
(65) o = —0, ﬁl = E, b() 7é 0.
bo bo

Definieren wir ag := 0, so ist (6.5) in (6.4) enthalten fiir ¢ = 0, und die Gleichung
(6.3) gilt ebenfalls fiir i = 0.

Den Anfangswert vy, fiir (6.3) erhélt man aus der letzten Zeile von (6.1), wenn man
Yn—1 aus (6.3), bzw. (6.2) in die letzte Zeile von (6.1) einsetzt.

_an(anyn + ﬁn) + bnyn = fn -

(6.6)
ot Bran

n =
bn — QpQp

=: Bni1, b, — apa, #0

d.h. (6.6) ist auch der 2. Formel von (6.4) fiir ;1 enthalten, wenn man dort ¢ = n
zulafit.

Insgesamt lautet das Tridiagonalverfahren also:
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O =2 gL 20 (val (65)
bo bo
Berechne gemif} (6.4), (6.6)
I ain=— i=1,...,n—1, bi—aai#0 i=1,....n
bl' — ;a;
(III) ﬁﬂ_l:m, izl,...,n, bz—azaz%o izl,...,n
bi — Q;a;
und geméf (6.3)
V) yi = aipryis1 + Bipr, 1=0,1,....n =1 yp=Fpp1 = %

Bevor wir hinreichende Bedingungen fiir die Durchfiihrbarkeit angeben, machen wir
eine kurze Aufwandsbetrachtung.

Bezeichnet man als eine Operation den Aufwand fiir 1 Addition + Multiplikation oder
fiir 1 Division, so benotigt man fiir

(I) 2 Operationen
(IT) 2(n —1) Operationen (je 1 fiir den Nenner und eine fiir die Division

(III) 2n Operationen (je 1 fiir den Zéhler und eine fiir den Bruch,
(der Nenner ist aus (II) bekannt),

(IV) n Operationen,

insgesamt also ca. 5 mal (Dimension des Systems-1). Beachte: Die Dimension des
Systems ist (n+ 1) x (n+ 1).

Satz 6.1
Das Tridiagonalverfahren fir A = tridiag(a;, b;, ¢;), ao := 0 =: ¢,, ist durchfithrbar
(d.h. 3A71Y), falls
(1) b #£0
(3) |bl|>|al|’ 2217777’
Die Forderung (3) kann ersetzt werden durch
(3") |bo| > |co| > 0 und |a;| > 0 fiir i =1,2,...,n
oder

(3") 3Jj sodaB: (2) mit “>” gilt, |¢;| >0,i=1,...,5—1, |a;| >0Vi>}j.

zeigt, dafl die Bedingungen fiir die Inver-

—_ = =

1 0
Bemerkung: Das Beispiel A = | 0 0
0 1
sind. (3

tierbarkeit von A nur hinreichend ), (3'), (3") versagen.
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Zeige: Alle Nenner sind # 0 im Rahmen eines Induktionsbeweises fiir die Aussage

ap = C—O (L(%) |Oé1| S 1.
bo
Sei also |ay| <1, dann gilt
3) )

Damit sind alle a;1, 8;11 aus (II) und (III) erkldrt und es gilt

| | |CZ| ‘CZ‘ (2 1
Oéi+1 = ~ ~ 1.
|bi — ciai| ~ [bi| — [ail
Das Verfahren ist durchfiihrbar.
Ersetzt man (3) durch (3'), so ist || = |2 < 1 und man erhdlt induktiv |oy| <
1Vi, denn mit |a;| < 1,fireini < n, |a;/ > 0 fir j = 1,...,n, erhélt man im

Induktionsschritt

(3" (2)
|bi — ;| > |bi] — |al|as = bi| = lail > |ei] >0 = Jaga| <1 V¥;>1

und alle Nenner sind # 0.

Benutzt man (3”), so zeigt man |o;| <1 (induktiv) fir ¢ =1,...,n gemif
04120—07 0< || <1,
bo

und im Induktionsschritt

= Jain <1 i<
Fiir das j gilt:

|b; — ajaz| > [b;] — [ajllas] > [bj] — |ay] > lcjl >0 = Jaj| <1
und mit o] < 1,]aj11] >0 (vgl. 3))
(2)
i1 — ajraz] > 1bj] — |ajial|aj] > bj1| = laja] = lejl > 0= Jaj | <1

Usw.
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Bemerkung zu Satz 6.1
In der Praxis tritt iiblicherweise folgender Fall auf:

b >0 1=0,...,n

a; <0, 1=1,...,n

<0, 1=0,...,n—1
bi+a;+c¢; >0 Yi (bg=c,=0)

> 0 fiir mindestens ein 7.

Hierfiir ist das Tridiagonalverfahren durchfithrbar (vgl. (37)).

Wir zeigen nun, dafl man fiir spezielle Matrizen (M-Matrizen), die bei der Diskretisie-
rung parabolischer Probleme entstehen, Invertierbarkeit und Normabschéitzungen (in
der Maximumnorm!) ohne die Kenntnis der Eigenwerte erhalten kann.

Definition 6.2
A € R™™ heif3t M-Matriz wenn

a;; <0, fiir e # 5 und
dp e R" p >0 (komponentenweise), sodal Ap > 0 (komponentenweise).

Satz 6.3
Ist A € R"™™ eine M -Matrix, so gilt

a) 3A7" und A7!' > 0 (clementweise)

b) A < Pl s Definition 6.2 (HAHOO — max 3 ‘aid)'

- miin(Ap)Z- ~~~~~ k=1
c) Ist Az = b, so gilt schirfer ||z||, < waHM
min (Ap);
i bi#0
Beweis a): Wir zeigen zeigen 3 D', zerlegen
(6.8) A=D-B=D(I-D'B)=D(I-C)
—_—

c
und zeigen: 3 (I — C)~'. Hieraus folgt die Behauptung a).
Wegen p >0, Ap >0, a; <0,7%# j folgt a; >0Vi,sonst W! denn

! " aij <0, ij
(Ap)l = ijam- ‘l—pii&m‘ + Z DD 5 > 0, ag = Qyp = 0 ]ﬁ Qi > 0.

j=1 j=i+1

— D = diag(A) > 0 (elementweise) ist invertierbar.
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Wegen B >0, D' > 0 (jeweils elementweise), folgt C := D"'B >0 (element-
weise).

Multiplikation von 0 < Ap = D(I — C)p, (vgl. (6.8)), mit D" von links liefert

0O<D'Ap=p—-Cp undmit Cp>0

(6.9) 0<Cp<np.
Wegen p > 0 ist P := diag(p;) regulir und 3P~' > 0 (elementweise).

= |z, == ||IP'T||s ist eine Vektornorm,

I|A||, := ||[P"'AP||,,  ist die zugeordnete Matrixnorm.

Wir zeigen
ICl], < 1.

Mit e = (1,1,...,1)T > 0 gilt Pe=p

(6:'92 0 < CPe < Pe.

Multiplikation mit P~' von links ergibt
0< (P 'CPle<e (komponentenweise),
d.h. in jeder Zeile der Matrix P~'CP ist die Betragssumme der Elemente < 1, d.h.

|Cll, = |P'CP|| <1 Sat% JI-C) ' = ZC”’ >0 (elementweise)
v=0

& ga'=g-o)!

D'>0 (elementweise).
—_——
>0 20

Beweis c)

Fiir A € R™™ und A" > 0 (elementweise) suchen wir fiir Az = b ein Abschitzung
[|2]loo < K[]b]|
Bemerkung: Ist k& unabhéngig von b, so gilt laut Definition der Matrixnorm
1A | < K,
denn
12|l = [A™"Blloc < A | [lz]| und [[A™ | = inf{k: |A™"bl|o < E[bllo ¥ b € R"}.

Ziel:  Fir einen Vektor p > 0 mit (Ap); > 0V, bestimmen wir ein m > 0 so, da8

!
(6.10) Amptx)=mAp+ Axr =mAp+b>0
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Es geniigt m > 0 so zu bestimmen, da§ (6.10) fiir die Komponenten i mit b; # 0
erfiillt ist, denn fiir die anderen Komponenten gilt (6.10) ohnehin. Fordere also

Der ,,schlimmste” Fall liegt vor, wenn links das Minimum, rechts das Maximum ange-
nommen wird. Wir definieren deshalb m durch die Forderung

. |16/l
A P . = .
m min(Ap); = [|bllo bzw. m s (Ap),

Dann gilt fiir alle Komponenten mAp > +b und wegen A~ >0, = = A~'b, folgt

mp > +x bzw. wegen p > 0 lz;| < mp;

Pl
= ||®|loc < m||P|]c = %Hbm@, also Behauptung c).
i: b £0 ’

Beweis b)

Wird insbesondere m unabhéngig von b bestimmt, d.h. unabhéngig von den Null-
komponenten von b, so folgt aus der letzten Abschéitzung

||| < ||p¢||b\\ Vb, also Behauptung b).

Im Anschlufl an Satz 6.1 und der Bemerkung von Satz 6.1 zeigen wir

Satz 6.4
Fir A = tridiag(—a;, b;, —¢;) sei

a;,bij,c; > 0V; auBerayg=c, =0
bi > a;+¢ V;
>

fiir mindestens ein %

= A ist eine M — Matrix.

Bemerkungen:

1. Solche Matrizen entstehen bei der Diskretisierung eines parabolischen Problems.

2. Satz 6.1 zeigt, daf3 fiir diese Matrizen das Tridiagonalverfahren durchfiihrbar ist,
daB also die Werte auf der neuen Zeitschicht berechenbar sind.
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3. Satz 6.4 liefert dann Abschitzungen fiir die Losung von Ax = b.
4. ,<="* gilt nicht. Beispiel: A = I ist M -Matrix (p = e = (1,...,1)7) und

A= ((1) _12> mit p = (1,0.25)7 ebenfalls.

Beweis:

1. Gemé$ der Definition der M -Matrizen (vgl. Definition 6.2) ist ein Vektor p > 0
(komponentenweise) zu finden mit Ap > 0.

Mit e = (1,...,1)7 gilt Ae >0 (komponentenweise, da nach Voraussetzung
bi Z a; + Ci) .
Fiir alle € > 0 gilt deshalb

(eI +A)e>ce>0, eI+ A isteine M-Matrix mit p=e Stz g

(6.11) J(eI+ A)"' >0 (elementweise)

Satz 6.1 mit (3') zeigt 3 A",

Deshalb kann man im (6.11) den Grenziibergang ¢ — 0 machen. (Die Existenz
von A" bleibt ja erhalten) =

(6.12) Al>0 (elementweise)
2. Wir konstruieren nun das gesuchte p > 0. Fiir e = (1,...,1)T existiert (vgl.
(6.12)), die Losung von

Ay=e €1 y=A"'e>0 (clementweise).

Sei A™' = (a;;). Annahme: 3i: y; =0 dh > a;-1=0
j=1

(6':12) a;; =0 Vj, also existiert A~' nicht W!

Also kann p =y gewihlt werden. |

Damit erhalten wir, insbesondere aus Beweisteil 2) die Charakterisierung:

Satz 6.5
Fir A € R™" gilt

A ist M-Matrix <= JA"' >0 (elementweise).

Beweis: , = “ liefert sofort Satz 6.3 a).

, <= liefert Beweisteil 2) des vorigen Satzes, der keinen Gebrauch von der
Tridiagonalform machte. |
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§ 7 Die Gleichung u; = £ (k(z)2%) + f

In der Anwendung ist k oft stiickweise stetig. Wie kann a% (k(x) az) : R geeignet
diskretisiert werden? Physikalisch stellt dieser Ausdruck eines Wéarmestrom dar, wenn
u die Temperatur ist. Deshalb sollte er bei der Diskretisierung nicht durch Ausdifferen-
zieren ( R = kug, + kpougo , wobel etwa y,0 = % = % (y, +y5) — zentral wegen
besserer Approximationsordnung —) in nicht interpretierbare Summanden zerlegt wer-
den. Wiirde man dies trotzdem tun, so ergébe sich fiir R eine nicht symmetrische
Matrix. Frau(Man) kann das leicht nachrechnen. Dies ist auch aus mathematischen
Griinden ungiinstig, da der Operator Lu = a% (k:(x)%) bei geeigneten Randbedin-
gungen selbstadjungiert ist, wie eine kurzer Rechnung zeigt.

Selbstadjungiert (das ist fiir Operatoren die Verallgemeinerung des Begriffs symme-

trisch, bzw. hermite’sch bei Matrizen) bedeutet (z.B. fiir « € [0, 1]

(Lu,v) = (u, Lv), (u,v) = /u(w)v(w)dw;

damit
1

(Lu,v) / "vdr =[ku'v]} / ku'v' dx
0

0

1 1
= [ku'v]g — [kv'u]g +/(kv’)'v dr = /u(x)u(x)dx
=0 bei entsprech;gden Randwerten 0 0

In der Tat zeigen auch numerische Beispiele, dafi eine nichtsymmetrische Diskretisie-
rung Konvergenz des Verfahrens gegen falsche Werte liefern kann. Deshalb wird der
Wirmestrom als Ganzes diskretisiert. Da wir beim Warmestrom nur mit Ortsableitun-
gen zu tun haben, unterdriicken wir in der Bezeichnung die Ortsabhéngigkeit. Dabei
benutzen wir, so weit als moglich, zentrale Differenzenquotienten der besseren Appro-
ximationseigenschaften wegen.

Mit y; ~ u(x;) approximieren wir

au Yiv1 —
1
(ku’)i ~ E(kH%yx,i = ki_1yza) = (k- Ya)za (abkiirzende Bezeichnung)
/—f\
Xj
Xi-1 Xi+1



47

Als Diskretisierungsmatrix fiir Ap(k) erhalten wir — nachdem die Randwerte aus der
Matrix eliminiert wurden (d.h. “der rechten Seite zugeschlagen”) — eine tridiagonale,
symmetrische Matrix

Ky kytks kg

An(K) =

-

Wir untersuchen

1. die Approximationseigenschaften, d.h. den Diskretisierungsfehler der Diskretisie-
rung,

2. die Stabilitdat des resultierenden Verfahrens,

3. die Konvergenzeigenschaften.

Diskretisierungsfehler

Fir u € C*, k € C3 (bzgl. Ort) untersuchen wir die Diskretisierung von (7.1).

"

h h? 3 1 /h\*
Uil = Uir} F U g Rt g (5) "

liefert 2
Uj41 — Uy m 3
= = 1 - 1 h
Usgi - + 5 4u + O(h°).

Damit erhalt man

kjl‘.;_%ua:,i - (ku/)z—f—% + g_%(kum)i—i—% + O(h3)7

h
ki auz; = (ku'), 1 +—(k:um)z'—§+0(h3).

i-3 U7 Y
Damit folgt (vgl. die Bezeichnung in (7.1))
1
kug)z: = — (Kki1tes — ki 1ug,
( ) h i+5 ) =3 >
1 / / h nr n 2
= )y = (k) y + o7 { k") y = (k") } ]+ O,

B2 (ku"). =0 (h?)

Die ersten beiden Summanden der rechten Seite miissen an der Stelle x; entwickelt
werden.

(ke = (k) 0k (5 ) O )
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X

Damit folgt

! h2 " "
(kug)zs = (ku'); + 18 (kul)2+ — (ku'), | +O(h*) bzw.
)
(7.3) (kug)zs = (ku'); + O(h?)  fiir u € C?, k € C® (bzgl. Ort)

Wir untersuchen nun gleich das gewichtete Verfahren
(7.4) Y, = (kyz)g’) +o, Y=o+ (1-0o)y=o0ry, +y

Beachte: k = k(z) ist zeitlich konstant, deshalb kann man numerische Differentiation
bzgl. z und Mittelwertbildung mittels o vertauschen. Auf Grund des Matrixdarstel-
lung (7.2) folgt aus der Linearitéat in y aus (7.4)

Yy, = —Apk)og+ (1 -0yl +¢
= —Au(k)loty, +yl+¢  oder

(7.5) (I +o0TARk))y, + An(k)y = .

Dies ist eine Gestalt, die unter die Verfahrensklasse
By, +Ay=¢, B=I+o07A, mit A= A,k)

fallt, fiir die Stabilitétssidtze gelten. Wir miissen die Voraussetzungen priifen. A sym-
metrisch ist klar (vgl. (7.2)). Wir zeigen zunéchst
Ay (k) ist positiv definit. (Beweis analog zu (3.13))

N-1 N-1

(AnB)y. Wom = > (Ank)y)wh = =S (kyo)eyih

i=1 1=1
N-1 N—-1

(7.1) .
- Z kiJr%y:v,iyi + Z ki%yz,plyi und mit yo =y, =0

i=1 i=1

N-1 N
= — 2 ki+%yz,¢yi + Zl kiféyx,iflyi

N N
= — Z ki_%ym,i_lyiq + Z ki_%ym,i—lyz‘
i=1

i=1

-

ki—%ym,i—l(yi — Yi-1)
1

2

3
=
[

N-1
ki—%(ym,i—1)2h - Z kz‘%(ym,i)% >0
i=0

=1

Onur fir y=0, da yo=yn =0
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Unter der Voraussetzung 0 < ¢y < k(x) < ¢ Va €[0,1] folgt somit aus (7.6)
(vgl. (3.8))
(7.7) Ay(k) >0 und (An(k)y, y)om = ol [yl n = collyll

Wir konnen also eine Vektornorm definieren durch

=

-1
(7:8) Yl = 19llfinm = (An(B)y, Y)om = D kjy

1

(y2.0)%k, Yo = yn = 0.

1
2

Il
=)

Abschitzungen von A;(k) nach oben und unten (im Sinne ( , ) )-

Unter Benutzung von (3.23): [[yl[7, ) > 8l[yl[f 4 folgt aus (7.7)

(An(k)y, ¥)o.n) = collyllfn = Scollyllfon),
also

(7.9) Ap(k) > 8cpI  (im Sinne positiv semidefinit).

Abschétzung nach oben

(7.6) = 5 ,  (323) 4¢y ) 4cq
(An(F)y, y)on = Z ki+§(yz,i) h<allyllion < ﬁHyH(o,h) = ﬁ(y,y)(o,hw
i=0
also insgesamt (im Sinne positiv semidefinit)
401

Stabilitit:
Die allgemeine Stabilitdtsbedingung fiir das Verfahren 7.5 lautet geméafl Satz 4.2 b)

B=TI+0rAyk) > gAh(k) + %I baw.
(1— %)I +orAy(k) — gAh(k) >0

Mit Hilfe von 7.10 verschérfen wir sie (mit ¢ < 2) zu

(1 — 5)4—01Ah(k> —+ O'TAh(k) — —Ah(k‘) >0
bzw. 12
(1= 5+ (o= 5)| Auk) 2 0,
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0X

1 2
(7.11) o> 5 4};7(1 — %) vgl. Folgerung 4.3 b)

Fiir das explizite Verfahren (o = 0) bedeutet dies

h_2 €

(1- 5)-

7T <
- 261

In der Praxis kann ¢; sehr grofl sein = fatale Auswirkungen auf = =—.

Dringende Empfehlung: Kein explizites Verfahren bei variablen Koeffizien-
ten k(x).

Konvergenz:
Analog zum Vorgehen in Definition 5.3 sei

z=u—y (u die Gitterfunktion zur exakten Losung u)

Anfangs- und Randwerte sind = Null : z5 =0, 2} =24, =0Vj > 0.

Fiir den Approximationsfehler ¥ = u; — (k:ux)g) — ¢ zeigt man durch Taylorentwick-
lung wie frither

¢:O<T(U—%)+T2+h2)

Der Anteil 7(oc — 3) 4+ 72 kommt aus der Zeitdiskretisierung, ist also unverédndert
gegeniiber dem einfachen Verfahren. Der ,, Anteil h? “ wurde in (7.3) hergeleitet. Unter
Benutzung der Vektornorm (7.8): [|y||a, ) = [[¥llanr < Veillyllan gilt analog zu
Satz 5.4 somit die

Konvergenzabschitzung

1 h? €
Fir T >4 ilt mit > — — 1— -
ir T2 jr gilt mit 0 > 5 o 2)

1 . . : T 1
—=l12llane <112 llam < 127llam =1/ O (r(a — )T+ h?) ,

NG
und damit auch
j T 1 2 2
||zj||Ah(k): — 0 T(U——)+T +h .
€ 2
Beachte: 0 < <2 und o = % sind moglich.
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§ 8 Die allgemeine 1-dimensionale Wiarmeleitungs-
gleichung

ou 0 ou ou

mit variablen Koeffizienten ¢, p,, k,v,d > 0

Vorbemerkung und Uberblick:

Man kann Stabilitdtsbedingungen und Konvergenz auch zeigen, wenn die Diskretisie-
rungsmatrix A der rechten Seite von (8.1), abgesehen von f, eine M -Matrix ist (vgl.
dazu den néchsten Paragraphen). Vorteil: Mit der M -Matrizentheorie vermeidet man
Oszillationen, die bei der Lg-Theorie (Skalarprodukttheorie) auftauchen.

Nachteil: Man erhélt oft schlechtere Konvergenzordnungen, mufl gelegentlich empfind-
liche Einschrankungen bzgl. der Schrittweiten hinnehmen, und die M -Matrizentheorie
ist nicht immer anwendbar.

Wir fithren in diesem Paragraphen die L,-Theorie weiter, geben jedoch gelegentlich
schon Hinweise auf die M -Matrizentheorie, die wir im néchsten Paragraphen untersu-
chen.

Wir betrachten zunéchst nur eine x-Abhéngigkeit der Koeffizienten. Bei der Diskreti-

u
sierung des Konvektionsanteils v e wird sich zeigen, dass wir bei v # 0 die Sym-
x

metrie der Diskretisierungsmatrix verlieren. Der Stabilititssatz (4.2) mufl abgedndert
werden, liefert dann aber nur noch die Stabilitét bzgl. der Anfangswerte.

Bei zeitabhéngigen Koeffizienten beschrédnken wir uns auf die Untersuchung des Dif-

0 ou
fusionsanteils . (k‘ ) Wir stellen fest, dass die Diskretisierungsmatrix nun zeit-
x x

abhéngig wird. Deshalb ist der Stabilitétssatz (4.2) nicht mehr anwendbar. Ein neuer
Stabilitdtssatz mufl bewiesen werden, der allerdings auch nur die Stabilitdat bzgl. der
Anfangswerte liefert. Man rufe sich ins Gedéchtnis zuriick, dass der Konvergenzssatz
(5.4) wesentlich auf der Stabilitét bzgl. der rechten Seite beruht. Wir beweisen deshalb
zum Abschlufl des Paragraphen, dass man die Stabilitdt bzgl. der rechten Seite aus der
Stabilitéat bzgl. der Anfangswerte folgern kann.

Wir behandeln im Folgenden die einzelnen Summanden der Differentialgleichung (8.1)
getrennt.

1) Die Abbaurate ¢ (d > 0) wird in Aj integriert.

Sie liefert bei der Diskretisierung eine Diagonalmatrix @ = diag(g;). Diese wird dem

Diskretisierungsterm
0 Ju
— — |~ —-A
Ox (k(:c) 83:) n(k)y

zugeschlagen. Man erhélt dann die symmetrische Matrix

A=A,k +Q.
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Dadurch wird die positive Definitheit von Ay (k) sogar gestirkt. Ist Ay (k) eine M -
Matrix, so auch Aj(k) + Q. Kein Problem.

2) Der Term cp, =: k > §y > 0 V z,t. (Warmekapazitét und Dichte)

Er liefert bei der Diskretisierung ru; ~ KCI y, mit einer Diagonalmatrix IC = diag(k;) .
Im Stabilitdtssatz 4.2 hat dann B die Gestalt

B=(KI+oTA)

(der Abbauterm ist in A enthalten, vgl. oben).
Aus (Az,x) > 0 folgt also (Bx,x) > 0.

Die Stabilitiatsbedingung (vgl. Satz 4.2) lautet (setze A := A, (k) bzw. An(k) + D)
LT € -
B =KI+oc7A> §A+§I fiir ein € > 0.
Mit der Bedingung x > dp > 0 mufl man fordern

!
BZ(SOI-FUTAZ%A—I—%I

A
und mit der Verschérfung I > —— (vgl. (4.16) sogar

[y
€ A T
0p— =) —— A——-A>
(50-3) jaj torA-34=20
was durch
€
0o — 3 - .
+o0o7—=2>0 bhzw.
| A 2
1 06— %
(8.2) o> = — =
2 7|A|

garantiert wird.

1
Beachte: o = 5 ist moglich.
Fiir das explizite Verfahren (o = 0) bedeutet dies

2 (0 — 5)

T <
Al

Dies ist fatal, wenn 9, klein ist, was realistisch ist.

—

Kein explizites Verfahren fiir kleines x = cp,

1
Verfahren mit o > 5 (vgl. (8.2)) sind nicht beriihrt!
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u
3) Der Konvektionsterm v 9 wird in A integriert.
x

Die Primitivdiskretisierung (der einfacheren Schreibweise wegen sei k = ko = konst.)

Yit1 — Vi1

Gu _ Ou b
i 0 Yzx,i U; 2%

(_Ay)z = (k?() a{L‘2 — v %

zentraler Differenzenquot.
wegen Diskret.-Ordnung

ko Vi
= ﬁ(yH-l — 2y + Y1) — ﬁ(yz‘—l—l — Yio1)

_ (ko w2k (R v
- h2 Qh Yi—1 h2 Yi h2 Qh Yit1-

ist von 2.ter Ordnung. Man erhélt, nachdem die Randwerte aus der Matrix eliminiert
worden sind, folgende tridiagonale Matrix

(8.3) R B

Falls v # 0, ist diese Matrix nicht symmetrisch (Satz (4.2) gilt nicht). Ein neuer Sta-
bilitdtssatz mufl bewiesen werden. Eine Ortsabhéngigkeit von k wiirde die Symmetrie
nicht storen (vgl. (7.3)).

Wir haben schon darauf hingewiesen, daf}, zumindest in Randnéhe, die Stabilitat bzgl.
der Ls-Theorie Oszillationen nicht vermeiden kann. Wir werden sehen, daf3 die Stabi-
litdtstheorie , die sich auf M— Matrizen stiitzt (vgl. nidchstes Kapitel), oszillationsfrei
arbeitet. Wir geben deshalb schon hier einen

Hinweis auf die Anwendung der M — Matrizentheorie.

Zur Anwendung dieser Theorie benotigt man zumindest die Vorzeichenverteilung

k?() v
2k
(%) h < |—|0 (Bedingung an Ortsschrittweite)
v

Die Bedingung (*) kann - fiir kleines kg - in der Anwendung Probleme bereiten. Dies
liegt nicht so sehr an der absoluten Grofle von kg, wie folgendes Anwendungsbeispiel
— auch schon 1-dimensional — zeigt:

In der Praxis normiert man Langen iiblicherweise auf 0 < x <1.

Werden zum Beispiel Verschmutzungsprobleme in einem Fluf gerechnet (Chemieunfille),
so mufl man die Flufllinge L auf 1 normieren, d.h. Einfiihren einer Ortsvariablen
x =Lz, 0 <2 <1.Wird diese Transformation in die Differentialgleichung einge-
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setzt, so folgt fiir konstantes v (der Einfachheit halber)
_on 1 oo 1
or O0r L 0x2 02 L2
du k‘ Pu 1 - v
ot 0x” L

du
o'

v
d.h. es werden ersetzt v — und Kk —
Wi 7 — 7 — 2

d.h. obige Begingung geht iiber in
2k

2ko — 2ko also h < —

|v| v _— Iv
Bei FluBlangen von ca. 1000 km hat dies katastrophale Folgen, selbst bei groflen und
schnellen Rechnern, denn fiir Rechnungen mit so kleinen Schrittweiten ist das Modell
zu ungenau (man briauchte u.a. die Information (Anfangswerte) fiir die sehr kleinen
Schrittweiten).
Noch problematischer wird es, falls Nebenfliisse eingeschlossen werden (Nebenrohre in
der Industrie). Das h ist fiir die Praxis zu klein.

ou
Abhilfe: Statt des zentralen Differenzenquotienten 1y, fiir . kénnte man einen
x
einseitigen Differenzenquotieten y. (riickwirtsgenommen) wihlen.
physikalische Begriindung: Liuft die Stromung von links nach rechts (v > 0),

so enthélt die ankommende Stréomung wertvollere Informationen, als die abflieBende
(stromaufwérts schauen).

mathematische Begriindung: Bei einer einseitigen Approximation fiir die = -Ableitung
gilt fiir die Matrix (Apy); == —k yze.i + (VYz);

k

(Apy); = —h—g(yz~+1 2y +yio1) + %( — Yi—1)

k 2k w kv
h2§%+1+ h2+ﬁ Yi — ﬁ—i_ﬁ Yi-1

(84 a-| k- Bep o

und man erkennt sofort:

Vorteil:  Fiir v > 0 liegt eine M -Matix vor (vgl. Satz (6.4)), auch fiir variable Ko-
effizienten, denn 1. Die Vorzeichenbedingung ist erfiillt
2. Die strenge Diagonaldominanz gilt in der ersten
und letzten Zeile
Die Matrix ist also auch invertierbar.
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0*u ou

Nachteil: (A, y); =~ —L O(h) , Lu=-k— —

achteil: (A, y) u+ (T) u 8x2+v8x
figer Approx.

d.h., man hat Diskretisierungsordnung (Konvergenzgeschwindigkeit) fiir Oszillations-
freiheit geopfert, wie wir noch zeigen werden).

Beachte:  Verfahren, die ihre Stabilitéat aus der Ly -Theorie beziehen (d.h. aus Nor-
men, die von Skalarprodukten herriihren), kénnen Oszillationen nicht
verhindern, wenn es keine Abschétzung in der Maximumnorm gibt. Sie
werden in der Praxis daher oft (obwohl von besserer Papierform bzgl. der
Konvergenz) gegeniiber Verfahren niedrigerer Ordnung, die Oszillationen
ausschlieflen, hintenan gestellt.

Trotzdem fiithren wir hier auch die zugehorige Lo -Theorie vor, denn oft rechnet man
in Randnéhe bei Vorhandensein von Oszillationen mit oszillationsfreien Verfahren und
steigt auf schneller konvergente Verfahren um in einem gewissen Abstand von der An-
fangswertgeraden.

Erweiterung des Stabilitéitssatzes (4.2)

Der Stabilitdtssatz 4.2 fiir das Verfahren By, + Ay = ¢ wurde hergeleitet aus der
energetischen Identitét (4.10), zu deren Beweis die Symmetrie von A benétigt wurde,
die im allgemeinen Fall nicht notwendig vorliegt (vgl. (8.3) fiir v # 0, und (8.4)). Wir
schreiben deshalb unser Verfahren um, kénnen dann allerdings nur noch die Stabilitét
bzgl. der Anfangswerte zeigen aber nicht bzgl. der rechten Seite, was fiir die Konvergenz
notig war. Man (bzw. Samarskij) kann jedoch einen Satz beweisen, der die Stabilitét
der rechten Seite zuriickfithrt auf die Stabilitdat bzgl. der Anfangswerte. Damit ist unser
weiteres Vorgehen vorgezeichnet.

Im parabolischen Fall existiert unter der Voraussetzung y, = yy = 0 iiblicherweise
A" entweder durch den Nachweis, dal A~ eine M -Matrix ist, vgl. (8.3), (8.4),
oder mittels der rellen positiven Definitheit von A (vgl. (8.7),(8.12)).

Dann kann man unser Verfahren mit einem geeigneten A, (vgl. die vorigen Abschnitte,
aber k = const., v = const ., vgl. dazu auch (8.11)-(8.13))

(kI +oTA)y,+Ay=¢

von links mit A~' multiplizieren und erhélt

(8.5) \(/@A‘li—aTI)JytA— { y=A"lyp
5 A v

also das Verfahren
(8.6) By, +Ay=¢ mit B=rA '+orI, A=I p=A"'¢p.
A ist nun wieder symmetrisch. Man kann also vorgehen wie bei Satz (4.2). Es zeigt

sich allerdings, daf man fiir A, bzw. A™' und damit auch fir B die positive Definit-
heit nicht mehr immer nachweisen kann (z.B. fiir v # 0). Man muf sie abschwéchen
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zur reellen positiven Definitheit (kein Riickschlufi auf die Eigenwerte moglich)
(8.7)

semidefinit (é)
definit (g)

(es wird keine Symmetrie gefordert)

> e ..
(Av,v) 0, { - 0 YveR"v#0 AL A reell posmv{

Nun kann der Beweis von Satz (4.2) wortlich mit dieser Abschwichung durchgefiihrt
werden, wenn die Invertierbarkeit von A und B gesichert sind. Die folgte aus der
positiven Definitheit. Wir zeigen fiir beliebiges C € R™*":

(8.8) C reell positiv definit = 3 C ' und C~* reell positiv definit.

Indirekt: Existiert C ' nicht, so hat C hat einen Eigenwert 0 und dazu einen reellen
Eigenvektor « # 0 = (Czx,x) = (0,x) = 0, ein Widerspruch zur reellen positiven
Definitheit.

s
Fiir invertierbares C' > 0 gilt:

(Cya y)(O,h)

Nun kann der Beweis von Satz 4.2 b) wortlich wiederholt werden mit den abge-
schwichten Definitheitsbedingungen

~ T ~

B=kA'407I1>0,A =A=T>0wmdB>_A.

N

und man erhélt (fir beliebige aufeinanderfolgende Zeitschichten g, y ) die energetische
Identitat in der Gestalt

~ T N _
(8.9) 27((B = 5Dy y) + 1 9lGon — lyllfon = A7

Wegen B=A'4071I , A = I reduzieren sich die Voraussetzungen zu
(8.10)

(EU,U)(Q}L) >0, (kA 0, v) o) + (0T v, V)00 § <% ’U,’U) | Vv € R" v # 0.
(0,h

Falls A1 é 0 ist letzteres erfiillt, wenn o7 > — bzw. o > 3

-
2

Setzt man A~" > 0, voraus, so ist auch A~ é 0 (vgl. (8.8)) und es folgt (beachte
I> 0): (kA '@, x) + (o7 Iz,x) = (A +or D)z, x) >0, also B > 0 und nach
(8.8) auch die Invertierbarkeit. Dann liefert Satz 4.2 b)

eow < 19 om

ly
fiir beliebige aufeinanderfolgende Zeitschichten y’*!, 4 und wegen A=1 gilt sogar

1yl < 19712
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Dies beweist

Satz 8.1

Das Verfahren
(kI +oTA)y, +Ay = ¢

bzw. (kA ' +or Dy, +Iy = A 'y

(mit & = const.) ist stabil bzgl. der Anfangswerte (also ¢} = y4, = 0 Vj, ¢ =0),
falls

(i) (Ay,y)on >0VyeR" y#0 (A reell positiv definit) und

(i) o>1

Bemerkungen Fordert man in die stirkere Bedingung (Stabilitét bzgl. der rechten
Seite)

A+

N
| ™

1
so fithrt dies auf obigem Wege zu der Bedingung o > 3 + 2i . Wegen 7 — 0 kann

-
man hieraus keine Stabilitdtsbedingung bzgl. der rechten Seite gewinnen. Man kann
nicht ohne weiteres ¢ — 0 gehen lassen, da sonst die Stabilitéit bezl. der rechten Seite
ebenfalls verloren geht, vgl. dazu Satz (4.2) b), wo ¢ im Nenner steht.

Wir zeigen zunéchst, dass (i) fiir die Matrizen (8.3) und (8.4) erfiillt ist.

Reelle pos. Definith. fiir (Ay); .= —(ky.)z.: + VYo, v = const, yo = yn =0

o 1 Yi+1 — Yi Yi — Yi—1 Yi+1 — Yi

(vgl. (7.2), (8.3)

N-1
(Ay,Y)on = (Ay)iyih
1=1
N-1 N-1
(8.11) = Z kys)z.ivih + Z v(yg ;)ysh  und mit Y=y =0 Vj
1=1 i=1

Bekannt ist (vgl. (8.11)):

N N
S (k) = 3 ks (1) = collyl,
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Wir formen die zweite Summe um fiir v:=const.

g (yN YN—1 — Y1 y0> klappt nicht fiir variables v.!
Es bleibt
N
7.7)
(8.12) (Ay, y)o.n) Z ki1 (Yei1)?h > collyllfin >0 fir k> co.
i=1

Fazit: Der Konvektionsterm mit konstanter Geschwindigkeit beriihrt die reelle posi-
tive Definitheit nicht.

Reelle pos. Definitheit fiir (A,y); := —(kyz)z: + vyz, v = const, yo =yy =0
(vel. (8.4))

Analog zum vorigen brauchen wir nur den Konvektionsterm zu untersuchen, also den
Term (vgl. (8.11))

=2

-1

v (yz - yi—l)yi

=1

Nun ist
(Yi —vic1)yi = yZ YiYi—1, wegen 2ab=—(a— b)2 + a® + b’
1
= yi— < Wi — (i — i)’

1
=yt [0 v+ ()

1
= 2 [%2 - yiQfl + (yi,z‘)2 h2]
N—-1 N-—1 1 1 N—-1
(i =)y = Y 5 [0 — vl + W) ] =5 (y?m +) (yx,i)2h2> :
i=1 =1 =1

und wegen yy =0, Y31 = (Yn—1 — yn)> = PPyan

N
1 (3 21) h insgesamt
-5 E (ym)QhQ HyH(lh) —

vh vh
813) (A von = [l + 5 Il = (5 ) Dol >0 v #0

Also reell positiv definit.
Fazit: wie oben!
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Zusammenfassend haben wir also folgendes (Zwischen-) Ergebnis

Satz 8.2
Fiir den Differentialoperator

ou ou
Lu.:ﬁa—% <k:(x)a—x> +v%+q(x)u

seien 0 <c¢o <k(z)<e¢;, q(x)>0,k=const, v=const, K,v>0.
Dann liefern die Diskretisierungen
() (Aghi = —(byp)si + 093,

(xx) (Ay); = —(kyo)zi + vV Yz

reell positiv definite Matrizen.

Mit diesen Diskretisierungen ist das implizite Verfahren

N | —

(kI +oTA)y+ Ay =, o>

fiir die Aufgabe Lu = f mit Rand- und Anfangswerten stabil bzgl. der Anfangswerte,
und von der Konvergenzordnung O (72 + h?) fiir () und O (72 + k) fiir ().

Die Wirmeleitung mit zeitabhingigem Diffusionskoefizienten

Der Einfachheit halber verzichten wir (zunéchst) auf Konvektionsterm, Abbaurate und
rechte Seite und betrachten die Aufgabe

ou 0 ou
u(z,0) = up(x), 0 <z
u(0,t) = go(t), u(l,t)=gi(t), t>0.

Fiir die Aufgabe (8.14) betrachten wir fiir die Punkte z;, i = 1,..., N — 1, die Appro-
ximation (vgl. (7.3))

j _l <kj+§ ) _<kj+§ ) @
e = [\t )y T ep )

(8.15) Hierbei wird fiir jede Zeitschicht j der Diffusionskoeffizient £ auf die
Schicht j + £ gesetzt (im Hinblick auf Crank- Nicolson) und unabhéngig
von der Wahl von o festgehalten. Die Wirkung von ¢ beschréankt sich auf
die y-Werte.
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Wir erhalten somit (vgl. (7.2)) fiir jede Zeitschicht # eine symmetrische Matrix

1 -
A}(Lﬁg) (k) (zum Aussehen vgl. (7.3) mit k& auf der Zeitschicht /2 ), deren positive
Definitheit wie in (7.6) nachgerechnet wird.

Wir konnen wieder die zeitliche Mittelwertbildung durch ¢ mit der numerischen Dif-
ferentiation bzgl. = vertauschen und unser Verfahren erhélt die Gestalt

yg = —A}(Lﬂ_%) (k)y°® Dbzw.
(8.16) (I roral™ (k)> yl + AU by yi — 0,
<(A1(1j+%> (k))—l + O'TI) yl + Iyl = 0.

- J
~~

B]

Natiirlich ist A,(ljJrE) (k), und damit auch die Inverse, reell positiv definit als Folge der
positiven Definitheit. Wie zu Beginn des Paragraphen kann man die Abbaurate fiir be-

-1
liebiges ¢(z,t) in A}(lﬁﬁ) (k) integrieren, ein konstantes x > 0 einschlieflen und einen
Geschwindigkeitsterm v2% mit konstantem v beriicksichtigen. Fiir die zu (8.3),(8.4)
analogen Matrizen zeigt man wie in (8.11)-(8.13) die reell positive Definitheit. Dann
kann man wieder Satz 4.2 analog zu (8.9) anwenden. Dabei spielt es keine Rolle, daf§ B
nun zeitabhéngig ist, wenn nur fiir jede Zeitschicht die zu (8.10) analogen Vorausset-

(7+3)

zungen fir A, (k) erfiillt sind. Damit erhalten wir die zu Satz 8.1 analoge Aussage

Satz 8.3
Es seien

i) AV By y)om > 0 Vy € Ry £0  (AY"2) (k) reell positiv definit)
und

(i) o> 3.
Dann ist das Verfahren

(kI +07 AV ())y, + AV (k)y = o

(mit k = const . ) ist stabil bzgl. der Anfangswerte (also yj =y =0 Vj, ¢ =0).
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Die Stabilitéit bzgl. der rechten Seite

wird zuriickgefiihrt auf die Stabilitdt bzgl. der Anfangswerte. Stabilitédt bzgl. Anfangs-
werten und rechter Seite wird wieder durch Superposition gezeigt. Da die Stabilitét
bzgl. der Anfangswerte bekannt ist, geniigt es die Stabilitdt bzgl. der rechten Seite fiir
eine Aufgabe mit Nullanfangswerten zu betrachten.

Wir behandeln die Aufgabe

(8.17) uy — g (k:(x,t) %) +v(x,t) % +q(z,t) = f(z,t), w(0,t) =u(l,t)=0.

und zu ihrer Losung ein Differenzenschema der Form (vgl. (8.5), (8.6))

=]

(8.18) By + Ay =@’, mit

B =(A) 'horl, A=1, = (A) 'y, (Aly)?) =AYy o>

N | —

Die Diskretisierungen aus § 7, § 8, welche die Gestalt von A bestimmen, sind zugelas-
sen (also die Matrizen (7.2),(8.3),(8.4),(8.14)). Welche Zeitschichten fiir ¢ zugelassen
werden ist ohne Belang. Wir treffen Voraussetzungen, welche die Stabilitéit bzgl. der
Anfangswerte sichern (vgl. dazu die Sétze 4.2 und 8.1 und 8.4).

Der einfacheren Schreibweise wegen unterdriicken wir im folgenden Satz bei den Ma-
trizen die Indizes und Argumente, die auf Zeit- bzw. Ortsabhéngigkeit hinweisen.

Satz 8.4 (Samarskij)
Fiir das Differenzenschema

1~ o
(8.19) CBlyf —y )+ Ayl =
T

)

~ ~ 1, :
B=A"'407I, A=1, p=A"'¢p, 0> 5 v=yh =0V
seien folgende Voraussetzungen erfiillt
A >0 (im Sinne reell positiv definit), o >

Dann ist (8.19) stabil bzgl. Anfangswerten und rechter Seite:

j
(8.20) 1710 < 8 llom + Y 71" llom-
kl

Beweis

Die Stabilitdt bzgl. Anfangswerten (bereits bekannt) und rechter Seite erhélt man durch
Superposition. Es geniigt also die Stabilitdt bzgl. der rechten Seite zu beweisen fiir
Yy =0, ip=yx=0Vj.
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Fiir die Losung von (8.19) machen wir den Ansatz fir m > j Vj mit j7 < T :
J — J
v =2 Yl
k=1

die yzk) seien Losungen von

1~/ . . ~ o
(8.21) ~B (vl - vl ) + Ayl =058 k=1m, gl =0
mit
ke 0 fir k # 5
8.22 G @ =14,
(8.22) ki ¥ {(Zﬂ_l fiir k = j
Man erkennt: Aufsummieren von (8.21) iiber £ = 1,...,m liefert unter Beriicksichti-

gung von (8.22) das Verfahren (8.19), wenn alle yzk) berechnet sind.
Berechnung der y{k): kEe{l,...,m} fest, 7 =1,2,.... Aus (8.21), (8.22) folgt

(i) j<k: yly=0 (da Anfangswerte =0, rechte Seite = 0),
- ‘ . ~—1 __

(i) j=k: -Byl=¢" = y=1B &
... . ] '71 A '71

(13i) j > k- ;B <y€k) - y{k) ) - Ay{k) =0

Es konnen also fiir jedes k alle y{k) berechnet werden und zwar, sofern sie # 0 sind
als Losungen von Differenzenverfahren, deren rechte Seite = 0 ist.

A> 0, o> % sichern nach den Sédtzen 8.1 und 4.2 die Ungleichungen

' i—1 o ~k-1
823 llylylom < Il lon < - < lylylon =7 |B &

(0,h)

cigentkich mit dem Index (1,h), vgl. (4.12). Beachte jedoch Fiir A = I gilt

”yH(zo,h) = (y7y>(07h)7 HyH(zl,h) = (Ayay)(O,h) = (yay)(O,h)

Einsetzen von (8.23) in die Darstellung von 4’ liefert (vgl. (i))

(Yl =0 fiir k> j)

J J
: . ~ 1,
(8.24) [|Y’|lon) < E ||y{,€)||(o,h) < E T HB 7 1 o
k=1 k=1 ’

Nun ist wegen B = A" (I + 07 A)

Bi Z‘kal :(I_i_O,TA)flAA—l(pkfl:(I_'_O_TA)fl (pkfl
———— ——— ~—~—

=:v k1 =w
@
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Zur Abschiitzung von (I + o7 A)™! schitzen wir die Losung v ab von
(8.25) (I+o017Av=w, (v = B P w =)

Multiplizieren dieser Gleichung mit (-,v)(y) liefert

CSU
[0l[fop +om(Av,v)n = (W, v)on < [wlon [[v]lon
—_———
>0
—

[0llfon = llwllon lvlom, bzw. nach Kirzen
51~k _
|B7 &, =lelon < lwlon = ¢ o

Damit erhélt man aus (8.24)

J
1l <D 7le™ Hlon
k=1
O
Bemerkung Die Stabilitdtsvoraussetzung A > 0, o > % des Satzes kann durch

jeden anderen Satz von Voraussetzungen ersetzt werden, welcher die Stabilitdat bzgl.
der Anfangswerte garantiert.



64 § 9 GLEICHMASSIGE STABILITAT UND KONVERGENZ

§ 9 Gleichméiflige Stabilitit und Konvergenz

Satz 9.1
Fiir eine parabolische Differentialgleichung mit Nullrandwerten erfiille das Verfahren

91) T+orA)y, +Aly=¢/, (Ay)? =41y j>0, 0<o<1

folgende Voraussetzungen

-----

(9.3)  al+al,  +al,;, >0, ag=ayn=0, Vi=1... ,N—1, j>0
(9.4) (1—o0)7al, <1 (Schrittweitenbeschriinkung)

Dann gelten
95) 9l < llYlls + 71l und

J
9:6) 1197 lloe < 19%oc +7 Y N1 lloc
k=0

(Stabilitdat bzgl. Anfangswerten und rechter Seite)

Bemerkungen:

a) A’ bedeutet, dass A zeitabiingig sein darf (vgl. etwa (8.14)). Aufgaben mit varia-
blen Koffizienten sind erfafibar, die Diskretisierung muf keine symmetrische Matrix
A’ liefern und es sind auch keine Definitheitsvoraussetzungen fiir A’ erforderlich.

) Fiir das einfache Verfahren (4.1): y! = —A) Y mit y° = ug, yg = yf\, =0,5>0

bedeutet (9.4) wegen o = 0, a; = %, dass 7 < %2 eine Voraussetzung ist, die

sich — vgl. (4.2) — kaum abschwichen 1a3t.

v) Auf Grund der Nullrandwerte hiingt ¢ nur von der rechten Seite der Differen-

tialgleichung ab, z.B. ¢/ = ]"], wobei die ,,”“ bedeutet, dass f auch an einer
Zeitschicht zwischen j + 1 und j betrachtet werden kann.

9 ) Nur fiir rein implizite Verfahren keine Schrittweitenbeschrinkung!
(dh. c=1)

Beweis ‘ .
VA’ gilt: B’ = (I + o071 A’) ist eine M -Matrix, denn (wir unterdriicken den Index
j ) die Vorzeichenregel ist erfiillt und mit p = (1,...,1)T folgt

(9.3)
(97) (Bp)l = ((I + 0'7'14)]9)Z =1 + O'T(am;l + Qi + CLZ'7Z'+1) 2 1 > O VZ
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Damit gilt nach Satz (6.4)

1
B < —7~ =1

(9.8) 15~ min(Bp);

7

Zeilensummennorm
Auflosen von (9.1) nach y liefert
(9.9) I+o7A)y=UT+71(c-1)A)y+T1¢p

—_——
B
und
|{(I + T(O’ — 1) A) y}z‘ = }(1 + T(O’ — 1) Om') Y; + T(O’ — 1) Qi i—1 Yi—1 + 7'(0’ — 1) Q4541 Yit+1

< } (1+7(0c—1)ay) } |yil + ’T(U —1)aii ’ |Yi1l
o 7 _/_/
>

~
0 nach (9.4),a;; > 0 >0,daa;;—1 <0

—i—‘ T(U - 1) Qi i+1 } Iym\
—_——
>0,daajit+1 <0
< (1 +7(0 = 1) (ai + aiim1 + iit1) [|Y]]oo

S—— ~~ d
<0 >0 nach (9.3)

<yl

deshalb folgt aus (9.9) mit (9.8)

[Glloe < B oo (1T +7(0 = 1) AY)lloc + 7] ]lo0)
———

<1
< Yl +7llelle  (also (9.5))

Wendet man diese Ungleichung von Zeitschicht zu Zeitschicht an, so folgt

J
1 oo < M1y loo + D 716"l -
k=0

O
Konvergenzbetrachtung
Unter den Voraussetzungen von Satz 9.1 gilt mit den Bezeichnungen aus Definition 5.3:
Mit
z = u—y
E‘ritterﬂit. der exakten Losung

folgt

I+07AN)z+ Az = T+o17A)u+Au—[I+o7A)y, +Ay |
—pi

= 4’ (Diskretisationsfehler, vgl. Definition (5.1))
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Wegen 2° =0, 2} = 2% = 0 liefert die Abschitzung (9.6)

J
(9.10) 12 oo <7 ) 19" lec,
k=0

also gleichméflige Konvergenz von der Ordnung des Diskretisierungsfehlers unter ent-
sprechenden Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an .

Bemerkung:

Wihlt man ¢ = 5 (wie bei Crank-Nicolson), so erhilt man aus (9.10) unter der

Schrittweitenbeschrénkung (9.4): 7 < a% (= h* im einfachsten Fall, vgl. (2.11)) eine
Verfahrensordnung O(72 + h?).

Fazit:
Crank-Nicolson ohne Schrittweitenbeschrankung erst anwenden, wenn das Verfahren
schon gegléttet ist — sofern man fiir kleine Zeiten Oszilllationen vermeiden will.

Oszillationsfreiheit

Hinweise: Im Abschnitt tiber elliptische Differentialgleichungen werden wir ein diskre-
tes Maximumprinzip beweisen, das im Wesentlichen fiir M — Matrizen gilt (vgl. Sitz
12.5 bis 12.5. Es héngt nur ab von der Diskretisierungsmatrix (die allerdings auch die
Randwerte mit einschlieBen muf) fiir die entsprechende Aufgabe. Im parabolischen
Fall mufl man dazu eine “Blockmatrix” aufstellen, die iiber alle Zeitschichten geht. Das
Maximumprinzip besagt dann, daff das Maximum nur am parabolischen Rand ange-
nommen werden kann. Dieses Maximumprinzip gilt auch lokal.

Die folgende 2-dimensionale Abbildung (die y— Werte werden in den Gitterpunkten
abgetragen) entspricht einer Oszillation. Gilt das Maximumprinzip (hier lokal), so mu8
das Maximum im parabolischen Rand angenommen werden, d.h. hier in einem der
“dicken” Gitterpunkte. Die Zeichung steht also im Widerspruch zum Maximumprin-

Zip.
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§ 10 Die mehrdimensionale Wiarmeleitungsgleichung

Wir beschrénken uns (zunéchst) auf die Aufgabe

ou

5 = div(k(z) gradu) + f = Z; . (k(x) a;i) +f

reEQCRP, 0<t<T

(10.1)
AWe: t =0: u(x,0) = up(z), v €Q

RWe : =g, '=00

u’Fx[O,T]

Insbesondere betrachten wir als €2 zunéchst einen Quader (analog zum 1D-Fall). Wir
werden zeigen, daf§ diese Aufgabe im Wesentlichen auf den 1D-Fall (bzgl. des Orts)
reduzierbar ist. Danach kann man wie im 1D-Fall auch k& = k(z,t) zulassen, sowie
Konvektion und Abbaurate.

Im Weiteren beschrianken wir uns zunéchst (im Wesentlichen) auf den 2D-Fall, die Ver-
allgemeinerung auf mehr Dimensionen ist dann offensichtlich.

Wir beschreiben zunéchst die

Diskretisierung des div grad-Terms im Rechteck

Sei Q= [O,a] X [O,b], a:Nl-hl, b:]l/vg'hg.
w sei die Menge aller Gitterpunkte aus (2,
w die Menge der inneren Gitterpunkte: w C €2,

~v die Menge der Randpunkte: v € 9€2, also w =w + 7.

A

a

>

ilzl i]_:N]__l

Ist u eine auf Q (bzw. Q) definierte Funktion, so definiert sie eine Gitterfunktion w ,
die durch die Restriktion von u auf die Gitterpunkte entsteht. Mit der Gitterfunktion
y bezeichnen wir die zugehorigen Naherungswerte.
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Wir bezeichnen die inneren Gitterpunkte (€ w) auf verschiedene Weisen:

(i) Wir kénnen die N = (N; —1)-(Ny—1) inneren Gitterpunkte durchnummerieren
(z.B. zeilenweise von links nach rechts und von unten nach oben oder spalten-
weise von unten nach oben und von links nach rechts). Der einzelne Gitterpunkt
bekommt dann seinen Zahlindex

xg, CL€l,...,N], N=(N;—1)(Ny—1)
oder

(ii) entsprechend den (iy,i) Indizes, die die Stellung des Punktes im Gitter zeigen

Ty = Tjy iy = (ilhl,i2k2>, 1 S 7,',, S N,, — 1, VvV = 1,2

Damit definieren wir den Gittervektor

Y= (xl,...,yN)T, N=(Ny—1)(Ny—1).

Nun entspricht der Aufgabe (10.1) das Differenzenschema

2 d
y, = —-Ay’ + fj+%, A= Z A, (Z im d-dim. Fall)
i=1

i=1

Dabei beschreibt A; die Diskretisierung der Ableitungen in z;-Richtung. Fiir A; wer-
den die Gitterpunkte in Richtung der der z;-Achse durchnummeriert (also zeilenweise
von links nach rechts und von unten nach oben fiir x;, und spaltenweise von unten
nach oben und links nach rechts fiir 25 ). Dal damit die Gitterpunkte fiir die Ablei-
tungen in z; -Richtung und x5 -Richtung unterschiedlich nummeriert sind, soll uns im
Augenblick nicht storen. Wir wollen zunéchst nur Abschétzungen fiir die Normen der
A; herleiten und dafiir spielt die Reihenfolge der Nummerierung keine Rolle. Dann ist

(Aiy)e = =(kyz,)o,  (vel (T.1))

1 o ye(we+ hie') — oy o ylz)) —y(xe—hi €
::E ((k:(xg—I—%e) ( hi) ( )—k:(xg—%e) (ze) ELZ )

mit den Einheitsvektoren e’, deren Koordinaten sich natiirlich auch an der Zihlweise
orientieren. Abgesehen von den ,,Randpunkten“ unter den inneren Randpunkten gilt
dann

Ye («Te + h; el) = Yo+1-

y+1 bedeutet hier nur —ausgehend von z, —einen Schritt in +x;— bzw. —z;— Richtung
entsprechend der jeweiligen Durchnummerierung.
Im 2D-Fall benutzen wir das Skalarprodukt (v, w)o.m), H = hihs :

N No—1 Npj—1

(v, w)(0,1) = Z vpwe hy hy = Z Z Uik Wig - by hy = Z (v(z), w(z))H.
k=1 =1

/=1 TEW
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Man beachte, dass die Definition dieser Skalarprodukte und insbesondere ihr Wert nicht
von der Nummerierung der Gitterpunkte abhéngen. Wir setzen nun voraus

0<co<k(x)<c VYreQ

und leiten Normabschétzungen her, basierend auf den bekannten Abschédtzungen aus
dem 1D-Fall.

Wir betrachten zunédchst A; bei zeilenweiser Durchnummerierung des Gittervektors.
Die Wirkung von A; auf den Teilgittervektor v der k-ten Zeile wird durch eine
symmetrische, positiv definite, tridiagonale Matrix Aﬁ’“’ (vgl. (7.3)) beschrieben. Die
Gesamtmatrix A; ergibt sich damit als Blockdiagonalmatrix, deren Blocke durch die
,, Zeilenblocke ™ Agk) gegeben werden. A; ist damit eine symmetrische Tridiagonalma-
trix.

Wir setzen nun voraus: ¢y < k < ¢; und erhalten unter Beachtung von v|r = 0 fiir
den Teilgittervektor v®*)

AP 8 ) @ & w0 < s )
(), 2 8 0 () o fS 8 ()

Co

J

[0y,

1

4
< _Cl
— ||v(k)||2 chy { = h2 ||v(k)||2 - hy
{ co (1,h1) 8¢ (0,h1)

v

Fiir den ganzen Gittervektor v und die Matrix A; gilt also (Summation iiber die
Zeilen)

Nop—1 4y No—1

S S 79
(Al v)”)(OH { Z h2|| ’U( ||(1 h1) h% Z h2 ||v(k)||%0,h1)
k=1

> 8CQ

Wir definieren im 2D-Fall die Normen entsprechend dem Skalarprodukt durch

No—1 No—1

101ty ) Z ha [0 s 1ol = Y ke o™ I,
k=1

und erhalten damit

401
(10.2) (Arv,v)om — hi ¢ lvlifom
> 8¢

Beachte: Ist v die Gitterfunktion einer Funktion v(x), so gilt

1 1
hi,ha—0
o2 220, / / ola,y) dy dy.
0 0



70 § 10 DIE MEHRDIMENSIONALE WARMELEITUNGSGLEICHUNG

Durch analoges Vorgehen erhalten wir fiir A, indem wir nun den Gittervektor spal-
tenweise durchnummerieren:

401
= W e
(10.3) (A2v,v)0,m) 2 HUH(O,H)
> 8¢

Bei spaltenweiser Nummerierung ist A, eine symmetrische (, tridiagonale) Matrix,

d.h.

(*) (A2 v,v)0,m) = (v, A2V)(0.1)

Wird nun v anders nummeriert und die Indizierung der Matrixelemente entsprechend
gedndert, so geht die tridiagonale Form von A, verloren, die Gleichung (*) bleibt je-
doch richtig, da das Skalarprodukt unabhéngig ist von der Komponentenumerierung
der Vektoren, d.h. auch bei zeilenweiser Nummerierung bleibt As (eigentlich miifite
man nach der Umnummerierung den Namen &ndern) eine symmetrische Matrix. Das-
selbe Argument zeigt, dass A, positiv definit ist, denn die ,,Spaltenblocke* Ag) der
Matrix A, (ebenso wie die , Zeilenblocke* von A; ) sind positiv definit.

Aufgabe: Wie sieht A, bei zeilenweiser Nummerierung aus?

Wir kénnen nun wie frither zur Losung der Aufgabe (10.1) das Verfahren
(10.4) By, +Ay=¢, B=I1+0c17A, A=A+ A, symmetr., pos. def.

anwenden und erhalten dafiir die bekannten Stabilitéits- und Konvergenzaussagen

B > 7 A sichert die Stabilitdt bzgl. der Anfangswerte (vgl. Satz 8.4), die wichtigste

Eigenschaft. Diese Bedingung wird mit I > ﬁ verscharft zu

|
BZ(L—FUT)AZ A

1Al

N

was wegen A > (0 durch

—_

1
o> - —
2 rA]

gesichert wird. Offensichtlich ist o > % problemlos.

Fiir ¢ =0 (explizites Verfahren) folgt hieraus die Beschréinkung

_ 2
T ~ _
Al

Setzt man h = hy = hy so folgt aus (10.2), (10.3)

401 401
||A||S < ||A1||S + ||A2||S <2 F = ZT? ﬁ

p =Raumdimension
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und damit
h2
T <
T 20p

Dies ist um den Faktor p schlimmer als im 1D-Fall

—> o0 =0 indiskutabel im pD -Fall.

1
Losungsmoglichkeiten fiir o > 0 insbesondere o = 2
Das Verfahren (10.4) 148t sich in der Form schreiben
I+oTA)y ' =I-1-0)TA)y +7p=:FI

Die rechte Seite der Gleichung ist bekannt. Fiir jeden Zeitschritt kann man dies als
stationéres parabolisches, d.h. elliptisches Problem betrachten und darauf das Mehr-
gitterverfahren (MGV) anwenden, das wir im Kapitel fiir elliptische Aufgaben be-
schreiben. Damit 148t sich auch der Zeitaufwand fiir die Losung des Gleichungssystems
abschétzen. Solche Verfahren werden in der Praxis gerechnet (beachte, dass A nun
keine Tridiagonalmatrix mehr ist).

Es gibt jedoch schnellere Verfahren, die auf tridiagonalen Gleichungssystemen beruhen,
die Verfahren der alternativen Richtungen: (ADI-method, alternating direction implicit
method) auf die wir nun eingehen.
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Verfahren der Alternierenden Richtungen

(ADI-Verfahren: Alternating direction implicit method)

Das Verfahren wurde Anfang der 50er Jahre von Peachman-Rachford ( ,,Erdolleuten®)
entwickelt fiir eine AWA mit der Differentialgleichung

ou 2
ot i=1
(10.5) ) )
Liu = k; U - ¢; v (nicht konstante Koeffizienten moglich)

Die diskretisierte Aufgabe fiihrt zum Differenzenchema (vgl. (4.7) bzw. (10.4) und setze
A = A;+ Ay). Wiren Abbauterme ¢ = (¢, ¢2) in der Differentialgleichung enthalten,
so kénnten wir sie uns, wie frither, als bereits in A; integriert vorstellen, da sie nur
zur Hauptdiagonale beitragen.

(10.6) (I +o071(A1+ As))y, + (A1 + As) y = o, (A;=Diskretisierung von L;)

bzw. fir ¢ =1 (¢ trigt nur zur Hauptdiagonalen bei)

(10.7) <I + g(A1 + AQ)) Y, + (A + Ay = .

Wegen B =1+35 A>3 A+51 ist die Stabilitét fiir ¢ <2 problemlos. Das 5T wird
durch den Beitrag von ¢ geliefert. Allerdings ist A = A;+ A, keine Tridiagonalmatix
mehr, weshalb jeder Iterationsschritt ziemlichen Aufwand erfordert.

Deshalb schlugen Peachman-Rachford statt (10.6) folgendes 2-stufige Verfahren vor

Jts — i . : .
T A Ay =t
(10.8)

yj+1 _ ijr%

+A YT Ayt = it
T/2

Numerisch geht man bei der Rechnung wie folgt vor:
Die erste Gleichung schreibt man als

(+) (2

-
Dazu werden die A; und entsprechend 4’ zeilenweise von links nach rechts und unten
nach oben geordnet, A; wird dadurch zu einer Tridiagonalmatrix. Man berechnet F
und berechnet dann yj% relativ billig mit dem Tridiagonalverfahren.
Die Matrizen A; werden nun spaltenweise von links nach rechts und von unten nach
oben umgeordnet. Ebenso wird yj+% entsprechend umgeordnet. Die umgeordneten
GréBen werden (nicht ganz korrekt) wieder mit A; bzw. g7tz bezeichnet.
Die zweite Gleichung aus (10.8) ist dquivalent zu

1 2 . 1
I+A)y " 2=Fmit F=(=—A)y + ¢’ 2.
T

2 . _ _ 2) o .
(%) (= +Ay) Y =F mit F = (=—A))y'T2 + pita.
T T
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Man berechnet F bzgl. der neuen Nummerierung der Komponenten von yj+% und
danach wieder mit dem Tridiagonalalgorithmus ¢’ . Dieses Spiel wiederholt sich von
Zeitschritt zu Zeitschritt.

Bemerkungen:

1. Der Schritt von t; — ¢;11 wird in 2 Teilschritte zerlegt, der erste in x; -Richtung,
der zweite in x5 -Richtung (alternierende Richtungen), wobei in jedem Schritt
ein Gleichungssystem mit einer Tridiagonalmatrix zu lésen ist, was mit gerin-
gem Aufwand (vgl. den Abschnitt: Tridiagonalverfahren) méglich ist. Physikalisch
bedeutet dieses Vorgehen:

1. Schritt: Warmeausbreitung (Diffusion) in 27— Richtung,
2. Schritt: Warmeausbreitung (Diffusion) in xo— Richtung.

2. Beide Gleichungen (10.8) sind Approximationen an die Ausgangsgleichung, je-
doch nur von 1. Ordnung. Wir werden jedoch sehen, dass das Gesamtverfahren
von 2. Ordnung ist und stabil.

Wir zeigen die Stabilitét gleich fiir die etwas allgemeinere Verfahrensklasse der Splitting-
Verfahren, wobei wir in (10.8) verschiedene rechte Seiten zulassen, also

L1 .
y]+§ — yj
(o) T/2
yj+1 _ yj+%
T/2

+A YT+ Ayl =,
(10.9)

(B) +A YT+ Ayt = .

Zur Stabilitdtsberechnung wird wird dieses 2-stufige Verfahren auf ein 1-stufiges zuriick-
1

gefiihrt durch Elimination von y’*2 . Danach lassen sich die bekannten Stabilitéitssitze

anwenden.

Wir eliminieren y7*2. Subtraktion von (3) — () liefert

Yt — 2yt 4y
T/2

= —A, (yj+1 - yj) T @2 — P

vt = LA, (! — ) —

1 . .
1 (P2 = 1) + 5 (¥ + )

-
4
Einsetzen in (3) :

T/2

» o1 ) 1
+ Ay + A (yj+1 -5 (@ - y])) + 5P — 1) = ¢
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Auflésen nach vy

Lyt —y)

7/2 4 4
+A, (% (y/*! +y])) = %(901 + ¥s)
yj+1 — yj . . , , , .
— AT YY) AT Y A (v —y)
= %((Pl + ‘Pz) + i Al(‘Pl - ‘PQ)
Yyt — gy ) . . . . .
— +5(A1+A) (YT —y) + T A A (YT — ) + (AL + Ag) v

=T AP — ) + %(‘Pl + @)

Wir erhalten mit yj 1 yj = Ty{

(10.10)
T 72 j . T 1
I+-(A+A)+— AL Ay ) yi + (A + Ar) ¥ = — Ay — p2) + (1 + ¥5)
2 4 ——— 4 2 5
S . w
bzw.

T T ; ST 1
(10.11) <I+ §A1) (I+ 5 A2> Y, + (A + Ay = 1 Ai(p) —py) + 5(8"1 + ¢y).

Bemerkung:

Setzt man nicht von vorneherein o = 1 wie beim Ubergang von (10.6) zu (10.7), son-

dern betrachtet das leicht verallgemeinerte Verfahren, das man erhélt, wenn man in
(10.8), (10.9) 7/2 durch 7o ersetzt, so lautet die (10.10) entsprechende Form

(10.12)
. . oT 1
(I+07(A1+Ag) +0* T2 A Ao) yl + (A1 + Ay)y’ = - Ai(p) — ) + 5(901 + ¢y).

Diese Form liefert bei der Abschitzung des Diskretisierungsfehlers die Moglichkeit,
analog zum Vorgehen in Satz 5.2, durch entsprechende Wahlen von o und ¢ hohere
Konvergenzgeschwindigkeiten zu erreichen.

Nun ist (10.12) wieder ein Verfahren der Art

(10.13) Eyt—l—Ay:Lp, B=I+07A+02r2A A,
A=A+ A

oT 1
Y= 7141(801 — ) + 5(8"1 + )

(wobei ¢ = 5 = fita tiblicherweise)
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Da A = A; + A, symmetrisch und positiv definit ist, liegt Stabilitdt vor falls B >
5 A+ ST ist (vgl. Satz 4.2), bzw.

1
(10.14) I+T(U_§)A+U272A1AQZ%I.

Diese Bedingung ist fiir o > % sicher erfillt fiir ¢ <2 falls A; Ay > 0 ist.

Letztere Eigenschaft werden wir gleich zeigen. Sie bringt jedoch einschneidende Voraus-
setzungen bzgl. der Wahl von € mit sich (vgl. Satz 10.1), weshalb wir darauf hinweisen,
dass in der Wahl von ¢ = 2 noch ,Luft“ liegt. Wir zeigen nun

Satz 10.1 B
In einem Rechteck © = [0,a;] x [0,as] C R? seien A; die Diskretisierungsmatrizen
0 0
Li - kl a_ — Yy Wy , = 15 2.
von Liu= 5= ( o u) Gu, i
Es sei ki(z) = ki(2;), ¢i(x) = qi(x;) und A; = AT >0, i=1,2.

Dann gilt:
a) Al A2 = AQ A1 und

b) (A1 Ay, y) >0 VYyeR".

Bemerkungen:

1. Dass ki(z) = ki(z;), d.h. die Diffusionskonstante ki(x) nur von z; - nicht von

o9 - abhéngt, entsprechend fiir ko, ist realistisch wenn z.B. ) ein Schnitt in
einer geschichteten Fliache darstellt.

2. Entsprechende Diskretisierungsmatrizen wurden in § 7 , (7.3) hergeleitet. Dazu
beachte man, dass geméf § 8 ¢; nur einen Beitrag zur Hauptdiagonalen von A;
liefert und somit weder Symmetrie noch Definitheit stort.

3. Die Voraussetzung eines Rechteckgebiets ist wesentlich, wie folgende Aufgabe
zeigt.

Aufgabe:

1. Man beweise a) aus Satz 10.1

2. Fir Lyu = ug,z,, Lo u = Uy,,, und das
L — Gebiet, samt eingezeichnetem Gitter
zeige man, dass a) fiir die entsprechenden
Matrizen A; nicht gilt.

3. Fiir A e R™™ AT = A >0 gibt es genau eine Wurzel AY? (d.h. AYV2AY? =
A) mit AV = (AYHT > 0.
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4. Das Verfahren (Newton-Verfahren) fir A = A" > 0

1
(10.15) X1 =5 (X, +X,'A), X,=1I

ist durchfiithrbar und konvergiert gegen das symmetrische A% > 0. Dazu gehort
insbesondere der Nachweis der Existenz der X *.

5. A B e R"" det A#0=— AB und BA haben dieselben Eigenwerte.

Beweis Satz 10.1

a) laut Aufgabe
b) wird aus a) gefolgert.
Wir zeigen zunichst fiir beliebige Matrizen A = A" >0, B = B" > 0:
(10.16) AB=BA — VAB=BVA — VAVB=VBVA
Fiir das Verfahren (10.15)
X =31(X,+X,'A), X;=1I
(10.17) gilt
X,B=BX, Vn.
Die Behauptung ist richtig fir n=1,da X; =1T.

Sie sei richtig fiir n, dann gilt

1 W 1
X1 B=3(X,B+X,' AB) 2) S (X, B+ X' BA)

und mit der Induktionsvoraussetzung folgt wegen
BX,=X,B <<= B=X,BX,'! < X,'B=BX,'
also

1 1
X, B= 5(BXn+BX;1A) :Bé(XnJrX;lA) =BX,,i.

Wegen X, — VA folgt aus (10.5) die erste Behauptung (10.16): vVAB = BVA.
Unter Benutzung dieser Behauptung zeigt man auf dieselbe Weise, in dem man das
Verfahren (10.15) zur Berechnung von /B aufstellt, zuerst X, VA = VA X,
und durch Grenziibergang schliefSlich vVAVB =+vBVA , also Behauptung (10.16).

Wie wenden (10.16) an auf A, Ay und erhalten
(A dsyy) = (A A4 4y ) = (A7 A2 AV A2y y) =
= (AP Ay A Ay) = (A1 Ay A7 A y)

- HA}/2 Aé/zyH >0 Vy#0.
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Zusammenfassend gilt

Satz 10.2 Stabilitit des ADI-Verfahrens (10.9)
)

A, = AZ-T > (0 seien die Diskretisierungsmatrizen von L;u = B <k:ig—:i> + q;,

i=1,2 mit k;j(x) = ki(z;), qi(x) = ¢i(z;) in einem Rechteck.

Dann ist das ADI-Verfahren (10.9) bzw. (10.10) stabil bzgl. Anfangswerten und rech-
ter Seite (Satz 4.2und € < 2)

- 1/2
. 1 / . T 1
Iy [l < ||y°||(1,h>+% (Z T||so"“||?o,h)> mit @ = 7 Ai(pr — @) + 5 (01 +
k=0

Konvergenz der mehrdimensionalen Verfahren

a) das Verfahren (10.1)

Sind die A; die Diskretisierungsmatrizen 2. Ordnung der L; (i = 1,2), dann lautet
die Diskretisierung der Aufgabe (10.1) (vgl. (4.6), (4.7) und (10.4), (10.6)) fiir ein
geeignetes :

(10.18) I+o7(A1+A) Yy + (A1 +A)y=Ty, + Ayl = P
~ ‘é ’, \ . ,

Fiir den Verfahrensfehler z = uw—1vy dieser Diskretisierung gilt dann analog zum Beweis
Satz 5.2

2+ A2 =u + Au — (y, + AyYy?) =u, + Aul? —
— ——
=¢

Ju ity 1 .
:(E_Lu_f> +O<T(U—§>+72+h5+h§> fiir o = f772.

=0

vgl. die Abschitzungen zu Satz 5.2 wobei A; geeignete Diskretisierungsmatrizen 2. Ord-
nung sind. Hieraus folgt die Konvergenz von der Ordnung des Diskretisierungsfehlers
(vgl. Satz 5.4.)

2
Wéhlt man h = hy = hy, 0 = % und ¢ = (I + ; ?—;Li)f, so erhélt man analog

1=

zu Satz 5.4 eine Konvergenz der Ordnung O(72 + h?).

b) das ADI-Verfahren
Fiir den Verfahrensfehler des Verfahrens (10.12) folgt mit

A=A +A,, B=I+0, TA+7°0°A1As, B=I+07A
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unter Verwendung der Abschétzung aus Teil a):

Bz + Az =Bz+ Az + 1202 A, Ayz
= Bu,+Au+ 1202 Ay Ayu — (By, + %0 A; Ay y, + Ay)

(. >
g

o)

its 1
= (——Lu—f) +7202A1A2ut+0<T(a—§)+72+h§+h§)

Beachte: Das ¢ ist dasselbe wie in (10.8).

Ist A; Ay u; beschrinkt (das kann man zeigern, wenn u € C%, beachte: A; Ay, ist
Diskretisierung einer Ableitung 5. Ordnung), so erhélt man iiber den Stabilitéitssatz
dieselbe Stabilitéits- und Konvergenzordnung wie fiir (10.8).

Diese Uberlegungen miissen (und kénnen) fiir hy # hy etwas modifiziert werden. Ins-
gesamt liefert das Vorgehen von Satz 5.2 dann

Satz 10.3 Konvergenz der ADI-Methode (Peachman/Rachford)
Fiir die Aufgabe

2
%ZZLZ‘U-I—JC in Q:(O>al)><(0,a2)cR2 it
i=1

0 0
Liu= oz, (kz a—xlu) + qiu, kz(w) = kz(xl>7 q@(w) = q@(«%)

seien A; geeignete symmetrische, positiv definite Diskretisierungsmatrizen 2. Ord-
nung fiir L;, i = 1,2 (vgl. dazu z.B. (7.2) und § 8, 1. Abschnitt). Dann gilt:

Das ADI-Verfahren

ijr% — oyl
TO

+ ALY Ay =

G _ it , .
’ Tay + ALY Ay = 2

konvergiert von der Ordnung

O(1(0 =) +72+h2+h2) falls @ = f7+2, u € C34(Q) (3 bzgl. Zeit, 4 brgl. Ort)

2
O(T% + h*) fiir h:hlth,UZL—%, P = (I-FZ %LZ)f und u € C39(Q)
i=1

12

O(7? + h%) fiir noch kompliziertere Wahlen von o und ¢ und hinreichend hohe
Differenzierbarkeitsordnung.

Bemerkungen
1. Damit man im 2. Schritt von (10.8) das Tridiagonalverfahren anwenden kann,

muf zuerst das Gitter (und damit auch A; ) spaltenweise umnummeriert werden.
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. Die Verallgemeinerung von (10.11) auf den nD -Fall lautet:

ﬁ <I_gAi> yt‘l’iAiy:So'
i=1

i=1

Stabilitéit und Konvergenz miissen neu untersucht werden (Arbeiten von Janenko,
Fairwather, Mitchel, Dyakonov - Mitte der 60er Jahre).

. Unter mehreren Varianten des Verfahrens erwdhnen wir eine von Janenko:

(I+UTAl)y]+%:(I_(l_o-)TAZ)yJJF%_'_ 5i1 L) izla"'ana

Kronecker

die auch mit tridiagonalen Matrizen arbeitet (wie auch weitere Varianten von
Stoyan und Dyakonov). Bemerkenswert ist, dass die Zwischenschritte dieser Ver-
fahren die urspriingliche Aufgabe nicht mehr approximieren. Die Approximiation
kommt erst nach Elimination der Zwischenschritte zustande.

. Man kann die Stabilitit und Konvergenz der ADI-Verfahren auch fiir nicht ver-
tauschbare Matrizen und andere als Rechtecksgebiete zeigen, mufl dann aber
Einbuflen in der Ordnung in Kauf nehmen.

. Der Stabilitiatssatz 10.2 18t sich auch mit Hilfe einer diskreten Fourier-Analyse
beweisen (vgl. hierzu die einfache Demonstration des Verfahrens zum Beweis von

(4.2)).

. ADI-Verfahren lassen sich auch zur Behandlung elliptischer Probleme anwenden.

. Literatur und einige Varianten der ADI-Verfahren (fiir Rechtecksgebiete) findet
man in Morton/Mayers: Num. Sol. of PDEs, Cambridge Univ. Press, Abschnitt
3.2 1



Kapitel 11

Elliptische GGleichungen

§ 11 Die Poissongleichung - Einleitung

Wir stellen 2 einfache Motivationsbeispiele fiir die Poissonaufgabe vor:

X2
r=0Q

Ulr:O

Ein einfaches Beispiel liefert eine stationdre Fliissigkeitsstromung.

Ist w= (u,v)" der Strémungsvektor, so bedeuten

_Ou +@ = 0 die Wirbelfreiheit
dy O
% + @ = 0 das Nichtvorhandensein von
oxr 0Oy

Massenquellen (Massenerhaltung)

Beide Gleichungen zusammen bilden das Cauchy-Riemann’sche System (vgl. Ablei-
tungsbedingungen fiir Real- und Imaginérteil komplexwertiger Funktionen).

Wird die 1. Gleichung nach x, die zweite nach y differenziert und danach die Differenz
gebildet, so erhélt man
Av=0

Vertauschung von = und y liefert Au =0.

Kompliziertere Anwendungen folgen aus den Navier-Stokes-Gleichungen (wir beschrianken
uns auf den 2-dimensionalen Fall). Anwendungen z.B. im Umweltschutz, z.B. Chemie-
unfall.

30
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Seien u = (u,v)” der Stromungsvektor, p der Druck, v die kinematische Viskositiit
der Flissigkeit (sie ist bei Gasen klein und kann bei Fliissigkeiten sehr grofl sein)
und f; einwirkende Kréfte, so stellen die ersten beiden der folgenden Gleichungen die
Impulserhaltung fiir die 1. bzw. 2. Komponente des Geschwindigkeitsvektors dar, die
3. Gleichung beschreibt die Massenerhaltung.

ou @ ou OJp

E—i_u@x + va—y—l—% = vAu+ fi
%‘FU% + vg—ZJrg—z = vAv+fo
=t 5 _—
Vereinfachungsmoglichkeiten:
1. Bei kleinen Geschwindigkeitsdnderungen (%, % = O) und bei kleinen Geschwin-

digkeiten (= Vernachlédssigung der nicht linearen Terme) erhilt man eine Pois-
songleichng fiir die Geschwindigkeitskomponenten.

2. DaB auch die einfache Poissongleichung fiir die Anwendung interessant sein kann,
zeigt folgende mathematische Umrechnung der Navier-Stokes-Gleichungen:
Differenziert man (bei konstantem v ) die 1. Gleichung partiell nach z, die zweite
nach g, vertauscht die Differentiationsreihenfolge und addiert die ersten beiden
Gleichungen, so erhélt man

d <8u+80> <8u>2 N %u Lovou [ 9%u
— =+ = — U — — — v
ot \0x 0Oy ox ox2 oz Oy Oz Oy
—_— =0
=0 —_——
3.Gleichung n ou Ov N 820 4 <ay>2 " %v LA A <8u 4 80)
o vu ” i v — =v — 4+ —
Oy Ox Oz Oy Oy Oy? P ox Oy
= = + 92 fi+ % f2
g [Ou n ov 5 [ Ou n ov
uz [ —+ — v | =+ =
9 \ gz By 9% \ 9z  dy
N————— N————
-0 =0

also folgt

or Oy

ou\® v ou Oudv [\’ ofy  0fs
- b el - Ap—= ZJ2
(890) - Ox Oy - dy Ox i (8y) - -

d.h. bei bekannten Geschwindigkeiten erhélt man eine Poissongleichung fiir den
Druck.
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§ 12 Die erste RWA fiir die Poissongleichung im
Rechteck

Fiir die Aufgabe

Au+f=01in Q= ) x (0,b) (Poissongleichung)

0,a
(12.1) w=gauf T, T =30 (Dirichletwerte)

haben wir die einfachste Diskretisierung schon im § 10 beschrieben.

Wir wiederholen die Bezeichnungen

X2
J=N; b
/ r
h,
j=0— T S
i=0 hy i=N,-1 =M
hl = ]\%7 h2:NL27 h:<h17h2)
Wh = Menge der inneren Gitterpunkte
Yh = Menge der Randpunkte
wp, =wp Uy, = Menge aller Gitterpunkte

Wir benutzen folgende Abkiirzungen:

| fllc@n = max | f(2)| Maximumnorm der von f erzeugten Gitterfunktion f auf den
TrcWwh

inneren Gitterpunkten des Gitters wy, mit den Maschenweiten h = (hq, hg) .

| flle@n), lgllce,) entsprechend.

Yij, (ij) € w, Doppelindizierung der Punkte zu ihrer Festlegung im Gitter und
(1)) € wy “ (2z.B.) als Zugehorigkeit zu den inneren Gitterpunkten.

w;; als Komponente einer durch eine Funkion w erzeugte Gitterfunktion.
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Zur Aufstellung der Diskretisierungsmatrizen werden die Gitterpunkte zeilenweise durch-
nummeriert, beginnend mit j =0, 1 =0,..., Ny, j=1, ¢=0,..., Ny usw. Fiir die
Néherungswerte der exakten Losung wu ist als Bezeichnung {iblich

u(z;, ;) = vy, wobel x; =1ihy, x; =jhy.
Die Diskretisierung von (12.1) in inneren Gitterpunkten lautet

Yrr21,ij +  Yzowa,ij + fi; = 0

1

(12.2) ;
2 (Yic1 — 25 + Yitr;) + 72 (Yij—1— 2y + Yis1j) + fij = 0

wobei fiir die Ableitungen geméaf (2.5) gilt (bzgl. jeder Variablen in jedem Punkt)

u" + g—i <u$/) + u(_4/)) falls u € C*
(12.3) Uy =

u// _|,_ h‘_2 u(4/) _I_ i

> 50 (u(f,) + u(,G,)> falls u € C

Die Restglieder kann man wie folgt abschitzen: Ist u € C*, also stetig, so folgt aus
dem Zwischensatz: 3¢ € [y, 7o) u) () + u®)(Z2) = 2uW(€) .
Damit erhélt man
Wy | o B _ (&)
(12.4) o1 \u+ tus < EM4, My = max |u'"/(x)] .

Analog kann man im Fall u € C% verfahren.

Wir wollen die Differenzengleichungen fiir alle Gitterpunkte in Matrixform aufschrei-
ben unter Benutzung des 5-Punkte-Sterns (vgl.(12.2)):

-1
oij+1
h,
(12.5) Avy =y
o1 2|2 -1
i-1jjo o o i+l
Beachte die Vorzeichen: In der Differential- AT
gleichung stehen Awu und f auf derselben
Seite. In der Matrixdarstellung stehen sie auf

verschiedenen Seiten.
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Die Matrix A; und das Gleichungssystem (12.5) haben folgende Gestalt:
(Fiir eine geeignete Implementierung vgl. Hackbusch S. 90 f.)

1 0 Dieser Block entspricht den Anfangswerten Yoo Y0.0
0 in j=0, i=0,...,N Yio
j=0 Ino1 =1, N, -1 io
,,,,,,,,,,,,,,,,, L YNo |90
yO,l gOl
1 i1
h2 '
=1 1 1
: nz N1 BNl—l nz It
" h? — |fn-12
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1 ISR B[R4\ U I 1o
b1 3 90,2
L1 :
| h |
usw. 3 N ﬁ; I N,-1 i B N,-1 3
| 1
1 )
SRR SUUUUUUURURRR 1
YNLN, O, )

g sind Randwerte f; Werte der rechten Seite der Differentialgleichung
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Insgesamt ist Aj, eine tridiagonale Blockmatrix folgender Struktur:

*

(125) A,

*

, *“ bedeuten die Ubergangselemente am linken oder rechten Rand des Gebiets. Alle
Blécke haben die Dimension (N; — 1)? x (N; — 1)? und die einzelnen Blécke sind
Diagonal- oder Tridiagonalmatrizen.

In der Gesamtmatrix stehen in der Hauptdiagonalen nur positive Eintrége, alle anderen
Elemente sind < 0. Matrizen mit dieser Einteilung heiflen L-Matrizen.

Allerdings ist die Matrix nicht mehr streng diagonal dominant. In den Zeilen, die einen
der Blocke By, 1 betreffen, ist die Zeilensumme =0.

Wir beweisen die Konvergenz des Verfahrens (12.5) zur Losung der Aufgabe (12.1).
Dazu zeigen wir, dass Aj, eine M -Matrix ist und benutzen Satz 6.3 zur Abschétzung.
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Konvergenz und Apriori Schranke fiir die Losung von A,y = ¢.

Satz 12.1
Fiir die Losung w von (12.1)

Au+f=0in Q=(0,a) x (a,b) C R? u’m =g,
betrachten wir das Verfahren A,y = ¢, (12.5), mit
Yooy + Ygiasy + fig =0, (4,7) € wy
Dann gilt:
a) Die Diskretisierungsmatrix Aj; aus (12.5) ist eine M -Matrix.
b) Das Verfahren konvergiert quadratisch (O(h? + h3))

c) Es gilt die Apriori Abschéitzung

(12.6) lyllea,) < (1+—5— ) max (lgllcq, [flemn)

Beweis a)

Die Vorzeichenverteilung einer M -Matrix wurde fiir A;, schon gezeigt. Zur Konstruk-
tion eines Vektors w > 0 mit A, w > 0 (elementweise vgl. Definition 6.2) machen
wir den Ansatz

X2
b
0 w(xy,x2) =4+ x1(a — 1) + 22(b — 22) auf .
Xy Offensichtlich gilt: w >4 in [0,a] x [0, b].
a
Nun ist
(12.7) (Ayw); — wij, (i,7) € Y (Randwerte)
. ij — (wg, 2, + ws, m)ij , (1,7) € w, (innere Punkte)
0? h? o4

GeméB (12.3): Uz, 4 = =5 U+ — = + 0 hy,25), ent hend fij , gilt fii
eméaB (12.3): uz, 4 ax%u 5 8x‘11u(x1 1, T2), entsprechend fiir xs , gilt fiir

die quadratische Funktion w :

0? 0? d ot ot 0
Wz, 2, = —895% W, Wgypy = —&c% w, a —8x‘11 w= —axi w = 0.



87

Weiter ist wgz, », + Wz, = —4, somit folgt aus (12.7)

24 (27.])67}1’

(12.8) (A w);; {:4 (i) € wn

Bezeichnet w die durch w erzeugte Gitterfunktion, so gilt w > 4e, e = (1,1,...,1)T,
und nach (12.8) (A, w);; >4 >0, bzw. A, w > 0 (elementweise).

— A, ist eine M -Matrix

Beweis b)
_ a® + b* . .
Esist |w|c@ = 4+ (Ableiten, Maximum berechnen)
min (Aw); = 4 laut (12.8)

)

Deshalb liefert Satz 6.3

lwlee 44255 s
min (Aw); — 4 16

2

14, | <

Der Verfahrensfehler z = w — y hat Nullrandwerte. Man kann das System (12.5) al-
so beschrinken auf die Matrix AJ | die man aus Aj, durch Streichen der Randterme

erhilt. AY wirkt dann nur auf den Gittervektor y der inneren Punkte. Der Verfah-
rensfehler geniigt dann dem Differenzenschema (mit f° = f‘wh )

A)z= A\ u— A)y = Uz, 4, + Us,0 — f0 = (Au— f) + O(h + h3) =: 4
:fo =0

Aus Ay z =1 (v, z sind hier um die Nullkomponenten der Randterme angereichert)
folgt somit (siehe oben)
a’ + b?

16

2]l < (1+ ) O + 12).

Beweis c)
Aus Apy =, ¢ gemiB (12.5), erhdlt man ebenso
Illey < 114, 1o max(llglloe,). [fllo@a))

= (1+ 16 )maX(HchwmHf”C(wh))- u

Bemerkung

Diese Abschitzung bedeutet auch die Stabilitét fiir das Verfahren (12.5), denn die
Konstante auf der rechten Seite, also die Abschitzung von ||A;"| ., ist unabhingig
von der Diskretisierung.

Schérfere Abschiatzungen kann man mit Hilfe des diskreten Maximumprinzips erhalten,
das wir nun beweisen.
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Das diskrete Maximumprinzip

Definition 12.2 Maximumprinzip fiir Matrizen
Fiir eine Matrix A und einen Vektor y € R™ definieren wir

N°(Ay) = {i; (Ay); =0, i € {1,..,n}}
N7 (Ay) = {i; (Ay); #0, i € {1,..,n}}

A geniigt dem (strengen) Maximumprinzip, falls gilt

a) N*(Ay)=0 = y=0VycR" (dh A ist regulir)

iENO(Ay) JEN7 (A

b) max |y;| < (bzw. <) max : ly;l YVyeR", y#0
y

d.h. in Worten: Dort wo die rechte Seite # 0 ist, wird das Maximum angenommen.

Das Maximum der restlichen Komponenten ist kleiner oder (im nichtstrengen Fall)
hochsten gleich grofi.

Satz 12.3

Das strenge Maximumprinzip gilt genau dann, wenn die Hauptdiagonale in A streng
iberwiegt (streng diagonaldominant), d.h.

n

il > > lai ;| Vi

j=1
J#i

Beweis ,, <"

a) Wir zeigen zuerst 3 A",
Aus der Diagonaldomonaz folgt a; # 0;V4
—> D = diag(ai1, ..., Gny,) ist invertierbar.

— D 'A hat in der Hauptdiagonalen nur Einsen.
= B :=(bj) =I — D' A hat in der Hauptdiagonalen nur Nullen und
bij=——2 Vj#i
Fiir die Zeilensummennorm ||B||o folgt aus der Diagonaldominanz

| Bl < 1.

Nach Satz 3.1 (Neumansche Reihe) 3(I — B)™! = (D 'A)~!

—> A ist invertierbar, also a).
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Beweisvariante:
In keinem Gershgorinkreis von A ist die Null enthalten auf Grund der starken
Diagonaldominanz, also sind alle Eigenwerte A\(A) #0 = 3 A"

b) Sei y der Losungsvektor von Az =b#0, = Fi: y; #0 und |y;| = |Y]| -
(der Losungsvektor ist eindeutig bestimmt, da A regulér ist nach a).

Wir zeigen indirekt: i € N7 (Ay).
Annahme: i € N°(Ay), d.h. (Ay); =0 d.h.

a;Yyi + Z ai;y; =0 =

J=1, g
n
0 =[ay yi + Z aiyj|
J=1,j#i

n

>|azy:| — Z |aij| |y;| und wegen [y = [|yllo

j=1,ji
n
> ol (ol = 3 lay) = Wl
>0 . =Lt
>0

ly;] nimmt also sein Maximum nicht fiir i € N7 (Ay) an, d.h. b).

. : 2
Wir zeigen zuerst a; # 0V 4.
Wende das Maximumprinzip an auf y = e’ (i— ter Einheitsvektor).

€ #0 und danacha) 3A™" = N7(Ae') #0,dh. Ae’=a’ #0 (a’ =i—te
Spalte von A).

Wegen e} =1, ¢ =0 fiir i # j, also max|e’| = e; = 1, muB nach b) gelten:
j
Wir zeigen die strenge Diagonaldominanz.

Fiir beliebiges, aber festes ¢ definiere

R e 1fiirt>0
Yi = — g - , y; :=8ghay; fiir i # j, wo sgn (t) = it <0
J:
J#i

= y #0,

denn selbst wenn alle a;; = 0 wéren, folgt das aus der Definition von sgn.
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Nun ist
— |aij|
(Ay); = Zawyj Z |aij| +ai | — Z # =0,
=1 j=1 i
J#z J#i
also i € N°(Ay), d.h. |y;| nimmt sein Maximum nicht fiir j = i an. (strenges
Maximumprinzip!).
Damit folgt
ly:| = Z ‘ < max lyjl =1 laut Definition von y.
=
Das ist die starke Diagonaldominanz. |
Satz 12.4 .
A sei invertierbar und schwach diagonaldominant (|a;| > > |a;;| Vi)
=1
i
Dann gilt das schwache Maximumprinzip.
Beweis:

Eigenschaft a) von Definition 12.2 ist erfiillt, da A invertierbar.

Da A schwach diagonal dominant und invertierbar ist, sind alle a;; # 0, denn A kann
keine Nullzeile haben.

Sei A = (a;;), so gilt fiir ein beliebiges £ > 0 mit & = e(sgn(a11), .., sgn(an,))’ :

A::= A+Eel ist Ve > 0 streng diagonaldominant, erfiillt also das strenge Maximum-
prinzip und ist invertierbar.

Fiir ein beliebiges y # 0 sei ¢ := Ay.
Dadurch sind N°(Ay) und N7(Ay) festgelegt. Sei y&) Losung von

= N(Ay"9) = N(Ay)., N*(A:y") = N*(Ay).
dann gilt nach dem starken Maximumprinzip fiir A..

@) ®
kk nax . < ax .
() iENO(Ay)IyZ | Jomax ly;” |

In (%) kann der Grenziibergang ¢ — 0 ausgefiihrt werden, da A-' existiert fiir £ > 0.
Dann folgt aus (xx) die Behauptung b). |

Bemerkung: Fiir schwach diagonal dominante M-Matrizen gilt das schwache
Maximumprinzip, denn M-Matrizen sind invertierbar.
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Satz 12.5 Diskretes Maximumprinzip fiir die 1. RWA der Poissongl.
Fiir die Aufgabe
Au= fin Q= (0,a) x (0,0), u}m =g

sei durch (12.5) die diskrete Form

Ay =

gegeben. Dann gilt fiir beliebiges h = (hq, hs)

(12.9) falls f =0 [lylloo < [lgllcen)
(12.10) falls g = 0: [yl < == IFlo@n
(12.11) allgemein : [[yfloc < lIgllogy) + == I Flo@n

Bemerkung: Die Aussage des Satzes kann direkt fiir parabolische Aufgaben iibernom-
men werden. Wesentlich ist nur, dal A,y = ¢ eine Diskretisierung der parabolischen
Aufgabe ist, welche die Randwerte mit einschliet und iiber alle Zeitschichten geht..

Beweis des Satzes: Wir zerlegen die allgemeine Aufgabe A,y = ¢ in zwei Teilauf-
gaben

0 fiir (’L j) € wp
(1) — frnd ’
1. Apy P P { gy fir (i) € m (Fall (12.9))
2. Ah'y (Pwha Sowh { 0 fiir (Z,j) c Vh (Fall (1211))

Die Linearitét der Aufgabe bewirkt (Superposition)

Ay = Ay + Ay = Py, T P, = P
Dies liefert (12.11), wenn (12.9) und (12.10) bewiesen sind.
Fall (12.9): f=0

A}, ist eine schwach diagonal dominante Matrix geméf (12.5) und nach Satz 12.1 eine
M — Matrix, also gilt das schwache Maximumprinzip (Satz 12.4).
Die Nullenverteilung von ¢, liefert (interpretiere v, und wy als Indexmengen:)

N#(Ahy(l)) C Yhs NO(Ahy(l)) D Wh-
Damit folgt

(1) (1) (1) (1)
max |y, < max . < max < max |y
e |yz | = JeNO(A, (D) |yz | = ENE (A D) |?JJ | = ey |?JJ |>

oder kurz
1y @ < 1y llcen = llgllep,),  also (12.9).
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Fall(12.10): ¢ =0
Nach Satz 6.3 c) gilt fir A,y@ =¢,,

IPllc@.

min (A
i: (wwh)iio( hp)

|y? lc@n) < ‘||prh||c(@h) Vp >0 und Ap > 0 (komponentenweise)

In diesem Fall geniigt fiir p der Ansatz

w=¢c+xi(a—x1)+x2(b—2), (71,22) €Q, p=w.

Dann ist
>e>0 auf
(Anp): { =4 auf wy,
a’® + b
1Pllc@,) =€+ TR
min (A,p); = 4,
i: (wwh)iio( hp)
also 2 | 2
€ a® +
1y o) < (1 + 5 ) I fllc@, Ve>0,

und da diese Ungleichung von ¢ unabhéngig ist, gilt sie auch fiir ¢ = 0. Daraus folgt
(12.10).

Fall (12.11) durch Superposition. L}

Bemerkungen

1. Die Abschizungen (12.9) - (12.11) sind besser als die jeweiligen Abschétzungen
aus Satz 12.1 ¢), die nur die M — Matrixeigenschaft verwendeten.

2. Fir die Aufgabe 2) am Beweisanfang (Nullrandwerte) liefert das schwache Ma-
ximunprinzip (Satz 12.4)

||y(2) HC('vh) < ||y(2) ||C(wh)7

das Maximum wird also im Innern angenommen, was nicht verwunderlich ist, da
die Randwerte = 0 sind.

3. In der praktischen Anwendung werden in A,y = ¢ die Randwerte immer auf
die rechte Seite gebracht. Man erhilt dann eine Matrix A} (vgl. (12.5)), die
symmetrisch ist (die Ubergangselemente hil entfallen) und daher bessere nume-
rische Eigenschaften hat. Man 16st dann ein System A%y° = °, in dem y° nur
innere Punkte enthélt. Man beachte jedoch, dafl nun in den Komponenten von
¢ additiv zu den Komponenten von f;; auch Komponenten von g auftreten.

Fiir den Punkt ¢ =1, j = 1 (zum Beispiel) lautet die rechte Seite fi; + %gm
(vgl. dazu auch (2.12)).
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§ 13 Die 3. RWA fiir die Poissongleichung

Physikalische Herkunft der 3. RWA:

n

T =0Q
Au+f=0, €
ou n-— Q ——=n
a—n+a(u—u0) =0 auf 0Q
o > o9 >0, ug = Auentemperatur. D

|

n

Diese Randbedingung ist bei einem stationdren Wérmeleitungsprozess (z.B. in Q wird
geheizt, auflerhalb ist es kilter) die richtige physikalische Formulierung dafiir, dal der

U
Wérmestrom k—— (wobei u = Kérpertemperatur, uy=Auentemperatur, n = duflere

n
Normale) stetig durch die Trennfliche geht. Sie wird bestimmt durch das

Temperaturverlauf T
Fick’sche Gesetz: o : 5
ou ou ‘
&)~ (2]
( an) _ <Oéan) . T ~aussen
T T
innere auflere
Randgrenzwerte innen

Probleme in der Praxis: Der Diffusionskoeffizient k£ kann sich beim Durchgang durch T°
(unstetig) dndern. Dies bewirkt einen Knick in der Temperaturableitung. In der Grenz-
schicht (Dicke =6, 0 =7) herrschen komplizierte Verhéltnisse. Ist u(I') die Korper-
temperatur in Q (genauer: der Grenzwerte von innen zum Rand I') und wu, eine
Schétzung fiir die Aulentemperatur (, die nicht notwendig konstant sein muf},) so wird
eine grobe Schitzung der rechten Seite des Fick’schen gesetzes gegeben durch

(Gl (05

woraus in der Randbedingung, die durch das Fick’sche Gesetz beschrieben wird, sich

; a, 6 und k sind in der Anwendung oft schwierig zu

der Fakt ibt = —
er Faktor o ergibt zu o = =

erhalten.
Grenzfall: Ist der Auflenraum ein Isolator, so fliet keine Warme von innen nach auflen

und man erhilt als Randbedingung: % =0.
n
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Es sind nun folgende Probleme zu untersuchen:
1. Herstellung einer geeigneten Differenzenapproximation und Abschétzung des Dis-
kretisationsfehlers (Taylorabgleich).
2. Nachweis, daf8 die Diskretisierungsmatrix eine M — Matrix ist (= JA™).

3. Konvergenzabschitzung.

0
1) Differenzenapproximation fiir die 3. Randbedingung;: ot +o(u—1up) =0

Beachte: Die Diskretisierung muf fiir jeden Gitterpunkt, also auch jeden Randpunkt,
eine Gleichung liefern weil keine Dirichletrandwerte gegeben sind.

X,

EVO X

In @ wird wie bekannt approximiert

(Ahy)l = _(yilwl + yigmg)’h 1€ Wh.-

Diese Approximation ist von 2. Ordnung. Wir suchen deshalb fiir die Randpunkte
ebenfalls eine Approximation 2. Ordnung. Dazu mufl der Rand v in zwei Teile zerlegt
werden.

Y=+, 7o = innere Randpunkte, ~. = Eckpunkte.

Wir konstruieren zunachst die

Approximation am linken Rand

In obiger Abbildung bezeichnen wir mit Index 0 einen inneren Randpunkt € 7y, mit
Index 1 seinen rechten Gitternachbarn. Die Taylorentwicklung im Randpunkt liefert

PO G, 0T 9 922 In T g 93
U —uy  Ou hy 0%u h? &3u,
13.1 = _ ha 07wy by
(13.1) H21,0 hy 8x1‘r+ 2 8x%’r+ 6 Oz} —
ou ou hy 0%u )
(13:2) o oy Ir = ot 5 g + O(h)
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2

U
Nun kann 92 im Randpunkt nicht (oder nur schlecht) approximiert werden. Zwar
g1

9%u

wire eine Approximation von 92 von entsprechender Ordnung durch Taylorabgleich
x
unter Hinzunahme entsprechend vieler x;— Werte auf dem Level x, moglich. Da-

durch wird jedoch die Struktur der Matrix beeinflufit und ein Nachweis, daf} sie eine
2

M — Matrix ist, erschwert, wenn nicht unm 6glich gemacht. Deshalb wird 8—1; mit
Ty
Hilfe der Differentialgleichung ersetzt. Laut Differentialgleichung gilt

d*u d*u
13. o=
(13.3) 03 03

und analog zu (12.3), falls u € C® (Taylorreihe, vgl. z.B. (12.2)-(12.3))

(13.4) d*u (hg Puy  hy 83u_)

R = U= 0— — -
Ox3lr 7™ 6 Or3 6 O3

N J/

-
WESA

2
Bemerkung: In (13.2) ist 8—1; schon mit einem Faktor h; versehen, deshalb geniigt
2
1
hier eine in hy lineare Abschitzung um geméB hihy = a(h% + h3) eine quadratische

hi h h? + h3
Abschétzung zu erhalten, insgesamt also: 71 32 < Mzt +

Wir ersetzen in (13.2) die 2.te Ableitung geméf (13.3), (13.4) und erhalten damit
insgesamt die Approximation

ou h
e +o(u—1up) = —Yay,0 + é(—f — Yasas,0) + 0 (Yo —uo) + R =0

(13.5) 1 2 | 12 2 | 12
h hi+h 2hi + h M.
mit |R| < 2 _,_Q Ms = M; (&) < ?3(% + h2).

6 6 6

aus (13.1) vgl. oben

Die Diskretisierung am linken Rand lautet also (bekannte Daten auf die rechte Seite
und Verwendung der Punktnummern (vgl. Abb.) als Indizes)

h h
(L) (Ahy)o = —Yz,0 +oyo — Elyi?m,o = 0oup + Elfa bzw.
Y1 — Yo hi ya —2y0 +ys _ hy

mit folgender Vorzeichenverteilung in Ay
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h,
Punkt 2¢ S =2 Y %x,
Punkt 1

1. h
sgn( Hl+;§1+°) — 4 —— aus -y,

40 p—
Punkt O

© Punkt 3

h,
aus - 5"y

Beachte: Die Vorzeichenverteilung ist die richtige fiir eine M— Matrix, denn die
y— Komponente des Punkt 0 steht in der Hauptdiagonalen, die Komponenten der
y— Werte der Punkte 1 und 2 stehen rechts neben der Hauptdiagonalen, der Koef-
fizient zur y— Komponente von Punkt 3 steht links der Hauptdiagonalen.

Entsprechend findet man am rechten Rand (beachte: % = +8%1 und Yz, N, )
h h
(R) (Ahy)o = +yi1,N1 + Ule - ?lyigxg,o = OUg + ?1(]0 - 0 +

|

beachte Z;: riickwérts genommener Differenzenquotient

Die Randbedingungen am unteren bzw. oberen Rand ergeben sich aus (L) bzw. (R)
durch Vertauschung von z; «<» x5 und h; < hs mit den Vorzeichenverteilungen

- +
(u) (o)
_ " _ |

Behandlung der 4 Eckpunkte
0 1

Wir betrachten zunéchst den Fall
2

(die Ziffern indizieren die Punkte)

Ziel: 5

Man konstruiert als Approximation fiir n eine Konvexkombination von — und

n I
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8i derart, dafl man eine M — Matrix erhélt. Hierbei kommen wir in den Randbedin-
T2

gungen ohne die Approximation der Differentialgleichung aus. Wir kénnen analog zu
(13.2) vorgehen. Die Randbedingungen lauten im Punkt 0:

0 0
8—51 L= —a—z 0o +o(u — uy), I'; = linker Rand
0 0
8—12; L= 6_Z ne —o(u — up), I', = oberer Rand
: hy &2
183 Ugy 0 = +o(u—up) + - _2u + O(h?)
2 xy
hy 0%u
Uzy,0 = —0(u —ug) — 52 =2 +O(h3)
Um die zweiten Ableitungen zu beseitigen, multipliziere die 1. Gleichung mit =2 , die

hi”’

zweite mit (—h%) und addiere

2 2 2 2
h—lum,o — h—Qu@,o = ( + —) o(u—ug) + Au,+O(hy + hs)

hi  ho ey
=2
"H
hihs
hi + ho
Multiplikation mit g liefert die Konvexkombination
H H H 1 hihy
13.6 — Uy, 0 — T Uzy. 0 = — - — ———O(h1+h
(13.6) oy 0 T 30 o(u— u) 2f+2ﬂ1+h2 (h1 + 21
O3 +h3)

Damit erhalten wir als Approximation fiir die Gleichung im Eckpunkt

H H H
(E) (ArY)o = ——Yu1,0 + —Yzp,0 + 0Yo = oug + — f
hy ha 2

mit der fiir eine M — Matrix richtigen Vorzeichenverteilung.

0 1

AN H,H
> aus(h—2+h—§+cr)y0

- 1

2) A, ist eine M— Matrix
Wir konstruieren mit Hilfe der Ansatzfunktion

w=c+x(a—1x1)+22(b—2x2), >0 geeignet, (x1,z2) € [0,a] x [0, D]
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einen Vektor p > 0 mit Ap > 0 mit p = w (Gittervektor).
Fiir die inneren Punkte (€ wy ) gilt (vgl. (12.7)- (12.8)): (Ap), =4, | € wy,.

Fiir die linken Randpunkte ( € 7 ) folgt aus (L) durch Taylorabgleich:
(beachte: Im linken Randpunkt hat der rechte Nachbar den Wert zy = hy )
8w\0 h_%&Qw\o h_§83w\0

A 2 03 6 O3

——
=0

w1:w0+h1

w1h—wo =a—2-0—h;y =a—h; und damit nach (L)
1
ha
(Apw)o : = —wy, 0 + owy — Ew@”’o
ha o
> —(a—hy) +oc— 3(—2), da x9(b— z2) > 0 und W[xg(b —Ty)] = -2
P
! ' 4 —2h
—a+oc+2h >4 <— c> L.
o

Die letzte Abschitzung hitte man gerne im Hinblick auf die Abschitzung von || A, :
mlin(Ap)l soll nicht kleiner werden als 4, was durch die Abschitzung fiir die inneren

Punkte schon vorgegeben ist. Mit o > g9 > 0 ist sie erfiillt, falls verscharft gilt

4
c> +a.
00

4
Fiir die rechten Randpunkte folgt analog: ¢ > i , und entsprechend fiir die oberen

a0
b 4
bzw. unteren Randpunkte ¢ > bzw. ¢ > i a'
00 )
Eckpunkte (zunéchst links oben)
(X2),=(xz),=b
(%),=0—~ 0 1 —(%),=h,

(%),=0 — >
(xz),=b-h
Laut (E) gilt
H H
(Ary)o == —ﬁ(yl — Yo) + ﬁ(yo — Y2) + Yo
1 2
Aus w=c+ xi(a —x1) — x2(b — x2) folgt

Wo =c+0 o - B
wq =C+h1(a—h1)} b wo_hl(a hl)

Wo :C+(b—h2)(b—(b—h2)):C+h2(b—h2)

Wy — Wy = —hg(b — hg)
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Damit erhalt man

H H
(Ah'lU)Q L= ——2(h1(a — hl)) + —2(—h2(b — hg)) + oc
hi h3
H H
= —h—l(a —hy) — h—2(b — hg) +oc
ha hy
= — — — b—h
g T M) g (b ) Foc
ho hy 2h1hy
= — b oc

- +
I hy B hs o+ b
~—— —— ~——

<1 <1 >0

!
> —a—b+oc>4 (mochte man wieder!)

Dies fiihrt zu der hinreichenden Bedingung

4
(13.7) c> M, (analog fiir die anderen Eckpunkte)
00

Diese Forderung impliziert die vorigen, ist also insgesamt ausreichend.
Also ist A, eine M — Matrix.

3) Stabilitit und Konvergenz

Nach obiger Wahl von w = c+z1(a —x1) +29(b—22), p = w (Gitterfunktion) erhalt
man (vgl. Satz 6.3 und Beweis von Satz 12.1)

2 2
lpllec ot ==

Al <
” h Hc(wh) _HlliIl(Ap)l = 4 )

also mit (13.7)

d+a+b a®>+b
+ .

13. Al <
( 3 8) || h ||C(Wh) — 40_0 16

Diese Abschétzung ist unabhéngig von der Diskretisierung, d.h. auch die Stabilitét ist
gesichert.

Der Verfahrensfehler z = y — u, (u = Gitterfunktion der exakten Losung,) geniigt
Apz =1, 1 = Diskretisierungsfehler.

1 = enthilt den Fehler der Differentialgleichung: |- | < @MZl (vgl. (12.3),(12.4))

und den Fehler des Randes |- | < @Mg (vgl. (13.5). Insgesamt also

4 b 24 p? h? 4+ h2 h? + h2
||z||oos( fath, o+ )mx< 1R, Mt 2M3)

4oy 16 12 3

=:C1

h? + h3

fall 4
12 alls u € C7,

”Z”oo < Cl maX(4M3, M4)

also quadratische Konvergenz.
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§ 14 Die 1. RWA der Poissongl. in allgemeineren
Gebieten

Was macht man z.B. mit dem Rand der Nordsee? Er ist nicht eindeutig.
Ein einfaches, stabiles Verfahren erhélt man, indem man die echten Randpunkte auf
die benachbarten Gitterpunkte verschiebt.

.
//

//

=4

Dies liefert einen Fehler 1. Ordnung. Die Ergebnisse sind jedoch, in einem gewissen
Abstand vom Rand brauchbar. Wir beschreiben im Folgenden eine Diskretisierung in
den randnahen inneren Punkten, die zunéchst von 1. Ordnung ist, jedoch zu einem
quadratisch konvergenten Verfahren fiir den Gesamtbereich fiihrt.

Shortley-Wellers: Approximation und Verfahren

r=6Q

th bezeichnen die Absténde des Bezugpunktes (hier

. der mit 0 bezeichnete Punkt) zu den benachbarten Git-
2 /)* }hz 1 terpunkten. Dies kénnen innere Gitterpunkte sein (wie
hy hy=hy hier der Punkt 1), als auch Randpunkte, die durch den
h Schnitt des Randes von €2 mit den Gitterlinien entsteht
(hier z.B. der Punkt 2).

Randnahe Gitterpunkte sind solche, fiir welche mindestens einer der Werte th von der
Maschenweite verschieden ist. Wir untersuchen, zunéchst nur diir die x;— Richtung,

die Approximation von g—; im Punkt 0.
1

Fiir die Differenzenquotienten gilt (Taylorabgleich)

Y1 — Yo hi (h)? @ (M)® )
e Yo+ D3 Yo + 6 Yot o Yo
yo—v2  , hy o, (hD)? @y (M)
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Beide Gleichungen weisen einen Fehler 1. Ordnung auf. Durch Subtraktion der Glei-

2
h d Multiplikati it ————— folgt
chungen un ultiplikation mi hf+hf olg
2 Yi—% Yo — U2 y 2 (1) (h)*N @) 2 | pn2

— = — O((hf h

hf+h1< hf I y0+ﬁ1++hf 6 6 J?Jo + ((1) +(1))
hirthl_
3

2 vi—v% Yo—v2\ h—h @ B

14.1 "= — — O((hi)? + (hy)?

Das Fehlerglied folgt mit Hilfe Abschéatzung
h)3 ho)3 h)3 h)3
US4 U e
1 1

hf +hy — hf hy
Beachtet man weiter

by —hy| < hy und (h)* + (hy)” < 2h]
so 1aBt sich (14.1) auch schreiben als

2 Y1 —% Yo — Y2
14.2 "= — O(hy) + O(h?
; ha 2 h% (4"
mit | O(hy)| < 3 M, |O(h7)| < 12]\/[4, M; = max |y'*/].
Q

Dies ist eine Approximation 1. Ordnung, die auch bei nichtdquidistanten Gittern ver-
wendet werden kann.

Mogliche Abhilfe: Ist Ay, die maximale Maschenweite, so kann man durch die

Forderung:  |h{ — hy| < Mh2,, . falls M >

max
max

erreichen, daf§ die Approximation (14.1) von 2. Ordnung ist.
Man kann Bedingungen angeben, wie ein gegebenes, nicht dquidistantes Gitter verfei-
nert werden kann, damit diese Forderung erhalten bleibt.

Obwohl (14.2) nur eine Abschitzung 1. Ordnung ist, werden wir zeigen, daf sie zu
einem Verfahren 2. Ordnung fiihrt.

Wir legen nun iiber 2 ein nicht notwendig dquidistantes Gitter mit den Maschenweiten
h = (hl, hg) .

Die Menge der Gitterpunkte, die wir bei der Diskretisierung benutzen, setzt sich wie
folgt zusamen aus

(14.3) @ =y Uw; Uw).
Dabei bedeuten (vgl. Abbildung)
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v, = Randpunkte: Schnittpunkte von I' = 62 mit den Gitterlinien
(zB. (k—1,0),(k—=1,1—1))
wy = irregulére Punkte: Innere Gitterpunkte, die mindestens einen Randpunkt

als Nachbar haben (z.B. (k,1), (k,1 —1)).
w) = regulire Punkte: Innere Gitterpunkte,deren Nachbarn alle innere Punkte sind.

Das Gitter soll so fein sein (zusammenhéngend), daB sich zwei beliebige innere Gitter-
punkte durch einen Polygonzug aus inneren Gitterlinien verbinden lassen. Sonst zerféllt
das Gleichungssystem der diskretisierten Gleichungen in separate Teilsysteme und die
Kopplung zwischen den Teilsystemen geht verloren.

nicht zusammenhaengend zusammenhaengend

Bei nichtzusammenhéngenden Gebieten kann man durch Verschiebung des Gitters oder
Gitterverdichtung den Zusammenhang herstellen.

Wir bezeichnen nun mit y der Vektor, der alle Punkte aus &, enthalt. Ah sei die
zugehorige Diskretisierungsmatrix.

Diskretisierung;:
in w) durch den bekannten 5-Punktestern von 2. Ordnung,
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in w; geméf (14.1) durch die Shortley-Wellers-Approximation

< 2 Y1l — Ykl Ykl — Yk—1,
(Ahy)(kal) = _h-l- +hT ( ht B ho hy > h%,
(14.4) Lo ! ! mit
2 Ykt+1 — Ykl Ykl — Yki-1 hy > hE
hy + hy hy hy
Beachte: Fiir h{ = h; = hy, hj = hy; = hy, wie das in inneren Punkten der Fall

ist, ist das der iibliche 5-Punktestern, d.h. in den entsprechenden Matrixkomponenten
ergibt das die gewohnte Vorzeichenverteilung.

Dann gilt geméf (14.2)

(14.5) (A gy = —(Auw g+ Ol +hy)  + Okl +hi)
| |<MER2Ms vel. (14.3) | \gh%j;h% My, vel. (12.3)
mit M; = max ’au , 8@
) ox} oxl,

Dies ist offenbar eine Approximation 1. Ordnung. Trotzdem werden wir zeigen, daf§ sie
ein konvergentes Verfahren 2. Ordnung liefert. Wir zeigen zuerst

Satz 14.1
Ap gemif (14.4) ist eine M — Matrix und es gilt

- L . :
140 Nlo@, <1+ 7 (diam(Q))*,  (diam(€2) := max [l = yll2).

Beweis: Im Gleichungssystem

Ao (g) g = Werte auf v,
Y = P = )
f f = rechte Seite

1
bedeutet keine Reihenfolge der Anordnung

ist die Vorzeichenverteilung in den irreguléren Punkten die gleiche wie in den reguléren
Punkten. Die echten Randpunkte liefern nur eine Eins in der Diagonalen. Die Vorzei-
chenverteilung in Aj, geniigt also der einer M — Matrix.

Zu konstruieren ist also ein Vektor p > 0 mit A,p > 0.
Dazu machen wir einen quadratischen Ansatz

w(wy, w2) =4+ ¢ — ((1 — 210)* + (22 — 120)%), (21,22) € Q
(710, T90) innerhalb des Umkreises um 2, ¢ = (diam(2))%.

(14.6)
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Begriindung und Bemerkungen

1. Wir setzen p = w. Die Vorzeichenverteilung der quadratischen Glieder in w
ist die gleiche wie in der Ansatzfunktion (12.7). Das benotigt man fiir eine
M — Matrix.

2. w > 4 wird gebraucht im Hinblick auf die Abschéitzung aus Satz 6.3, damit
der Nenner nicht kleiner wird. Dies erfordert einen Korrekturterm ¢, der so
beschaffen sein muf, da§ “ c— quadratische Glieder” > 0 ausfillt. ¢ geht in ||P|
ein und sollte deshalb moglichst klein sein. Die quadratischen Glieder werden
deshalb so angesetzt, dafl sie der Vorzeichenverteilung geniigen, aber nicht zu
grof} ausfallen.

3. Liegt der Punkt (719, 79) im Umkreis um €, so ist (x7 — 219)? + (22 — 229)? <
(diam(£2))?) (Phytagoras.) Das “<” kann zum “=" werden, wenn (19, To) auf
dem Umbkreis liegt und (z19, 290) € 0§2 (vgl. Zeichung).

4. Die Lage von (x19,x2) und die Wahl von ¢ bewirken deshalb, da8

c—(v1 —210)* — (2 —299)* >0 und w(xy,2) >4 in Q.

Extreme Lage von (zg,x1) und (219, 220)

>4 auf -+, Randpunkte, vgl. Bemerkung d)
(14.7) (Ahﬁ)kl —{ 4 auf w) reguldre innere Punkte, vgl. (12.9),
4 auf wp weil w quadratisch ist und g%’ = 0.

Begriindung zum Fall (k,1) € w;
(App)k,; wird gemdf (14.4) dargestellt und (14.1) zeigt, daff der Fehler der Darstellung
erst in der 3. Ableitung nicht verschwindet. Das tut nicht weh, da w quadratisch ist.
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Mit p = w gilt nach (14.4)

4 auf 7, Randpunkte, vgl. Bemerkung 4)

>
(14.8) ( Ahf)) =4 4 auf w! regulire innere Punkte, vgl. ( .9),
4 oy = 0.

auf w; weil w quadratisch ist und

Also ist A;, eine M— Matrix und wir erhalten nach Satz 6.3 b) die Abschiitzung

1L 1Pl 4+C c L. 2 g . 2
A o) < =14+ - =1+ —(diam(2 fir ¢ = (diam(Q))~.
14, e < Cofiss < S50 = 1§ = 1+ (@) (diam(©)

Bemerkung:
Fiir den Verfahrensfehler 2 = ¢ — @, (@ = Gitterfunktion der exakten Lésung v in
allen Gitterpunkten inclusive Randpunkten), liefert diese Abschitzung wegen A,z =

W = O(hy + hy) (vgl. (14.5))
(14.9) 12 oo < 1 An " le@n1Plloe = O(hr + ho).

Dieses Ergebnis konnen wir jedoch verbessern mit Hilfe der schéirferen Abschétzung
Satz 6.3 ¢)

Satz 14.2 Shortly-Wellers fiir die 1. RWA der Poissongleichung
Falls u € C*(Q) konvergiert das Verfahren gemif (14.4) quadratisch.

Beweis: Idee:

Es ist @, = 7, Uw} Uw) . Die Konvergenzabschitzung erhélt man aus dem Gleichungs-
system A,z = 1. Nun sind bei der 1. RWA die Komponenten von 2 und 4, die
zu den Komponenten € 7, gehoren, =0. Daher kann man die Randwerte aus dem
Gleichungssystem eliminieren, sodafl nach der Elimination keine Randwerte mehr auf-
tauchen.

Elimination: (vgl. Zeichnung)

Zu jedem Randpunkt gehort in Aj, eine Zeile (z.B. j), in der die 1 in der Diagonale
das einzige Element # 0 ist. Die Zeile j im Gleichungssystem A,z = 1,~b und die
Spalte j in A, werden gestrichen, letztere weil sie mit Z; = 0 multipliziert wird. Auf
diese Weise entsteht aus A, die Matrix A, . Durch das Streichen der j— ten Spalte
werden nur Nebendiagonalelemente von A, und A, entfernt, was in den entspre-
chenden Zeilen die Hauptdiagonale stéirkt. Das bedeutet: Geht p aus p hervor durch
Streichen der Komponenten, die zu den Randwerten gehoren, ist (Ay); eine Zeile, in
der ein Nebendiagonalelement gestrichen wurde, AhZ die entsprechende Zeile von Ay,
so gilt (Ap)ip > (Ap):p, denn die Nebendiagonalelemente sind < 0. Da A, eine
M — Matrix war, gilt dies auch fiir A, , denn die Vorzeichenverteilung bleibt dieselbe.
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Fiir Aj, untersuchen wir nun fiir die Fehlerfunktion z das System

Ahz = ’(:ba

das wir in zwei Teile zerlegen

(110) A=yt w0 ={ e € j — 19l = O + 1)
aaan) A=t = { O S g = 008+ 1)
Dann gilt

(14.12) Apz = Ap(2° + 2°) = ° + "

Wir betrachten beide Aufgaben getrennt.

Zu Aufgabe (14.10) benutzen wir die verschérfte Abschiatzung Satz 6.3 ¢)

1Pl

min (Ap)
(i,k)€w?

(14.13) ||2]]00 < 19°||c VP > 0 mit (Ap)ix >0 V (i, k) € wp.

Es geniigt hier w(xy,25) = ¢ — (71 — 210)> — (22 — 790)?), p = w zu wiihlen mit
¢ > (diam(Q2))?, denn minw wird nur auf 7, angenommen (vgl. Bemerkung ¢) nach
(14.6)), also ist w > 0 in wy, =w};Uw) und Apw =4 in w) (vgl. (14.7)). Man erhélt
also

(14.14) 12°l o) <

19°]| s < = My(R2+ h2) nach(12.3)).

N——
O(h3+h3)

=0
=0

Das ist die gewohnliche Abschétzung fiir Au in den inneren Punkten.

Zu Aufgabe (14.11) benutzen wir das schwache Maximumprinzip (vgl. dazu die Sétze
12.3-12.4) Aj, ist eine invertierbare, zumindest schwach diagonaldominante M — Matrix
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(vgl. (14.16)). Wir wenden es auf A,z* = 4" und erhalten wegen
wd C N°(A,z*), N7(A,z*) Cwi (identifiziere die Gitterpunkte mit ihren Indizes)

max 2| < max |z/| < max [zj] < max
zEwg 1ENO(Ayz*) JEN#(Apz*) JEW;

Die maximale z— Komponente gehort also zu einem Gitterpunkt € wy .
Sei Aj, = (ai;) € R™™, dann gilt fiir 4 € wj; mit |2}| = max |z}| wegen A,z* ="
J

n n n
aiil2f| = lauz| = [ =D a2l < 1671+ lag| 125 < W51+ ) lag] |27
J#i i i

n
— 15 e — > lag|| < [45]
j=1
J#i
Wir zeigen, dafl die Zeilensumme # 0 ist. Dann folgt

* 1 *
(14.15) |Zz| < —n|¢z|

|aii = 2 lasl|

j=1

J#i
Eine Abschizung der Zeilensumme nach unten wird fiir |2;| die gewiinschte Abschitzung
liefern. )
Dazu betrachten wir zunéchst fiir die volle Matrix Aj; und den dazugehérigen lingeren
Vektor & = (1,...,1)7 die zu einem Punkt (k,l) € w; gehorige Komponente (A€)x;
in der Diskretisierung (14.4) (fiir zeilenweise Nummerierung)

(14.16)
- 2 1 2 1
(Ahé)k,l - - (7 —) ék-J,l — (7—) ék‘fl,l
hi + hy h ht + hi by

+( 2 1+ 2 1+ 2 1+ 2 1>~
Tx . 4 = 5 = T 4 = 5 x T 4 = 5 x T . 4 = 5 = ek,l
hi+hy hy R +hy hf  hi+hy hi hi +hy h,

2 1\ . 2 1\ .
— /=) ¢ - €
i) T R g )
Hierdurch wird die Zeilensumme der Zeile (k, [) der Matrix dargestellt.
In der 1. Zeile stehen die Elemente links der Hauptdiagonalen, in der 2. Zeile die Haupt-
diagonalelemente und in der 3. Zeile die Elemente rechts der Hauptdiagonalen.

Diese Darstellung gilt in w} und in w) (wobei im letzteren Fall alle th =hi9).

Beachte: A ist schwach diagonaldominant. Die Zeilensummen, die zu Elementen von
wj Uwj gehoren, sind =1.

Beim Ubergang zur Matrix A;, werden die Randpunkte € 7, gestrichen, d.h. in A,
fehlt in den Punkten € wj mindestens ein Summand in (14.16), mindestens, weil ein
irregulirer Punkt als Nachbarn mehr als einen Randpunkt haben kann.

In A, fehlen mindestens
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1. bei einem unteren Randpunkt é;;_; eine frithere Komponente von Ay,
2. bei einem linken Randpunkt ej_; ; eine frithere Komponente von A,
3. bei einem rechten Randpunkt €., ; eine spitere Komponente von A,

4. bei einem oberen Randpunkt € ;41 eine spéatere Komponente von Ay,

Um den jeweils gestrichenen Term iiberwiegt der entsprechende Term in der Haupt-
diagonalen. Also ist (Ape)r, (k, 1) € w; grofer um den jeweils fehlenden Term, den
wir abschétzen.

2 1 2 1 1 2 1 2 1 1

T =25 = 73 T T 25,7 T3

hi +hy hy — 2hy hy 3 hi +h{ h] 2hy hy W3

entsprechend die anderen beiden Terme =—-
~ ) 1 1 1 1 9 9 .
(Apé)y > min ( —, — — - < <hi+h; V(k 1) €w;
hi’ h; (Ane)u i (i i)
hi’ h3

Wir tragen diese Abschétzung in (14.14) ein und erhalten

(14.17) 2] = 112" lloo < (B + B3)[¥7| = O(hT + h3) - O(hy + ha)

Bemerkungen zum Verfahren

1. Dieses Verfahren arbeitet gut bei Randwertaufgaben.

2. Bei Eigenwertaufgaben ist es problematisch. Die kontinuierliche Aufgabe ist oft
selbstadjungiert, zumindest immer formal selbstadjungiert. Die Matrix Aj ist
aber nicht symmetrisch, hat also ggf. komplexe Eigenwerte. Die Asymmetrie von
A, stort.

Aufgabe:

(a) Zeige, daBB A, (Randwerte auf die rechte Seite gebracht) symmetrisch ist
bei beliebigen, einfach zusammenhéingenden Gebieten.

(b) Zeige, daB Aj nicht symmetrisch ist.

3. Die Abschitzung (14.17) 148t fiir die Diskretisierung in den irreguléren Rand-
punkten Spielraum ohne die quadratische Konvergenz zu gefihrden. Man kann
also “unfaire” Approximationen fiir Au benutzen, oder “gar keine”, d.h. einen
Fehler von O(1), man verliert dann den Faktor O(hy + hy), bzw. mufl ihn durch
eine Konstante ersetzen. Das tut der quadratischen Konvergenz nichts. Solche
“unfairen” Approximationen werden benutzt.

Insbesondere: Ersetzt man in (14.4) alle hy, (, die auch noch vom irreguliren
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Punkt abhéngen) durch hy o, so geht die Ordnung in (14.1) verloren und somit
auch der Faktor O(h;+hsy) in (14.15). Die Abschatzungen von (14.15) zu (14.17)
bleiben jedoch richtig. Der Faktor O(h? 4+ h2) in (14.17) bleibt erhalten, und so-

mit auch die quadratische Konvergenz.

Daf3 der Einflufl der Diskretisierung in den irregulédren Randpunkten auf die Kon-
vergenzgeschwindigkeit gering ist, kann mit Hilfe der Greenschen Funktion erklart
werden, die in den randnahen Punkten klein ausfllt.

. Statt Aw in irreguldren Punkten zu diskretisieren, kann man fiir die Funkti-
onswerte in inneren Punkten auch einen Wert durch lineare Interpolation der
Funktionswerte in den benachbarten Punkten erhalten.
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§ 15 Jacobi und Gauss-Seidel

Direkte Verfahren zur Losung grofler linearer Gleichungssysteme sind im allgemeinen
zu aufwendig und zu ungenau. Deshalb werden iterative Verfahren vorgezogen.
Jacobi-Verfahren (Gesamtschrittverfahren) zur Losung von

Ax=b, AcR” A= (L+D+ R)
L = untere Dreiecksmatrix von A
D = Diagonalmatrix von A

L = obere Dreiecksmatrix von A

"' = DY L+Rx"+D'b=-D'(A-D)x"+D'b
=I-D'Az"+D 'b=x2"+ D '(b— Ax™)

Entsprechend lautet das “geddmpfte” Jacobi-Verfahren (der Defekt wird geddmpft)
(15.1) 2" = (I -wD 'A)x" +wD 'b=2™ +wD '(b— Ax™), w> 0.

Aus (15.1) liest man ab, daf alle Fixpunkte Losungen von Az = b sind. Subtrahiert
man die Fixpunktgleichung

x=(I—-wD 'A)x+wD'b
so erhélt man die Fehlerdarstellung
(15.2) et i— g™ — g = (I—wD 'A)e™ = ... = (I —wD ' A)" e

le™ ) < |[T —wD™ A|™ |7

Die Iterationsmatrix ||[I—wD™' Al heiit auch Konvergenzrate von (15.1) (normabhiingig).
Konvergenz liegt vor, wenn die Konvergenzrate < 1 ausfillt (hinreichend), bzw. wenn
der Spektralradius der Iterationsmatrix p(I —wD 'A) < 1 ist (notwendig und hin-
reichend). Letzteres wird bewiesen durch den

Satz
Ve > 0N A € R™™™ 3 Vektornorm || - ||y und eine zugeordnete Matrixnorm || - |5
mit. [ Ally < p(A) + 2.

Bemerkungen:

1. Ist A= A" >0 und D '(A) = cI (dies ist gegeben, wenn A die Diskretisie-
rungsmatrix von Aw ist), so ist I —wD ' A symmetrisch und es gilt
(15.3)
p(I —wD 'A) =max|\I —wD 'A)| = |I —wD 'A)||s = [T —wcA)|s.
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2. Ubung: Man zeige, daB A € 0(A) <= (1-\)co(I—A).
o(A) bezechnet das Spektrum von A.

Satz 15.1
Fiir das gediampfte Jacobi-Verfahren zur Losung von Az = b mit A = AT >0

" = (I —wD 'A)x™ +wD™'b, D = diag(A), w >0, z° gegeben
gilt
Alle Eigenwerte von D' A sind positiv.

Sind A\in bzw. A4 der minimale bzw. maximale Eigenwert von D 'A so wird
fiir den Dampfungsfaktor

2
(154) wopt = —)\mln _'_ )\max

der Spektralradius der Iterationsmatrix p(w) := p(I —wD ' A) minimal und

/\maa: - /\mm
(15.5) p(wWopt) = N L.

Das mit w,, geddmpfte Verfahren konvergiert fiir jeden Anfangswert gegen eine
Losung von Ax =b.

Bemerkungen:

1. Fiir das ungedémpfte Verfahren (w = 1) ist der Satz falsch (vgl. Ubungen).

2. Ist D = cI, so koénnen in (15.5) fir A, und A,.. die entsprechenden Eigen-
werte von A eingetragen werden (o(cA) =co(A)).

3. Zur praktischen Anwendung benétigt man (zumindest Schitzungen fiir) A,
und Aoz -

Beweis des Satzes:
ANeo(D'A) < 3x#0: D'Ax =)z

<— Ax=)\Dx

— x"Ax = )\x"Dx

= A= z Az
- x*Dzx

Da A und D positiv definit sind, folgt A >0 YA € o(D *A) .
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0< )\min S A(D_lA) S /\maa: % 1-— W/\maa: S 1-— W/\min

p(I —wD™A) wird in Abhiingigkeit von w minimal, falls

1T — whpaz| = |1 — wApin|  bzw.  whjpee — 1 =1—w,, woraus folgt
2 Amaz — Ami
gt = ——— d 1= )\mm:M<1...
“ P )\mzn + )\max e “ )\max + )\mm

Fiir nichtsymmetrische Matrizen gilt

Satz 15.2
Ist A € C"" irreduzibel und diagonaldominant, d.h.

n
Z la;;| < l|a;| Vi, < fiir mindestens ein 7,
=1, i

so konvergiert das Jacobi-Verfahren fiir jeden Startwert gegen die Losung von Ax =
b.

Definition 15.3
A € C™" heilt reduzibel, wenn gilt

1. Nl,NQ CN= {172,...,77,}, N17N2 #0
2. N1UN2:N, NlmNQZQ

3. Qjj =0 \V/(Z,j) € Ny x Ns.

A heillt irreduzibel <+—=> A ist nicht reduzibel.

Beweis von Satz (15.2): Ubung.

Bemerkung zur Wahl der Startwerte:

Eine gute Wahl der Startwerte ist im Allgemeinen schwierig.

Oft wird empfohlen: «° = D~'b. Dies ist nichts anderes als der Iterationswert ' fiir
2’ =0 und w =1 mit dem Jacobi-Verfahren.

Beim (noch zu besprechenden) Mehrgitter-Verfahren wird eine Naherung mitgeliefert.

Abbruchkriterien

In der Praxis wird oft empfohlen: |[™! — ™| < eps (Maschienengenauigkeit). Dies

ist problematisch, insbesondere bei schlechter Kondition, weil dieses Kriterium nichts



113

iiber die Genauigkeit aussagen mufl.

Empfehlung: Defektabschétzung iiber die Kondition.
Esist A(x™ —x) = Ax™ —b=:d™  Defektvektor, also
——

le™ || < [[ A~ ld™ .
Aus ||b]| = [|[Az|| < ||A]| ||z|| folgt [|x| > also gilt fiir den relativen Fehler
le™]l yld™ll ™|
< [|A[[ AT T = cond(A) T
] 1] 1B
Ein verniinftiges Abbruchkriterium
le™] ™|
(15.6) < cond(A) ——
] il

ist nur moglich, wenn man Werte oder Schétzungen fiir cond (A) hat. Gute Formelpa-
kete liefern das.

Schitzung einer Iterationszahl zur Erreichung einer vorgegebenen Genauigkeit

Satz 15.4
Fiir das geddmpfte Jacobi-Verfahren zur Losung von Ax = b gelte diag(A) = cI
und die Voraussetzungen von Satz (15.1) seien erfiillt (insbesondere gilt dann p :=

p(wopt) < 1).
Dann gilt fiir den absoluten Fehler nach m Iterationen

le™ ]l < e,

falls

und

o Tog et +log(1/e)
m=mE) 2 T e 1)

log [|€°]|2 + log(1/) ; .
log(1/p) < (log [[€’]|2 +log(1/¢)) 5 cond(A),

wobei e’ = Fehler der Ausgangsniherung.

Bemerkungen:

1. diag(A) = cI ist nur technisch. Es ist immer diag(D 'A) =

2. Die notwendige Iterationszahl m wéchst (in etwa) linear mit cond (A).
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3. Fiir ||€°]|y ~ 1 ist log||e’||> & 0, deshalb lautet eine Schiitzung (fiir relativ gute
Anfangsniherungen)

(15.7) m(e) ~ =(log(1/e)) cond(A)

N | —

Beweis:
Wir haben gezeigt (vgl. (15.2))

”em+1”2 S ”I _ wD—lA”ngeon — p(wopt)mHeOH.

Aus der Forderung p™|€°|| < e folgt (beachte: logp < 0)

log(e) — log(|le”]]) _ log(||€”]| +log(1/e))

(158) oel) Tog(1/p)

< 5 condy(A).

. . 1
Wir zeigen 5

1
log(1/p)
Bekannt ist fiir die Eigenwerte von D™'A (vgl. (15.5))

( ) )\max - )\mm i\\r:;z —1 k—1
wO = = = s
P vt )\max + )\mzn —imaz +1 k+1

min

dabei ist wegen D = diagA = cI

/\mam(A)

Kk = condy(D ' A) = condy(ctA) = ||c P Al|2 [|cATY || = condy(A) = Amin(A)”

In (15.8) schétzen wir log(1/p) nach unten ab. Nun ist

k—+1 2
log(1 = log(——) =log(1 + ——
og(1/p) Og(/@—l) og( /1—1)

Mit der Abschéitzung log(l + z) > IQ—fQ (Beweis: richtig fiir x = 0, und fir = > 0

wichst die linke Seite stérker als die rechte) folgt

2 > 2 222 4
k—1" 7

=x

og(1/p) = log(1 + t+2 L 12 2k-1)F2 =

Trégt man dies in (15.8) ein, so folgt die Behauptung. |
Anwendung auf die Diskretisierungsmatrix AY = srtridiag(—1,2, —1).
Fiir diese Matrix (Diskretisierung von u,, in [0, 1] ) wurde gezeigt (vgl. (2.11), (3.16),(3.17))

8 S )\mm S )\max S ﬁ
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Mit den Schétzungen
1 1 4 ‘ 1
o) S Al = Ana(A) gy st conday(A) & o

Die Schéatzung (15.7) fiir die Iterationszahl m(e) liefert also

1A s =

1 1 1 1, h= 1/N log( )
s §(log(g))condA = 4—]121 g( ) 1
Da eine Jacobiiteration mindestens N? Rechenoperationen braucht ( N =Zahl der Un-
bekannten), folgt
log(Z)
4

N2

~ N* 2 Tterarionsschritte.

Zu einem vorgegebenen absoluten Fehler ¢, der sich natiirlich an einem sinnvollen
relativen Fehler ausrichten wird, wéchst also auch die Zahl der notwendigen Rechen-
operationen in etwa proportional zu N*.

Fazit: Die Losung einer solchen Gleichung durch reine Iteration ist zu aufwendig.

Das Gauf3-Seidel-Verfahren
(Einzelschrittverfahren (ESV))

Mit der Matrixzerlegung

(15.9) A=L+D+R

erhilt man zur Losung von Ax = b wegen (L 4+ D)x = —Rx + b falls D regulir
ist, das

(15.10) ESV : "' = (L+ D) 'Rx™ +(L+ D) 'b

mit der Iterationsmatrix

(15.11) S=—(L+D)'R=—(L+D) ' (A-(L+D))=I1-(L+ D) 'A.
Beachte: Das Verfahren ist abhéingig von der Anordnung der Gleichungen.

Satz 15.5
Ist A = A" > 0 (symmetrisch, positiv definit), so konvergiert das ESV fiir jede
Ausgangsniaherung gegen die Losung von Ax = b.

Beweis: Wir zeigen fiir eine geignete Matrixnorm ||S]| < 1, genauer:
Durch |y|% := (Ay,y) = (y, Ay) wird eine Vektornorm definiert, die zugeordnete
Matrixnorm (Energienorm) ist

S
(15.12) IS4 = sup IS9lla _ s 1820
lylla  llzla=1
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Das Maximum wird angenommen, da ||x|[4 = 1 eine kompakte Menge ist. Wir zeigen

(15.13) [Sylla <lylla Yy #0.

Gemaéf der Definition (15.12) gibt es dann ein g mit ||SY|la = ||S]|a ||g]|a . Deshalb
folgt aus (15.13): ||S]la < 1.

Beweis (15.13): (der Einfachheit halber schreiben wir || - || = |- [|4)-
Mit z =Sy = (I — (L+ D) 'A)y, also ||z]|* = 2T Az folgt

lyl* — [ISyll* =y" Ay — 2" Az
—yT Ay —y"(I — AT(L+ D))" T)A(I - (L + D) 'A)y
mit der Abkiirzung B = (L + D)
=y"{A-(I-A"B)A(I-BA))}y

—yT{A—(A—ATBTAYI-B'A))y =4

=y"A"{I - (I-B"A)(I-B'A)}y
=y'A"{I-(I-B"A-B'A+B TAB 'A)}y
=y"A"{B"+B'-B "TAB '} Ay.
Wegen A =L+ D+ L" =B+ (L+ D) —D =B+ B" — D folgt
B'AB'=B"(B+B"-D)B!
=B "(I+B"B')-DB™)
=B '+B'-B DB
Setzt man dies ein, so folgt
lyll* - ISylI* = y" A"B""DB ' Ay = (B"'Ay)" D(B'Ay) > 0,

denn D hat wegen A = AT > 0 und (e’, Ae’) = a; > 0 nur positive Diagonalele-
mente, ist also positiv definit.

Bemerkungen

1. Die Diskretisierungsmatrizen fiir Au und A, erfiillen die Voraussetzungen von
Satz (15.5).

2. Der Iterationsmatrix (15.11) der GauB-Seidel-Iteration fehlen Symmetrieeigen-
schaften. Dies wird sich im Zusammenhang mit dem Mehrgitterverfahren als
Nachteil erweisen (vgl. § 17 f). Wir behandeln deshalb das symmetrische Gauf$-
Seidel-Verfahren.
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Das symmetrische Gauf3-Seidel-Verfahren

Man kann Einzelschrittverfahren durch verschiedene Zerlegungen der Matrix A erhal-
ten.

A=L+D+R, B,=L+D, B,=D+R.

Das gewohnliche GauB-Seidel-Verfahren benutzt B; und fithrt zur Iteration (vgl.
(15.9),(15.10))

(15.14) ™ = (I - B{'A)z™ + B;'b.
das riickwéartsgenommene ESV benutzt Bs und man erhélt analog
(15.15) ™ = (I — B;'A)z™ + B;'b.

Natiirlich gilt Satz 15.5 auch fiir (15.15).
Das symmetrische ESV fait je einen Schritt von (15.13) und (15.4) zu einem Iterati-
onsschritt zusammen.

1 - m -
(15.16) z"s = (I-By Aja" + By'b
™t = (I - B,'A)x™"z + B,'b.

Fiir das symmetrische ESV erhélt man deshalb

(15.17) ™ = (I - B,"A)(I - B;'A)z™ + (B;' — B,"AB;' + B;")b

S Q

Die Iterationsmatrix hat die Darstellung

(15.18) S=1-(B;'+B;'-B,’AB/")A

" J

~
=w-!

Satz 15.6 Eigenschaften von W
Sei A=L+D+ R, Bi,=L+D, By;=D+ R, D regulir.

a) Fir die Iterationsmatrix des symmetrischen Gauf3-Seidel-Verfahrens gilt

(15.19) S=I—(B;'+B;'-B,'AB;/" Y A=T-W 'Anmit W =A+LD 'R.

b) Aus A= A" >0 folgt 0 < A<W = W7 und ||S||s <1 (Spektralnorm)

Bemerkungen:

1. W ist symmetrisch, falls A symmetrisch ist.
Beachte auch B] = B,, B = B,.
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2. Die Bezeichnung

W= (B, +B;'- B,"AB;")

rithrt daher, da§ (15.17) durch Multiplikation mit W auch dargestellt werden
kann als

(15.20) W(x™! —2™) =b— Az™ (=d")

W ist dann eine Prékonditionsmatrix.
Hinweis: Eine Moglichkeit ein Iterationsverfahren zu beschleunigen wird unter-
sucht durch Einfithren sog. Prikonditionsmatrizen. Ist z.B. die Matrixdiagonale
von A schon auf I normiert, so lautet das Gesamtschritt-Verfahren (vgl. (15.1)
mit w=1)

"t — ™ =b— Ax™.

Es wird versucht durch Multiplikation der linken Seite mit einer geeigneten
(Priakonditions-)Matrix W ein schnelleres Verfahren der Art

W(x™! —x™) =b— Ax™

zu erhalten. Fiir die Wahl W = w~ T mit einer geeigneten Konstanten w erhilt
man z.B. das geddmpfte Gesamtschritt-Verfahren. Wéahlt man W = W | so
erhélt man gerade das symmetrische Gauf3-Seidel-Verfahren.

Man kann das symmetrische Gauf}-Seidel-Verfahren so programmieren, dafi der
Aufwand derselbe ist wie fiir das Gesamtschritt-Verfahren. (vgl. Hanke-Bourgeois:
Grundlagen der Numerischen Mathematik und des Wissenschaftrlichen Rech-
nens.Teubner 2002, §I1,8, S. 83).

Beweis a): Wir berechnen (vgl. (15.18))

B,'AB;'=B,'(B,+ R)B;' = B,'(B, + B, - D)B;!

= (B;'B,+I1-B,'D)B;'=B;'+ B;' - B,'DB[".

Eingesetzt in W folgt (vgl. (15.19))

W' =B,'DB;!
W =L+D)D ' (D+R)=(L+D)(I+D'R)
=L+D+LD'R+R=A+LD'R.

Beweis b): Aus A=A" L"=R, R"=L folgt
Wl=A" tR'"D'L" = A+ LD 'R=W.
Aus (Wz,z) = (Az,z) + (LD 'Rz, z) = (Az,z) + (D 'Rz, Rx))

folgt wegen D' > 0 sofort
W > A.

Beweis || S|y < 1 als Ubung (Hinweis: Satz (15.5) verwenden).
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Das Mehrgitterverfahren (MGYV)

§ 16 Motivation und Grobstruktur

Ausgangssituation: Lose
(16.1) Apy, = by

ein lineares Gleichungssystem, das durch Diskretisierung einer Aufgabe ( h =Diskretisi-
rungsparameter, Maschenweite) entstanden ist, die ihre Struktur jeder Diskretisierung
iibertragt. Die Gleichungssysteme konnen aus elliptischen, hyperbolischen, paraboli-
schen oder auch Integralgleichungen stammen. Auf alle diese Typen 148 sich das MGV
anwenden.

Um die Dimension der zu lésenden Probleme zu veranschaulichen, hier ein bescheide-
nes Beispiel: Poissongleichung im Einheitsquadrat mit 40 x 40 inneren Punkten, also
1600 Unbekannten, 1600% = 2.56-10° Matrixelementen. Pro Zeile sind nur 5 Elemente
# 0, also 8000 Matrixelemente # 0.

Man kann sich tiberlegen, daf zur Losung (z.B. fir Bandmatrizen) ein Rechenauf-
wand von @ arithmetischen Operationen mit @@ ~ n* (~ proportional) nétig ist, mit
n= (N —1)? (hier n=1600.)

Probleme und Fakten:
1. der Aufwand fiir exaktes Losen (sowohl an Operationen als auch an Speicherplatz)
steigt ungeheuerlich.

2. Eine exakte Losung ist gar nicht sinnvoll. Es geniigt eine Approximationsgenau-
igkeit der Losung in der Gréflenordnung des Diskretisierungsfehlers.

3. Losung der Gleichungen durch reine Iteration erfordert ebenfalls viel Aufwand,
aber

4. Die “Effektivitét” der Iterationsverfahren (z.B. Jacobi und GauB-Seidel) ist in den
ersten Iterationsschritten viel grofer, als die lineare Konvergenzgeschwindigkeit
erwarten 148t (vgl. Ubungen.)

119
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Dies fiihrte nacheinander zu folgenden Entwicklungen.

1: Grundidee: Nachiteration (schon linger bekannt.)

Lose das Gleichungssystem Ay, = b, “billig” (als erste Moglichkeit etwa LR-Zerlegung
und einfache Genauigkeit, spiter werden wir noch billigere Moglichkeiten kennen ler-
nen.) Man erhélt dann eine Niherung 9 .

Berechne den Defekt dj, exakt (z.B. mit doppelter Genauigkeit)

(16.2) d,=b,— Ay,
Lose die Korrekturgleichung exakt (was immer das numerisch bedeutet)
(16.3) Apv, =dy,.
Gewinne eine neue Néherung durch
(16.4) Yi = Yn T V.
Dies bewirkt:
Anyl = Ayl + Ayoy, = Apyl) + di S Ay + by — Anyl) = b,

d.h. die neue Naherung ist die exakte Losung.

Ist die Losung von (16.3) nicht exakt, so ist mindestens zu erwarten, dafi die Néherung
y) besser ist, als yY . Naheliegend ist daher der Gedanke (16.3) “billiger” zu berechnen
und diese Korrektur iterativ zu wiederholen. Daraus ergibt sich die

2. Grundidee: Lose Apv, = d;, “billig” (und dafiir 6fter) durch Ausnutzen der Auf-
gabenstruktur,

d.h. wir wissen, dal A,y, = b, aus einer Diskretisierung mit der Schrittweite h
stammt.

Idee: Lose die Korrekturgleichung (16.3) nur auf einem groberen Gitter mit der Schritt-
weite H . (Standart: H = 2h ). Lose also

(16.5) Apgvyg =dg
| —F—| |
N
(J > !
¢2 h,=H,

—~ Hz=2h -
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Ausgangsvoraussetzung ist also: Man hat eine Ausgangsniherung 39 fiir (16.1).
Also ist der Defekt dj, = b, — A,y)) bekannt.

Problem 1: Wie macht man aus dem “grofien” Vektor dj (mit den vielen Komponen-
ten) den “kleinen” Vektor dg ?

1. Moglichkeit: Man konnte die Defektkomponenten den einzelnen Gitterpunkten zu-
ordnen und fiir die gemeinsamen Punkte beider Gitter (also fiir die Punkte des groben
Gitters) dj, = dy setzen.

Diese Variante steigt gelegentlich aus (zur Erkldrung vgl. Problem 3).

2. Moglichkeit: Man gewinnt dy durch konvexe Mittelbildung der “umgebenden dj”.

1]
7 RN

Dies kann man in Matrixschreibweise angeben mit dem Restriktionsoperator R}

(16.6) R d, = dy.

[

Die Matrix RhH wird nicht gespeichert, sondern im Programm berechnet. Dann ist

(16.7) Apvy = Rj'd, lésbar = wj, berechenbar

Problem 2: Die Losung vy ist zu “klein” (zu wenige Komponenten), also in y; =
Y% + vy, nicht einsetzbar. Man braucht eine

Prolongation P :

(16.8) v, = P wy

Beim Ubergang vom groben auf’s feine Gitter wird linear interpoliert. Die 4 in der
Mitte bedeutet nur daf§ der Funktionswert in der Mitte aus den 4 umgebenden, mit
“1” bezeichneten Punkten gewonnen wird. (vgl. § 17)
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Bemerkungen:

1. Die Indizierungen bei R und P zeigen die Richtung an, in welcher die Umfor-
mung vorgenommen wird (jeweils von unten nach oben), also vom feineren zum
groberen Gitter oder umgekehrt. Wenn man das weif}, kann man die Indizes auch
weglassen.

2. Wenn das Verfahren so liefe, wie beschrieben beim Vorgehen zur Losung von
Problem 1 oder 2, wire das vom Rechenaufwand her (fiir die Losung der Kor-
rekturgleichung) schon lohnend, denn liegt der Rechenaufwand (arithmetische
Operationen) beim feinen Gitter bei Q~ n? (gréBenordnungsmifig bei n Un-
bekannten), so liegt er beim groberen Gitter nur bei Qp ~ (in)2 = %Qh (im
2D-Fall bei H = 2h, asymptotisch), d.h. man sparte mehr als eine GroBenord-

nung.

3. Natiirlich wére mit diesem Verfahren ein Genauigkeitsverlust verbunden. Wie
ernst das wére in Anbetracht des Diskretisierungsfehlers, wére zu iiberlegen.

Problem 3
Leider lauft das Verfahrenso, wie beschrieben nicht, denn R hat — notwendigerweise
— einen nichttrivialen Nullraum N(R).

Giltd, e N(R) 22 o, =0 2 410
Die Iteration steht.

Abhilfeiiberlegungen

1. Man mufl an Hand einer Fehleranalyse iiberlegen, welche Art von Fehlern mit
einer “Grobgitterkorrektur” iiberhaupt korrigiert werden kénnen und nicht ein

d € N(R) liefern.

2. Dann wiire es wiinschenswert, eine Ausgangsniherung y? so zu wihlen, oder
so abzudndern, dafl sie nur — oder zumindest iiberwiegend — Fehler enthélt, die
man mit der Grobgitterkorrektur abbauen kann. Dazu untersuchen wir das Feh-
lerverhalten bei der Losung eines Gleichungssysterms Ax = b mit Hilfe der
Entwicklung des Fehlers nach Eigenvektoren. Dies héngt natiirlich wesentlich
davon ab, dal man zur Losung ein Verfahren benutzt, das eine solche Analy-
se ermoglicht. Zur Erklarung des Sachverhalts benutzen wir hier das geddmpfte
Jacobi-Verfahren. In der Praxis nimmt man lieber Gauf3-Seidel, aber das Prinzip
148t sich hier einfacher erkléren.

Fehleranalyse:

Zur Losung von Az = b setzen wir voraus A = AT > 0. Dann lautet das gediampfte
Jacobi-Verfahren (vgl. (15.1))

™ = (I —wD'A)+wD™'b, D = diag(A),
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und fiir den Fehler gilt die Darstellung (15.2)
et =™ —x=(T-wD 'Ae"=..=(I—-wD 'A)""e"

D' A besitzt lauter positive Eigenwerte (Satz 15.1) und ein vollstéindiges System
von Eigenvektoren v®) zu den Eigenwerten )\, k = 1,..n. Falls D = diag(A) =
diag(c), ¢ = const, ist dies klar, weil A auf Diagonalgestalt transformierbar ist. Fiir
eine allgemeine Diagonalmatrix findet man den Beweis in Parlettt: The symmetric Ei-
genvalue Problem, Chap 15.3. Wir koénnen also €° durch eine Eigenvektorentwicklung
darstellen.

n
e’ = Z&kv(k) =
k=1

e' = Zak(I —wD tA)® = Zak(l — wh)v®

k=1 k=1

3

(16.9) €™ =Y ay(l—wh)mo®.
k=1

Der Fehler konvergiert - 0, wenn |1 — wl| < 1Vk gilt, und man erkennt, dafl
die Fehlerkomponenten in Richtung der Eigenvektoren verschieden schnell
gegen Null gehen, abhingig von der Grofle von |1 — wAg|, also abhéingig von den
jeweiligen Eigenwerten.

Beim gewohnlichen geddmpften Jacobi-Verfahren sucht man fiir die Eigenwerte A\, €
o(D'A) die Faktoren q;(w) = 1—w);, betragsm#Big zu minimieren durch geeignete
Wahl von w > 0. Die Eigenwerte waren wie folgt verteilt

bei D—IA . o )}\min ‘ max : )\i

bei I —wD A : ; ; ; : 1-w\,
1_(*)0pt )\max 1_(*)opt)\min

Den optimalen Wert von w erreichte man durch die Forderung
11— whae| = |1 — wApin]-
Dadurch wurde der Spektralradius von I —wD ™' A minimiert. Man berechnete

2 — 1 A )\max B )\mm <1
Wopt = v~ opt — L — Wo min — ~ . .
vt )\min + )\maz fort vt )\maz + )\min
Betrachtet man bei dieser Wahl von w,,; die Fehlerdarstellung von (16.9), so erkennt
man, dafl

1. die Fehleranteile der “Randeigenvektoren” (d.h. der Eigenvektoren mit kleinem
und grofen k, wobei A\; < A < ... < \,) in etwa gleich schnell 2700 gehen
und



124 § 16 MOTIVATION UND GROBSTRUKTUR

2. daB sie langsamer — 0 gehen, als die Anteile mit mittleren k-Werten, fiir die
|qr(w)| Kkleiner ausfllt.

Problem 4

Das grobere Gitter produziert Matrizen Ay mit sehr viel weniger Eigenwerten (und
damit weniger Eigenvektoren) als das feinere Gitter. Nur die kleinen Eigenwerte des
groben Gitters (und damit auch die “kleinen” Eigenvektoren) kann man als Ndherungen
fiir die Eigenwerte und Eigenvektoren des feineren Gitters betrachten.

Die groflen Eigenwerte und Eigenvektoren des feineren Gitters kann man
aus dem groben Gitter gar nicht approximieren

Folgerungen

1. Die Fehleranteile der “grofien” Eigenvektoren (das sind die Eigenvektoren, die
zu groBen A ) gehoren,) kann man durch Korrekturen | die aus dem groben
Gitter kommen (d.h. iterative Verbesserung auf dem groben Gitter), gar nicht
korrigieren.

2. Man miite y? dahingehend korrigieren, dafi die Fehleranteile in Y, die von
“oroflen” Eigenvektoren herrithren, moglichst klein sind und dann versuchen,
durch Korrekturen, die aus dem groben Gitter errechnet werden, die Fehleranteile
der kleinen Eigenvektoren zu reduzieren.

3. Man wird also nach einem (Iterations-) Verfahren zur Verbesserung und Kon-
struktion von y? suchen, das die Fehleranteile der “grofien” Eigenvektoren klein
macht.

Glattung

Im 1D-Fall werden die Eigenwerte und Eigenvektoren von D 'A) D = diag(A})
gegeben durch (vgl. Lemma 3.7 und beachte: D = diag(%) )

kmh
)\Z = 25in2(%), yf = sin(kmx;), 1 =0,..., N, ylg = ylfv =0.

Fiir groBe k sind die y* hochfrequente Schwingungen. Werden die Koeffizienten dieser
Eigenvektoren in der Fehlerdarstellung (16.9) betragsméfig verkleinert, so entspricht
dies optisch einer Glattung des Fehlers, daher der Name fiir diesen Prozess.

Im 2D-Fall, Q = (1,0)%, hy,= hy = h hat man fiir (diagA))~'A} die Eigenwerte
klﬂ'h ]{]271']1)

Ap =N, = )\gl) + )\532) = sin®( ) + sin®(

mit den Eigenvektoren

Viyky = 25in(kimzy) sin(komay),  (komponentenweise definiert fiir (zy, 72) € wp).
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Will man wieder das gedampfte Jacobi-Verfahren benutzen, fiir den Glattungsprozess,
(in der Praxis wird oft Gau-Seidel vorgezogen, darauf kommen wir spéter zuriick), so
entspricht die vorige Wahl von w,,; dieser Absicht nicht.

Ziel: |1 —w)| soll klein sein fiir die grofien Eigenwerte, d.h. im

1D-Fall: % <k <N,
2D-Fall: % <k <N, (genauer k; > % =:nq, ko > % =:ny.)
(2
AD
@ |- ————— —
_ 1) (2)
)/\klkz B )\kl * )\kz
j@ | | Keinmachen
n, : 1
(2
)\ 77777 |
' ; | _—
(1) (1) 1) 1
A% A%

Man kann zeigen (spéter): Es ist moglich, die Werte |1 —w)y|, die zu & <k < N
gehoren (2D-Fall), unter eine von der Schrittweite unabhéngige Konstante zu driicken,
entsprechend im 1D-Fall.

Wir demonstrieren die Glattung an einem einfachen (1D-) Beispiel mit der Diskretisie-
rungsmatrix, die schon im Zusammenhang mit den parabolischen Differentialgleichun-
gen untersucht wurde. (Wegen 1D wird % durch % ersetzt, vgl. dazu die Eigenvektoren
des 2D-Falles.)

Einfaches (1D-) Demonstrationsbeispiel zur Glattung
(unter Verwendung des geddmpften Jacobi-Verfahrens)

Yoz + =0, y(0)=y(1)=1, h=—.

Die Eigenwerte von D™ 'A, (A = Diskretisierungsmatrix) und die zugehérigen Eigen-
vektoren sind (beachte: D = diag(%))

sin(kmaxy)
A =2 sinz(k;r—h), o) = : , (vgl. Lemma 3.7)
sin(kmay_1)
wobei N = 2n, n = Matrixdimension fiirs grobe Gitter,

N = Matrixdimension fiirs feine Gitter,

1
h = o Gitterweite des feinen Gitters.
n
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Ziel: Fir n < k < N — 1 sollen die Eigenwerte der Iterationsmatrix, also die Werte
von |1 — wAyg|, durch geeignete Wahl von w > 0 moglichst klein ausfallen (vgl. § 15).
Da alle Ay > 0 sind, wird dies erreicht durch die Forderung

M, A N

D)

1 —wA,| =1 —-wAy| 1 ‘ 1 1
1-wAy, 1-wA, 1-wA,

Hieraus folgt
2 AN-1— An
T — d g=1—-w\, = ———.
YT A et T N+

Nun gilt fiir die Eigenwerte des feinen Gitters

nh= 2
Ay =2 sin%"%h) oD =1 (sin(f) = g)
AnN-1 =2 sin2(w) =2 sinz(%h — NThW) NE=L 9 cosz(%h) <2,

~1 fiir kleine h

2
wR -,
3

also folgt fiir das Betragsmaximum der Eigenwerte von (I—wD™'A) fiir die Eigenwerte

N
Ak, 5 <k<N von D'A

Avoi = Ay 2008’ () —

1
An-1+ A 2cos2(TR) 41

qzl_W/\n: <

Wl =

Diese, bzw. eine entsprechende Wahl im héherdimensionalen Fall, wird dem Mehrgit-
terverfahren zur Konvergenz verhelfen.

Folge: Man kann also eine Ausgangsniherung y% des Gleichungssystems Ay, = by,
durch einige Schritte des beschriebenen Glattungsverfahrens so abédndern, dafli man
Néherungen erhélt, deren Fehler weniger hochfrequente Anteile erhalten.

Bemerkung: Eine Glattungsiteration mufl im allgemeinen Fall nicht mehr konvergie-
ren. Es sollen ja nur die Fehleranteile der “grofien” Vektoren vermindert werden. In
diesem Fall konvergiert sie “gerade noch”.

~1—mh’

2 h 4 m2h?
p(I —wD 'A)=1—-w)\ = 1—§QSin2(%) zl—gﬂ

Beachte jedoch: Die Konvergenz wird schlechter je kleiner h wird.
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Zwei-Gitter-Verfahren

Mit der Bezeichnung

S =S8(Ap, by) fur den Glittungsoperator ( S=smoothing)

kann man also ein 2-Gitter-Verfahren wie folgt beschreiben:

Verlauf eines 2-Gitter-Verfahrens zur Losung von Ay, = b,

1.

2.

Billige Beschaffung einer Ausgangsniherung y!

Glattung der Ausgangsndherung (durch ¢ Schritte eines einfachen Verfahrens:

GauB-Seidel ist beliebter als Jacobi)
y = S(A,,b,)y)  es verbleiben hauptsiichlich niederfrequente

Fehleranteile
d;, = by, — Ahyg) Defektberechnung
RhH d, = dg Restriktion auf “kleineren” Vektor
Agvg =dg Korrekturgleichung 16sen

y,(ll) = y,(f) + P}}{'v H Prolongation und Verbesserung

—>2)

Dieses Verfahren konvergiert schon.

Beschaffung einer Ausgangniherung: Lose A,y, = b, auf einem ganz groben
Gitter, “fahre es hoch” durch Prolongation bis aufs Gitter h, und benutze diese Ap-
proximation als Ausgangsnidherung.

Bemerkungen:

1.

Dieser Zyklus wird drei bis vier mal durchlaufen. (Es gibt Varianten mit nur 2
Zyklen.)

Beachte: Es mufl ja nur eine Losungsgenauigkeit erreicht werden, die mit der
Genauigkeit des Diskretisierungsoperators vergleichbar ist.

Der Schritt 2) heifit Vorglattung. Man konnte als Schritt 6a) nochmals eine
Glattung einfiigen (Nachglittung). Es gibt Varianten ohne Vorgldttung aber mit
Nachgléattung.

Die Glattungsstrategie bewirkt, dal bei der Restriktion der Defekt dy # 0
ausfillt, in 5) also tatsdchlich eine Verbesserung erreicht wird (genaueres muf
der Konvergenzbeweis zeigen).

Das Verfahren klappt auch bei Finite-Element-Rechnungen, ist aber schneller
beim Differenzenverfahren.
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5. Selbst fiir nichtlineare Probleme wird es mit Erfolg angewendet (vgl. § 20). Man
benotigt dafiir sehr gute Losungsverfahren auf dem untersten Gitter.

6. Uberschligt man den Aufwand an Rechenoperationen fiir einen Zyklus, so er-
kennt man leicht, dafl er in allen Schritten, aufler 5), linear mit der Anzahl der
Unbekannten wéchst.

Zur weiteren Beschreibung &ndern wir die Indizierung. Da wir mehr als nur zwei Git-
ter einsetzen wollen, reichen zu ihrer Bezeichnung die Indizes A und H nicht mehr
aus. Wir bezeichnen das Gitter, auf dem wir die Gleichung Ay, = b, l6sen wollen,
mit der Gitternummer [, das grobere Gitter (iiblich ist Schrittweitenverdopplung bei
der Gitterverfeinerung) mit [ — 1; [ = 0 bezeichnet das grobste Gitter. Entsprechend
werden die Gleichungsgrofen indiziert, also z.B. Ay, = b;.

Algorithmisch kénnen wir das Zweigitter-Verfahren (ZGV, englisch TGM = two-grid-
method) in einer programmieréihnlichen Schreibweise wie folgt beschreiben: (vgl. Hack-
busch: Multigrid Methods and Applications)

Mit den Abkiirzungen
[ = Gitternummer
u = als Eingabevektor die Anfangsnidherung y9

als Ausgabevektor fiir die durch Glattung verbesserte
Approximation

b = rechte Seite von Ax = b
d = Defekt
v = Losung der Korrekturgleichung

lautet die Programmieranweisung

procedure ZGV (I, u,b); integer [; array w, b

if | =0 then w:= A;'+by Losung auf dem grobsten Gitter

else
begin array v,d; Korrekturvektor und Defekt
u =S/ (u,b); v mal glatten auf Gitter | (Vorglittung)
d:=Rx(b— A xu); Restriktion und Defektberechnung
v = Al_fld; Losung der Korrekturgleichung auf dem gréberen Gitter
u=:u+ P xv; Prolongation und Korrektur
u=:58"(u,b); ggf. Nachglattung (1o Iterationen)
end ZGV

Der Aufruf ZGV (I,u,b); mit | > 0 beschreibt einen Schritt des ZGV.
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Graphisch kann man das mit Symbolen wie folgt veranschaulichen:

Glaetten

=
. Defektberechnung und Restriktion des D¢
auf das groebere Gitter

O

Exakte Loesung der Gleichung

N

Prolongation auf das feinere Gitter

Korrektur auf dem feineren Gitter

=]

—= zeigt an, welcher Wert korrigiert wird

So lassen sich z.B. zwei Zyklen des ZGV veranschaulichen als

N SN S Abb. -

Die waagrechten Pfeile werden oft weggelassen. Korrigiert wird dann immer die Lésung,
die links daneben auf derselben Hohe steht.

Mehrgitter-Verfahren

In Anbetracht dessen, dafl exakte Losung der Defektgleichung auf dem groberen Gitter
+ Prolongation auf das feinere Gitter + Korrektur auf dem feineren Gitter nur eine
neue Niherung y) liefert, kann man sich iiberlegen, ob die exakte Losung auf dem
groberen Gitter nicht durch eine billigere, approximative Losung ersetzt werden kann.
Beachtet man, dal A; ; ja dieselbe Struktur wie A; besitzt, so liegt es nahe die
Korrekturgleichung auf dem Gitter [ — 1 zu lésen durch Anwendung eines neuerlichen
ZGV unter Benutzung eines nochmals vergroberten Gitters [ — 2. Als Ausgangsndhe-
rung wird v = 0 benutzt (graphisch durch o angedeutet).

aus 2GV wird so 3GV
I 8 — O B — 18
N7 N S
-1 o) 6B — O .
" Abb. ?
-2 0

wird ersetzt durch
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Algorithmisch bedeutet das, dafi innerhalb des ZGV nochmals ein ZGV aufgerufen
wird (rekursiver Aufruf des ZGV) zur approximativen Losung der Korrekturgleichung.

Algorithmisch kann man das wie folgt als Mehrgitterverfahren fassen durch mehrmali-
gen rekursiven Aufruf des ZGV.

procedure MGV (I, u, b); integer [; array wu,b;
if /=0 then u::Aal*bo
else
begin array v,d;
u =S/ (u,b);
d=Rx(b— A xu); | Anderung gegeniiber ZGV

v:=0; MGV (l—1,v,d);| Approximative Losung der Grobgitterkorrektur

u=u-+ P xv;
u = S8"(u,b); als Variante gelegentlich noch eine Nachglattung

end;

Wir verfolgen den Programmverlauf an einem Beispiel fiir 1=2.

u Naeherungsloesung au2
=2 u=S (u,b) = M u=u+Pv

d=R(b-A ux /

=1 v=0 v=S (v,d)E MGV(1.v.d) m v=v+Pv Ende von MGV(1,v,

d:R(d—Alv)\ /

. MGVO.v.d
=0 v=Ald v(0.v.d)

Gleichung loesen

3GV sind uniiblich, weil auch die Losung auf Gitter | — 3 zu aufwendig ist. Man
16st also die Korrekturgleichung auf [ — 3 approximativ durch ein weiteres ZGV, also
MGV (3,u,b) vgl. nichstes Beispiel.

Praktisch verwendet werden [ > 4 Gitter.
Graphisch sehen zwei Zyklen eines solchen 4GV wie folgt aus

V-Zyklen
| B H
AN /N _ ,
-1 o8 m o8 /1] Einfaches MG
Ny / N
-2 0 N m 0 N m Abb. 3
-3=0 O 4 O d

MGV/(3,u,b)
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In diesem Beispiel wird zur approximativen Losung der Korrekturgleichung auf Gitter
[ —1 ein 3GV benutzt.

Der erste und zweite V-Zyklus aus Abb 3 wird beschrieben durch ein MGV (3, u, b)
(beachte: das ist ein 4GV), d.h. die 1. Grobgitterkorrekturgleichung wird durch ein
3GV gelost. Erst auf dem grobsten Gitter (I = 0) wird die dortige Gleichung exakt
gelost. Fiir gutartige Probleme lauft dieses Verfahren schon ganz gut.

Verfahrensvariante: In den aufsteigenden Linien wird nicht nur eine Korrektur durch-

gefithrt, sondern auch gegléttet, d.h. ersetze m durch

Ausbau:

Bei empfindlichen Problemen, (z.B. schlechte Kondition, zu viele Gitterverfeinerungen)
kann es vorkommen, dafl die Verbesserung, die man durch die approximative Losung
der Korrekturgleichung erhélt, auf Grund der vielen Restriktionen und Prolongationen,
nicht gut genug ist. Dem kann man begegnen, indem man den im MGV eingerahmten
Prozess zur approximativen Losung der Grobgittergleichung mehrfach ausfiithrt, (d.h.
die Losung der Grobgitterkorrektur wird genauer), z.B. v mal (v = 2 wird oft be-
nutzt), bevor man nach Prolongation die Korrektur auf dem obersten Gitter ausfiihrt.
Algorithmisch geschieht das, indem man fiir den eingerahmten Teil des MGV eine Wie-
derholungsschleife einfiihrt. Dies bewirkt u.a., dafl auf dem untersten Gitter auch das
Gleichungslosen mehrfach (v-fach im folgenden Programm) ausgefiihrt wird.

Wir bezeichnen diese Prozedur mit MGV ~, um anzudeuten, daf§ 7 mal eine Nachite-
ration auf dem groberen Gitter stattfindet. Mit dieser Bezeichnung ist MGV=MGV1.

procedure MGV v(l, u, b); integer [; array u,b;
if =0 then uw:= A" x b,

else

begin array v,d,;
u =S/ (u,b);
d=Rx(b— A xu);
v:=0

‘forjzl step 1 until v do‘MGV(l—l,v,d);

u:=:u-+ P xv;
end;

Die eingerahmten Teile sind neu im Vergleich zum einfachen Verfahren MGV, das fiir
v =1 in MGV1 enthalten ist.

Wir erldutern dieses Programm durch eine Reihe von Beispielen graphisch, jeweils fiir
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~ =2 und verschiedene 1.

Beispiel: Fiir 1=2 wird ein 2-Gitter-Verfahren v mal zur Konstruktion der Grobgit-
terkorrektur benutzt.

W-ZyKlus
=2 B il
N\ yd MGV2(2,u,b
=1 o= N y i N /[D Abb. 4
=0 O O

Es wurden ~ = 2 Schritte zur Konstruktion der Approximation fiir die Grobgit-
terlosung benutzt.

Beispiel: 1=3: Die Losung der Korrekturgleichung auf [ = 2 wird durch v = 2
Schritte des obigen 3-Gitter-Verfahrens approximiert.

=3 = M

=2 = M [[/ MGV2(3,u,b
\ /N /

=1 o5 @ m Abb. 5

o8 #H O
NSNS NN
0O O 0O O

MGV2(2,v,d)

Beispiel: 1=4: Die Korrekturgleichung auf | = 3 wird approximativ gelost durch
~v = 2 Schritte des vorigen 4-Gitter-Verfahrens.

=4 & M
/
=3 o3 m m
\ /N /
=2 o M M o8 a5 m
\ /N / \ /N /
=1 m m

oHd H oHd H [ oHd H oHd H i
NN/ NN/ NN/ \WAY
O] O] O O O O O] O]

Abb. 6

I=0
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Volles Mehrgitter-Verfahren

(auch nested iteration)

Bisher starteten wir mit einer exakten Losung auf dem grobsten Gitter, Agug = by,
die wir durch mehrere Prolongationen auf das feinste Gitter hochhoben. Die so erhal-
tene Ausgangsnidherung fiir das MGV ist im Allgemeinen nicht sehr gut, weshalb zu
viele Zyklen des eigentlichen MGV durchgefiihrt werden miissen. Der Aufwand wird
reduziert, wenn man sich eine bessere Ausgangsniherung beschafft, wieder mit Hilfe
des MGV. Natiirlich starten wir mit einer Losung von Agug = by, die wir auf das
néchst feinere Gitter prolongieren. Statt jedoch weiter zu prolongieren wird sie durch
w1 Schritte eines MGV verbessert, erst dann wird prolongiert und dann wieder verbes-
sert, usw.

Der Prozess 148t sich algorithmisch wie folgt beschreiben:
uy = Ay * by Losung auf dem grobsten Gitter
for [ =1 step 1 until /4, do
begin w; := Pu, . Prolongation: P=pP moglich, P “besser” als P
ist manchmal wiinschenswert

for 7 =1 step 1 until py; do MGV ~(l,u;, by);
end;
Auf jedem Level k = 1,....[he werden also pup Iterationen durchgefiihrt, d.h. die
jeweils aktuelle Hauptgleichung wird p; mal verbessert. Der Startpunkt kommt vom
grobsten Gitter und wird auf jedem Gitter verbessert.Der dicke Pfeil (in Abb. 5) be-

zeichnet den Einsatz einer moglicherweise besseren Prolongation. Wir beschreiben den
Verlauf symbolisch fiir das

Beispiel: [0, =3, 1 =2, v=2;

=2
=3 M il

W,=2 1\ /
|=2 T~ B m

H
1 /N /
=

=1 H B M o8 ®W M o m m
AN/ NS NSNS NSNS
=0 o o 0O O O O O
%/—/
y=2 hier fehlt 2 mal Abb. !
Abb. 7

Als volles Mehrgitterverfahren (nested iteration) bezeichnet man die Kombination der
obigen Anlauf-Iteration mit dem MGV. Betrachtet man obige Anlaufiteration und an-
schlieBend ps Zyklen des eigentlichen MGV, so kann man das wie folgt beschreiben:
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Bekannt seien  (A;)imer, (by)imer | gesucht sei die Losung von A, u=1by,,. .
uy = A, b,
for [ =1 step [ until [,,,, do
begin u; := 1~3ul_1;
o= if | =4, then py else pyg;
for j =1 step 1 until u do MGV (L, uy, by);
end;
Man hangelt sich also mit jeweils p; Schritten MGV hoch bis [,,,, und rechnet dann

pe Zyklen von MGV. Ist [ die aktuelle Stufe, so wird v mal die Korrekturgleichung
(also auf Stufe [ — 1) durch ein MGV1 gelost.

Bemerkungen zu den Iterationszahlen

Ublich sind v = vy + vy < 3, wenn man die Anzahl v der Glattungen in Vor- und
Nachglattung aufteilt. Verniinftig sind 1-2 Vorgldttungen und eine Nachgldttung zum
Glétten hoherer Frequenzen, die von der Prolongation kommen koénnten.

w1 <2 < s <4, die beste Wahl ist problemabhéngig, v = 2 ist normal.

Die Nachglittung wird in MGV1 eingebaut als letzter Schritt.

Geschichtlicher Uberblick

(genaueres bei Hackbusch 2.6.5)
1961 Federenko: 1) Glittung, 2) Grobgitterkorrektur

1964 Federenko: Konvergenzbeweis fiir Laplace im Einheitsquadrat mit Hilfe der
Fourier-Analyse (Entwicklung nach Eigenvektoren)

1966 Bachvalov: kompletterKonvergenzbeweis fiir das volle MGV fiir allgemeine
elliptische Operatoren inclusive Nachweis der Optimalitédt bzgl. des
Rechenaufwandes

1974-1975 Achi Brand: Erfuhr auf Umweg {iber Amerika von Schiilern der Moskauer
Schule die Idee des Verfahrens, hat es weiterentwickelt und auf nichttriviale
Proleme der amerikanischen Navy angewandt, ohne auf
Konvergenzbetrachtungen einzugehen.

1976 Hackbusch: Unabhéngige Neuerfindung des MGV. Von ihm stammt das erste
Buch iiber MGV.

1989 erstes russisches Buch iiber MGV.

Zum Paragraphenabschluf§ zitieren wir aus dem Buch von A. Iserless: A first course in
the numerical Analysis for Differential Equations (Cambridge University Press 1996):
The number of different strategies and implementations of multigrid is a source of
major preoccupation to professionels, allthough it might be at times baffling to other
numerical analysts and to users of computational algorithms.
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§ 17 Glattung, Restriktion, Prolongation

Wir befassen uns erst mit dem Problem, den Glattungseffekt zu “messen”. In der Li-
teratur werden dazu zwei Moglichkeiten betrachtet.

1) Die Glittungsrate (eingefithrt von A.Brand 1977)

Unsere Glattungsiiberlegungen beruhen auf der in § 16 geschilderten Grundidee.

Sei n; die Anzahl der Gitterpunkte (=Anzahl der Eigenwerte) des [-ten Gitters und
n;_1 die des néchst groberen Gitters.

Bei der Verdoppelung der Maschenweite gilt (vgl. S. 125)

ng

2
ng

im 1D-Fall: n;_; =~
~

im 2D-Fall: n;_;

Erinnerung: Die Eigenvektorentwicklung der Fehlerdarstellung (vgl. (15.2),(16.9)) war
eine Entwicklung nach den Eigenvektoren der Iterationsmatrix S . Die Iterationsma-
trizen haben die Gestalt S = I —wM A, wo A die Diskretisietungsmatrix ist und
zB. M =D Sind )\; die Eigenwerte von M A zu den Eigenvektoren v | so hat
die Iterationsmatrix die Eigenwerte (1 —w);) zu den Eigenvektoren v,

Die Eigenvektoren 'vl(” ) der Iterationsmatrixsmatrix wurden eingeteilt in

niedere Frequenzen: 1< pu <mn;_; und

hohe Frequenzen n1+ 1< pu<n.
Sei o0, der p-te Eigenwert der Iterationsmatrix S; des Dampfungsverfahrens, also
Slvl(“ ) = auvl(“ ), so definiert man fiir v-fache Glattung (wenn 1=1 das grobste Gitter

bezeichnet) die
(17.1) Glattungsrate  pp = supmax{|o,|”" ;-1 +1 < pu <m}
1>1

Beachte: Es ist (sollte sein): |o,| <1
Im praktischen Fall ist ihre Bestimmung naturgeméafl mit einigem Aufwand verbunden
Einen etwas anderen Zugang liefert die

2) Die Glattungsnummer (Hackbusch)
Die Gliattung einer Néherungslosung uj fir A;u; = b, wird durch eine Glattungsite-
ration beschrieben (z.B. geddampfter Jacobi oder GaufB-Seidel)

u = Su{ +Tb;,, S = Iterationsmatrix

T'b; bezeichnet in der Iteration den Restsummanden, der nicht von der Iterationsma-
trix beeinflufit wird.
(Beispiel: geddmpfter Jacobi, falls Diagonale zu 1 normiert: S = (I —wA).)

Die exakte Losung ist immer ein Fixpunkt der Iteration
u; = Su{ + Tb,.

Nur Verfahren mit dieser Eigenschaft werden zur Gliattung benutzt.
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Geglittet wird nicht die Ndherungslosung w? , sondern ihr Fehler e/ (vgl. (16.9))

e:=u —u = S(u{ — ) =: Se’
W—/
bzw. bei mehrfacher Glattung ‘ .
e/ =S"¢.
Ein Fehlervektor v = (vq,...,v,,)" kann im 1D-Fall anschaulich als glatt bezeichnet

werden (“glatt” im Sine “geringes Oszillieren”), wenn eine Norm der Differenz “be-
Vj41 — V5 V5 —Vj—1

nachbarter Steigungen”: klein ausféllt.

Ein spezieller Differenzenoperator 2. Ordnung, der diese Differenzen beschreibt, wird
durch die Diskretisierungsmatrix von Awu gegeben. Wir bezeichnen sie hier mit Lj;.

1 fvigg—v; v—wv_ )
(le>izﬁ(]+lh e 1) im 1D-Fall.

Zum 2D-Fall vgl. (12.2).

Die Norm der Steigungsdifferenzen des geglétteten Fehlervektors
1L’ || = | LuS"e’ || < || LS| [le’]

sollte klein ausfallen im Vergleich zur Norm der Steigungsdifferenzen des ungeglétteten
Fehlers ‘ ‘
[ L€’ [| < || L] [| €]

Wir motivieren so (wieder sei 1=1 das grobste Gitter) die

L,SY
(17.2) Glittungsnummer pr(v) = sup 1Ly ”7
=1 [ Ll

die moglichst klein ausfallen sollte. (Beispiele werde wir in den Ubungen kennen lernen. )
Die Glattungsnummer ist normabhéngig. Das wird im Konvergenzbeweis eine Rolle
spielen.

Glattungsiterationen
Als Glattungsverfahren werden benutzt
1. GauB-Seidel (Standard),

2. geddmpftes Jacobi-Vefahren: Iterationsmatrix: I —wD 'A,

3. Tschebyscheff-Verfahren, Iterationsmatrix: I —w; A (in den einzelnen Iterations-
schritten werden verschiedene w; benutzt),
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4. SOR klappt nicht, da nur auf Konvergenz ausgerichtet, Ddmpfung nicht moglich

5. Konjugierte Gradienten-Verfahren: Da der Aufwand relativ hoch ist, ist es nur
sinnvoll als duflere Iteration mit MGV als Prékonditionierung. Ansonsten ist es
gut (insbesondere bei diinn besetzten Matrizen, wenn man keine Glattungsitera-
tion finden kann (z.B. bei Navier-Stokes-Gleichungen)).

Wir kennen bereits das geddmpfte Jacobi-Verfahren.

Beachte:

1. Dieses Verfahren ist unabhingig von der Nummerierung der Unbekannten.

2. Auf Grund seiner Struktur l&8t es sich leicht parallelisieren (z.B. pro Zeile ein
Prozessor).

Dieses Verfahren 1483t sich schreiben als

(17.3) w™ =l —wD (Al — b))

Die Bestimmung eines optimalen Dampfungsparameters ist im allgemeinen Fall schwie-
rig. In vielen Anwendungen sind die Diagonaleintrage von A von der Art h%, k =
const, wo 2m die Ordnung des diskreten Differentialoperators ist. Man untersucht
leichter (im Hinblick auf die Glattungseigenschaften) statt (17.3) ein Verfahren der

Art

- 2m .
u " =u — wlT(Alu{ — b))

Ist diag A; = diag(hQim), so ist ein beliebtes, weil bequem zu berechenbares w, das
gute Dampfungseigenschaften liefert,

k

174 Ww=w = —
(17.4) ' A

(Spektralnorm)
Wir zeigen dies im néchsten Paragraphen (vgl. Satz 18.2 und (18.29))
Das am meisten benutzte Verfahren ist

die Gauf3-Seidel-Iteration (Einzelschritt-Verfahren)

Man kann zeigen, da8 sie fiir eine grofie Klasse von Matrizen (nicht fiir alle) schneller
konvergiert als die Jacobi-Iteration (vgl. Satz 18.4,Satz von Stein-Rosenberg (zu finden
in Varga: Matrix Iterative Analysis, Prentice Hall 1962, vgl. dazu auch die Konver-
genzbeispiele in den Ubungen)

Zudem sind die Glattungseigenschaften besser als die des gedampften Jacobi (vgl.
Ubungen).
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Ein Iterationsschritt des Verfahrens zur Losung der Gleichung Ax = b, A = (a; ),
kann algorithmisch beschrieben werden durch

-1 ™
(17.5) for i =1 step 1 until n; do x; := - ( Z a;;xj — bj>

=1

Man beachte, dal in jedem Schritt die “alten” Komponenten des Vektors durch die
neuen iiberschrieben werden (Speicherersparnis gegeniiber Jacobi).

Beachte:

1. Dieses Verfahren ist abhéingig von der Reihenfolge, in der die Unbekannten ite-
rativ verbessert werden (Anordnung der Gitterpunkte).

2. Ein Iterationsschritt durchlauft “sequentiell” die Zeilen des Systems und kann
deshalb nicht in dieser Form parallelisiert werden,
jedoch, eine geschickte Anordnung der Zeilen des Systems, d.h. eine vorgeschrie-
bene Ordnung, in der die Gitterpunkte abgearbeitet werden, kann die Glattungs-
eigenschaften gewéhrleisten, sogar verbessern, und abhéngig von der Diskretisie-
rungsmatrix, eine gewisse Parallelisierung ermoglichen.

Parallelisierung

Wir besprechen einige der gebréduchlichsten und erfolgreichsten Anordnungen der Git-
terpunkte, die in Verbindung mit dem Gauf-Seidel-Verfahren fiir die Diskretisierung
von Awu gute Dampfungseigenschaften liefern und eine Parallelisierung ermoglichen.
Wir beschrénken uns auf den 2D-Fall.

1. Schachbrettanordnung: schwarz-weifl oder weifl-schwarz ( Chequer bord ordering,
red-black ordering),

2. 4-Farben-Ordnung (Four-colour-ordering),

3. zeilen- oder spaltenweise Anordnung (lexicographical ordering oder rotated lexi-
cographical ordering),

Fiir weitere Moglichkeiten vgl. etwa Hackbusch: Multigrid Methods, § 3.3 und 6.2;
oder
GroBmann/Roos: Numerik partieller Differentialgleichungen, § 5.2, 5.6

Diese Anordnungen betreffen jeweils eine Einteilung der Gitterpunkte in Klassen, die
im Iterationsverfahren einzeln abgearbeitet werden. Die Klasseneinteilung ist abhéngig
von der Diskretisierungsmatrix, wie wir sehen werden.

Schachbrettanordnung (red-black): Gut geeignet fiir den 5-Punktestern fiir Auw.
Wir illustrieren die Klasseneinteilung fiir das Einheitsquadrat und die Nummerierung
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der Punkte am Beispiel eines beliebigen Gebiets.

7 8 9
(@] [ ] (©) [ ] (©) [ ]
17 18 1¢
4 5
(@] [ ] (©) [ ] (©)
15 16
3
[ ] (©) [ ] (©) [ ]
12 13 14
1
[ ] (©) [ ]
10 11

e black o red

Zuerst werden die roten, dann die schwarzen Punkte zeilenméfig von unten nach oben
durchgezihlt. Anfangspunkt ist der erste rote Punkt (red-black).

Parallelisierung

Wir fithren das GS-Verfahren (17.5) zunéchst fiir die roten Punkte durch. Die iterative
Verbesserung durch das GS fiir einen “roten” Punkt (rote Unbekannte) benétigt nur
schwarze Nachbarpunkte (vgl. obige Abbildungen und den 5-Punktestern (12.5)), d.h.
innerhalb der roten Punkteklasse ist die Reihenfolge der Punkte beim GS-Verfahren
beliebig.

Dies kann zur Parallelisierung benutzt werden: z.B. einen extra Prozessor fiir jede Zeile
zur Verbesserung der Punkte der roten Klasse, die in dieser Zeile enthalten sind.

Nachdem alle roten Komponenten verbessert wurden, arbeitet man die schwarzen Kom-
ponenten ab, deren Verbesserung nur von den (schon verbesserten) roten Punkten
abhéangt. Fiir die Parallelisierung gilt das oben Gesagte.

Welche der Anordnungen bessere Glattungseigenschaften zeigt (red-black oder black-
red), ist problemabhéngig.

Beachte: Wir haben hier die Parallelisierung fiir Au besprochen. Nicht alle Diskre-
tisierungsmatrizen miissen eine solche Einteilung erlauben. Mufl z.B. eine Ableitung
héherer Ordnung diskretisiert werden, so benotigt dies iiblicherweise mehr als nur die
beiden unmittelbaren Gitternachbarn. Dann ist die beschriebene Parallelisierung nicht
mehr moglich.
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Sehr beliebt (auch fiir den 5-Punkte-Stern) ist auch die

Vierfarben-Ordnung: Gut geeignet fiir den 9-Punkte-Stern fiir Aw.

X2
= O ®m O m O o wl
7 17 8 ‘18 9 19
e O e o e W2
1 4 1 4 1 4 1 12 ‘3 13 4
3 [2 |3 |2 [3 |2 |3 o n O n 0 o w3
14 5 15 6 16
1 4 1 4 1 4 1 ‘
— 00— @ — O — O w4
3 2 3 2 3 2 3 2 10 1 1
o X1
1 4 1 4 1 4 1 4 1
Die Punkte werden in 4 Klassen w!,...,w?, eingeteilt. Im Einheitsquadrat bezeichnen

wir die Klasseneinteilung der Punkte durch Zahlen 1 bis 4.

Beim allgemeinen Gebiet fithren wir zur Beschreibung ein zweites Koordinatenkreuz
ein, dessen Ursprung bei zeilenweiser Nummerierung von unten nach oben im 2.ten Git-
terpunkt liegt. Die einzelnen Klassen sind durch verschiedene Symbole gekennzeichnet.
Die Nummerierung gibt die Reihenfolge an, in der die Punkte verbessert werden.

Wir beschreiben die Klassen wie folgt:

o w!' = {(vh,ph); v,p gerade}

B 2= {(vh,ph); v, ungerade}

0O w? = {(vh,uh); v gerade, u ungerade}
O w*={(vh,ph); v ungerade, u gerade}

Parallelisierung:

Innerhalb w! werden nur die zu w! gehoérigen Komponenten verbessert. Die Verbes-
serung der Punkte € w! mit dem 9-Punktestern benétigt nur Punkte aus w?, w?, w*.
Die Reihenfolge der Nummerierung innerhalb w' ist dann bedeutungslos. Dasselbe gilt
fiir die anderen Klassen.

Beispiel: Zuerst werden alle w'-Punkte verbessert (z.B. ein Prozessor fiir jede Zeile, in
der Punkte € w vorkommen), dann (wieder parallel) alle w? -Punkte mit den verbes-
serten Werten aus w!. Die Verbesserung der Punkte € w? benétigt nur Punkte aus
wh w3 wt, usw.

Die Vierfarben-Ordnung wird auch in Verbindung mit einem 5-Punkte-Stern ange-
wandt (vgl. Hackbusch: Abschnitt 3.3.3 und Exercise 3.9.2)

Wir erwahnen weiter die
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Lexikographische Ordnung: In jeder Zeile von links nach rechts und zeilenweise von
unten nach oben oder

rotierte Lexikographische Ordnung: In jeder Spalte von unten nach oben und
spaltenweise von links nach rechts.

Beispiel: stationdre Stromungsaufgaben. Bei der Gleichung

vAu —vgradu+ f =0, v >0.

lauft die Stomung von links nach rechts.

Zeilenweise Numerierung: gegen die Stromung zu
rechnen oder senkrecht zur Stromung ist hier nicht
sinnvoll. In diesem Beispiel verteilt sich die Information
von links nach rechts.

f t t
1 2 3

Die Anordnung der Punkte in der Zeichnung ist sinnvoll, da der Zustand in “2” nur
vom Zustand in “1” beeinflusst wird.

Ist der Diffusionskoeffizient v = 0, so liefert das Verfahren die exakte Losung, da es
auf die Transportgleichung reduziert ist.

Man erkennt die Abhéingigkeit der Wahl von der Anwendung.

Ein Spezialfall der lexikographischen Anordnung im Hinblick auf Parallelisierung beim
obigen Beispiel wire etwa die
zebra-line-ordering:  1.te Klasse: die Zeilen 1,3,5,...;

2.te Klasse: die Zeilen 2,4,6,...;
Auch red-black mit dem 5-Punktestern und zentralen Differenzen fiir die g—; (und
dann wieder zeilenweise) wére moglich.

Fiir weitere Anordnungen siehe Hackbusch: Multigrid Methods.

Prolongation und Restriktion

Verniinftigerweise gibt es genau ein Vorgehen fiir die Prolongation, nédmlich die Inter-
polation. Dabei hat sich gezeigt, dafl fiir Gleichungen vom Grad 2m eine Interpolation
der Ordnung m geniigt. Wir beschranken uns hier auf den 2D-Fall und Aw, d.h. also,
lineare Interpolation. Man beachte, dafl auf Grund des GSV immer Defekte restringiert
und prolongiert werden. Defekte haben (bei vorgegebenen Dirichlet-Randwerten, auf
die wir uns hier beschrinken,) immer Nullrandwerte. Dies mufl bei der Prolongation
beriicksichtigt werden. Wir beschrdnken uns hier, der einfacheren Schreibweise wegen,
auf den Fall gleicher Maschenweiten h; = hy = h. Das Vorgehen fiir hy # hy ist vollig
analog.
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Im Einheitsquadrat bezeichnen wir
Grobgitterpunkte durch (&),
Feingitterpunkte nur durch einen Punkt,
2h=Grobgittermaschenweite,

h= Feingittermaschenweite.

Es seien

(0,0), (0, 2h), (2h, 2h), (2h,0) € w; N wi_,

O -0 O—-&
@ @ @
@-G'Q

- O
- O
-0 -

Dann kann man die Prolongation einer auf w;_; (=Gitterpunkte auf Gitter { —1) de-
finierten Funktion v (Losung der Korrekturgleichung) nach w; wie folgt beschreiben:

9-Punkte-Prolongation
Auf dem Grobgitter bleiben die Werte unveréndert.

(17.6) “l<0’0; = (0,0, w(0,2h) = v4(0,2h);

v (2h,0) = v,-1(2h,0), v(2h,2h) = wv;_1(2h,2h);

Fiir die Feingitterpunkte, die zwischen 2 Grobgitterpunkten liegen, liefert die lineare
Interpolation

1 1

w(0,h) = Zua(0,0)+ Jua(0,20)
1 1

Ul(h,()) = 5’01 1(0 )+ Ul 1(2h O)

(17.7) ] 2

Ul(2h, h) = 5’01 1(2 )+ 21}1 1(2h 2h>
1 1

Ul(h, 2h) = 5 (O Qh)‘l— 21)1 1(2h Qh)

und schlieBlich

1 1
’Ul(h, h) = 51}1,1(0, h) —+ 51}1,1(2]1, h)

1 1 1 1
(178) = Zvl,l((), O) + 101,1(0, Qh) + Zvl,l(Qh, O) + Zvl,l(Qh, 2h>

Die Formeln (17.6) — (17.8) heifien 9-Punkte-Prolongation.
Natiirlich kann man diese Formeln in Matrixnotation aufschreiben.

v = Py
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Billiger und Speicherplatz sparender ist jedoch, die prolongierten Werte direkt zu be-
rechnen.

Wir demonstrieren dies fiir den Fall des Einheitsquadrats 2. Die Randpunkte miissen
fiir die Interpolation mitgefithrt werden. Dann haben wir das

Grobgitter: wi—1 = {(Vhl—la Mhl—l) € Q7 0 S v, i S hll_l }7

Feingitter: wp = {(vhy, uhy) € Q0 < v, pu < hil}, hi—1 = 2h,.

Beachte: Bei Dirichlet-Randwerten sind die Defekte in den Randwerten =0, deshalb
werden die Randpunkte mit v = 0 vorbesetzt.

Dann wird, unter der Voraussetzung, dafl v;_; bekannt ist, die Prolongation beschrie-
ben durch

for x:=0 step 2h; until 1 do for y = h; step 2h; until 1 — h; do
v(,y) = (e, y —h) +olz,y + h)]/2;

for y :=0 step h; until 1 do for x = h; step 2h; until 1 — h; do
v(,y) = [v(z = hi,y) + oz + b, y)]/2;

d.h. zuerst werden die Feingitterpunkte unter- und oberhalb der Grobgitterpunkte (al-
so in vertikaler Richtung) besetzt, danach die restlichen.

Natiirlich sollen Interpolation und Restriktion sich “irgendwie entsprechen”. Der Kon-
vergenzbeweis zeigt, daf dies der Fall ist, wenn sie zueinander adjungiert sind. Natiirlich
kann auch funktionalanalytisch begriindet werden, warum das sinnvoll ist.

Definition 17.1 Adjungierte Operatoren
Seien Hy und Hj, Hilbertraume mit den inneren Produkten (, )y und (, ), und

R: H, “L mH,

eine lineare Abbildung.

Die Abbildung
P HH linear Hh

heift adjungiert zu R , falls gilt

(17.9) (Pu v"), = (u, RV")y Vu € H " c H),).

In unserem Fall sind Hy = R™-1, H, = R™, dabei sind n;_; bzw. n; die Anzahl
der Grobgitter- bzw. Feingitterpunkte im Einheitsquadrat inclusive der Randpunkte.

ny
(u, o), = u?v?h@), h? = hyhs, h; = Maschenweite in x; -Richtung,
j=1
ni—1
(u, vy = > ulolH? H® = H\H,, H; = Maschenweite in x,;-Richtung.
i=1

Die 2 im Exponenten ist ein Hinweis auf den 2-dimensionalen Fall.
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P und R sind Prolongation und Restriktion, wir setzen H; = 2h; . (Das ist Standart,
aber kein “Muf8”.) Dann lautet (17.9) in Matrixschreibweise

(17.9)

(Pu)To"h? = ()T PTo"h® "2 ()" Ro" - H®) = (u") Roy, - 4h

oder
(’U,H)TPT h — (’U,H)TR’Uh 4.
Dies liefert als Konstruktionsvorschrift fiir eine Restriktionsmatrix

1
(17.10) R= ZPT.

Benutzt man die 9-Punkte-Prolongation, so erhélt man als Restriktion im 2D-Fall die

9-Punkte-Restriktion (Standardvariante) fiir den Defekt, (folgt aus (17.10) mit der
Prolongation (17.6)-(17.8)) (Ubung)

1 2 1
10, 4 5 (O ist der Grobgitterpunkt, die Zahlen zeigen die Ge-
16 . . .
wichte der Defekte dj, in den einzelnen Punkten. (Kon-
1 5 1 vexkombination der beteiligten Punkte)
1
(17-11) df}’ :1_6{d?+1,j+1 + d?—l,j—f—l + d?—l,j—l + d?—i—l,j—l

+ 2(dﬁj+1 + dj{j,l + dﬁ?ﬂ,j + dff,u)
+ 4d§fj}

Bemerkung: Beim FEM-Verfahren (Finite Element Method) sind Restiktion und Pro-
longation vorgeschrieben. Beim Differenzenverfahren hat man Wahlmoglichkeiten.

Aufgabe:

1. Man beschreibe die 9-Punkte-Prolongationsmatrix und leite daraus die zugehori-
ge 9-Punkte-Restriktion ab. (inclusive Aufstellung der Restriktionsmatix)

2. Wie sieht die Restriktionsmatrix fiir die 5-Punkte-Restriktion aus?

1 4 Wie sieht die zugehorige Prolongationsma-
gt ! trix aus? Beschreibt sie eine stiickweis lineare
Interpolation?

3. Statt (17.8) konnte man auch wéhlen
1 1
Ul(h, h) = 5?]1,1(0, O) —+ 51}1,1(2]1, Qh)

Wie sehen die zugehorige Prolongations- und Restriktionsmatrix aus?
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Bemerkung: Es liegt nahe, als Restriktion die triviale Injektion zu wéhlen , d.h.
(Rdl)(m) = dl(m) Tr € w1 Cuw.

Man kann zeigen (vgl. Hackbusch 3.5), da8 fiir diese Restriktion in Verbindung mit der
red-black-Ordnung, dem GS-Verfahren und dem 5-Punkte-Stern fiir Au die Iteration
zum Stehen kommen kann.
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§ 18 Konvergenz des ZGV

Idee: Zur approximativen Losung von Ay, = by mit dem ZGV leiten wir (wie beim
Jacobi-Verfahren) fiir den Fehler e™ der m— ten Iteration mit der Ausgangsnaherung
y") eine Fehlergleichung her mit einer noch aufzustellenden Iterationsmatrix K,

e = Kne™, e'=y!"—vy), K, = Iterationsmatrix des ZGV.
Konvergenz liegt vor, wenn der Spektralradius p(K,) kleiner als 1 ausféllt.

Zur Herleitung der Fehlerdarstellung betrachten wir folgendes ZGV (mit Vor- und
Nachglattung

Gegeben: Ausgangsniherung ¥ fiir Apy, = b,. S sei die Iterationsmatrix des
Gléttungsverfahrens, welches durch g, = Sy’ + Tb;, beschrieben wird. Dann ist fiir
die v—malige Glattung die Restmatrix 7", aus der Iterationsvorschrift berechenbar.

(18.1) Vorglittung: 4, = S(Ap, by)y)) = S”'yl) +T,,by,
(18.2) Defektberechnung:  d; = b, — Any,

(18.3)  Restriktion und Grobgitterlosung: vy = Ay (Rd),)

(18.4) Prolongation und Korrektur: gy, =y, + Pvy

(18.5) Nachglittung:  y; = Sy, + T.,by,

Wir konstruieren zunachst die

Iterationsmatrix des ZGV

Als Gléattungsiteration werden nur Verfahren verwendet, welche die exakte Losung y,
von Apy, = b, als Fixpunkt haben (vgl. S 135), d.h. y, = Sy, + T, b .
Abziehen dieser Gleichung von (18.1) liefert

(18.6)

=y, —y,=5"e, mit e, =y, —y,
Mit dh 8: ) bh — Ah@h = Ah(yh - Qh) = —Ahéh fOlgt aus (183)
(18.7)

(18.2)

18.3 _ . _ _ _ _ _ _
o " AT R, "EY AT R(by — A47,) = — AL R(ALG, — Any,) = — A7 RAE,

Fiir den Fehler nach Prolongation und Korrektur erhédlt man

_ _ (18.4) _

en:=9Y,-Y, = yY,+Poyg—uy,
U grieh 4 pyy "2 §mel — PAZ'RAE,
(18.6)

S"e) - PA;'RA,S"€) = (I - PA,/RA,)S"e)
(18.8) =(A,' -~ PA,'R)A,S"€)



147

Die Nachglédttung fiithrt unter Verwendung der Fixpunktgleichung zu
18.5) = .
eh = yh—up 2 8y, +Toby — (S, + T,,by)
= 8"y, — i) = ey (Definition von éy,)
(18.8

59 6 (A7 — PA;'R) A,S" €l

. i

—.c,
Damit erhalten wir die Iterationsmatrix des ZGV

(18.9) Ki(n, 1) = S”(A;' — PA;'R)A, 8" = §”C,S".

Fiir die Iterationsmatrix Ky (v, v5) des ZGV muf gezeigt werden
| Kpn(v1, )| <1 bzw. p(Kp(v, 1)) < 1.
Fithrt man p Schritte des ZGV aus, so erhélt man mit der Abkiirzung
C,:=(A,'-PA,R)
(18.10) K| =8"7C,A,8"8"*C,A,S"..8"C,A,S"

Wir wollen Vor- und Nachgliattung zusammenfassen, v = 14 + 15, und dazu in (18.10)
geeignet klammern

(18.11) Kl = 8" (C,A,58")"'C\ A, 8"
F U

Nun gilt fiir quadratische Matrizen F,U gleichen Formats: p(FU) = p(UF) (Ubung,
vgl. unten), sodaf

(18.12) p(K1) = pl(ChARS")] = [p(CAS" )" und
|KY s = (K" Vi€ N
Bemerkung: Fiir ein ZGV ohne Nachglittung gilt (18.12) mit v =14 +0, d.h.
K(11,0) = Ki(v) = [K, ()] = [(A," — PA;/R)A,S")" = [CA, ")
Konvergenz liegt vor, wenn
(18.13) IKr(v)|| <1 bzw. |Kp(n,r)| <1

Der Vergleich zeigt, daf ein Nachweis von p((A;' — PAL'R)A,S") < 1 gleicherma-
Ben die Konvergenz von Verfahren mit und ohne Nachglattung sichert.
Notig dazu ist, wie oben erwahnt, folgende

Aufgabe: Zeige fiir quadratische Matrizen A, B : p(AB) = p(BA).
Hinweise:
(1) Zeige es zuerst unter der Voraussetzung, dafl eine der Matzrizen, z.B. B regular ist.
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(i) Verallgemeinere (i) durch ein Stetigkeitsargument, angewandt auf eine “leicht gestorte”
Matrix B (Jordan-Normalform).

Konvergenzbeweise fiir das ZGV werden iiblicherweise gefiihrt, indem man die Iterati-
onsmatrix

K,(v)=(A,' -~ PA,'R)A,SY
aufteilt in

18.1 attungstei h un
4 Gl 1 ApSY d
(18.15) Approximationsteil C) = (A;' — PAL'R).

Definition 18.1 (Hackbusch)
Das ZGV besitzt die Glattungseigenschaft, falls

(18.16) |ALS”|| < cs(v) mit cg(v) — Oftir v — infty

mit einer von v abhéngigen Konstanten cg = cg(v).

Das ZGV besitzt die Approximationseigenschaft, falls

(18.17) |A, ' — PA/R| < c,(h) (= const).

Bemerkungen:

1. Ziel eines Konvergenzbeweises ist die Ungleichung

1K)l = (A," — PA; R)A,S"|

() !
< (A, = PAL'R)||||AnS”|| < cacs < 1 fiir kleines v.

Die Abschétzungen (18.16),(18.17) miissen also mdoglichst scharf ausfallen. Sie
werden iiblicherweise gesondert bewiesen, miissen beide aber bzgl. Normen aus-
gefiihrt werden, fiir welche die Abschéitzung (x) gilt

2. ¢, in (18.17) ist eine feste Zahl, die < 1 sein kann, aber nicht muf}. Im letzteren
Fall hiangt die Konvergenz von S ab. Eine optimale Glattung durch S muf also
nicht notwendigerweise mit einer optimalen Konvergenz dquivalent sein. (vgl.
Bemerkung auf S. 126)

3. Bei der Durchfithrung des MGV hat man immer zwei benachbarte Aufgaben zu
untersuchen (auf dem feineren und auf dem gréberen Gitter)

Ay, =dn, Apyy=dy (Erinnerung: dy = Rdy,)
Die Losungen dieser Defektgleichungen werden verglichen (Nachiteration). Es gilt
(18.18)  llyy — Pyull = I(A;," — PAL R)dn|| = |Chdall < [Cyll [|dall-

Hieraus erklart sich der Name Approximationseigenschaft. Bei vorgegebenem Gi-
ter kann ||Cy|| nicht gegen Null gehen.
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4. Es ist einleuchtend, dass man Abschitzungen der Art
(18.19) ly, — Pyyll < coh® (Standart: o =2 oder 0)

zeigen kann. Solche Abschitzungen wurden u.a. von Dryja (polnischer Mathema-
tiker), Hackbusch und Bachvalov bewiesen. Sie sind sehr aufwendig, weshalb wir
hier darauf verzichten. (Wir verweisen z.B. auf das Hackbusch-Buch, Abschnitt
6.3.2)

Dies fithrt dazu, dass man in den Konvergenzbeweisen die Eigenschaften (18.16),(18.17)
gelegentlich abandert zu

(18.16") |ALSY| < =es(v), cs(v) 720,
(18.17)) 1CL|| < cah®.

In unseren Beispielen zum Beweis der Glattungseigenschaft werden wir sehen,
daf sich Abschétzungen der Art (18.16%) “natiirlich” ergeben.
a = 0 entspricht (18.16),(18.17), o =0 ist iiblich fiir Awu.

Wir zeigen im néchsten Abschnitt die Glattungseigenschaften einiger Verfahren. Be-
liebt sind dabei Normen, die sich (unter gewissen Symmetrievoraussetzungen) auf die
Spektralnorm stiitzen. Dann kann ndmlich mit dem Spektralradius (und damit mit den
Eigenwerten) statt mit Normen gerechnet werden.

Glattungseigenschaften des gedampften Jacobi-Verfahrens

Die Iterationsmatrix des geddampften Jacobi-Verfahrens lautet
S=1I- wD}_LlAh, D;, = Diagonalmatrix von Aj,.

Die Dampfungseigenschaft ist also neben dem Verfahren auch von A, abhéngig.

Wir beschréinken unsere Untersuchungen auf Matrizen Aj; mit

k
(18.20) A,=A] >0, D, = o I, k= const.
A hat dann nur positive Eigenwerte. Die Iterationsmatrix S des Jacobi-Verfahrens
ist symmetrisch &8t sich nun schreiben als (vgl. (18.4))

2m

(18.21) S=1-wA;, mitw= v

Zum Beweis der Gliattungseigenschaft ist mit einer geeigneten Norm der Ausdruck
|AS”|| abzuschéitzen. Wegen (18.20) gilt mit der Spektralnorm || - ||s (Beachte: S”
ist ein Polynom in S, also ist A;S” symmetrisch)

18.22 ApS’lls = A1 — @A)
(18.22) 418" ls = max [A(1 =G|
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Um mit Eigenwerten rechnen zu koénnen, legen wir deshalb fiir die weiteren Untersu-
chungen die Spektralnorm zu Grunde.

Ziel: Gesucht ist eine Abschitzung dieses Ausdrucks durch eine in v fallende Schran-
ke, die auch Auskunft iiber zuléssige w-Werte gibt.

(Bemerkung: In Hackbusch (6.2.3) wird eine w-Schranke nicht hergeleitet, vgl. jedoch
Exercise 6.6.3)

Satz 18.2
Seien Ay = A} >0, Dy, :=diag(A;) = hQLm I, k= const., und
S=1-0A,, w= h%m w die Iterationsmatrix des geddmpften Jacobi-Verfahrens
Dann gilt fiir
1.2 k
w < A5 72 (Spektralnorm)
die Glattungseigenschaft
[Anlls 1
ApSY|ls < .
14:87s < 7573 2(v +1)

Beweis
Wir setzen t = wA und erhalten fiir ein noch zu bestimmendes ,,,.

1
(18.23) | 48" |ls = = max t(1 = 1)"| fir 0 <t < typae.
w

Die Untersuchung dieses Ausdrucks ist ein Kernstiick vieler Glattungseigenschaftsnach-
weise (vgl. z.B. symmetrisches GSV und GSV mit Schachbrettanordnung.)

Vorgehen: Durch Abschiatzung des Ausdrucks

fu(t) = [t(1 = 1)"]

nach oben leiten wir eine Ungleichung her, die uns in Verbindung mit A, (An) =
|Ap|ls eine Schranke fiir @ liefern wird (beachte: alle Eigenwerte von A sind positiv).

fu(t) = [t(1—1t)”| hat fiir alle v > 1 qualitativ das folgende Aussehen (vgl.Abbildung),
wobei fiir ¥ =1 in ¢ =1 eine Spitze auftritt.

fu(t)

t\l l tmax
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In 0<t<1gilt f,(t) =t(1l —t)”. Gesucht: max f,(t) in [0,1]
O =0t —tw(l—t) " =1t 1 —t—ts] =0
I-t(l+v)=0 = t,= ! =

(v
fulty) = (VL) (1— ,,L) - (uim ((1+1§)”>

wegen (14 1)Y e fiir v — oo gilt fiir v =1
1 1 1 1
() = — VvVt € 0,1].
1) (v+1) ((1+§)V) (v+1) 2 0,1

Wir bestimmen, zunichst fiir ¥ = 1, das maximale Intervall (0,%,,q,] in dem diese
Ungleichung gilt. Da f,(t) =t(t — 1) fiir ¢ > 1, ergibt sich t¢,,,, aus

IN

tt—1) < 1 1 vzl
— = = - zZu
~2(v+1) 4
142
(18.24) b = Z‘f.

Damit gilt in [0, t;a.] fiir v =1: (beachte f,(¢) ist monoton wachsend fiir ¢ > 1)

_1+\/§<1+\/§_1>V< 1
_ 5

18.2 1-1)" < -1 -
(1825) (1 =11 < bneltmas = 1) = =5 (=5 < ST

Mit % ~ 1.2 ist die zweite Ungleichung dquivalent zu

(18.26) 24w +1)-02" <1, fiirv=1.

Die linke Seite dieser Ungleichung ist fiir ¥ > 1 monoton fallend in v (Ableitung
ausrechnen). Deshalb gilt die Ungleichung (18.26) fiir alle v > 1, also gelten auch die
Ungleichungen (18.25) fiir alle » > 1 und 0 <t < 1.2.

Von Bedeutung fiir ¢ sind die Werte t; = WA;(Ap) . Nun gilt A\;(Arn) < ez = || Asl|s-
Man beachte, da8 (18.25) bis auf den Faktor % eine Abschétzung fiir den Glattungs-
term liefert (vgl. (18.23)). Um die Glattungseigenschaft zu gewéhrleisten (d.h. um die
Ungleichung (18.25) zu erhalten), fordern wir deshalb die Ungleichung

!
a})\z < a;/\maa: = &||Ah||s < lmaz = ]-27
woraus sich fiir w folgende Schranke ergibt

1.2 k

bzw. w = w——. (vgl. Satz (18.2

TAnls rom- (V8 (18.2))

Die Ungleichung (18.25) gilt fiir #,,4, . Aus (18.22) erhdlt man deshalb die Glattungs-
eigenschaft

(18.27) o<

1 11 [Anlls 1
( ) 45" ls w tG{(I)l,?Jn}jzz]| ( 1= w2(v+1) 1.2 2w+1)
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Bemerkungen:

1. Satz 18.2 zeigt, daB der in (17.4) angegebene Démpfungsparameter zuléssig ist.

k _ k 1.2k
<

18.29 W) = w = .
(18.29) LS A = e T Al

2. Ist Aj, die Diskretisierungsmatrix von —Awu so gilt im Fall

4

1D: | Apls < w (vgl. Lemma 3.7)
8

2D: ||Ah||S < ﬁ

Wird dies in (18.28) eingesetzt, erhdlt man eine Abschitzung vom Typ (18.167)
(z.B. fiir 1D).

[Anlls 1 4 1
12 2(w+1) ~ 1.2k 2w +1)

|ALS"||s =<

3. Im 1D-Fall ist h*™ = h? k=2 (vgl. (18.21)). Dann folgt aus (18.28):

- 1.2k 2-1.2 0.6
w = = U.
TR Anlls R?E

Als optimalen Dampfungsparameter hatten wir in § 15 im Demonstrationsbei-
spiel wopr = % = 0.6... ermittelt. w,, fallt also nicht in die zuléssige Schranke.
Nun kann man in (18.24) natiirlich eine groere Schranke fiir max |t(t — 1)| zu-
lassen und dadurch (vgl. die Zeichnung) das Intervall (0,t,,,,] so erweitern, daf
wept auch noch in den zuldssigen Bereich fillt. Rechnet man dies nach, so stellt
man fest, dafl sich die Abschitzung fiir ||A,S"||s insgesamt verschlechtert. Um
die Konvergenzbedingung zu erfiillen, muf3 ein grofleres v gewahlt werden.

Man erkennt also: Optimal Glattung und optimale Konvergenz sind nicht dqui-
valent.

4. Beachte: Der Beweis von Satz 18.2 beruht auf der Gleichung (18.22). Diese Dar-
stellung hat als wesentliche Voraussetzung die Symmetrie der Iterationsmatrix
S des Jacobi-Verfahrens und damit des Glattungsteils A,S”. Sonst ist eine
Normdarstellung (18.22) nicht moglich und damit auch kein Rechnen mit dem
Spektralradius, bzw. mit der Spektralnorm.)

Die Iterationsmatrix des GSV ist nicht symmetrisch, weshalb fiir die Glattungs-
eigenschaft dieses Verfahrens bei zeilenweiser Nummerierung der Punkte (bisher)
kein Beweis existiert.

Man kann die Glattungseigenschaft fiir das GSV retten unter Zuhilfenahme zusétz-
licher Struktureigenschaften der Iterationsmatrix in Zusammenhang mit einer ge-
eigneten Nummerierung der Giterpunkte (ohne Beweis).

Wir werden sehen, daf fiir das symmetrische GSV der Glattungsteil wieder sym-
metrisch ist.
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Das symmetrische Gauf3-Seidel-Verfahren als
Glattungsiteration

Vorbemerkung: Wir zeigen, dafl sich fiir das symmetrische GSV unter Verwendung
einer geeigneten Vektor- und Matrixnorm die Glattungseigenschaft beweisen 148t, und
zwar unabhéngig von den Schrittweiten hy, hy des Gitters.

Beziiglich einer geeigneten Matrixnorm || - ||, muB gezeigt werden, (vgl.Bemerkung 1)
nach Definition 18.1)

”Kh<V>HM = HChAhSVHM < gy CS(V> =00,

Zur Definition der Vektornorm benutzen wir die in der Iterationsmatrix des symmetri-
schen GSV vorkommende Matrix (vgl. Satz 15.6 )

W,=A,+L,D'U,, (firA=L+D+U)

1
die mit A, symmetrisch und positiv definit ist. Also existiert genau eine Wurzel W? =
1
(W2)T >0 (vgl. Aufgabe 3) nach Satz 10.1). Mit ihrer Hilfe definieren wir

1 1 1
(18.30) @[y, = (Wha.2) = (Wiz, Wia) = |Wal}
Hierzu gehort die induzierte Matrixnorm (Operatornorm)

| Knz|lw,

1 _1
| Knlw, := sup = ||W2K,W,?|ls, (Spektralnorm)
x#0

2] w,

denn
1 1 11 1 1 1
| Knzllw, = |W; Kyz||s = [[W; KW, *Wiz|s < [|[W.K,W,*|s]|W;z|s,

1 _1

und da ||-||2 und ||-||s einander zugeordnet sind, existiert zu B := WK ;W ,? ein
1

y (= W;x) sodaB

1 11 1 1 1
[Byllz = Wi KW, 2 Wix|s = WKW, 2|5 [W;z|2 = [ Blslyll
Die Konvergenzabschétzung fiir das ZGV wird wie folgt gefiihrt (vgl. und (18.12))

1 _1
IKn(v)lw, = IW;CLALS"W, |5
= |WpC,W; W, >A,8"W, *||s

1 1 _1 _1
(18.31) <|| WICW: |s||W,ZAS8"W, " ||s
—— ~ ~ -
Approximationsanteil =: G, Glattungsteil

Wir fithren nur den Nachweis der Glattungseigenschaft. Der Beweis wird die Einfithrung
der W, -Norm begriinden (vgl. dazu die Nachbemerkung).
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Satz 18.3

Sei A, =L+D+U, A, = Ag >0 und S =I—-W'A, die Iterationsmatrix des
symmetrischen GauB-Seidel-Verfahrens mit W = A, + LD 'U  (vgl. Satz 15.6).
Dann gilt (mit der Spektralnorm) folgende Glattungseigenschaft

1

7%A v 7% <

Beweis

Idee: Wir formen den Glittungsteil G so um, dafl wir (wie beim Jacobi-Verfahren)
eine zu (18.23) analoge Darstellung erhalten.

Fiir den Glattungsteil gilt

G=W, AW, W:S"W,*, X, =W,>AW,*
—— ———
ZZXh
= X,W:SW,*W}:SW,? W:SW,*
1 1
= X, (WZSW, )"

Nun ist geméf (15.19) (Darstellung der Iterationsmatrix S des symmetrischen Gauf-
Seidel)

WSW, > =W;(I-W,'A)W,>=1-W,>A,W,> =1-X,
also (vgl. die 3. Formelzeile des Beweises)

(18.32) G=X,I-X,)", Darstellung des Glattungsteils.

Da W und A, symmetrisch sind, gilt dies auch fiir W,:% und X,

Die Matrix des Glattungsteils ist also symmetrisch. (beachte: (I —X)” ist ein Poly-
nom in Xj.).

Wir zeigen

(18.33) 0< X, <I, positive Definitheit.
Beweis von (18.33):
1 ! ! 1
(Xpz, )= (W, AW, *z,x) = (AW, 2, W, *2) >0 = X, >0, daA,>0.
Wegen (Ary,y) < Wyry,y) Yy (vgl. Satz 15.6 b)) ist
(AW, 22, W, *x) < (W,W,z, W, *x) = (Wix, W, *z) = (Ix,x) daraus folgt
X, < I
Wegen (18.33) gilt fir die Eigenwerte A € o(X;): 0 <A <1, denn

' X,z (z,x)

][5~ [l

0<L

< <1 (Rayleighquotient)
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Deshalb folgt fiir die Abschidtzung des Glattungsteils aus (18.32)- (18.33) (Spektral-
norm)

1
(18:34) 1G]ls < max [A(1 = A)| < 5 (vgl. (18.23) — (18.25) mit & =1)
€10,

(14+v)

Dies ist die gewiinschte Glattungseigenschaft. Eine Abschéitzung des Approximations-
teils (vgl. (18.31)) durch eine Konstante ¢, (das ist schwécher als durch ¢,h® ) beendet
den Konvergenzbeweis fiir hinreichend grofies v. |

Nachbemerkungen

1. Angenehm ist, da} die Abschétzung
a) unabhéngig ist von h (vgl. dazu die Nachbemerkung 3)) und

b) dafl man sich nicht um Dampfungsparameter kiimmern mufl.

2. Wesentliche Grundvoraussetzung fiir beide Glattungsbeweise war jeweils die Sym-
metrie von D~'A und W' Sie fithrte beim gedimpften Jacobi-Verfahren zur
Gleichung (18.22), beim GSV zu (18.32) und (18.34). Da diese Symmetrie beim
gewoOhnlichen GSV nicht vorliegt, konnte eine Gldttungseigenschaft fiir dieses
Verfahren bisher nicht gezeigt werden. Trotzdem wird der Gauf-Seidel mit Er-
folg benutzt.

3. Beim Jacobi-Verfahren war die Gldttungseigenschaft in natiirlicher Weise von h
abhéngig tiber die Diskretisierungsmatrix (vgl. Bemerkung 2 nach dem Beweis
von Satz 18.2). Symmetrisches GSV und Jacobi-Verfahren lassen sich in einer
gemeinsamen Form schreiben:

"t = (I -W1A)z™ + Wb, (symmetrisches GSV, vgl. (15.17),(15.18))
™ = (I —wD 'A)xz™ +wD ™ 'b, (Jacobi-Verfahren, vgl. (15.1))

Dadurch erkliren sich auch die Ahnlichkeiten in den Glidttungsbeweisen. Der
Glattungsbeweis des symmetrischen GSV 1df3t sich damit auch auf das Jacobi-
verfahren iibertragen. Dafl die Glattungsabschéitzung fiir das symmetrische GSV
unabhéngig von h ausfillt, liegt an der verwendeten Norm, welche die h-Abhéangig-
keit auf den Approximationsteil iibertrigt.

4. Glattungseigenschaftern fiir nichtsymmetrische Verfahren stecken noch in den
Kinderschuhen.

5. Die Konvergenzeigenschaften bei der Verwendung des symmetrischen GSV wer-
den durch den Beweis sicherlich unterschétzt. Sie fallen fiir Jacobi-Verfahren und
symmetrisches GSV etwa gleich aus, was nicht ganz einsichtig ist, wenn man sich
iiberlegt, dafl ein Schritt symmetrisches GSV zwei Schritten GSV entspricht und
dafl das GSV iiblicherweise schneller konvergiert als der Jacobi.
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6. Zum Vergleich der Konvergenzgeschwindigkeit der Verfahren ziteren wir, ohne
Beweis (vgl. Varga: Matrix Iterative Analysis, Kap. 3.3)

Satz 18.4 Stein-Rosenberg
Sei AeC™" A=L+D+R,

S=-D 'L+ R) die Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens mit
Sij SOV’Z#], Sii :OVZ,

G =—(L+ D)'R die Iterationsmatrix des GauB-Seidel-Verfahrens.

Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen

(a) p(S) = p(G) =0
(b) 0<p(G) < p(S) <1
(©) 1=p(G) = p(S)
(d) 1<p(S) < p(G)

Setzt man L = DL und R = DU | so erhilt man die Darstellung aus Varga.

Beachte: Fiir unsere Diskretisierungen sind alle diese Voraussetzungen erfiillt,
denn alle Nebendiagonalelemente von A sind < 0, alle Diagonalelemente von
A sind positiv. Es liegt Fall b) vor, denn die Konvergenzeigenschaft wird durch
Satz 15.5 gesichert.

Insbesondere: Jacobi ist langsamer als Gau-Seidel und Gauf-Seidel braucht we-
niger Speicherplatz als Jacobi.

Letzteres folgt aus der Darstellung (17.5). Die alten Komponenten werden beim
GauBl-Seidel sofort durch die neuen iiberschrieben. Beim Jacobi miissen sie auf-
bewahrt werden, bis alle Komponenten berechnet sind.
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§ 19 Konvergenz des Mehrgitterverfahrens

Der Konvergenzbeweis beruht natiirlich auf einer Untersuchung der Iterationsmatrix
des MGV. Zu ihrer Beschreibung benétigen wir einige

Vorbetrachtungen iiber Iterationssverfahren zur Losung der Korrekturglei-
chungen

Jedes lineare Iterationsverfahren zur Lésung von

(19.1) Av=d, AecR™"

kann in der Form

(19.2) v = p(v!,d) .= Mv' + Nd, M,N € R""

dargestellt werden. Als Minimalvoraussetzung wird vom Verfahren verlangt, daf§ die
Losung von Awv = d ein Fixpunkt des Verfahrens ist. Diese Forderung erlaubt es IN
durch M auszudriicken, d.h.

v=¢p(v,d):=Mv+ Nd=Mv+ NAv und damit
I-M=NA.

Ist A invertierbar, was wir immer voraussetzen, so kann man IN ausdriicken durch
(19.3) N=(I-M)A"

Das Iterationsverfahren ist dann durch seine Iterationsmatrix schon eindeutig bestimmt
und hat dann die Gestalt

(19.4) vt = My + (I - M)A™'d.

Ist v° = 0 Ausgangsniherung des Verfahrens, was typisch ist als Anfangsniiherung fiir
die Losung der Korrekturgleichung, so folgt

v! = Mv"+ Nd = Nd
v’ = Mv'+ Nd= MNd+ Nd
v = Mv*+ Nd=(M*N + MN + N)d

und durch vollstédndige Induktion

v—1 v—1
v =Y MINd"E ST MI(T - M)ATd = Z — M)A 'd
j=0 j=0
(19.5) v = (I - M")A\d,

und falls  |[M||<1 = v 75 A4,
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d.h. wenn das Verfahren konvergiert, dann gegen die Losung von (19.1), denn

y—00

IM|<1= |M"| <|M|"<1——0= M — 0.

Beim MGV werden nur Glattungsiterationen benutzt @ = S(u, d), welche die Losung
von Av = d, bzw. Ay = b als Fixpunkt haben (z.B. Jakobi, GSV, symmetrisches
GSV). Hieraus folgt

(19.6) Auf jedem Gitterlevel ist die Losung v; von A;v; = d; bzw. Ajy = b,
ein Fixpunkt der Multigriditeration,

denn:
v; ist Fixpunkt der Vorglattung -
Fiir den Defekt gilt: d—Av, =0
Restriktion des Defekts =0
Grobgitterlosung der Defektgleichung =0
Prolongation der GrobgitterLosung =0
Korrektur von v;: v, =v;+0

v, ist Fixpunkt der Nachgldttung

Man kann also fiir die Konstruktion der Iterationsmatrix des MGV, das ein lineares
Verfahren ist, die Eigenschaft (19.3) verwenden und weif dann, dal das MGV gegen
die Losung der Aufgabe konvergiert, falls |[M|| < 1 ist.

Konstruktion der Iterationsmatrix M; des MGV auf Level [

Auf Grund der Eigenschaften des MGV ist die Konstruktion notwendigerweise rekursiv.
Wir konstruieren M in Abhéngigkeit von der Iterationsmatrix M; ; des MGV auf
Gitter [—1, indem wir von Gitter [ auf Gitter [ —1 heruntersteigen. Dort ist die Kor-
rekturgleichung A; v, 1 = d;_; mit der Ausgangsniherung 'v?_l = 0 zu losen. Dies
geschieht wieder durch das MGV indem man pro Iterationsschritt bis zum grobsten
Gitter [ = 0 heruntersteigt und dann wieder bis zum Level | — 1 hochkommt. Dabei
benutzen wir fir M, ; die Darstellung (19.5). Schlielich steigen wir wieder zum Git-
ter | auf.

Wir listen die einelnen Schritte auf. Hierbei ist das Aussehen des Terms der jewei-
ligen Iterationen, der nur von der rechten Seite der zu lésenden Gleichung abhéingt,
zwar konstruierbar, aber fiir die Konstruktion der Iterationsmatrix ohne Interesse. Wir
konstruieren die Iterationsmatrix fiir das MGV.

y) = Ausgangsniherung auf Gitter [ zur Losung von Ay, = b
¥, =S"y) +Q,, (b)) Vorglittung

Y, =y, + Pv]_,
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Dabei ist v ; die Néherung fiir die Losung der Korrekturgleichung, die man, ausge-
hend von v} ; =0 nach 7 Schritten des MGV auf dem Level [ — 1 erhilt.

y, = 5"y, + Q,, (b)) Nachglittung
= 5"y + Pv_y) +Q,(by).

(125) (I . M?fl)A[i_lldl—l und dl—l — R(bl — Al?jl) fOlgt

Mit o],
y =S8"{y,+ P(I- M)A \R(b — Ag))} +Q,,(b)
= SV2{gl - P(I - M771)AL11RAlgl} + Qs(bl)
Q;(b), Q4(b;) bezeichnen Restausdriicke, die nur von den jeweiligen rechten Seiten
abhéngig sind
Ausmultiplizieren, Ausklammern und Einsetzen von gy, ergibt

yi =S”{I - PA,RA + PM]_ A"\ RA;} (8"y] + Q,, (b)) +Q;(b1)

. J/

Y,
= {S”[I - PA;RA))S" +S"PM] A ' RA;S"}y) + Q,(b))
) K (V ) . E
(V1,2 =k

~
Iterationsmatrixz des MGV

K (v1,15) ist die Iterationsmatrix des ZGV (vgl. (18.9)) auf Level [, [ > 1, wenn
[ =0 das grobste Gitter ist.
Wir haben damit

Satz 19.1 Iterationsmatrix des MGV fur [ > 1
Bezeichnet [ = 0 das grobste Gitter, so gilt fiir die Iterationsmatrix M,; des MGV

auf Gitter [
M, =K (v,1n)+S?PM] \E,_;, [>1 My=0
mit der Iterationsmatrix des ZGV
K (v, 1) = S”[I - PA; ', RA]S"

und
E,_, = Al:llRAlS”1

Beachte zum Anfangswert: Fiir [ = 1 liegt ein ZGV vor, also gilt
S”PM, E,_, =0.
Dies wird erfiillt durch My = 0.
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Vorbemerkungen zum Konvergenzsatz

1. Man kann die Iterationsmatrix des MGV betrachten als die mit einer Stérung
versehene Iterationsmatrix des ZGV. Den Konvergenzbeweis kann man fiihren,
indem man durch Voraussetzungen dafiir sorgt, daf§ die Summe beider Terme
normmafig < 1 ausfallt.

2. Ausschlaggebend fiir die Konvergenz ist der Spektralradius p der Iterationsma-
trix. Er héngt, soweit es die Glattungen betrifft, wegen p(UF') = p(FU) (vgl.
die Bemerkung nach (18.12)) nur von der absoluten Zahl v = vy 415 der Gléttun-
gen ab und nicht davon, ob sie auf Vor- oder Nachglidttung verteilt sind.

Wir fithren den Konvergenzbeweis fiir die Variante v = 1y (v, = 0, ohne
Nachgléattung.

3. Sind Hy, Hy endlichdimensionale Hilbertraume mit den inneren Produkten (, )g,
und (, )g, und den von ihnen erzeugten Normen und ist

linear

FIHl H2

eine lineare Abbildung, so wird die Operatornorm definiert durch

Fax
(197 | Py = sup 12l
xeH, x#0 ||m||H1

Man beachte, dafl dadurch auch fiir nicht quadratische Matrizen eine Norm er-
klart wird. (Ubung: Normeigenschaften nachweisen)

Wir verwenden diese Normdefinition fiir nichtquadratische Matrizen.

Ist Hy = Hy =R*, ;p € N, so wird durch (19.7) die Spektralnorm definiert.

Zur Definition der Norm der Prolongationsmatrix geméf (19.7) verwenden wir
fiir benachbarte Gitter folgende folgende innere Produkte und die von ihnen er-
zeugten Normen (vgl. dazu Definition (17.1) und die anschlieBende Anwendung):

(, )iz = euklidisches Produkt in w;

( ) )l,2h1h2
(, )icr = (, )im1,24h1hy

—~
~—
~

19.
(19.8) { im 2D-Fall

Ansonsten verwenden wir durchgehend, ohne Kennzeichnung, auf allen Gittern
die Euklidische Vektornorm und die zugeordnete Operatornorm (Spektralnorm).
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Satz 19.2 Konvergenzsatz fiir das MGV (ohne Nachglittung)
Es seien folgende Voraussetzungen erfiillt

(19.9) ||P]| <1 P = Prolongationsmatrix (vgl.(19.7), (19.8))
(19.10) ||Pz|| > ¢||lx| Ve, firein ¢, >0 (¢, <1 wegen (19.9))
(19.11) |IS|| <1, S = Iterationsmatrix der Glattung

(19.12) |K.()] <€) < 22 (C—p)”_l fiir

7 \2y
(19.13) v >2, ~v = Wiederholungszahl des MGV auf den Gittern [ < [,,,,, — 1.

Dabei ist () eine Normschranke fiir die Iterationsmatrix
K, des ZGV auf Level | 1 <1 <ly4, (r=14, 1o =0).
Dann gilt fiir die Iterationsmatrix M; des MGV fiir [ > 1

1

(19.14) G = | M| < %5(1/) < <%> (<1 gemiih (19.10))

Bemerkungen zu den Voraussetzungen:
zu (19.9)

| P|| <1 ist fiir die Interpolation als Prolongation erfiillt. Fiir die lineare Interpolation
(9-Punkte-Stern) rechnet man das im Einheitsquadrat (etwas langwierig, aber ohne
Schwierigkeiten) nach.

Hinweise: Geméa$ (19.7), (19.8) ist

(PCD, Pw)l

P| =sup
” H 2#£0 (33733)1—1

und damit

Px. P hih 1 (Px, P
”PH:SUP\/( Z, w)l,? 1 2_Sup\/_( €, w)l,2

w20 \| (T, @)1 04hihy Lo\ 4 (z,2) 12
Unter Benutzung der Interpolationsformeln (17.6)-(17.8) schitzt man ab
(Px,Px)» <4(x,x)i-12 = |P| <L

Hinweis: Verwende bei der Abschitzung die Ungleichung 2z;z;41 < (27 4+ 27,,) fiir
aufeinanderfolgende Variablenwerte im groben Gitter.

zu (19.10)

Dies ist eine Invertierbarkeitsvoraussetzung fiir P auf dem Bildraum von P . Man
sieht, (zumindest bei allen uns bekannten Prolongationen), daff unsere Prolongations-
matrizen Hochstrang haben, woraus folgt

KerP = {0} = min ||Px|; 2 =: ¢, > 0.

llli—1,2=1
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So ein ¢, existiert also. Werte fiir ¢, erhélt man aus der Konstruktion von P im
Zusammenhang mit dem Beweis der Approximationseigenschaft. (vgl. etwa Hackbusch:
Multigrid Methods Lemma 6.3.13)

zu (19.11)

1. Das geddmpfte Jacobi-Verfahren:

In der Anwendung haben wir uns auf Matrizen A = AT > 0 beschriinkt, fiir die
die Diagonalelemente alle konstant waren. Die Iterationsmatrix S des gedampf-
ten Jacobi-Verfahrens war

S=I-0A (vgl (1821))

und es galt fiir die Spektralnorm

.....

Nun ist ||S]| <1 (19.11) erfiillt, falls |1 — @\ <1 Vi.
Wegen A = AT > 0 ist \; > 0 Vi, also ist die Forderung wegen & > 0
dquivalent zu

2
o\ <2Vi  bzw. (Dg)\— Vi,

was erfiillt ist, falls

- < 2
w < .
Al
Da die Glattungseigenschaft @ < H AH verlangte, gilt (19.11) fiir den geddmpf-
S

ten Jacobi.

2. Das Gauf-Seidel-Verfahren
erfiillt ||S]| <1 (vgl. Satz (15.6)). Damit ist die Voraussetzung bei der Schachbrett-
anordnung erfiillt.

3. Das symmetrische Gauf3-Seidel-Verfahren
Sind S, bzw. Sy die Iterationsmatrizen des vorwérts- bzw. riickwértsgenomme-
nen Gaufl-Seidel-Verfahrens, so ist die Iterationsmatrix des symmetrischen Ver-
fahrens S = S15, (vgl. (15.17)).
|1S1]] < 1 wurde in Satz (15.5) gezeigt, analog zeigt man ||.Ss|| < 1 und damit
folgt [|S] = S1] 1S < 1.

zu (19.12)

Dies ist eine verschérfte Forderung an die Iterationsmatrix des ZGV auf Level [, die
durch hinreichend grofles v = v; + v, immer erfiillt werden kannn. Glattungs- und
Approximationseigenschaften sind in (19.12) enthalten.
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Da ¢, <1, erhélt man folgende Schranken fiir £(v)

(1
— =0.125¢, <0.125 firy=2

S
1 H 2 1
r—- (C_p) < 5\&\/@ ~ 02726 <0272 firy =3
4,1 )
R g\i*/@ =0.4y¢c, <04 fiir y =4

zu (19.13)

v > 2 ist eine beweistechnische Voraussetzung. Fiir v = 1 muf} ein anderer Beweis
gemacht werden, der wesentlich aufwendiger ist.

Der Beweis des Konvergenzsatzes gliedert sich in zwei Teile

1. GemalB der rekursiven Definition der Iterationsmatrix wird eine Rekursionformel
fir G = [[M]| hergeleitet.

2. Beweis des Konvergenzsatzes induktiv mit Hilfe von 1: Zeige [[M,| < %5 £(v).

Beweis 1:
Aus der Gestalt von M, (Satz (19.1)) folgt fir [ > 1 und v =1y, 1, =0

G=|M| <&w)+ | PM] A RA,S”|

Pll<1

(19.15) < )+ IMLIIAZRA,S” |
E
-1

< EW) + Ll Bl

Wegen M =0 ist (, =0.
E, ; ist im Wesentlichen aus der Darstellung der Iterationsmatrix K;(v) des ZGV
bekannt (vgl. (18.9)). Dies wird zur Abschétzung benutzt.

K,(v)=S8"-PA ' RAS".
N———
E;_4

Hieraus folgt mit der Dreiecksungleichung (riickwérts)

|\PE, || < ||K;(v)|+S"| < 2. (Brutalabschétzung)
1 <1
< <

Wegen ||Px| > ¢, ||x| (vgl. (19.10)), folgt (indirekter Beweis unter Beachtung von
(19.7))

& Bl < I|PEy| < 2.

2
[ B < —,
Cp
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Aus (19.15) folgt damit fiir [ > 1

(19.16) QSS@%+§QH'

P

Beweis 2:
Wir beweisen durch vollstdndige Induktion: (Abkiirzung: & :=£(v) )

2
(19.17) G2 €W+ Gl < ),

[ = 1: richtig nach (19.15), da (, = 0.
Induktionsvoraussetzung: ;1 < po— €.
Aus (19.16) folgt durch Eintragen der Induktionsvoraussetzung
2 2 ol 7
pxeriazer? (1)
Cp cp \7—1
Wir zeigen, daf in Verschérfung von(19.17) sogar gilt

e+ 2(1e) =2

o \7—1 Y

wie sich aus der folgenden, dquivalenten Umformung ergibt

e+ 2(1ye) < L
p \7

y
1+3( ’y )57—1§ P)/
v—1

7\ e Cp
) =t

_ —1
Ol < GO _ o (7_ 1)V

1
e< 2=l (2)
Y 2y

Die letzte Ungleichung ist aber die Voraussetzung (19.12). |
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Uberlegungen zur Iterationszahl des einfachen MGV

(d.h. ohne Nachglattung)
zur Erreichen der vorgegebenen Genauigkeit

Sei
M, =die Iterationsmatrix des MGV auf dem [-ten Gitter

y, = exakte Losung von Ay, = b,

yl(o) = Ausgangsnéherung fiir y,

yl(m) =m-te Naherung fiir y, nach m Schritten des MGV, ausgehend von yl(o) .

Da vy, ein Fixpunkt des MGV ist, da auf allen Gitern nur Iterationen verwendet werden,
welche die Losung der jeweiligen gleichung als Fixpunkt haben (vgl. u.a. (19.6)), gilt
fiir den Fehler

Y™~y =M (y™ —y,), alsomit (19.14) und ¢ := £(v)

m) i (m—1)
I =il < (=25 1™ = wi

T\ g ©
<(256) 1wl

Eine naheliegende Forderung fiir eine ¢ -Fehlergenauigkeit konnte sein
-1 \" N - 0) N
(19.18) ——¢ | < e~ Approximierungsfehler, |y, —y,|| = 1.
Y
Fiir die notwendige Iterationszahl folgt hieraus

Ine

ol

In (51¢)

wobei [ ] die néchst groBere, ganze Zahl bedeutet. Beachte: In(e) < 0, esist an € < 1
gedacht, ebenso im Nenner In (774 f) <0.

Die Abschétzung ist unbefriedigend, weil der Diskretisierungsfehler bestenfalls asymp-
totisch bekannt ist und man somit keine Aussage iiber die notwendige Iterationszahl
erhélt, und weil auf dem Gitter [ die Differenz Hyl(o) — ;|| auch nicht so ohne weiteres
abschétzbar ist, y, ist ja unbekannt.

Abhilfe kann hier die Untersuchung des vollen MGV (also mit Anlaufiteration, vgl.§
16, Volles MGV) schaffen, die ja die Anfangsniherungen mitliefert.

Gewtinscht wird eine Abschitzung ||yl(0) — 1yl = O(Rh}, ), wobei O(h}) der Diskreti-
sierungsfehler auf Level [ ist, unter Beachtung des Ausgangsfehlers einer Mehrgitteri-
teration. Wir beweisen eine entsprechende Abschétzung unter den
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Voraussetzungen (19.19)-(19.21):
(19.19) hy=2h .

Dies beschreibt den Standartfall der Schrittweitenhalbierung von einem Gitter zum
néchst feineren.
(19.20)

IP|| <1, |Py,— Y|l < cohy. (Approx.-Eigenschaft, vgl. (18.18),(18.19))

Hierbei ist P die gef. bessere Prolongation, die bei der Anlaufiteration des vollen MGV
benutzt wird.

h" beschreibt die Diskretisierungsordnung, y;,y,,; sind die exakten Loésungen der
Gleichungen auf Level [, bzw. [+ 1. (vgl. dazu die Abschétzungen zum Approxima-
tionsteil)

co = co(u) sei eine Konstante, die unabhéngig vom Gitter ist, aber abhéngig sein darf
von der exakten Losung u der Randwertaufgabe. B

Von der Qualitét her besagt diese Voraussetzung, dal P so gut sein soll, dass die Ap-
proximation Py, die Approximationsgenauigkeit der Diskretisierung nicht verdirbt.

(1921) ”MZH S Cla C = mlaXQ,

d.h. ¢, unabhéngig von .. , ist eine gleichméfige obere Schranke fiir die Kontrak-
tionszahlen der Iterationsmatrizen des MGV auf allen Gittern. (vgl. (19.14)). Wenn
man die Abschitzungszahlen fiir das ZGV kennt, kann man aus Satz 19.2 Werte fiir ¢
erhalten, natiirlich in Abhéngigkeit von .

Wir beweisen den

Satz 19.3

Die Voraussetzungen (19.19)-(19.21) seien erfiillt. Sei y, die exakte Losung von
Aoy, = dy auf dem grobsten Gitter | = 0.

Das volle MGV, das auf jedem Gitterniveau p (= 1 = uo) einfache MGV-Schritte
verwendet, liefert, ausgehend von y,, die Ndherungslosung y, fiir Ay, = b;.

Sei ¢ = max G = max ||M;|| und p geniige der Forderung

1
(19.22) ¢t < Tt (k = Diskretisierungsordnung)
so gilt
(19.23) |y, — y)l| < coh”™ (co laut (19.20))

Beachte: (19.22) ist eine Bedingung an die Normen || M|, die durch entsprechend
grofles v (Glattungsanzahl) erfiillt werden kann.

Wir verdeutlichen die Bedeutung der Konstanten g (siehe obiger Satz) und ~ (vgl.
Satz 19.2 und Beweis des Satzes 19.3) durch Beispiele: Eine Mehrgitteriteration mit
der Iterationsmatrix M,; und v = 2 ist fir [ = 2,3,4 in den Abb. 4-6 auf S. 132
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dargestellt. p gibt an, wie oft eine Iteration mit M,; auf jedem Gitterlevel ausgefiihrt
werden soll.

Beweis: Wir zeigen induktiv

m
K

_ ¢
(19.24) 19— will < cop =gl

Beachte hierzu: Der Bruch in (19.24) ist in ¢ monoton wachsend. Wird in (19.24) die
Abschétzung (19.22) eingetragen: (# < H%’ also  2F(F < 13;& < 1, so ist der
Nenner in (19.24) erklért und es folgt

1
CM < 1425

1—2r0n = 11— 25

=1, also die Behauptung (19.23).

Fiir [ =0 ist (19.24) erfiillt, da auf [ = 0 exakt gelost wird.

Sei y, die Naherungslosung fiir Ay, = b, nach p Iterationsschritten, ausgehend von
der Ndherungslosung Py, , , so folgt (beachte: Die exakte Losung y, von Ay, = d,
bzw. b ist Fixpunkt der Iterationsverfahren auf dem jeweiligen Gitter

gz —Y = (Ml)“(Pglﬂ - yl)

1y, —wll <[Py —yll =

- _ _ (19.20),(19.21)
< ¢"(IPy,_, — Py, || + [Py, — yill)

Induktionsvoraussetzung

< 1y — will + cohy)

< gu(cohf—l%;gu + coht) (19.19)
K
< C“(cohfm + cohy)
< cohfg“(% L)
1
= cohfg““m. |

Beachte zur Anwendung von Satz (19.3):

Es hat sich als numerisch sinnvoll erwiesen zu wéahlen:

Va3
v >3 im 2-dimensionalen Fall
v=>T im 3-dimensionalen Fall

Wir machen eine Uberschlagrechnung zur Anwendung von Satz (19.3) fiir v = 3 und
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k = 2 (quadratische Dikretisierungsordnung). Wir erinnern dazu an das Herkommen
der verschiedenen Konstanten.

|Pz|| > cpllz|l, 0<¢, <1 wvgl (19.10)

1 1

1 TT o<l _1/1\7T

E(v) < T (20_;9) ’ < R (2—> ’ vgl. Satz 19.2 und
Y Y Y Y

1
— 1 ]_ y—1
T (= <0.272¢/c, firy=3 (vgl. Satz 19.3)
7 \2y :

G<C<——fw) (vel (1920) =

3
¢ < 50272/, = 0.408¥/c, und mit (19.22)

1 1

A408c )H < = -

(0408V/6,)" < 155 = 5
|In 5| ol | Inb|

~ 1.8,

> ~~ - . .~
"= TIn(0408) + n(¥e,)]  [In(0.408),

d.h. mit g =2 ist man gut beraten.

Bemerkung: Eine analoge Berechnung fiir v = 2 zeigt, dafl auch in diesem Fall p = 2
ausreichend ist. Man beachte jedoch, dafl dann die Konvergenzbedingung von

1 51
Satz 19.3: {(v) < T (C—p) ’ fiir v = 3 nicht erfiillbar ist.

v \2v
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§ 20 MGV fiir nichtlineare Probleme

Gelost werden soll

(20.1) Ai(y) = £,

ein nichtlineares Gleichungssystem, das z.B. aus der Diskretisierung der folgenden Auf-
gabe kommen konnte

(20.2) Z 0 (k:(u) 8u) +flu)=0 in QCR? wulsg=yg.

i1 &cz 895@

k und f konnen nichtlinear sein.

Das f, aus (20.1) muf} nicht aus dem f aus (20.2) stammen. Man konnte (auf dem
feinsten Gitter) das f; auch auf die linke Seite bringen und ein System der Art

(20.3) Almax(ylmaz) = Almax(ylmaz) - flma, =0

16sen.

Naheliegende Idee zur Losung von (20.1) ist die Anwendung des Newton-Verfahrens.
Statt (20.1) 16st man eine Folge von linearisierten Problemen (Newton-Iterationsvorschrift)
mit Hilfe des linearen MGV. Mehrere Anwendungsvarianten dieser Art wurden schon
untersucht (vgl. Hackbusch, Kap. 9)

Man kann jedoch die Verwendung von Ableitungen vermeiden durch Anwenden
eines nichtlinearen MGV, von dem wir nun eine Variante, die von A. Brand vorgeschla-
gen wurde, beschreiben.

Fiir einen Konvergenzbeweis verweisen wir auf die Literatur (vgl. Hackbusch: Multigrid
Methods and Applications, und die dort zitierte Literatur).

Zu 16sen ist also (20.1), wobei f; =0 erlaubt ist.

Glattungsiteration

Ublich ist ein nichtlinearer GauB-Seidel
Grobbeschreibung;:

Lose f(x) =0, zeR™ f=(f,...f)".

Dann lautet der i-te Teilschritt des nichtlinearen GS-Verfahrens innerhalb des k-ten
Gesamtschritts ‘ ‘ ‘
0= fi(:p(ll),. g gD ...,x(i_l)), 1=1,..,n,

SRR A ) n

d.h. im i-ten Schritt wird aus der i-ten Komponente f; von f das xZ@ berechnet (eine
Gleichung mit einer Unbekannten).

Empfohlen wird: Statt der Loung der Gleichung fithre man einen Iterationsschritt nach
dem Newtonverfahren aus und zwar nach einem diskretisierten Newton-Verfahren (oh-

ne Verwendung von Ableitungen.)
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Beachte: Der nichtlineare GS braucht ohne Voraussetzungen (z.B. Zeilensummenkrite-
rium und Irreduzibilitdt) nicht zu konvergieren.

Restriktionen und Prolongation: wie im linearen Fall

Grobgitterkorrektur

Auf Level [ sei eine Ausgangsniherung y? gegeben. Geldst werden soll auf Gitter [
(vgl. die Nachiteration in (§ 7))

(20.4) Ay} +v) = f,

Gesucht wird also die Korrektur v;, die y? zur exakten Losung erginzt.

Beachte: Auch wenn f; = 0 ist fiir | = [, mul das, wie wir sehen werden, fiir
[ < lmax nicht gelten. So ist etwa nicht f, ; die Restriktion von f;. Man erinnere
sich, dass beim MGV nicht die rechten Seiten restringiert werden, sondern die Defekte.
Wenn schon (20.4) nicht exakt geldst wird, so soll doch eine Verbesserung y; = y? — v,
konstruiert werden, wobei y; eine bessere Niherung fiir die Losung von (20.4) sein
soll als y?. Dabei will man die Verbesserung v; als Pv;_; aus einer Rechnung aus
Level [ —1 haben.

Auf | = lye seien gegeben seien gegeben A;,y) und f, (zB. f, = 0). Die
Aufgabe besteht darin, auf Level [ — 1 eine geeignete Gleichung zu finden, aus der
v;_1 berechnet werden kann. Als Ansatz soll die zu konstruierende Gleichung folgende
Form haben

(20.5) A1 (Ry) +via) = £y

A1, ¥, R sind bekannt, f, ; muB geeignet bestimmt werden. Dann ist v;_; be-
rechenbar. Aus (20.5) erhédlt man durch Linearisierung (Taylor)

(20.6) A (RY) +v1)=A (Ry))+ A (Ry))v;_1 + ...
kobimatri
Jakobimatrix

Die rechte Seite dieser Gleichung konnte ein geeignetes f;_; sein (unter Vernachléssi-
gung von “+...”"), wire da nicht die Ableitung.
Idee: Ersetze (20.4) durch die linearisierte Fassung

(20.7) fi=Ay +v)~AW)+ Ay v,
Jacobi-Matri

berechne hieraus Aj(yY)v; =~ f, — A;(y)) und verwende dessen Restriktion
R(Aj(y))v) = R(f, — Ai(y)))

als Approximation fiir A) ;(Ry?)v; ;. Damit folgt aus (20.6) die approximierte Fas-
sung

(20.8) A (Ry) +vi-1) = Al (Ry)) + R(f, — Al(y)) == 1.
— ——

w1
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Die rechte Seite betrachten wir als Definitionsgleichung fiir f, ;.

Beachte: Auch wenn f;, = 0 wire, miifite nicht f,_, = 0 gelten.

Wir 16sen nun (ndherungsweise) das System (20.8), (ein nichtlineares System mit viel
weniger Variablen als in (20.4)), erhalten w; ; = RyY + v;_;, setzen

(20.9) v = w1 — Ry}
und definieren

(20.10) y, =y} + Pv._.

Bemerkungen: (20.8), (20.9), (20.10) sind Schritte zu einer verbesserten Niherung Y.
Ein Konvergenzbeweis stammt von Hackbusch.
Statt (20.4) wird (20.8) (ndherungsweise) gelost, ein System mit vielweniger Variablen.
(Bis hierher wére das ein ZGV). Auf die beschriebene Weise steigt man ab bis zum
grobsten Gitter, auf dem dann wirklich die Gleichung Ay(Ry! + vo) = f, (mit ent-
sprechend konstruiertem f,) gelost werden mufl.
Dies ist a) die entscheidende Klippe, liefert

b) aber auch Chancen.

zu a): Die Losung auf dem grobsten Gitter mufl gut sein, sonst erhélt man
moglicherweise Divergenz.

zu b): Das System (20.4) kann mehrere Losungen haben. Es kann leichter sein, auf
dem grobsten Gitter die richtige Losung rauszusuchen und
dann hochzutransportieren (Beispiel bei Bifurkation), als die Auswahl erst auf
dem feinen Gitter zu treffen.

Die Eindeutigkeit der Losung kann bei konkavem f (oft) gezeigt werden. Bei nichtli-
neare Aufgaben kann man oft mittels Monotonie Ober- und Unterfunktionen konstru-
ieren und dazwischen die Eindeutigkeit beweisen.

Wesentliche Punkte sind also:

1. Auf [ =1 wird ein gutes Verfahren fiir wenige Punkte benotigt. Es muf3 nicht
die exakte Losung sein, sollte den Defekt aber deutlich mindern.

2. Im Unterschied zum linearen Verfahren wird auch die Naherungslosung restrin-
giert. (vgl. (20.6),(20.8))

3. Die ~v Iterationen werden, wie bekannt, durchgefiihrt.

4. Dieses so beschriebene Verfahren ist eine direkte Verallgemeinerung des linearen
Verfahrens. Ist (20.4) eine lineare Gleichung, so fillt es mit dem bekannten linea-
ren MGV zusammen. Dies erkennt man wie folgt:

Betrachte die Korrekturgleichung (20.8).
Im linearen Fall ist A; ;(RyY+wv; 1) ein Produkt aus der Matrix A; ; und dem
Vektor Ry! + v;_;. Entsprechendes gilt fiir R(f, — A;(y?)). Man kann (20.8)
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mit A; ', multiplizieren und erhlt

Ry +vi.1 =Ry + A, R(f, — Al(y))))
—_—

d,
NG 7
Vv

a1

also V-1 = Al_fldl,l )

Die ist die Korrekturgleichung, die aus dem linearen Fall bekannt ist. Ry fillt
weg.

Beachte jedoch: Im nichtlinearen Fall kann man (in dieser Version) nicht aufstei-
gen. Man kommt von oben. Eine Ndherungslosung wird restringiert.

Nachbenmerkungen: Neuere Entwicklungen zum MGV gibt es bei GMD: Chemnitz;
Inria, Kiel bzw Bremen (Hackbusch); USA, Conrad Zuse Institut (Deuflhard).

Von Deuflhard stammt eine Anwendung auf Differentialgleichungen, wo nicht immer
zum groberen Gitter heruntergestiegen wird, sondern vom grobsten aufs feinste Giter
aufgestiegen wird. Wesentliche Punkte sind dazu

1. Konjugierte Gradienten-Verfahren

2. Genau dosierte Iterationszahlen auf dem jeweiligen Gitter fiir das Konjugierte
Gradienten-Verfahren

3. |l = 1+ 1 durch geeignete Interpolation

Shaidurov hat, (Anfang der 90 ger Jahre einen Beweis dazu gemacht.)

Literaturempfehlung: Shaidurov/Marshuk: Difference Methods and their Extrapolati-
on, Springer 1993.

MGYV zur Lésung von Intergralgleichungen

Ein Beispiel: Lose
a) = [ KOl de = 1
Q

Diskretisiere das Integral nach &. Dies liefert

n

y(r) = ai(z. &)y(&)h,  h=E&n— &,

i=1

mit von x abhingigen Gewichten a; .
Lose diese Gleichung an den Punkten =z =¢;, j=1,...,n.
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Die ergibt ein Gleichungssystem

(I-Ay=f
mit y = (y1(€), -, Yn(€))"
A = (ai;), aij=a(&, &)
Dies kann mit einem MGV behandelt werden.

Fiir Integralgleichungen wurde schon vor Aufkommen des MGV gezeigt, dafl es solche
Verfahren gibt.



Kapitel IV

Hyperbolische
Differentialgleichungen

§ 21 Die Wellengleichung

Wir beginnen unsere Untersuchungen mit einem (bekannten) Satz aus der Theorie der
Partiellen Differentialgleichungen.

Satz 21.1  (d’Alembert, eigentlich Euler)
Die Anfangswertaufgabe

Uy = dPun+f, a€R, a#0, ueC*R?,[feC(R?
u(x,0) = wup(x), ug € C*(R),
u(z,0) = wuy(z), up € CH(R).

ist sachgemas.
Thre Losung wird gegeben durch die

D’Alembert’sche Lisungsformel

x+at t x+a(t—T)
e, ) = Slun(o -+ at) +wolo —at) + o [ w@dc+ oo [ [ pemdear
z—at 0 z—a(t—7)

Abhéngigkeitsverhéltnisse nach der Losungsformel (fiir ¢ > 0)

Zur Bestimmung von u(zy,t;) werden abgefragt
Anfangspositionen in xq + aty,

Anfangsgeschwindigkeit im Intervall [zg — ato, o + aty]
f im gesamten Dreieck.

174
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Fiir die Randwertaufgabe gilt

Satz 21.2
Die 1. Randwertaufgabe
Uy = a*Up, a€R, a#0, ueC?]0,/ x][0,0)),
uw(x,0) = wp(x), e C*]0,4)),
u(z,0) = wi(x), u € CY[0,]),
w(0.) = a(t)
u(l,t) = ga(t), g € C*([0,00)),

besitzt genau dann eine eindeutige Losung € C?([0,/4] x [0,00)), wenn in jedem
Randpunkt «;, (a3 =0, as = (), folgende Vertriglichkeitsbedingungen erfiillt sind

9:(0) = up(ay) (Stetigkeit der Funktion u)
(21.1) 9:(0) = uy(ay) (Stetigkeit von u;)
g/(0) = a®uf(e;) (Erfiilltheit der Differentialgleichung).

Numerische Differenzenapproximation
Wir benutzen dquidistante Gitter in Raum und Zeit. Mit den inneren Gitterpunkten

1
wy ={x; = +ih; i=1,...,N—1, h=—}
n

wr={t; =j7m; j=1,..,m m=—}

approximieren wir (vgl. (2.4),(2.7))
mit  u(et) 2yl Y=Y yEy, Y
0*u L Y-2y+y

2~ 2 =:yy fir beliebige Zeitschichten, d.h.
(21.2)
Pulz,ty) T =2l 4yt ; Pu 720
atQ J ~ 7_2 = y%t,i = ﬁ + Ew(t] + 9]7') falls u e (COA
(21.3)
Pulzit;)) vyl — 2y +yl ; 0?u  h?d*u
072 EAPN +1 % 1 =: y%a},z = @ =+ E@({CZ + 77@]1) falls u € (C4’O

Da in der Differentialgleichung eine 2. Zeitableitung vorliegt, brauchen wir 3 Zeitschich-
ten zur Diskretisierung:

Y=oy + (1 - 20)y+oy = (y+0m’yy) =y +yz + O(7°).
Die Diskretisierung der Differentialgleichung liefert damit
Yy = az(y("))m +¢ nw,Xw, undzB.p=7Ff.

Es kann jedoch opportun sein als ¢ das f auf einer Zwischenschicht zu wéhlen.
Diskretisierung der Anfangswerte
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1. Funktionswerte: ¥ = ug(z;)  ist trivial.

2. Ableitungswerte: Die Taylorentwicklung von w(z,t;) liefert

u(z,t1) = u(x,0) + 7u(x, 0) + 7;u(yc, 0) + O(?).

Unter Benutzung der Differentialgleichung und der Anfangswerte

u(z,t1) = up(0) + 7u1(0) + (azum(:p, 0) + f(z, O)) +O(T%)

= uo(0) + Tu1 (0) + — (a®yy, + f(,0) + O(h?)) + O(7%)

o] Lo Lo L

= uo(0) + Tu1(0) + — (a®yp, + f(,0)) + %20(112) +O0(1%)

erhiilt man mit y' ~ u(z,t;) als 2. Anfangsbedingung

T

2

= w1 + - (a2 (uo)se + F7) + SO(R2), (

- 5 O(h?) = O(T* + h*)) baw.

2
i,
y' =y + U + E(az(uo)m + f°).

Diskretisierung der Randwerte: v = go(t;11), vk = g1(tj1)-

Das komplette Diferenzenschema lautet damit (nach Zeitschichten geordnet)

1 . . . o 2 1 . :

Sy = dPoylst = a’(1 - 20)ys, + dPoyl, + Sy — =y

T T T
i=1,,N—1,j=1,.,m—1,

Yt = go(tjt1), yn = g1(tj11) J=0,...,m—1,

Y = uo(;), 1=0,...,N,
2

vh= o ) + (% + ), =1L N

Folge: 0 = 0 explizites Verfahren
o > 0 implizites Verfahren

Wir untersuchen zunéchst den expliziten Fall und vergleichen im Punkt (z,%;) den
numerischen und den physikalischen Einflubereich.
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t 1 lalt 5 ¢
A a h
(Xo,10) 7
N
' T
A
T - ho<— T
> X
h

numerisches Einflussgebiet

physikalisches Einflussgebiet

Verfolge den Differenzenstern auf dem Gitter.

Geméafl dem zur Diskretisierung verwendeten Differenzenstern beschreiben Geraden
durch die Gitterpunkte mit der Gitter-Steigung 7 die Grenzen des numerischen Ein-
fluBbereichs. Ideal ist, wenn die Gittersteigung mit der Steigung der Charakteristiken

(der physikalischen Steigung) & iibereinstimmt. (Beachte dazu: ¢ = +z + k), also

h gl TE R T
Ist die Gittersteigung groBer als die physikalische Steigung (7 > % = = lalr - 1 ),
so ist der numerische Einflulbereich kleiner als der physikalische EinflufSbereich.
h
Wir bezeichnen mit — die Gittergeschwindigkeit
T
|al die Wellengeschwindigkeit
= % die Courant-Levy-Friedrich-Zahl,CLF-Zahl.

Fiir die CLF-Zahl haben wir also folgende 3 Félle:

=1 idealer Fall: numerisches = physikalisches Einflu3gebiet

v = % > 1 physikalisches Einfluigebiet > numerisches Einfluigebiet
< 1 physikalisches EinfluBgebiet < numerisches Einflulgebiet

Man erkennt sofort (vgl. Zeichnung, heuristische Uberlegung):
Ist v > 1, so dndert sich die physikalische (exakte) Losung, wenn die Anfangswerte
auflerhalb des numerischen, aber innerhalb des physikalischen Einfluigebiets geéndert
werden. Die numerische Losung bleibt jedoch unverédndert.
Dieser Fall muf§ ausgeschlossen werden.
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m < 1 ist ein notwendiges, kein hinreichendes Stabilitatskriterium (vgl. Beispiel 4)

.
h
(CLF-Kriterium, Courant-Levy-Friedrich).

Diese Bezeichnung muf} natiirlich mathematisch gerechtfertigt werden.
Wir zeigen am einfachen Beispiel der homogenen Wellengleichung, dafi die Verletzung
dieses Kriteriums zu Instabilitédten fiihrt.
Die Differentialgleichung
U = 0Py
hat die Diskretisierung
=2l +yl — g2 i1 — 20+ Vi

h? h?

Durch den (fiir Differenzengleichungen tiblichen) Ansatz

yh = 1N
bestimmen wir eine Losung der Differenzengleichung an der man ablesen konnen wird,
daB keine Stabilitdt vorliegt.
Bemerkung: Eigentlich miifiten die Zeitindizes j bei den yi -Werten in Klammern
eingeschlossen werden, besonders bei skalaren Werten, um Verwechslungen mit Poten-
zen zu vermeiden. Man hat sich jedoch daran gewohnt (vermutlich aus Bequemlich-
keitsgriinden) diese Klammern wegzulassen. Bei yi -Werten bedeutet deshalb das j
im Exponenten grundsitzlich nur die Zeitschicht, bzw. bei Folgen (in Zeitrichtung, vgl.
Satz 22.1) die Laufvariable der Folge.
Setzt man den obigen Ansatz in die Differenzengleichung ein, so erhilt man

PEN(A = 1) "N (= 1)?

2y T 2y
. lal
woraus mit y = e folgt
(A=1P _ a1y
A woo
Setzen wir in dieser Gleichung yt = —1 und ersetzen A durch —\, so erhélt man

A+ 1) =49*\  bzw.
M-y —2)A+1=0

mit den Wurzeln
Ao =272 —1£2/2(2 - 1).
Wir untersuchen die bekannten 3 Fille fiir ~:
v <1: A2 komplex , |\ o =1, Betrag ausrechnen

’y:]_l /\1:/\2:1,

y>1: M =29—1+2/92(2—-1) > 1.
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Da wir eine Differenzengleichung 2. Ordnung (in der Zeit) haben, mufl man fiir eine
eindeutige Losung Anfangswerte auf 2 Zeitschichten vorgeben. Wir geben beschriankte
Anfangswerte vor

el =1, lykl = A
Sie werden durch die Losung yi = p*N angenommen. (Wir erinnern uns an \; > 1
und p=—1).
In einem Punkt (z,%) hat die exakte Losung den Wert u(zy,t). Fiir ein gegebenes
Gitter sei ¢ =t;. Eine Losung der Differenzengleichung wird durch (—1)’“)\{ gegeben.
Verfeinert man das Gitter, indem man v einfriert, d.h. das Verhéltnis 2 bleibt kon-
stant, so dndert sich das numerische Abhéngigkeitsgebiet nicht.
Wird die Gitterweite z.B. halbiert, so wird ¢ = t¥ und die numerische Losung fiir
(zx,1) gegeben durch (—1)¥A% | d.h. bei weitergehender Verfeinerung gilt wegen A\; > 1
fiir ein beliebiges, festes, z.B. geradzahliges £

1. fur k: y, — 40

j — 00

2. fir k+1: yi+1j—>—oo,

d.h. die Losung geht mit k oszillierend gegen 400, ist also sicher nicht stabil im Sinne
der alten Stabilitdtsdefinition (vgl. parabolische Gleichungen).
Wir erhalten also :

~v > 1 ist eine hinreichende Instabilitdtsbedingung.

Man beachte, dafl diese Stabilitdtsaussage zumindest nicht unmittelbar mit dem vor-
liegenden Anfangswertproblem verkniipft ist.
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§ 22 Die Neumann’sche Stabilititsanalyse

Diese Analyse untersucht die Stabilitat bzl. der Anfangswerte. Wir beschreiben hier
die Stabilitdtsanalyse fiir lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten. Fiir weitere Untersuchungen, insbesondere fiir mehrdimensionale Differentialglei-
chungen und Systeme von Gleichungen, verweisen wir etwa auf das Buch von Godu-
nov/Ryabenki: Difference Schemes, North Holland.

Diese Stabilitéatsanalyse ist nicht auf hyberbolische Gleichungen beschrénkt. Eine erste
erste Anwendung haben wir schon zu Beginn der Vorlesung (§ 4) bei der Untersuchung
der Wirmeleitungsgleichung kennengelernt. Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist
das vorige Beispiel ebenso wie das Beispiel aus § 4.

Wird eine Differentialgleichung diskretisiert, so erhélt man bei festgehaltenem Ort (k&
bzw. z) fest) eine Differenzengleichungen (lineare) in 3’ der Ordnung N (=Anzahl
der Zeitschichten - 1)

Uber die Losung solcher, homogener Differenzengleichungen gilt folgender Satz (vgl.
z.B. Henrici: Elemente der Numerischen Analysis I, BI 1964, Satz 6.8)

Satz 22.1

Das charakteristische Polynom einer linearen Differenzengleichung N -ter Ordnung
besitze die verschiedenen Nullstellen Aq,..., \x, £ < N, mit der Vielfachheit

m;+1, (O_m; =N — k) von \g. Dann bilden die Folgen

m—1
(22.1) Y = <H(n - u)) A =0, ., m, i =1,k

pu=0

ein System von N linear unabhingigen Losungen.

(22.2) Yy =™\ m =0, my, =1,k

sind ebenfalls ein System von N linear unabhéngigen Losungen.

Man kann also in jeder Ortsschicht alle partiellen Lésungen der Differenzengleichung
(alle!) in der genannten Form darstellen mit einem konstanten Faktor als Koeffizienten
(- im vorigen Beispiel p* -) zur Beschreibung der Ortsabhingigkeit), der bei einer ho-
mogenen Differenzengleichung keine Rolle spielt. Wir bekommen auf jeder Ortschicht
dann die Zeitabhéngigkeit in Potenzform von A (bei einfachen Nullstellen, bei mehr-
fachen Nullstellen mit einer natiirlichen Zahl als Koeffizienten).

Bei Stabilitatsuntersuchungen ist man daran interessiert, Aussagen zu ge-
winnen, wann die Lésungen der Differenzengleichungen mit beschrinkten
Anfangswerten in Zeitrichtung bei Gitterverfeinerung beschrinkt bleiben.

Falls ein |\;| > 1 ausfillt, ist dies offensichtlich nicht der Fall. Dann kann das vorgeleg-
te Differenzenschema ausgeschieden werden. Bei mehrfachen Nullstellen, z.B. Losungen
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der Art nA", mufl in Abhéngigkeit von der Grofle von A untersucht werden, ob der
Ausdruck beschréinkt bleibt. Man erhélt auf diese Weise Bedingungen fiir Instabilitét.
Bedingungen fiir Stabilitit eines Verfahrens kann man nur erhalten, wenn man alle
Losungen des Differenzenschemas (nicht nur bei festgehaltenem Index £ ) in dieser “po-
tenzformigen” Zeitabhéngigkeit beschreiben kann, und wenn alle Losungen beschrénkt
bleiben.

Dies ist insbesondere der Fall, wenn alle Losungen \; des charakteristischen Polynoms
|Ai] <1 erfiillen und einfach sind.

Der Fall mehrfacher Nullstellen mufl gesondert untersucht werden. Wir kénen also fest-
legen:

Definition 22.2
Ein Mehrschichtschema (j — Index fiir die Zeitschichten, k& — Index fiir die Punkte
in z-Richtung) heifit instabil, falls unter den Losungen

v = ptN

solche sind, fiir die |A] > 1 und |u| =1 (oder umgekehrt |A| =1 und |u| > 1) gilt.

Es mufl also untersucht werden, wann alle Losungen des Differenzenschemas in der
oben genannten Form dargestellt werden kénnen.

Dazu normieren wir das Intervall, das wir untersuchen auf [0,1]. Man kann sich bei
hyperbolischen Differentialgleichungen darauf beschrinken auf Grund der Abhéngig-
keitsgebiete.

Wir benutzen ein Ortsgitter

xp="k-h, k=0,1,...n+1, also(n+1)h=1.

Die Feinheit des Gitters wird iiber h = n+r1 bestimmt.

Bei Trennungsansitzen der Art y) := p*\ muf |u| = 1 sein, weil sonst bei Gitterver-
feinerung (n — oo ) die Anfangswerte auf der Zeitschicht j = 0 gegen oo wachsen oder
gegen Null fallen und somit eine Untersuchung des Verhaltens der Losungen illusorisch
wird. Sinnvoll sind fiir g also Ausdriike der Art ¢ . (Dabei kann [ als “AuBerer” In-
dex dienen), die wir als Gitterfunktion (in z ) auffassen konnen, also = = x; einsetzen.
Wir betrachten die Vektoren

1

T+l
Man beachte, daf die Funktionen e?™* in z periodisch sind (z = kh ):
M0 — 1 = 2mibntDh — 2mibl — (68(207) + i sin(2nl) = 1.
Dies iibertriigt sich natiirlich auf die v, d.h. fiir v = v®(h) gilt somit
v (0) = v ((n+1)h).
Wir zeigen zundchst, daB die v©, ¢ = 0,...,n ein Orthonormalssystem bzgl. des
diskreten Lo (wy,)-Skalarprodukts

,U(f) — (17 627rz€h 627”(2/1 . eszEnh)T fiir | = 0,...,n, h

I I

N
(22.3) (’U,, w)(o,h) = Z URWLh
k=0
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bilden (wy ist der konjugiert komplexe Wert), denn

(,U(Z)’,v( (Oh 2627” (—m khh _ Zwkh mit w = 627rz(€ m)h h.

k=0 k=0
Hieraus folgt
1, £ =m, weil nh:(n+1)h:1,
('U(Z),U(m))(o,h) — . ,;ZDO

=0, { # m, endliche geometrische Reihe und Periodizitét.

w—1

Daraus folgt: Ist y? periodisch in & mit der Periodek = n + 1, so kann man jede
Anfangswert(gitter)funktion 4° darstellen als

(22.4) Yy’ = Z cl(o)v(g), bzw. komponentenweise  yj = Z cl(o)vff),

und jede Gitterfunktion auf Level j durch

(22.5) Yy = cgj )'v(e), bzw. komponentenweise yi = Z cgj Sy
1=0

Wir bezeichnen mit y{i) eine partielle Losung der Differenzengleichung. Dabei ist j
der Laufindex der Folge und i die Anzeige, zu welcher Nullstelle der charakteristischen
Gleichung die Folge gehort, ¢ hat nichts mit der Ortsschicht zu tun.

Wir setzen nun voraus, daf3 alle Losungen der charakteristischen Gleichung
einfach sind.

Dann hat jede solche partielle Losung y{i) mit der Anfangswertfunktion y° nach Satz

22.1 die Darstellung (wobei wir den Index i bei yjl.) zunéchst unterdriicken)

(22.6) y = Z RCHVA

Der Vergleich von (22.5) und (22.6) liefert

(22.7) ) =N
Insbesondere erhélt man aus (22.7)

(22.8) | <l V] = <1

Da die v ein Orthonormalsystem bilden, gilt auf jeder Zeitschicht

) (ZC“ o ZC )I > e, v)

m, =0
= Z e = 1y 1150
=0
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Mit |A;] <1 folgt aus (22.8) also

. - . .
(22.9) Iy lom = D1 P < 1P = 19 fom < - < 19°1lon-
=0 =0

Mit diesem Stabilitéitsbegriff arbeitet Neumann.

Die allgemeine Losung der Differenzengleichung in jeder Ortsschicht z; wird durch eine
Linearkombination der Losungen Y a;mA! gegeben, die an Stelle von \; in (22.6)-

i=1

(22.7) eingetragen werden mufi. Auf Grund der Homogenitét der Differenzengleichung
spielt ein konstanter Faktor fiir die Losung keine Rolle, weswegen jeweils einer der
Koeffizienten a; ) zu 1 normiert werden kann. Bei einer Differentialgleichung n-ter
Ordnung in der Zeitableitung, sowie der zugehorigen Differenzengleichung, wird die
eindeutige Losung durch n —1 Anfangswerte bestimmt, (w,uy, ... ) bei der Differenti-
algleichung, bzw. den Vorgaben auf n — 1 Zeitschichten bei der Differenzengleichung.
Die letzteren werden in jedem Punkt z; durch die ersteren bestimmt und legen damit
in jedem Punkt z; die Koeffizienten a; ) fest.

Wir halten fest: Sind die Anfangswerte der Differentialgleichung periodisch unde alle
A einfach, so kann man auf die beschriebene Weise die allgemeine Losung darstellen.

Der fiir die Stabilitdt schlimmste Fall tritt ein, wenn in (22.7) das betragsgrofite \;
eingetragen wird. Sind alle |\;| <1, so bleibt (22.9) unberiihrt. Andernfalls explodiert
die Losung. Wir haben also folgendes Ergebnis:

Satz 22.3

1. Sind die Anfangswerte einer Aufgabe periodisch und sind alle Losungen \; der
charakteristischen Gleichung einfach, so gilt:

max |\;| <1 == Das Verfahren ist stabil (notwendige und hinreichende
Bedingung), d.h. es gilt (vgl. (22.9))

1y o < 11y fon Vi

Ji: |\ >1 = Das Verfahren ist instabil (d.h. fiir beschrinkte Anfangs-
werte kann bei Gitterverfeinerung eine unbeschréankte
Losung existieren)

2. Sind die Anfangswerte nicht periodisch (man kann dann nicht alle Losungen der
Differenzengleichung darstellen), so erhélt man nur hinreichende Instabilitétsbe-
dingungen, falls ein |);| > 1 auftritt. Dann existiert eine explodierende Losung.
Dazu miissen die Nullstellen der charakteristischen Gleichung nicht einfach sein.
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Damit erhélt man fiir den praktischen Verlauf der Stabiltdtsuntersuchung nach Neu-
mann

1. Man setzt den Ansatz yi = PN = ek ) in die Differenzengleichung ein.
Falls die Aufgabe periodische Anfangswerte besitzt, ist ¢ = 27fh zu setzen. Im
nicht periodischen Fall ist ¢ frei (ggf. geeignet) wéhlbar: man untersucht dann
ja “nur” ;| ob etwas schief geht.

2. Bestimme A\ = A(p) so, dafl der Ansatz eine Losung der Differenzengleichung
liefert.
Falls ein |)\;| > 0 existiert = Instabilitét
Falls alle |A;] < 1 und die Differenzengleichung in Zeitrichtung nur einfache
Wurzeln hat = Stabilitét.
Der Fall mehrfacher Wurzeln muf}, ggf. in Abhéngigkeit von ¢, extra untersucht
werden (vgl. Beispiel 4).

3. Falls in den Differenzengleichungen in Zeitrichtung ein 7 auftritt, kann es auch
zu Abschétzungen fiir hinreichend kleine 7 kommen.

IA| <1+ o7, co = konst. Neumannsches Stabilitétskriterium.

Dann folgt ‘ | |
M| < (14 cor)! < e < T .= M fiir 7§ <T

Beachte: (1+4co7) ist der Anfang der Taylorreihe fiir ¢7 und damit (vgl. (22.8))
] < 1e” M, also [l llom < My lon,

d.h. man erhilt Stabilitdt auf jeder endlichen Zeitschicht.

Schwierigkeiten bei der Neumann’schen Stabilitéitsanalyse

1. mehrfache Wurzeln,

2. bei impliziten Verfahren kénnen rationale Bedingungen fiir A auftreten (Formel-
manipulationssysteme!, z.B. Maple oder Mathematika),

3. oft erhélt man hinreichende Bedingungen fiir Instabilitét statt hinreichender Be-
dingungen fiir Stabilitét.

Beispiele zur Stabilitdtsanalyse

Beispiel 1: Wirmeleitungsgleichung aus § 4.
Beispiel 2: Wellengleichung in § 21.
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Beispiel 3: Wir betrachten ein implizites Verfahren fiir die Wellengleichung

2
Y = 4 Ygzy-

Einsetzen des dem Ansatzes yi = e%kN | = 21lh in die Wellengleichung liefert

J+L N ip(k+1) ik ip(k—1)
(ao )y = =7 (€707 — 26 4 07

k h2
L 94 et
_ )\ ik (6 hje >
)\yi( 4) ei% — €7Z£ 2
- b2 2i
—4%)‘ 2/%¥
72 Sib (5)
et N, 1 9
Damit folgt fiir die Differenzengleichung
(1-N)? Ay
T T (g

7lal

Mit s =sin£ und v = =~ erhélt man

(1 - )‘)2 = _'72)\2 . 432 bzw. (]_ + 4’}/252))\2 — 2\ +1=0
1
2(1 4 4~2s?)
= 1 2 4+ 16 2 a2
= A (2 V10
14 \/—472s2
= TJQS und daher (Betrag ausrechnen)
72s
1

1+ 49282

also: Stabilitdt fiir periodische Anfangswerte.

A =

(2 + /4401t 47232)>

|A12| = < 1 unabhéngig von ~y

Beispiel 4: Stabilitédt bei mehrfachen Nullstellen

Wir betrachten nochmals die Wellengleichung mit periodischen Anfangswerten
Ut = a'2uazm

Bekannt ist: v > 1 = Instabilitét, v <1 notwendig fiir Stabilitét.
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Wir untersuchen den Fall v =1 fiir die Diskretisierung

- . - . . .
yﬁ — 2y, + ;. 2 Yier — 201 + Uiy

T2 h2

nochmals genauer mit dem Ansatz

) o 1
I = NeWk o =9onlh, (=1,... h = —
yk € 7()0 7T ) I 7n7 n_'_la
(A1) ,e¥—2+e™ @’ (e e\’
2N n? —ﬁ(”_e )
. 2
= —4sin®*(L).
sm(2)

lal7

h
Mit v = o 5T sin(%) folgt

AN 2N+ 1= —44%s2)

Ma2=1-— 2v2s? + 2\/7252(7232 —1).

Bei v = 1 kann nur eine mehrfache Wurzel auftreten fiir s = 1, also

27lh 4
sin(ﬁT) = sin(nlh) = sin(ni 1) = +1, d.h. fiir ganzzahliges =z
ml T 14 1 n+1
== <~ = - — (= 1+2
1 5 T4 ] 5 T2 (1+22)

Die letzte Gleichung hat nur fiir ungerades n eine ganzzahlige Losung fiir [ und n.
Fiir geradzahliges n ist s* # 1, also \sinQ(n’T—fl)\ < 1 und damit A\; # Xp. Beide
Nullstellen sind einfach und wegen |A; 2| =1 (nachrechnen!) folgt somit:

Fiir n geradzahlig liegt Stabilitéat vor.

Fiir n nicht geradzahlig liefert die Losungsformel A\; = Ay = —1. Nach Satz 22.1
erhélt man der doppelten Nullstelle wegen die Losungen yi = e*(—1)7 und yi =
¢“*j(—1)7 . Einsetzen in die Differenzengleichung bestiitigt die Losungseigenschaft. Da-
mit ist e**j(—1)7 eine Loésung mit polynomialen Wachstum.

Der Grenzfall v =1, n, gerade gehort nicht zum Stabilitétsbereich.

v =1 geniigt also nicht fiir die Stabilitét

Beispiel 5: Wir untersuchen eine Approximation 2. Ordnung in Orts- und Zeitrichtung
fiir die Warmeleitungsgleichung

2T = Yoo
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Mit dem Ansatz yi = e¥F )\ folgt aus der Differentialgleichung

)\_i J 1 ip —ip\, J
57 yk-:ﬁ(e —2+e ")y
A— 1 2cosp — 2 2sin? £ ©
X _ 2 _ o2
5 = 72 = ~2—ﬁ mit s = sin )

2 - T\ 2
A _1__8ﬁ)‘3

7 = 73 ist eine Art Courant-Zahl fiir die Warmeleitungsgleichung (vgl. (4.2))

N 4+8M\ys?—1=0

1
Ao = 5(—8”)/82 + /647251 + 4).

Da v > 0, folgt |[Az] > 0, unabhéngig von der Groéfie von ~

Instabilitit, unabhingig vom Verhiltnis 7 zu h?. Verfahren unbrauchbar.

Daf} die Mittelpunktregel, die zur Approximation von y; verwandt wurde, nicht immer
schlechte Ergebnisse liefern muf, zeigt das

Beispiel 6: Die Schrodingergleichung

2

——Au+Uu= ih@
2m

ot

hierbei sind: h=Planck’sches Wirkungsquatum
m = Masse
U = einPotential.

Wir behandeln nur den 1D-Fall (ohne physikalische Konstanten) wie folgt

COu  *u
—— =

815 @—BU, Oé,ﬁ>0

mit der zeitlichen Approximation durch die Mittelpunktsregel (auf der Zeitschicht j)

[ R —

—1 o = Yzz — PY.
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Aus dem iiblichen Ansatz (vgl. Vorseite, inclusive Abkiirzungen) folgt

A—2 4
_J A2
“ 2T h28 b
—iaN? — 8ys*\ — 276\ = 0, 7:%
29
A2+z‘<873 +L5>A—1:0
o o
—d
1
>\1,2:§(_dii\/_d2+4) —

IAMA2| =1
und |\;| =1 solange d* < 4 (konjugiert komplexe Wurzeln)
> <4 = 8ys*+2718 <20
s* =1 im schlimmsten Fall
85 +20 <2
Folge: Falls 7 = O(h?) erhilt man Spielraum fiir eine stabile Rechnung trotz Verwen-

dung der Mittelpunktregel.
Falls d? > 4 hat man Instabilitit.

Diskretisierungsfehler fiir die 1D-Wellengleichung

Y = ugy — a’ul, — ¢, wobei u = exakte Losung

Wir benutzen die bekannten Entwicklungen aus § 2 fiir u € C**.

O*u k0" A
SR ERRTY TR
O*u  h* ' A
uim_@+ﬁﬁ+0(h)

2

)
u® = (I + aTQa—ﬁ)u + o>

Aus den letzten beiden Gleichungen folgt
Pu. 0*u  h? 0
2 —_— —_——
Ox? )(8x2 + 24 6:p4)u
O*u  h* ' , Mu

_ 4 4
—@‘FE@—FUT 73.%2({%2—’_0(7— +h>
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Damit erhilt man (fiir ¢ = f7, iiblicherweise)

Pu 0% 20, (h? M , OMu 4 34
w—(@—“@— )*ﬁ@—a (E@HT W>+O(T ).

Y =0(r* +h?) fallsu € C*.

Eine Voraussetzung u € C%% ist jedoch nicht iiberfliissig, denn eine weitere Rechnung
liefert

Y =0(*+h") fallsu € C* und

_ _ L (BP0
T ’V—T’@—HE(T@”@

Bemerkung: Hier, wie im parabolischen und elliptischen Fall erhélt man die Konver-
genz aus Stabilitdt und Diskretisierungsordnung.

Beachte: Fiir v = 1, also ¢ = 0 erhélt man so ein explizites Verfahren 4. Ordnung
(im Unterschied zum parabolischen Fall). Beachte jedoch Beispiel 4.

Noch hohere Ordnungen sind moglich, falls noch hohere Differenzierbarkeitsordnung
vorausgesetzt wird.

Folge: Der Bedarf nach ¢ ist im hyperbolischen Fall kleiner als im parabolischen Fall.
Verfahren mit ¢ > 0 werden wichtig bei Eigenwertaufgaben, falls die Approximationen
fiir die hoheren Eigenwerte schlecht sind und wenn sich diese hoheren Eigenwerte bei
Schwingungsaufgaben bemerkbar machen.

Dann benutzt man implizite Verfahren, die automatisch eine Dampfung des Einflusses
der hoheren Eigenwerte bewirken (ohne Beweis).

Bemerkung: Die Stabilitdtsabschédtzungen, die wir in § 4 und § 8 (Stabilitdt bzgl.
der rechten Seite auf Grund der Stabilitdt bzgl. der Anfangswerte) hergeleitet haben,
lassen sich auf 3-Schicht-Schemata (fiir hyperbolische und parabolische Differentialglei-
chungen) verallgemeinern (natiirlich unter entsprechenden Voraussetzungen). Dadurch
werden die Neumann’schen Stabilitéits-Analysen auf Grund anderer Voraussetzungen
und auch wegen der moglichen Instabilitdtsbeweise, die bei vielen Differentialgleichun-
gen Diskretisierungen, die “eigentlich auf der Hand liegen”, ausscheiden.
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