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vi Vorbemerkung

Vorbemerkung

Dieses Skript will und soll kein Lehrbuch ersetzen. Es soll die Studenten/innen vom
Zwang des Mitschreibens befreien um ihnen die Moglichkeit zu geben, dem Gang der
Handlung besser folgen zu kénnen und um die (nétige!) Nacharbeit und die (wiinschens-
werte!) Vorbereitung zu erleichtern. Eine Motivierung vieler Fragen, ihre Einordnung
in groflere Zusammenhinge, Erginzung durch Beispiele erfolgt in der Vorlesung, den
Ubungen und (hoffentlich) einem eigensténdigen Literaturstudium. Schon ein fliichti-
ges Studium der Literatur (bzw. der Inhaltsverzeichnisse einzelner Biicher) zeigt, dafl
man Dutzende verschiedener Vorlesungen iiber Funktionalanalysis halten kann. Diese
Vorlesung muf3 sich also auf eine Auswahl beschranken. Sie wird versuchen moglichst
viele Grundlagen (Einstiegsmoglichkeiten in einzelnen Theorien) zu vermitteln, kann
deshalb jedoch bei den einzelnen Abschnitten nicht in die Tiefe gehen.

Zur kiirzeren Darstellung benutzen wir folgende Abkiirzungen

fiir alle A und é wird definiert durch
J  es gibt V  oder

3! es gibt genau ein . ..
sodafy = Implikation
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Einleitung

Der Frage ,,Was ist Funktionalanalysis?“ kann man sich auf 2 Moglichkeiten (,,andeu-
tungsweise®) nihern.

1. Struktur-theoretisch: Man abstrahiert von Bekanntem und entwickelt weiter. Dies
ist der Weg, den die meisten Lehrbiicher verfolgen. Er ist elegant, zeitsparend und un-
einsichtig.

2. Auf dem Hintergrund der klassischen R™-Analysis kann man Verallgemeinerungen
klassischer Begriffe diskutieren, wenn diese Begriffe zur Losung eines Problems nicht
ausreichen (solche Begriffe sind z.B. Konvergenz, Stetigkeit, Differenzierbarkeit, In-
tegration usw.). Sie alle bediirfen neuerer Klirung, wenn man, ausgehend von R™,
n — oo gehen laBt. Welche Probleme auftreten, wollen wir an einigen Beispielen
erldutern, bevor wir in die Theorie einsteigen.

1. Der R™ ist mit der Norm |[|z], = max |z, © = (z1,...,2,)7 € R" ein
i=1,..., n

vollstdndiger, normierter Raum. Eine abgeschlossene, beschrinkte Menge ist hier
kompakt (folgenkompakt).
Betrachte auf einer beschrankten, abgeschlossenen Menge S C R™ die Menge
CY(S) der stetigen Funktionen mit der analogen Norm (Normaxiome nachrech-
nen

)

[fllec = sup |f(z)|
xes

C°(S) ist oo dimensional. (Was heifit das?) Abgeschlossene und beschrinkte
Mengen sind in diesem Raum nicht kompakt (Satz von Arzela u. Ascoli).

n

Im R" wird durch (x,y) = > x;y; ein Skalarprodukt definiert, das die Norm
i=1
|2 = v/(z,z) (Euklidische Norm) erzeugt. Die Euklidische Norm ist zur Max-
Norm dquivalent. Es gilt (Ubung)
1 IG5

v Tl

In C(S) lautet das Analogon zum Skalarprodukt

(f,9) = / f(z)g(x)dx (Axiome nachrechnen) .
5

Es erzeugt die Norm

I fll2 = / |f(x)|? dx (Normbeweise spéter) .
S

Diese Norm ist zur Supremumsnorm nicht mehr dquivalent. Es gilt zwar

I£le < Jmax @) [do < | [ o),

S S
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d.h. Konvergenz bzgl. || || impliziert Konvergenz bzgl. || ||2. Das umgekehrte
ist nicht richtig, wie folgendes Beispiel zeigt:

S = [-L,1]cR, 0<e<l1, ff(r) = \/maX (Oé (1_%'))

Es ist

1fllee = /2 (beliebig grof fiir & — 0)

[fell =1,

Aus der Analysis ist bekannt, dal C'(S) mit |||/« vollstdndig ist. Fiir C'(S) mit
| ll2 gilt das nicht, denn fiir S = [0,1] ist die Folge

1 fir 0 <t
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eine Cauchy—Folge, die keinen stetigen Grenzwert hat.

Frage:
Kann man diesen Raum vervollsténdigen? (Und bzgl. welchen Konvergenzbe-
griffs?)

. N Teilchen im R? stehen gemifi den Gesetzen von Newton und Hook in Wech-
3N

selwirkung —ma; = Wi T mit zg, i,k = 1,...,3N (3 Raumkoordinaten
k=1

fiir jedes Teilchen).

Der Losungsansatz fiir kleine Schwingungen

r; = a; sin wt, a; € R
liefert
3N
a;mw? sin wt = Y wyap sin wt
k=1
aw? = Y Yk
k
2 _ : _ T — i
bzw. wa = Wa mit a= (a,...,asn)", W—(%)
Behandlung fiir
N < o0 ? N — oo (Ubergang zu Materie)
Matrizen W ? Operatoren
Eigenwerte \ = w? 7 EW
Eigenvektoren a ? EV
allg. Bewegung (Superposition, Summie- ? Integration

rung)
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3. Eine zylindrische Dose mit vorgegebenem Volumen V = r27 h hat die Oberfliche

O = 2r°nm+2nrh
bzw. O(r) = 2mr?+2¥

Die Dose mit minimaler Oberfliche findet man durch Differenzieren O’(r) =0.

Die Lage einer Kettenlinie u(x) wird dadurch bestimmt, dafl die potentielle Ener-
gie der Kette minimal ist.

ju(b)

u(@) _/

Die potentielle Energie der Kette wird, in Abhéngigkeit von ihrer Lage, beschrie-
ben durch einen Ausdruck der Form

b

o(u(x)) = /F(t,u(t),u'(t))dt, ¢: C'a,b] — R.

a

Wie wird so was minimiert? Was ist das Analogen der Ableitung (das Argument
von ¢ ist eine Funktion)? Wann existiert iberhaupt ein Minimum?
Vgl. Ubungen. Dort zeigen wir als Beispiel:

Das Funktional )

b(u) = [le]loe + / o/ (2 da

ist auf der im C[0, 1] abgeschlossenen Menge
M, = {uecC'0,1]; u(0)=0, (1) =1}

zwar nach unten beschrénkt, besitzt jedoch kein Minimum (— Variationsrech-
nung)

4. Jedes & € R" besitzt eine Basisdarstellung & = Y a; €' mit Elementen e,
i=1
1=1,...,n, die zueinander orthogonal sind.
Bei der Losung der Differentialgleichung fiir eine schwingende Saite der Lénge
¢ = 27 stellen sich die Fragen (vgl. Ubungen):
Bilden die Funktionen {¢;}°, = {1, cos t,sin t, cos 2t,sin 2t,...} eine Basis des
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Raumes C0,27] und ist es moglich, eine beliebige Funktion f € C[0,2x] bzgl.
dieser Basis darzustellen ?

ft) = iai ¢i(t), (Fourier-Reihe)
i=1

und wenn ja, in welcher Norm konvergiert diese Darstellung?

Immerhin sind die Elemente dieser Basis bzgl. des inneren Produkts aus 1. zu-
einander orthogonal: (¢;,¢;) =0 fiir i # j. (— Fourier-Reihen)

5. Eine Ladungsverteilung, die auf den Bereich ||z|2 < k konzentriert ist und die
Gesamtladung 1 hat, kann dargestellt werden durch eine reellwertige Funktion
¢ mit den Eigenschaften

o(x) = 0 fir ||zl > k, / o(x)de = 1. (¢(x) = Ladungsdichte)

llll2<k

Konsequenterweise miifite eine Punktladung an der Stelle & = 0 durch eine
“Funktion 0” mit den Eigenschaften

d0(x) = 0 fir = # 0, /5(m)dm =1

beschrieben werden kénnen. Eine reellwertige, integrierbare Funktion mit diesen
Eigenschaften existiert jedoch nicht. (— Theorie der Distributionen)

Fiir weitere einfithrende Beispiele vgl. z.B. die Lehrbiicher von Heuser und Alt.

Will man diese (und viele andere) Beispiele in Analogie zu klassischen Methoden be-
handeln, so liegen anstelle des R™ (oder C") allgemeinere Réume zugrunde, die eine
lineare Struktur besitzen, jedoch nicht notwendig von endlicher Dimension sind. Haufig
handelt es sich dabei um R&aume, deren Elemente Funktionen sind. In diesen Rédum-
en wird ein Konvergenzbegriff hdufig durch eine Metrik, eine Norm, oder ein inneres
Produkt induziert. Bzgl. dieser Metrik miissen dann Abbildungen (z.B. stetige, diffe-
renzierbare) studiert werden. Diese Abbildungen konnen ihrerseits wieder als Elemente
von Raumen aufgefafit werden. R&ume mit solchen Strukturen sind

topologische lineare Rdume,

metrische Raume,

normierte Rdume,

unitdre Rédume,

normierte Algebren,

halbgeordnete, lineare, normierte Raume, usw.

Das heutige Bild der Funktionalanalysis ist das einer weitentwickelten mathematischen
Theorie solcher Rdume und der Beziehungen zwischen ihnen, die neben ihrem “Wert
an sich” (als schone Theorie) auch in der Lage ist “harte” Probleme der Analysis zu
l6sen, ja, die sogar fiir viele Anwendungen heute unentbehrlich ist.
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Stichworte

Numerische Behandlung gewohnlicher und partieller Differentialgleichungen,
Integralgleichungen,

Variationsprobleme,

Steuerungsprobleme (friedliche Rakete).

Im Folgenden befassen wir uns zundchst mit den Rdumen, die in der Funktionalanalysis
studiert werden und dann mit den Abbildungen zwischen ihnen.
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Raume: Struktureller Aufbau

Wichtige Eigenschaften des R”
1. topologischer Raum (offene Mengen, Grenzwertprozesse, Differenzierbarkeit, .. .)
2. lineare Struktur (ax + fy € R* Vo,f €R, x,y € R")
3. Metrik (Abstandmessung, Iterationsverfahren)
4. Skalarprodukt (Winkelmessen, Orthogonalitét)
5. Vollstandigkeit (jede Cauchy—Folge konvergiert, Existenzbeweise fiir Losungen)

6. Kompaktheit (Bolzano-Weierstraf}) (Hilfsmittel zur Rettung vieler Eigenschaf-
ten des R™ beim Ubergang zu oo dim. Raumen)

Struktureller Aufbau (Pfeile bedeuten Implikationen)

topologischer Raum linearer Raum
(offene Mengen) = Vektorraum

\ /

lin. top. Raum
= top. Vektorraum
(+ Vertrigl.Beding.)

lokal konvexer
linearer Raum

\

metrischer Raum

metr. lin. Raum normierter Raum
+ Vertrégl.Beding. + Vollst. =
= normierter Raum Banach-Raum

unitiarer Raum
unitarer Raum + Vollst. =
Hilbert—Raum

Wesentlich fiir das Verstdndnis der Strukturen sind Beispiele

1. an und fiir sich (Existenznachweis)

2. solche, die einen Begriff vom anderen abgrenzen
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TOPOLOGISCHE UND METRISCHE RAUME

§ 1 Topologische und metrische Riume

Grundbegriffe

Topologie

Metrik

Sei X eine Menge

def
Topologie auf X <= Menge 7 von Teil-
mengen von X (7 C P(X) Potenzmenge)
mit

(T 0eT, XeT

(T2) 0, €T = |J, O, €T  (beliebige
Vereinigung)
(T3) 0, €T = (), 0; €T (endliche

Durchschn.)

Das Paar (X, 7) heifit topologischer Raum.
Die Elemente von 7 heiflen offene Mengen.

def
abgeschlossene Menge <—= Komplement
einer off. Menge bzgl. X.

Ein System O von offenen Mengen aus
(X,7) heiBt Basis der Topologie von X,
wenn jede nicht leere offene Menge von X
Vereinigung von Mengen aus O ist.

d: X x X — [0,00) heiit Metrik (Abstand)
falls

(M1) d(z,y) =0 <= x =y (Definitheit)
(M2) d(x,y) = d(y,x) (Symmetrie)
(M3)  d(x,z) < d(z,y) + d(y,z)

(Dreiecksungl.)

Das Paar (X, d) heiit metrischer Raum.

d heifit Quasimetrik, falls (M1) ersetzt wird
durch

(M1") d(z,2) =0

Definition:

K(xg,e) == {z € X; d(zg,x) é) e} heift
offene (abgeschlossene) Kugel

M C X heifit 0ﬁ‘en$Vm€M§l€>O:
K(x,e) C M. ,X sind offen.

ef
M heit abgeschlossen <d:>ﬂ M ist offen.

Sdtzchen: In einem (quasi)metrischen
Raum wird durch

7 ={0,X, M C X mit M offen}
eine Topologie (die durch die Metrik indu-
zierte) definiert. (Bew. als Ubung)

Bsp. In (X, d) bilden die offenen Kugeln eine
Basis der Topologie.

Erste Beispiele:

1) 7 =P(X) (Menge aller Teilmengen
von X, Potenzmenge)
= diskrete Topologie

2) T ={0,X} = gribste (indiskrete)

Topologie

1) X =R" d(z,y) =
klidische Metrik

n
(1~ yi)? e
i=1

2) X =R? d(x,y) = |r1—y1| Quasimetrik



Bemerkung: Dafl ) als offene Menge definiert ist, wird verstindlich, wenn man sich
klar macht, daf§ die Verneinung von “M ist offen” laut Definition bedeutet:

dz € M : P offene Menge U mit U C M.
Da () diese Eigenschaft nicht erfiillt (#z € ()), macht es Sinn, () als offen zu definieren.

top. Raum (X, 7)

IVeT gV CU

VU eU(xg) IV €V
Vcu

M € U(xy)

YU € U(xg)dy e UNM,
Y # o

def
<~

def
<~

def

def
<~

Definitionen

U heit Umgebung von
zo (U € U(xy))

V C U(xp) heiit Um-

gebungsbasis von xg

2o heilit innerer Punkt
von M C X

xo € X heifit
Haufungspunkt von M
(HP)

Existenz von HPn?

N C R hat keine HPe, Q C R hat welche.

def,
<~

def,

def
<~

metr. Raum (X, d)

de>0: K(xg,e) CU

VU eU(xg) IV €V
Vcu

M € U(zy)

Ve > 0dy € K(x9,6)NM,
Y # T

Interessant ist folgende Aquivalenz im metrischen Raum (X, d) (vgl. Analysis):

xro € X ist HP von M <= 3FFolge {z,} C M, z, #xo Vn: lim z, =x

n—~oo
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Es gilt dazu kein Aquivalent im topologischen Raum (vgl. spateres Gegenbeispiel).

Bemerkung: Hier, wie im Folgenden, gelten sdmtliche Definitionen, die in topologi-
schen Rédumen getroffen werden, wortlich auch im metrischen Fall, wenn man die dort
getroffenen Definitionen fiir Umgebung, offene Menge usw. zu Grunde legt.

Offene Mengen kénnen auch durch Umgebungen charakterisiert werden. Im topologi-
schen wie im metrischen Fall gilt:

M cC X offen <= MeU(x)VeeM

, = folgt direkt aus der Definition von Umgebung.

(T2)
,<=“VreMIiV,eTmitzeV,CcM =M= Jz= U V. € 7.

Bezeichnungen:

& = Menge der inneren Pkte. von M = offener Kern von M = Inneres von M .
M = M U {Menge aller HPe von M } = Abschlufl von M = abgeschlossene Hiille
von M

Mit diesem Vokabular definiert man in beiden Fallen

M dicht in X = M=X

def —
M nirgends dicht in X <=— (M)°=10

in top. Rdumen in metr. R&umen
VKléT,Kl%Q,HKQET, vV Kugel K C X 3
0#K,CK :K,NnM=10 Kugel Ko C Ky : KonNnM =0
Beweis:

Vor.: (M)"=0:Sei K; # 0, K, €T beliebig.
Ann.: VK, C Ky, K, € T ist KonN M # (). Also gilt auch:
Fiir bel. z € Ky gilt VK, e U(x)NT, Ky C Ky ist KoNM #£10),
d.h. x € M, also, da z € K; beliebig, ist K; € M. W! zu (M)° =0,
also 3K, C Ky : KoN'M = 0.
Vor.: (M)?#0:= 3K, €T, nimlich K; = (M)°, mit K;N(M)* =K, #0
— VKQGT, KQ%@, Ky C K ist KQQ(M)O:KQ#Q
= KoN(M) =Ky, = KoNM # (), denn
TeKy,eT = JU €U(T), U C Ky und
TEM = JyeUNM,y#¢7T = K, NM # 0.
Das ist die Verneinung der Eigenschatft.
Der Beweis fiir den metrischen Fall verlauft analog. |
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Beispiele: M = Gerade in R? — (M)° = 0.
M=N=N = (N)OI_(Z).

Es gelten (fiir (X,7) und (X,d)) folgende Aquivalenzen (als Ubung):

M abgeschlossen <= M =M <= [ M offen

M offen — M= ]\O/[ <= [ M abgeschlossen

Man kann dabei einen beliebigen Doppelpfeil als Definition betrachten, dann stellen
die anderen Doppelpfeile Aussagen dar.

Fiir beliebige Indexmengen A und Teilmengen A; C X gelten die Gleichungen
ieA ieA ieA ieA
Mit Hilfe dieser Gleichungen zeigt man sofort, dafi (77) — (73) dquivalent sind zu den

folgenden Eigenschaften fiir abgeschlossene Mengen A; :

(A1) 0, X abgeschlossen

(A2) A; C X abgeschlossen = | A; abgeschlossen (endliche Vereinigungen).
i=1

(A3) A; C X abgeschlossen = () A; abgeschlossen (beliebige Durchschnitte).

Mittels dieser 3 Eigenschaften kann man also auch eine Topologie mittels abgeschlos-
sener Mengen definieren.

Weiter zeigt man leicht:

M = ﬂ A; und M = U O;
A; DM O, CM
A; abg. 0, offen

Wir erklaren weiter

top. Raum metr. Raum

Fine Folge {x,} C X
konvergiert gegen ein
x € X (zy =
lim z,)

n—~oo

def def
<~ <~

VU € U(xp)Ing € N : Ve >0 3dny € N :
x, €U VYn>ng d(xg,z,) < eVn > ng



12 § 1 TOPOLOGISCHE UND METRISCHE RAUME

Séatzchen:
1. In (X,d) ist der Grenzwert eindeutig,

2. in (X,7) nicht notwendig.

Beweis:

1. indirekt: Annahme: z = lim z,, y = lim x, und z # y, dann gilt Vn:

n—oo n—oo

d(z,y) < d(z,z,)+d(z,,y) 20 = =y W!

2. X =R? d(z,y) = |z, — 11| ist eine Quasimetrik, die eine Topologie erzeugt, in
der der Grenzwert nicht eindeutig ist. |

Fazit:

1. Eine Metrik ist eine stiarkere Struktur als eine Topologie,

2. im allgemeinen Fall mufl man die Eindeutigkeit des Grenzwertes durch ein Axiom
erzwingen.

Definition:
Ein toplologischer Raum (X, 7) erfiillt das Hausdor{f sche Trennungsaxiom, wenn gilt

(H) Ve,ye X, z#y IUelU(z) NVeUly) : UNV =0.

Man erkennt sofort

a) (X,7) genigt (H) = Grenzwert eindeutig.
b) (X,d) erfillt (H).

Aus den im Folgenden aufgefithrten Definitionen und Aquivalenzen fiir Stetigkeit im
topologischen Raum gelten natiirlich wortlich auch im metrischen Raum. Sie werden
deshalb nicht gesondert aufgefiihrt.

Man beachte jedoch im metrischen Fall die Bemerkung zur Aquivalenz von

» [ stetigin xq“



Stetigkeit
(X, 1), (Y, T3)
top. Raume
f: X — Yheifit
stetig in xg € X
def
VvV e U(f(xo))
AU eU(xg) - fF(U)CV
VelU(f(zy

f stetig in X
def

f stetig in allen z € X
Velhb = [Y(V)eT

V abg. = f1(V) abg.

Beweis der Aquivalenz fiir “f stetig in z,”:

def
e

def
e

SA“Aus f(O)CV = UCf V)= [fY(V)eUu
LA Zu Vowihle U= fU(V) = f(U) = f(f (V) C V.

Beweise der Aquivalenzen fiir “f stetig in X 7:

13

(X’ dl)’ (K d2)
metr. Riume

Ve>0d0>0 :
d1($0,$><(5 -

dao(f(wo), f(x)) < e

I

V{z,} C X:

lim z, =2y =

nh—>Holo f(xn) = f(x0)

(hierzu gibt es kein Aquiva-
lent in top. Rdumen. Die Ei-
genschaft | folgenstetig®, die
im top. Raum definiert wer-

den kann, ist schwécher als
die Stetigkeit)

f stetig in allen z € X

(o).
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2. Aquivalenz: V durchlaufe alle offenen Mengen von Y . Dann durchliuft CV alle
abgeschlossenen Mengen von Y. f~4(V) und f~*(CV) sind Komplementirmengen in
X, dh V)N fCV)=0A LV U fHCV) =X =

f71(V) ist offen genau dann, wenn f~1(CV') abgeschlossen.

Dies bedeutet die Aquivalenz.

Beachte: Das Bild einer offenen Menge unter einer stetigen Funktion mufl nicht offen

sein. Beispiel: O = (0,7) C R, f(z) =sinz, f(O)=[-1,1].
Wir erklaren weiter:

Homéomorphismus: f: X — Y, f bijektiv, f, f~! stetig.
bijektiv
T Y s di(wy) = do(f (@), f(y) V.

Jede Isometrie ist auch ein Homdomorphismus.

Isometrie:  f: X

Relativtopologie auf einer Teilmenge (Spurtopologie)

(X,T) top. Raum, M C X = (M,7’) ist top. Raum
mit 7/ ={MNU; UeT}

Vergleich von Topologien:

def
711,713 Topologien auf X, 77 feiner als T, <—— 7T, D1,

(d.h. 77 enthilt mehr
offene Mengen als 75)

Topologien miissen nicht vergleichbar sein.
Beispiel: X ={z,y}, 71 = {0, X, {z}}, To=1{0, X,{y}}

Anwendungshinweise:
Die Stetigkeit einer Funktion ist nicht (nur) eine Eigenschaft der Funktion, sondern
auch eine Eigenschaft der Struktur von Bild- und Urbildraum.

3 Beispiele (spéter), wo dasselbe f bzgl. einer Topologie stetig ist, und unstetig bzgl.
einer anderen.

Erzeugte Topologie

Sei § C P(X) (Potenzmenge). Die von S erzeugte Topologie ist die grébste Topologie
7 =7T(S) mit SC 7T (vgl. Ubungen).

Produkttopologie: Seien (X,77),(Y,73) top. Raume.

Auf dem Produktraum X x Y = {(z,y);z € X,y € Y} wird eine Topologie erzeugt

durch
S = {MI:M1XM2; MZ‘GZ, 221,2}
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Beachte: & enthiélt noch nicht alle offenen Mengen.

Beispiel: X = R? M, = offene Intervalle, = S = Menge der offenen Quader, die
offenen Kugeln sind nicht in § enthalten.

Ubung: Sind (X;,d;), i = 1,2 metr. Réume = (X; x X,, max(dy,dy)) ist ein
metr. Raum, dessen Topologie mit der Produkttopologie {ibereinstimmt.

Beispiele metrischer Raume

Metriken im R": Sei z € R, x = (z1,...,2,)T

(1.1) di(x,y) = ; |z — yil

(1.2) do(z,y) = Z)l |z — 3|2
doo(, = su Ti— Y

(1.3) (z,y) S | — vl

Sei 2 C R™ offen, B(Q) = {f : Q2 — R, beschrinkt}, f,g€ B(Q)
(1.4) de(f,9) = sw [f(t) = g(t)]

ist eine Metrik. Konvergenz bzgl. do bedeutet gleichmdf$ige Konvergenz.

C(Q) = {f € B(Q); f stetig},
CYQ) = {fe B(Q); D* feC(Q) V Multiindizes s : |s| < ¢}

sind metrische Unterrdume. Dabeil heif3t

s = (S1,...,5n), s; € NU{0} Multiindex,
|s| = > s; seine Ordnung.
Os1tsat...sn
o flx) = P f(z) Ableitung n-ter Ordnung .

Hinweis: Die Bezeichnung in der Literatur ist nicht immer einheitlich. Wird von C(2)
bzw. C*(Q) als metrischen (oder normierten) Réumen gesprochen, beschriinkt man sich
immer auf beschrinkte Funktionen. Andernfalls gidbe es, im Widerspruch zur Definiti-
on, Elementepaare, fiir die kein Abstand erklart wére.

Fiir den Raum C*(Q) wird auch durch

(1.5) dee(f,9) = ‘SI|1<p€ 0° f(t) — 0% g(1)]
teQ
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eine Metrik erklirt (Ubung).
Durch (1.4) und (1.5) werden verschiedene Topologien auf C*(€) definiert.

Aufgabe

(Ca,b),dc) — (Cla,bl,dc)  ist unstetig.
f — /!

(C'a,b],dcr) — (Cla,b],dc)  ist stetig.
f — f

Bemerkung: Wird vom C*(Q), ¢ € NU {0}, als metrischem Raum gesprochen, so
meint man im allgemeinen die Metrik dge .

Ein Satz, der fiir die Struktur von C|a,b] wichtig ist, ist der

Approximationssatz von Weierstraf}:
Die Menge aller Polynome ist dicht in Cla,b], d.h. Ve >0 A Y f € C[a,b] 3 Polynom
Pn , sodafl

dC(fapn) < €.

(Beweis in jedem Lehrbuch iiber Approximationstheorie)

Definition:
Zwei Metriken auf demselben Raum heiflen dquivalent, wenn sie dieselbe Topologie

erzeugen.

Ubung:
Man zeige, dafl die Metriken (1.1) bis (1.3) paarweise dquivalent sind.

(Das ist der Fall, wenn die offenen Mengen jeweils die gleichen sind.)

Der Raum S := {f : [a,b] — R, f meBbar und endlich }

(Gemeint sind hier Aquivalenzklassen von Funktionen: Funktionen, die sich nur auf
einer Menge vom Mafl Null unterscheiden, werden nicht unterschieden). & wird me-
trisiert durch

b

e )
istw0) = [ S

a

dg ist eine Metrik (Ubung: Beachte ist fiir A > 0 monoton wachsend).

1+ A
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Definition:

def
{z,} C S konvergiert stochastisch gegen zop € S <= lim u(E,(c)) =0 Ve > 0;

n—0o0

dabei ist p das Lebesgue-Mafl der Menge E,(¢) = {t; |x,(t) — zo(t)| > €}

Satzchen:
In S sind dquivalent:

stoch

T, — xy <= lim dg(z,,x0) =0
Beweis:
oy~ mO -] 2,0 —ao®)]
" o LA lza(t) —mo@)] 7 gl 1+ |za(t) — zo(t)]
) ) x
D dt = —— u(E,(0 fii 0
> g0 THEG) (g S >0
0 |malt) — wo(t)]
do(z. 70) = dt
st )= L e @ = )
t) — t —
B R S T B R
(@B LT [Ta(t) — zo(t)] mo) Lt |za(t) — zo(1)]
< [ za(t) —xo()|dt+ [ 1dt (durch Abschétzen des Integranten)
(a,)\Er (0) En(9)

< (b—a)- 6+ p(En(9)) .

Beachte:

Als Voraussetzungen braucht man

(i) E,(0) meBbar und (i) Elnlglgof 1f7|1x(i)(t;f0§;)(t)|

Letzteres gilt nach dem Satz von Lebesgue (majorisierte Konvergenz).

dx.

Satz von Lebesgue:
Seien f,, g integrierbar, lim f, = f f.ii. und |f,| < g f.ii., soist f integrierbar und

es gilt
lim [ f.(z)dz = /f(x) dzx.

n—oo




18 § 1 TOPOLOGISCHE UND METRISCHE RAUME

S ist ein Beispiel fiir einen metrischen, nicht normierbaren Raum (vgl. § 4).

Ein Mehrfachbeispiel

1. Es zeigt Zusammenhénge zwischen punktweiser und gleichméfliger Konvergenz
von stetigen Funktionen,

2. es definiert und vergleicht verschiedene Topologien auf derselben Menge,

3. es zeigt, daBl man den Konvergenzbegriff der punktweisen Konvergenz einer Folge
stetiger Funktionen nicht durch eine Metrik erzeugen kann, d.h. es gibt topolo-
gische Rédume, die nicht metrisierbar sind. Dazu zeigen wir, dafi die in jedem
metrischen Raum giiltige Aquivalenz

,T€X ist HPvon M C X <«— 3I{z,} C M, z, #7TYn mit lim z,=7"“

n—oo

in einem topologischen Raum i. allg. falsch ist.

Sei X = C[0,1]. Dann wird durch die Metrik d., die Topologie 7., erklart.

Konvergenz bzgl. dieser Metrik bedeutet gleichméflige Konvergenz von Funktionenfol-
gen.

Wir erklédren eine weitere Topologie 7 wie folgt:
Vze X AN Ve>0 AV endlichen Teilmengen D C [0, 1] sei
V(z,D,e) = {ze€X: |z(t)—2(t)| <e Vte D}.
Sei S die Gesamtheit dieser Mengen und 7 die von S erzeugte Topologie (man nehme

(), X , beliebige Vereinigungen von Elementen aus S und endliche Durchschnitte dazu).
Dann gilt (Beweis als Ubung):

.
1. 7 ist echt grober als 7, (Hinweis: Zeige V € S +—= V €7)

2. In (X, 7) konvergiert eine Folge {x,} genau dann gegen ein g, wenn fiir jedes
t € [0,1] die Folge {x,(t)} gegen xo(t) konvergiert (punktweise Konvergenz).
3. Die Menge
M:={zx € C[0,1]; 0 < xz(t) <1 ¥Vt € [0,1], AT endlich viele, disjunkte Intervalle
LIi,.... I, C[0,1]] mit () =1 VteJI; und > |[;| > 1/2}
besitzt die Funktion f =0 als Haufungspunkt, aber # Folge {x,} C M, die in
(X,7T) gegen f konvergiert (vgl. 1)).

Hinweis zu 3): Fiir eine punktweise konvergente Nullfolge {z,} € M wiirde (Satz

von Lebesgue) folgen
1

lim /xn(t)dt = 0.

0



19

§ 2 Eigenschaften metrischer Rdume

Vorbemerkung: Metrische Raume miissen keine lineare Struktur (Addition, Subtrak-
tion, Multiplikation mit Skalaren) besitzen. Ist eine lineare Struktur in einem metri-
schen Raum erklért, so spricht man von einem linearen metrischen Raum.

Definition 2.1
Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge (CF) einen
Grenzwert in X besitzt:

{z,} C X ist CF <% ve>03meN: d(xp, xm) <e ¥n,m>n

Beispiele vollsténdiger Raume: (R",d) und (R",ds) sind vollstédndig. (Analysis)
Ubung:  (R,d), d(z,y) = |arctan x — arctan y|, ist nicht vollstindig.

Beachte: Vollstandigkeit ist nicht nur eine Eigenschaft des Raumes (der Menge der
Elemente), sondern auch der Struktur (der Metrik).

Satz 2.2

I. Q CR™ eine Menge = B(Q) :={f:Q — R, fbeschrinkt} ist vollstindig
brgl. deo(f, g) = sup |f(8) — ()]

2. Q CR" kompakt = C*(Q):={f:Q—R; 0° f stetig V|s| < ¢} ist

vollstéandig bzgl.
dee(f,g) = sup |07 f(t) — 0% g(1)].

s|<¢

Beweis:
1) {z,} CF in B(Q) &y e 030 = no(e) € N doo(Tn, ) <e Vn,m > nyg
= |z,(t) —xnt)] <e Vn,m>ngVt el
—  {x,(t)}ist CF VteQ
P 3a() = lim an(t) Ve

und |z(t) —z,(t)| <e Vn>nogVt e

I
53
=
A

|2(t) = zn ()] + |2 (t)]
5 +sup |z, (t)] = x beschr., alsox € B(Q) .
Q

IN
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2)1=0:C(Q) C B(Q) -2, Eine CF hat einen Grenzwert in B(9) . Der Grenzwert
einer auf einem Kompaktum gleichméflig konvergenten stetigen Funktionenfolge ist
stetig, also € C(2).

Entsprechend schlieft man fiir ¢ > 0 unter Benutzung des Satzes iiber die gliedweise
Differenzierbarkeit von Funktionenfolgen. |

Ohne Beweis: (vgl. Wloka)

Der Raum (S,dg) (vgl. S. 16) ist vollstandig.

Nicht vollstédndig sind z.B.
Y (Qdv) (2B 7§ Q)

b) Cla,b] mit di(f,g) = f|f ()| dt .
Beweis b)
Die Folge
1 fir 0 < ¢ < %
aa(t) = ¢ 1=2"(t—35) fir 3 <t < g5+ 27"
0 fir L + 27 <t <1 Y I
2
——
2-n
ist eine CF, denn fiir alle p € N gilt
Liaor
ltpza) = [l =m0l de < 2

NI

Angenommen: {z,} konvergiert in (C[0,1],d;) gegen ein zy € C[0, 1], dann gilt mit
der (unstetigen) Hilfsfunktion

) 1, 0<t<3
T(t) = .
1
f lzo(t) — 2(t)|dt < f lzo(t) — 2o ()| dt + [ |z,(t) — Z(t)| dt
0

S dl(l’o,l'n) + 27n71 m 0
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also
1 3 1
[ ot = st = [ leo®) - 1lde + [ ao(olar = 0
0 0 1
Ist aber xy stetig, so konnen nicht beide Integrale verschwinden. [ |

Was tut man mit unvollstdndigen Rdumen? Man denke etwa an Iterationsverfahren,
die Cauchy-Folgen liefern!

Vervollstandigen!

Satz 2.3 Vervollstidndigung
Sei (X, d) ein (nicht notwendig vollsténdiger) metrischer Raum.

1. Auf der Menge aller Cauchyfolgen von X wird durch
Arit = {y;} VEN {d(xj,y;)} ist eine Nullfolge “
eine Aquivalenzrelation definiert.

2. Der Raum X aller Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen ist metrisch bzgl.
d#,9) = d({z;} {y;}) = Jim d(w;, ;).

3.Durch J: X - X, 2 — & = {z}jen wird X dicht und isometrisch in X
eingebettet.

4. X ist vollstandig.

Beweis:

1. Zeige Reflexivitit, Symmetrie, Transitivitit von ,, 22 “(Ubung).

2. Zeige: Sind 7 = {z,}, y = {y;} CFn, so existiert lim d(z;,y;) immer.
j—o0

d(z,7y) ist unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten von ,7 .

d ist eine Metrik auf X (Ubung).

3. Sei € X, zeige: Ve>03ae X : daz) <e (dh. X dicht in X, Ubung).

a,
Die Isometrie der Einbettung, d(J(z), J(y)) = d(x,y), ist offensichtlich.

4. Sei {*}en eine CF aus X, d.h. jedes 2k = {xé‘?}jeN entspricht einer CF in X .
Wir konstruieren einen Grenzwert fiir {z*}.

Wihle zu jedem k € N ein jj.: d(zf, 2%) < % fir i,7 > jr  (geht, da CF).

1799
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Wir zeigen: ™ := {xﬁé}geN ist CF, also € X .
d(ac"C xf) < d(x"? x"?)+d(xk? x€)+d(xe xe) fiir j > Jk, Je

Jk? " Je Jk? g Jr g Jr e

1 E o0 1
= P td@ha)+ g
J=oo, < % —i—az(xk,xz) + % koo, 0, also CF.

Zeige: z* ist der Grenzwert von {z*}pen.

d(af,2*) = lim d(af,},)
. {,k—o00
< ; + fim d(em,) 0
vgl. oben
[ |
Bemerkungen:

1. DaB X dicht in X liegt, besagt, dafl X der kleinste vollstdndige Raum ist, der
X enthélt. Er heifit

Vervollstindigung oder vollstindige Hiille von X .

Man kann zeigen, dafl die Vervollstandigung bis auf Isometrie eindeutig ist (vgl.
Wiloka oder Heuser).

2. Der Satz garantiert zwar die Existenz von Grenzelementen, sagt aber nicht aus
wie sie dargestellt werden konnen (vgl. hierzu etwa Beispiel b) auf S. 20). Dies
muf in jedem Fall extra gekliart werden. Unser Beispiel b) fiihrt auf Lebesgue-
integrierbare Funktion (vgl. den Abschnitt {iber Banachraume).

Das wichtigste numerische Handwerkszeug in vollstindigen, metrischen Réumen
ist der

Satz 2.4 Kontraktionssatz, Fixpunktsatz von Banach
Sei (X, d) ein vollstandiger, metrischer Raum

f X — X eine kontrahierende Abbildung, d.h.
AL <1 : d(f(x), f(y) < Ld(z,y) Yo,y € X.
-
1. 3! Fixpunkt o* € X : 2" = f(x¥)
2. " =lim x,, wo z,41 = f(x,), n

=0,1,...; 29 € X beliebig

3. Fehlerabschitzung d(x,,z*) <

L d(xo, 24)
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Bemerkungen:

1. Beachte, dafl X keine lineare Struktur besitzen muf3,
2. daf} der Grenzwert im metrischen Raum eindeutig ist,

3. daf} jeder Teilraum eines metrischen Raumes wieder ein metrischer Raum ist. Die
Vollstéandigkeit iibertrédgt sich nicht notwendigerweise auf den Teilraum.

Beweis:

d(xp, 1) = d(f(xp_1), f(zn)) < Ld(x,_1, )
= d(Tp,Tny1) < L"d(z1,20)
= d(Tn, Tntp) < d(@p,Tps1) + o0+ d(@pip1, Togp)

< (Ln_'_“._'_Ln—l—p—l) d(l’o,l’l)

(%) < L' d(mg, x) L= {4,) ist CF 3¢ = lim a,
und

d(z*, f(z*)) < d(z* z,) + d(f(2n-1), f(z¥))

n—oo

< d(z*,z,) + Ld(zp_1,2%) —— 0 = 2" = f(z").

Die Fehlerabschitzung folgt aus () fiir p — oo und die Eindeutigkeit aus

dx*,y*) = d(f(2"), f(y")) < Ld(x*,y")

wo L < 1. (Geméaf S. 12 erfiillt (X,d) das Trennungsaxiom, was den Eindeutigkeits-
beweis iiberfliissig macht.) |

Bemerkungen:

1. Die Vollstéandigkeit des metrischen Raumes ist unentbehrlich. Das Cauchysche
Konvergenz-Kriterium ist, abgesehen von Sonderfillen in halbgeordneten Raum-
en, das einzige, dafl nicht auf den Grenzwert, der ja nicht bekannt ist, Bezug
nimmt. Der Grenzwert mufl durch die Struktur des Raumes gesichert werden.

2. Zum Nachweis der Kontraktionseigenschaft mufl man oft eine abgeschlossene Teil-
menge M C X statt des ganzen Raumes wéhlen. Beachte, dafl (M, d) ebenfalls
ein metrischer Raum ist.

Abgeschlossene Teilmengen eines vollstindigen metrischen Raums sind
wieder vollstandig.

3. Aufgaben:

(a) Ist f" stetig auf X und kontrahierend fiir ein n, so existiert ebenfalls
genau ein Fixpunkt.

(b) Man formuliere den Fixpunktsatz fiir normierte Raume.
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Anwendungsbeispiele: (in linearen metrischen Réumen)

1. Sei X =R, feC'ab], |f(z))]<L<1 auf R
— 3! Losung von x = f(z). Sie ist approximativ berechenbar.

2. Tterative Losung linearer Gleichungssysteme (vgl. Numerik I)

3. AWAn bei gewohnlichen Differentialgleichungen: Picard’sches Iterationsverfah-
ren.
Man schreibt die AWA ¢ = f(z,y), y(a) = yo um in eine dquivalente Integral-
gleichung (Ubung).

y(z) = y(a)—l—/ f(s,y(s))ds (Volterra-Integralgleichung)

Ein Fixpunkt dieser Integralgleichung ist eine Losung der AWA (Aufgabe).

4. Nichtlineare Integralgleichungen

Fiir ein u € Cla, b

und K :[a,b] x [a,b] x [—H,+H] 298 R
(t,s,x) — K(t,s,2)

bestimme man eine Losung = € Cla, b] von
b
(%) z(t) = A / K(t,s,x(s))ds + u(t) (Fredholm-Integralgleichung).

Bemerkung: RWAn fiir gewohnliche Differentialgleichungen kénnen in solche
Integralgleichungen umgeschrieben werden.

Wir zeigen: Im vollstdndigen metrischen Raum

(M,dc) = ({g € Cla,b]; do(g,0) < H},de),

de(f,9) = max |f(z) — g(z)], o= Nullfunktion, H > 0.

tela,b]
Ist
|K(t,s,7) = K(t,5,9)| < Llz —y| Va,y mit [z],[y| < H,

H H 1
= K(t )] < —
m IE§£(| ( 787x>|7 |U( )‘ — 2 m(b—a)’ L(b—a))’

Vit € [a,b], und |\ < min(2

so hat (x) eine Losung in X .
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(a) Selbstabbildung:

gilt
b
do(F(w).0) < N max [ | (s.t.a()]ds + max u(®)

H
<Alm(b—a)+ 5 < H.

Die Stetigkeit von F(x)(t) folgt direkt aus den Voraussetzungen.
(b) F' ist kontrahierend auf M :

do(F(), Fy) = e |3 1K (t5.0(5) = K (t,5.3(5) s

< M —=a)- L -max |z(s) - y(s)]

= a ~d(z,y) und o < 1.
Damit liefert der Banach’sche Fixpunktsatz die Existenz einer Losung der Inte-
gralgleichung.
Bemerkungen:

1. Inwieweit das Iterationsverfahren hier praktikabel ist, hingt davon ab, ob man
die Integrale geschlossen auswerten kann.

2. Betrachte die Integralgleichung als Eigenwertaufgabe. Was besagt dann unser
Ergebnis iiber die Existenz von Eigenwerten und Eigenfunktionen? Vergleich mit
Matrixeigenwertaufgaben?

3. Weitere Beispiele findet man z.B im Buch von Ljusternik/Sobolev.

Wir haben einen metrischen Raum in einen vollstdndigen metrischen Raum dicht ein-
gebettet. Die meisten Réume, die fiir die Numerik wichtig sind, sind separabel.

Definition 2.5
Ein metrischer Raum (X, d) heifit separabel, wenn er eine abzéhlbare Teilmenge
S C X besitzt mit S = X .

Beispiele:

(R,dy), denn Q ist dicht in R und die rationalen Zahlen sind abzéhlbar. Entspre-
chend: (R",d.,) ist separabel, da Q" abzihlbar.
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(Cla,b],dc) ist separabel, denn die Menge der Polynome mit rationalen Koeffizienten
ist abzéhlbar und die ist dicht in Cla, b] (vgl. den Approximationssatz von Weierstraf).

(C*[a, b], dee) ist separabel (ohne Beweis).

Bemerkung:

Die Separabilitdt macht in vielen Fillen die Verwendung des Auswahlaxioms (Zorn’sches
Lemma) iiberfliissig (vgl. § 8 Existenz linearer Funktionale, Sétze von Hahn, Banach).
Die Abzéhlbarkeit erméglicht die Anwendung von Induktionsbeweisen zum Beweis von
Eigenschaften, die dann leicht auf den ganzen Raum iibertragen werden konnen.

,Dicht* ist eine Eigenschaft iiber die ,,Fiille” einer Menge. Gewissermaflen das Gegenteil
(das andere Extrem) wird beschrieben durch

Definition 2.6
Sei (X, d) metrischer Raum und M C X

M heiBt nirgendwo dicht &L (M)* = (0 (P inneren Punkte)

M C X heiit mager AL ) st abzihlbare Vereinigung von

(von 1. Kategorie) nirgendwo dichten Mengen

M hei3t von 2. Kategorie &L M st nicht mager.

Von fundamentaler Bedeutung (vgl. Prinzip der gleichméfiigen Beschrianktheit, Satz
von Banach-Steinhaus usw.) ist der

Baire’sche Kategoriensatz
(X,d) vollstandig = (X,d) von 2. Kategorie.

Zu seiner Vorbereitung zeigen wir (als Verallgemeinerung des Dedekindschen Schnitts)
den

Satz 2.7 Cantor’scher Durchschnittssatz, Schachtelsatz
Sei (X, d) vollstandiger metrischer Raum und {K|x,,r,]}, r, > 0, eine abfallende
Folge abgeschlossener Kugeln d.h. K[z,1,7,41] C K[z, ) Y0, 7, — 0.

=  Jlxo € Kz, Vn=1,2,... (d.h. To € ﬂ K[xn,rn]>

neN
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Beweis: (Idee: Die Kugelmittelpunkte bilden eine CF mit eindeutigem Grenzwert x )

n—oo

KlTpipsTnip) C Klxn,rn] Vp = d(@pip,xn) < 7y 0,

= {z,} ist CF,

vollst. .
dxg = lim x,.

n—0o0

Aus  d(xo, 1) < d(20, Tip) + d(Tpip, ) und  d(xg, Tn4p) — 0, folgt
<

d(xg,x,) <1y, also xg € K[z,,r,] Vn.

Annahme:
Jy € K|x,,r,] Vn, xo#y, dann folgt

d(zo,y) < d(zo,7,) +d(zn,y) < 2r, — 0 W! B

Wir beweisen den Kategoriensatz von Baire in der folgenden Form

Satz 2.8 Kategoriensatz von Baire
Seien (X, d) ein vollsténdiger metrischer Raum und M; C X, i € N abgeschlossene
Teilmengen, so gilt:

X = U M;, = mindestens ein M, enthilt eine abgeschlossene Kugel (also auch
i=1

eine offene Kugel) = 3 M, mit (M) # 0.

Der Satz besagt insbesondere

Ein vollstdndiger metrischer Raum ist von 2. Kategorie (nicht mager).

Denn sind 4;, i € X nirgendwo dicht, so gilt X = J A, = U4 = JA; mit

=1 =1

(A;)° # 0, also X nicht mager.

Beweis: (indirekt) Annahme: Kein M; enthalte eine abgeschlossene Kugel.
Wir zeigen zuerst zwei Hilfsaussagen:

1. (X,d) vollstindig, xg € X und 0 <ry <19 = Klxg,r1] C K(x0,70),

denn jedes T € K|[xg,r;] ist HP von X , also Grenzwert einer CF, gehort also zu
X.Da d(T,z0) <m <ry = T€ K(xg,70) ={xe€X; d(z,z0) <10}

Beachte: Die Vollstdndigkeit ist notwendig. Gegenbeispiel: (Q, dw) -
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2. M C X enthalte keine abgeschlossene Kugel # () —

zu Klxg,ro] # 0 3K [z, 7] #0, 1 <%, Klzy, 7] C K(20,70) und
Klxy,m] c CM,

denn Klzg, %] ¢ M = 3dx; € Klzo, F] N CM, CM ist offen =
IK[z1,m] # 0, 1 <2, Klz,r1] € CM (vgl. 1.) und K[z1,71] C Kl[zo,70],
denn aus x € K[z, = d(x,z0) < d(x,21) + d(z1,20) < 70

Die letzte Aussage wenden wir fiir jedes M; an —
zu Klxg,ro] # 0 3K [z, 7] #0, 1 <2, Klxy, 7] C K(20,70) A Klx1,7] C CM;,
zu K[l‘l,?"l] 7£ 0 HK[.I'Q,'I"Q] 7é @, ro < %, K[.%'Q,?"Q] C K(l‘l,?"l) N K[.%'Q,?"Q] C BMQ,

= {a.}, {rn}, (r, < 52) erfiillen die Voraussetzungen von Satz 2.7.

— dre K[z, Vnud &M, Vn = ¢ |J M,=X. W! [ |

n=1
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§ 3 Lineare Riume, lineare topologische Riaume, li-
neare halbgeordnete Riume, lokalkonvexe Riume

Lineare Rédume und ihre Eigenschaften sind (sollten) aus den Grundvorlesungen be-
kannt (sein).

Definition 3.1
1. Eine Menge M mit einer Relation “ <" heifit halbgeordnet falls gilt:

a<a YaeM (Reflexivitiit),
a<b b<c = a<c (Transitivitat),
a<b, b<a = a=0D (Antisymmetrie).

2. Eine Menge M heifit bzgl. obiger Relation total geordnet oder linear geordnet
falls gilt:

Va,be M ist a <b oder b <a (alle Elemente sind vergleichbar).

Beispiele:

1. R™ ist halbgeordnet durch: a <b &L g, < by, (t=1,...,n) (komponenten-

weise Halbordnung).

2. Cla,b] wird halbgeordnet durch: f <g & f(z) <g(z) Vzelal].
Offensichtlich gibt es in beiden Beispielen “nicht vergleichbare” Elemente.

3. R ist total geordnet.

Definition 3.2
Sei M eine halbgeordnete Menge und () # N C M .

k € M heiit obere Schranke von N g a<kVaeN

m € N heiit mazrimales Element PN FaeN: a>m

(dabei a>m<d:ef>a2m/\a7ém)
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Beispiele im R? mit komponentenweiser Halbordnung

lauter
maximale
| obere 1 / Elemente
1 _Schranken \
N \ maximales N A
Element 1
1
obere Schranken sind nicht eindeutig, maximale Elemente auch nicht.

Satz 3.3 a) IndexZorn’sches Lemma
Ist M halbgeordnet derart, dafl jede totalgeordnete Teilmenge eine obere Schranke
besitzt, so besitzt M ein maximales Element.

Aquivalente Aussagen sind (vgl. Natanson, I.P.; Theorie der Funktionen einer Verénder-
lichen, Akademie-Verlag, Berlin)

Satz 3.3 b) Auswahlaxiom
Fiir jede Familie nichtleerer Mengen gibt es eine Auswahlfunktion, die jeder dieser
Mengen eines ihrer Elemente zuordnet.

Satz 3.3 ¢) Wohlordnungssatz
Jede Menge kann wohlgeordnet werden.

Eine geordnete Menge def | jede nichtleere Teilmenge, also insbesondere
heifit wohlgeordnet die Menge selbst, hat ein erstes Element

Bemerkung: Fiir (0,1) ist “<” wohl nicht die richtige Wohlordnung.

Definition 3.4
Ein linearer Raum heif3t halbgeordnet, wenn er

1. eine lineare Struktur besitzt,
2. halbgeordnet ist,
3. beide Strukturen, wie folgt, vertraglich sind:
v Sy, 1=1,2 = x1+x < Y1+

0< 2z, a>0 — 0 < az.
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Beispiel:
Cla,b] mit (x+vy)(t) = x(t)+yt)

x) = a-x(t)

r <y — z(t) < y(t) Vtea,b

Bemerkung: In halbgeordneten linearen Rdumen kann man EinschlieBungsaussagen
fiir Losungen von Operatorgleichungen beweisen (Fehlerabschitzungen).

Vgl. etwa: Collatz, Funktionalanalysis und Numerische Mathematik, Springer—Verlag.

Definition 3.5

Ein linearer Raum iiber einem Zahlkorper IK (bei uns € oder R) mit einer To-
pologie, in der die linearen Strukturen stetig sind, heifit linearer topologischer Raum,
bzw. topologischer Vektorraum (Abk. top. VR).

dabei heifit (vgl. § 1)

(X xX — X

(x,y) — x4y stetigin (z0,0) PN VV elU(xog+yo) U €U(xo) N U €U(yo) :
\ U+U ={z+y,zeclU,yclU}CV
(Kx X — X
(r,y) — «-x stetigin (ag, o) & vy € U(apzo) AN e U(ap) N U € U(xp) :
\ QU ={ax;aeQ, zelU}CV.

Anwendungen
In einem top. VR gelten die Aquivalenzen

(3.1) aUel(0) VaelK, a#0 <« U cU(0),

(3.2) o+ U €eU(xy) Vege X <= U eU(0),

lin

Seien X,Y topologische Vektorrdume, f: X — Y dann gilt:

(3.3) f stetigin xy Vg € X <= [ stetigin 0.

Beweis: Ubungsaufgabe

Bemerkung: Wegen (3.2) folgt aus der Existenz einer Umgebungsbasis fiir 0 die
Existenz einer Umgebungsbasis Vo, € X und umgekehrt. Deshalb versteht man unter
der Umgebungsbasis eines top.VR iiblicherweise eine Nullumgebungsbasis.
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Definition 3.6
Sei (X,7) ein top. VR und M C X .

1. M heift konver <% Va,y € M, a€l0,1] gilt ax+(1—a)ye M.

2. M heiBt kreisformig (balanced, equilibriert) &y e M, la| <1 = aze M.

3. M heifit absorbierend ngEX Ja > 0: aze M.

Beispiele kreisformiger und absorbierender Mengen in R?:

1N
N

Eine erste Bedeutung dieser Begriffe liefert

Satz 3.7
Sei X ein top. VR, dann gilt:

1. jede Nullumgebung ist absorbierend,

2. jede Nullumgebung enthélt eine kreisférmige, offene Nullumgebung.

Beweis: Ubungsaufgabe

Bedeutung des Satzes:

Ist V eine Umgebungsbasis (der Null) eines topologischen VR, so existiert auch eine
Umgebungsbasis V* aus kreisférmigen absorbierenden Mengen.

Definition 3.8
Ein top.VR heif3t lokalkonvezr, wenn es zu jeder offenen Nullumgebung U eine offene,
konvexe Nullumgebung N gibt mit N C U.

Bemerkungen:

1. Die Topologien bzgl. der die Distributionen (vgl. spéter) stetig sind, sind lokal-
konvexe Topologien.

2. Der Konvergenzbegriff der punktweisen Konvergenz von Funktionen (vgl. Mehr-
fachbeispiel aus § 2) stammt aus einer lokalkonvexen (nicht metrisierbaren) To-
pologie.
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3. Lokalkonvexe Topologien kénnen durch Familien von Halbnormen erzeugt (sogar
charakterisiert) werden (vgl. dazu die Sétze 3.11 und 3.13).

Definition 3.9
Sei X ein linearer Raum. Eine Abbildung

p: X — [0,00)
heit Halbnorm, falls gilt: Va € K, z,y € X :

(N2) plaz) = |a|p(z),
(N3) pz+y) < plx) +py)

p heifit Norm, falls zusétzlich gilt:

(N1) plx) = 0 <= =z = 0.

Beachte: p(0) =0 gilt nach (N2) und

0=p(z — ) < plx) +p(—2) =

2p(x) = p(x) >0 Vzx.

Beispiele fiir Halbnormen:

X = C'a,0], p(x) = sup [|2'(1)],

te(a,b]

X = Cla,b], p(x) = |z(t)| fiir ein festes t € [a, b],
X = Rz) r = (Jfl,fL‘g)T, p(l‘) = |‘/L‘1|7
X = Clal, pe) = swp  |a(d)

a<a<t<pB<b

oder

Durch Halbnormen kann man mittels Quasimetriken (d(z,y) = p(z — y)) Topologien
erkldaren bzgl. derer der Grenzwert nicht eindeutig sein mu8.

Diese Eindeutigkeit mufl durch zusétzlich Forderungen gewéhrleistet werden (vgl. dazu
den Satz 3.11).

Beachte: Aus Definition 3.9 (N2), (N3) folgt sofort (kleine Ubung):

Seien p; Halbnormen und ¢; > 0, so gilt:

Die Mengen {z € X; p;(x) < &;} und endliche Durchschnitte solcher
Mengen (verschiedene p; und verschiedene ¢;) sind absorbierend,
kreisformig und konvex.

(3.4)

Diese Eigenschaften sind fiir die Halbnorm charakterisierend, wie folgender Satz zeigt.
(Beweis als Ubung)
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Satz 3.10
Sei X ein linearer Raum und M C X kreisférmig, absorbierend und konvex. Dann

wird durch

(3.5) pu(z) == inf{peR; p>0, x€pM} Minkowski Funktional

eine Halbnorm auf X definiert, und es gilt

(3.6) kM C{r e X;py(x) <1} CMV0O<k<1l und M C{zre X;py(x) <1}

Das Minkowski Funktional py;, von M, :=a M, o > 0 erfiillt

(3.7 p(e) = = o).

Bemerkungen:

1. Dieser Satz und (3.4) besagen, daf eine Halbnorm einerseits und eine kreisférmi-
ge, absorbierende, konvexe Menge andererseits zwei Seiten derselben Medaille
sind.

2. Gelegentlich wird das Minkowski-Funktional auch ohne die Voraussetzung kreis-
formig definiert. Dann gilt jedoch (N2) aus Definition 3.9 nicht.

Satz 3.11 Konstruktion einer lokalkonvexen Topologie
Sei X ein linearer Raum, I eine beliebige Indexmenge und P = {p;;i € I} eine
Familie von Halbnormen.

Vo AV endliche Teilmenge {p;,,...,p;,} C P und fiir jedes

(3.8) n-tupel positiver Zahlen (g1, ...,¢,) definiere
' Uzy = U(Diys -+ Pins €15+ -+ 5 En, To)
={reX; p,(v—a0) <ep, k=1,...,n}.
Dann gilt:

1. T=0U{M C X; Yag € M 3FU,, C M} ist eine lokal konvexe Topologie,
die Menge aller U,, bilden eine Umgebungsbasis fiir U(zy) und die U,, sind
offen.

2. Geniigt P der Trennungseigenschaft
Vege X, zo#0 Ipi, € P 1 piy(x0) # 0,
so ist 7 Hausdorff’sch (separiert).
3. (X,7) ist ein linearer topologischer Raum und jede Halbnorm aus P ist stetig.

4. =z, % rg <= Vpe P git lim p(z, —z) = 0.

n—oo




Beweis:

1. 7T ist eine Topologie, denn

(T1) 0 €T laut Definition, X € 7 trivial.
(T2) Sei xoeV = U M,

el ,M;eT
= diyel : vpeM,, = JU, CM,CV = VeT.

(T3) M, eT,i=1,...,m, :EOEHMZ'
i=1
- HU;OCMZ‘, 1=1,...,m
— e U, = U,C) MecT,
i=1 i=1

denn U,, ist von der Gestalt (3.8).

7T ist lokalkonvex.

(3.9)  U(p,e,x0) ist offen (d.h. € 7 ) und konvex; e
a) Uy, ist offen, denn & € U(p,e,29) = p(xo—2) =: s
g <e, 0

fir 0<y<e—p0 = U(p,v,z) CU(p,e,x0), da
x € U(p,7,%) = plz—u) < p(v —2) + p(& — m) < €.
—_— —\
<e—p =8
Dann folgt auch

(3.10)  U(piyy---sPinsE1y -5 EnyTo) = ﬂ U(pi,, ek, o) € T mach (T3).
k=1

b) U,, ist konvex: Jedes U(p;,, ek, To) ist konvex, denn sei
21,29 € Upy = () Upiys€r,x0) und z = ax; + (1 — ) 29,
k=1
so gilt fiir jedes U(p;, , €, 2o)
pi,(x —x0) < pi (@zy + (1 — ) — (axo + (1 — a) xp)
< lafpy(z1 — 20) + |1 — af pi, (22 — 20)

VAN

€k,

also x € U(p;,,er, o) VE=1,...,n, also © € Uy,.
Aus (3.10) folgt die Aussage iiber die Umgebungsbasis.

2. T geniigt der Bedingung

(H) Ve,ye X, v#y U el(x), Veldly) : UNV =10,
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denn v —y#0 = dpeP : plr—y)=a>0
— U={teX; pz—2)<2}, V={ieX; ply—1) <2}
erfiillen die Bedingung, denn
TelnNV = 0<a=plz—y) <ple—2)+p@—-y) <a. W!
3. (X,7) ist top.VR, d.h. Addition und Skalarmultiplikation sind stetig.
Beispiel Addition: g,y € X, 2o = z¢ + o

Zeige:
VV eU(z) U eU(zg) NU €U(y) : U4+U C V.
Zu
Vel(zn) FU,={z€X; pi,(z—2) <ep, k=1,...,n} CV.
Konstruiere:
U = Um:{xGX; pik(:p—xo)<%k, k=1, .,n}
U = UyO:{xEX; pik(x—yo)<62—k, k=1, .,n}

Hieraus folgt mit der Dreiecksungleichung U + U’ C V.

Multiplikation
Sei zg = Agxg und V € U(Aol'o) — EIVJ;O = V(pi1> vy Dins €1y e >5n>ZO) cV.

Zeige: Zu V,, Ja > 0 sodaB fiir
Q={NA=X| <a} und U={re X;p, (v —2x) < 52k =1,...n}

2(|Azg |+
gilt:
QU CV,dh p,(Ax—Aozg) <eg, k=1,..n, fir AeQ, zeU.
Beweis: Sei U’ = {u’ € X; p;, (v') < 5}. U’ ist absorbierend —
Ja>0: azgec U, dh p;(azy) = ap;,(z) < 5.

Mit diesem « definiere U und beachte
|A| — |/\0| S |/\ — )\0| < o = |)\| < —|/\0| + .
Dann gilt

Pir (A — Ao xo) = pi, (AN — 20) + Azo — NoZo)
= pi, (A = Xo)zo + Az — 20))
< |A = Aolpi, (z0) + |Alpi, (z — o)
< api, (o) + (Al + a)pi (x — x0) <

Die Stetigkeit der Halbnormen folgt aus |p(x) — p(zo)| < p(z — o) (Dreiecksun-
gleichung riickwérts).

4. Ubung. |
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Satz 3.12 Charakterisierung lokalkonvexer Topologien

Ist (X,7) lokal konvex <= 7T ist die Topologie, welche durch die Minkowski-
Funktionale der kreisférmigen, absorbierenden, konvexen, offenen Mengen erzeugt
wird.

Beweis:

, <= wurde gerade gezeigt.

, = “: Beweisidee:

Man zeigt: Die konvexen, absorbierenden, kreisformigen, offenen Umgebungen der Null
liefern sowohl eine Basis von 7 (vgl. dazu Satz 3.7 und Definition 3.8), als auch eine
Basis der Topologie die durch die zugehorigen Minkowski-Funktionale erzeugt wird.
Wesentlich hierfiir ist Satz 3.10, sowie die anschlieSende Bemerkung. Dazu zeigt man
insbesondere:

Ist A eine offene, konvexe, kreisformige, absorbierende Nullumgebung in 7, so gilt

A={x €A pa(r) <1} bzw. falls A offen ist A= {x € A; pa(z) <1}

(vgl. z. B. Heuser Satz 42.2). Dies bedeutet insbesondere, dafl die offenen, konvexen,
kreisformigen, absorbierenden Nullumgebungen durch ihre Minkowskifunktionale re-
produziert werden.

Bemerkung: Satz 3.12 zeigt, dafl lokalkonvexe Topologien durch Halbnormen charak-
terisiert werden konnen.

Beispiele fiir lokalkonvexe Riume:

1. Jeder normierte Raum ist lokalkonvex.

2. Sei QCR", X=C), P:={p: pex) = |z(t)], t € Q}

—> (X, 7) ist separiert, lokalkonvex und der zugehorige Konvergenzbegriff ist
die punktweise Konvergenz (vgl. das Mehrfachbeispiel).

Beachte: Das Beispiel zeigt auch: Es gibt nicht metrisierbare, lokalkonvexe to-
pologische Réume.

3. X = C(R), Pi={p;; p;(x) = max |o(t)], j € N}

[t]1<j

—> (X, 7) hat als Konvergenzbegriff die gleichméfige Konvergenz von Funk-
tionenfolgen auf jeder kompakten Teilmenge von R.
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Satz 3.13
Sei X ein linearer Raum. Dann definiert eine abzéhlbare Folge von Halbnormen
P = {p;; i € N} mit der Trennungseigenschaft aus Satz 3.11b) eine Metrik

oo

_ L plr—y)
dl@y) = ;?1—1—}9,,(3:—3/)'

Die von dieser Metrik erzeugte Topologie 7; stimmt mit der lokalkonvexen Topologie
7, , die von der Familie P erzeugt wird, iiberein.

Beweis: Ubung.

Folgerungen:

1. Die punktweise Konvergenz (vgl. Beispiel 2) kann nicht durch eine Metrik er-
zeugt werden (vgl. das Mehrfachbeispiel). Die Menge P der Halbnormen ist
nicht abzahlbar.

2. Der Konvergenzbegriff aus Beispiel 3 kann durch eine Metrik erzeugt werden.
Beispiel 4:

Der Raum Dk ()

Definition 3.14
Sei Q2 C R”™ eine offene Menge. ) habe die Spurtopologie von R™.
Ist f eine reell- oder komplexwertige Funktion auf €2, so heif3t

Q
supp f = Tr f = {z e f(z)#0}
Trager (support, carrier) von f,
d.h. Tr f ist die kleinste, abgeschlossene Menge des topologischen Raumes (2,

welche die Punkte enthélt, auf denen f nicht verschwindet.
Weiter sei K C 2 kompakt und k € Ny := NU {0}, dann definieren wir

CkQ) = {feC*Q); Tr fCQ, Trf kompakt},
Cox(Q) = {feC*Q); Tr fC K, Tr f kompakt},
Di(Q) = (Cgf’K(Q), T),

wobei 7 erzeugt wird durch die abzéhlbare Familie pg ,, von Halbnormen auf (2

(3.11) prm(f) = sup |0° f(t)], m €Ny, s Multiindex.
|s|<m
teK
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Beachte: Jede Menge der Art {f € Dg(Q); prm(f) < e} fir m € N ist offen (vgl.
(3.9)).

Beispiele

1. Q=(-1,1), f(x) = —2* fir <0 und =0 sonst =
supp f = (=1,0], f¢& C¥Q)VE € N,.

2. 0 =(-3,3),
(x+2)? -2 <=x<-—1,
—22+2, -1 <z<l,
0, sonst.

3. Klassisches Beispiel fiir ein f € C°(R") (Beweis als Ubung)

f(l') _ eXp(1_|g;|2) ur |:L‘| |(:L‘1a , L ) | ; € ’

0 fir |z| > 1.

Aus den vorigen Sdtzen erhilt man

Satz 3.15 Eigenschaften von Dg(f2)
1. Dk () ist ein lokalkonvexer, separierter, metrischer, topologischer Vektorraum.
2. Fiir eine positive Nullfolge {e;} und fir m € Ny sei
Uprm:€i 0) = V(Pr.m, €i) = {p € Cox(Q); prom(p) <ei}

Dann ist

V= {V(pkm,ei); m e Ny, i € N}
eine abzdhlbare (Null-) Umgebungsbasis.

3. ¥n —ni(% Yo < lim 0"y, = 0"y gleichmafBig auf K V Multiindizes v .
Dk n— o0

4. Sind Ky, Ky C Q zwei Kompakta mit Ky C Ky, so ist

Tpy, (2 = Spurtopologie von Tp,. () auf Cg(€2).

5. Dk(Q) ist vollsténdig.
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Beweis:
1. folgt aus den Sétzen 3.11 und 3.13,

2. liegt an der Eigenschaft: Fiir my,ms € N, my > my gilt:
V(pK,mlagi) N V(pK,m278j> D) V(pK,mmmin(ElagQ))a

3. aus Satz 3.11, 4),

4. folgt wegen V(prym,€) N D, (Q) = V(prym,€) -

5. Ubungsaufgabe. |
Als letztes Beispiel konstruieren wir auf C§°(€2) die lokalkonvexe Topologie 7, bzgl.
der die Distributionen (vgl. § 7) stetig sind.

Beispiel 5:

Der Raum D(Q2)

Die Topologie fiir C§°(£2)

Wir bezeichnen im Folgenden immer mit €2 eine nichtleere, offene Menge des R™ und
mit K eine kompakte Mengen des R™.
Offensichtlich ist

(3.12) Co @) = | coe(@)

KCQ

ein linearer Vektorraum beziiglich der iiblichen Addition und der Multiplikation mit
Skalaren. Auf diesem Raum soll eine 7 so konstruiert werden, dafl folgende Ver-
traglichkeitseigenschaft gilt:

Wenn eine Folge {¢,} C Dk (2) bzgl. Tp, (o) konvergiert, so soll sie auch bzgl. der
Topologie in C§°(2) konvergieren.

Dies gilt, wenn 7p, (o) die Spurtopologie von 7 wird und ist erreichbar, wenn man
fiir eine Umgebungsbasis V' der Null (fiir die zu konstruierende Topologie) folgende,
leicht einsehbare Bedingungen verlangt (vgl. Sétze 3.10, 3.11, 3.12):

Zu V gehoren alle V' C C§°(§2) mit folgenden Eigenschaften:

(o) jedes V €V ist absorbierend, kreisformig und konvex.
(8) VK CQ kompakt A VV €V ist VN Dk(Q) eine Nullumgebung in D (2).



41

Zur Vorbereitung bendtigen wir einige Hilfsmittel.

Definition 3.16
Sei Q C R™ offen. Eine Folge von kompakten Mengen K; C Q heiit kompakte
Ausschopfung von ) falls

=1

2. VK C € kompakt dneN: K CK,.

Lemma 3.17
Sei 2 C R™ offen. Dann gibt es eine kompakte Ausschopfung {K;} mit

(3.13) K, ¢ Kiy VieN.

Beweis: Fir Q@ =R" wihle K; = K(0,7), ¢ € N.
Sei also 2 # R". Dann folgt

1. Q" abzéhlbar = QN Q" abzdhlbar = QN Q" ={g;}jen, ¢; € Q".

Q offen %
et Vq] El&'j :d(qj,(SQ) > 0: K(q]',&"j) CcCQ) = K (quj) = Cj,

C; € Q, und C; ist kompakt.

Dabei sei d die Euklidische Metrik und d(g;,0€2) bezeichne den Abstand des
Punktes ¢; vom Rand 6 von €. 0§ ist abgeschlossen.

Zu q; 3r>0: A:= K(q;,r)NdQ # 0. A ist beschrinkt und abgeschlossen, also
kompakt. Der Abstand d(q;,6 ) = d(g;, A) existiert, da d als stetige Funktion
auf dem Kompaktum ¢; x A ihr Minimum annimmt.)

Esist C:= |J C; =Q. C C Q ist trivial.
j=1

Seiz € = Je>0: K(z,e) CQ

Q" dicht nR" = 3d¢; € Q" : d(x,q;) <

bekannt ist d(g;,0Q) = ¢; > =

also x € K (qj, %) C Cj.

Wir haben also Q C |J K <qj,%> =UJC;CcQ.
- :

J

Setze K;:=C; und K; := K; UE, 1> 2.
2. nach 1)ist K c|J K (qj, 2%) , K ist kompakt = 3 endliche Uberdeckung
J

n

K C UK<QJ¢72Zji) C OK(qJ’wQZji) - OKji = Kmani'

i=1
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Definition 3.18
Eine Menge FE eines topologischen Vektorraumes X heifit beschrdankt, wenn zu jeder
Nullumgebung U ein k > 0 existiert mit £ C kU.

Weiter benotigen wir den Begriff der Cauchy-Folge.

Definition 3.19
Eine Folge {z,} in einem topologischen Vektorraum heifit Cauchy-Folge, wenn zu
jeder Nullumgebung U ein N € N existiert, sodal =, —x,, € U ¥V n,m > N.

und zeigen

Satz 3.20
Jede Cauchy-Folge {z,} in einem topologischen Vektorraum ist beschriankt.

Beweis

Zu jeder kreisférmigen, absorbierenden Nullumgebung W existiert eine kreisférmige,
absorbierende Nullumgebung V mit V +V C W . Solche Umgebungen existieren,
da die Addition im Nullpunkt (04 0 = 0) stetig ist und da jede Nullumgebung eine
kreisformige absorbierende Nullumgebung enthélt.

Laut Definition der Cauchy-Folge 3 N e N: z, € zy+V Vn > N.

V und W sind absorbierend

2k ds>0: zy sV, (Es>1.

— z, €sV+VC sV+sVCsW Vn>N.

— T, € sWV¥n> N.
aks. dt>0: z, €tW firn=1,....N, (Et>s.
— z, €tW VY neN.
Also ist {x,} beschrinkt. |

Im folgenden Satz definieren wir die Topologie und beweisen einige ihrer Eigenschaften.
Dazu beachten wir, daf§ auf C§°(Q2) durch

(3.14) lfllm=sup [0"f(t)], m €N, v ein Multiindex

te Q, |v|[<m

Normen erklédrt werden, und

feD() = |fllm=rrn(f)
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Satz 3.21 Topologie von D(Q)
Sei 2 C R™ offen und V die Familie aller Teilmengen V C C§°(£2) mit

() jedes V' ist absorbierend, kreisformig, konvex,

(8) fiir jedes kompakte K C Q A VV gilt: V NGy (Q2) € Up,(0)(0).
=
1. Dann wird C§°(2) mittels der von V erzeugten Topologie 7 gemafl Satz 3.11
zu einem lokalkonvexen, topologischen Vektorraum mit Nullumgebungsbasis V.

Bezeichnung: D(Q) = (C5°(2),7) .
2. Fiir alle Kompakta K C Q gilt

Tpy@) = Spurtopologie von D(£2) auf C5% () (=: Tspp(a))

3. ECD(Q) ist beschrinkt <= Es gibt ein kompaktes K C Q soda8
E C Dk () beschriankt ist,

4. {en} ist Cauchy-Folge in D(Q?) <= {p,} ist Cauchy-Folge in Dy ()
fiir ein kompaktes K C €2 und
{¢n} konvergiert in Dy ().

5. D(Q) ist vollstandig,.

6. f 2% 0= (i) 3K CQ, K kompakt: Tr f, € K VneN,

(ii) lim 0" f, =0 gleichméfig auf K V Multiindizes v

n—~0o0

Dk ()

dh. f. 0.

n—oo

Eine Nullfolge aus D(Q) heiit Schwarz’sche Nullfolge.

Bemerkung:

Die Bezeichnungen C§°(€2) und D(2) (bzw. nur D, falls Q = R",) werden oft syn-
onym benutzt. Eigentlich bezeichnet C§°(€2) die Menge der Elemente, bzw. den linea-

ren Raum, und D(Q2) den topologischen Raum. Das gleiche gilt fiir Cg%(€2) bzw.
D ().

Beweis 1):
Wir zeigen zunéchst

(a1) V#0 und
(ag) AV eV VYV eV, v>0.
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Beweis (a1): Ve >0 ist V.= {p € C*(Q); ||¢ll. < e}, n €N, absorbierend,
kreisformig, konvex und # (0, vgl. (3.4), erfiillt also ().

Fir ¢ € V.NDk(Q) ist ||¢|lm = pr.m(p), woraus folgt

VeND(Q) = {v € C%(); pr.m(p) < e} €Up(0), = (B).
Also ist V # 0.

Beweis (asy): Offensichtlich ist vV absorbierend, kreisformig und konvex = («). Da

VN k() € Upe)(0) und 7O () = Cgk (),
folgt

YWV NCr(Q) = v(V N Ok () € Up,(0), nach (3.1), also (3).

Bemerkung: Die offenen Mengen, die durch die Normen ||.||,, erzeugt werden, sind
also alle in V' enthalten. (vgl. dazu Bemerkung 2) am Schlufl des Paragraphen.)

Konstruktion der Topologie:

Nun definiert jedes V' € V eine Halbnorm py (Minkowski Funktional). Die Familie
P = {py;V € V} dieser Halbnormen erzeugt geméf Satz 3.11 einen lokalkonvexen,
topologischen Vektorraum und die Mengen

Uxo L= U(pj17 <oy Pjny €15 '7€n7x0)

n

= {reX; pj (v —x) <ey, kzl,...,n}:ﬂ U(pj,,er, o), pj, € P,
k=1

sind absorbierend, kreistférmig und konvex und bilden fiir zy = 0 eine Nullumgebungs-
basis.

V ist Umgebungsbasis, wenn zu jedem Uy = () U(pj,,ex,0), pj, € P, ein V €V
k=1

exisitiert mit V C U, .
Nun gilt fiir das Minkowski Funktional py zu V €V (vgl. (3.6))

KV C{r e X; py(z) <1} CV VO<k<I,
bzw.

(%) ekV C{reX; py(z)<e}CeV VO<kr<1, e>0,

d.h. in jedem {z € X; py(x) < e} ist geméB (a;) ein Element aus )V enthalten. Zeigt
man das auch fiir endliche Durchschnitte solcher Mengen, so hat man die Basiseigen-
schaft von V gezeigt. Aus (%) folgt

e1k1ViNegkaVa CH{x € X5 pyy (1) < €1, prp(7) < €2} CerlViNeVa.

Zeigt man nun noch

(a3) VinVa eV vV, Vo €V, (allgemeiner: endliche Durchschnitte)
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so folgt hieraus laut der Definition der Umgebung Uy mit (az): Uy € V.

Beweis (as): Es gilt fiir V1,V5 € V geméaf (3)

inVv,nCx = VMNCrg)N(VanCig) € Upg(0), also

- s (. J

g

€Up,.(0) € u;; (0)

Vinl, e Z/{DK(O).

Beweis 2:)

Sei U eine offene Menge € Dg(£2).

Tp, (o)) wird erzeugt durch die offenen Mengen {¢ € Dk (Q); ||¢ — zo|lm < €},

Vg € Dr(Q), m=0,1,... und ||¢ — 2o|lm = Pr.m(e — z0) In Dk(Q).

Nun sind die {¢ € D(Q); |l¢ — xo|lm < €} offene Mengen in 7. (vgl. (a1) aus
Beweisteil 1)).

Weiter ist

{v € Dr(); [l — ollm < e} = {p € D(Q); [l — zollm < €} N CTx(D),

entsteht also durch Schnittbildung. Deshalb erhélt man auch jedes U € Tp, (q) durch
Schnittbildung.

Sei andererseits V' € 7 eine offene Menge und ¢ € Dk (Q2) NV beliebig.

Dann zeigen wir:

Vo € D(Q)NV ist die Menge Dk (2) NV eine Umgebung von ¢ in Dk (€2), ist also
Umgebung aller ihrer Elemente, also offen in Dy (€2).

Laut Definition von 7 : 3 W e V: o+ W CV,

(dennaus p e VeT = V —peTnUp(0), (nach (3.2) offene Umgebung aller
ihrer Punkte) = 3W € V mit W C V (Erzeugendensystem)).

B, W N Dg(Q) € Up, (o) (0)

3.2

83 ¢+ W NDk(Q) € Up,e)(p)

= (p+W)NDr(Q) CVND(Q) € Upya)(p),

was zU zeigen war.

Beweis 3):

, <= folgt aus der Spurtopologie, denn YV €V ist VN Dk(Q) € Up, (0).
E beschrénkt in D () d.h. VV € D(2) I3m >0: EC m(VNDk()) C mV
= E beschriankt in D(Q).

, = “ beweisen wir indirekt.

Es geniigt, folgende Behauptung nachzuweisen

(#x%) E beschrankt in D(2) = 3 kompaktes K C Q:TrE C K,
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daB dann E beschrankt ist in Dy (), folgt aus der Spurtopologie.

Zum Beweis benotigen wir folgende Hilfsaussage

Lemma 3.22

1. F sei ein lokalkonvexer Raum mit einer Nullumgebungsbasis Vg von offenen,
konvexen Mengen,

2. G C F sei ein abgeschlossener Unterraum mit der Spurtopologie.
( = Ve =VrN G)

3. Vg C G sei eine kreisformige, konvexe Nullumgebung.
4. x e F\G.
=

3 eine kreisformige, konvexe Nullumgebung W in F': WNG = Vg und = ¢ W.

Beweis:

G abgeschlossen in ' = VA €Vp: (VA NG =1
Spurtopologie = IVEeVr: VANG C V.

— Vp = V; N Vﬁ ist kreisformig, konvex und erfiillt

(i) Vp: (z+ VA NG =10, (VL CVp)
(i) Ve NG C Vg, (VE C V)

Die kreisférmige, konvexe Hiille (absolut konvexe Hiille)

W :=T(Vg UVr) = {ave + Bor; vg € Vg, vr € Vr, |a| + (6] < 1}
erfillt Vo e W, Ve € W und
(iii) Vg =W NG und =z ¢ W,

denn Vo C W NG, laut Definition von W.

Sei weWna.
w = avg + Pup; w € G, avg € Vg C G (da Vg kreisformig) — for € G.

(ii)
Da fBup € Vp (Vg kreisformig), folgt fvp € VP NG C Vg, also w € V.
Annahme: x e W = x=y+ 2, y=2 — 2 € v+ Vg da Vg kreisformig

—= yeGN(x+Vr) W! wegen (i).

Wir zeigen nun (%) indirekt. Annahme: AK C Q: E C Dg(9Q).
Sei 2 = (J K; eine kompakte Uberdeckung. OE E N Dk, (Q) # 0, K; C K41,

=1
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sonst wéhlt man eine unendliche Teilfolge {Dg, ()} C {Dk,(2)} mit dieser
Eigenschaft. Dann ist | J K;, auch eine kompakte Uberdeckung.
i=1

1=

Sei D, (€2) := (. Dann folgt

E ¢ DKO(Q> = Elfl € E\DKI(Q) mit fl ¢ DKO(Q>7

E ¢ DK1(Q> = Elf? € E\DKQ(Q> mit f2 ¢ DK1(Q>7

i) ¢ DK2 (Q) — Elfg ek \ DK3 (Q) mit f3 ¢ DK2 (Q), also auch x3 ¢ DKl(Q) U DKO(Q)-

Usw. —

3 cine Folge (£}, fu € BN D, (), fu ¢ U Di ().
j=1

Ausgehend von einer kreiformigen, konvexen Nullumgebung V) € Dy, (Q2) liefert die
Anwendung von Lemma 3.22 (Vn > 1) auf

F= DKn(Q)a G= Danl(Q)a xr = %fn € DKn(Q)a W= Vn7

eine Folge von kreisformigen, konvexen Nullumgebungen V,, C Dy, (2) mit

(*) Vn,1 = Vn N DKn—l (Q),

1
Nun ist fiir ein beliebiges n: f, & Dk, (Q2) Vi <n also —f, ¢ V; Vi < n.
n

Aus (x) folgt Vj >n: V,NDg, () =V,_1.
1
Wiire Efn eV, firein j > n, so folgte wegen f, € Dk, ()

1 1
EanVjﬂDKn(Q):Vn, ein W zu (xx), also Efn¢VjVj>n.

Insgesamt also f, ¢ nV; Vi.

Nun ist V' := (J V} eine kreisformige, konvexe Nullumgebung in D(2) mit
j=1

V N Dk, (Q) =V, und fiir beliebige n : f, ¢ nV;Vj, also f, ¢ nV,
d.h. {f.} und damit E sind nicht beschriankt in D(£2). W!.

Beweis 4):

, <= folgt aus 2) (Spurtopologie),

denn {p,} ist CF in Dg(Q), dieser Raum ist vollstdndig (Satz 3.15), also konvergiert
{¢n} in Dk(2) gegen einen Grenzwert ¢*, der auch in D(Q2) liegt, also konvergiert
die Folge auch in D(Q2) und ist dort natiirlich auch CF.

, ="
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Jede Cauchy-Folge ist beschrinkt, liegt also in einem Dy (2). Dieser Raum ist vollstiandig
(vgl. vorhergehender Satz). Die Folge konvergiert also.

Beweis 5): folgt aus Beweis 4), da Dg(€2) vollsténdig ist.

Beweis 6): folgt ebenfalls aus 4), da jede konvergente Folge Cauchy-Folge ist, also in
einem Dy (2) und dort wird die Konvergenz durch Satz 3.15 beschrieben. |

Bemerkungen:

1. Die Distributionen iiber 2 sind stetige, lineare Funktionale auf D(2) (vgl. § 7).

2. Wird C§%(€2) normiert durch die abzéhlbare Menge der Normen (3.14), der so
entstehende topologische Raum wird {iblicherweise mit £(2) bezeichnet, so ist
in diesem Raum die Folge ¢,(z) = L¢(£), ¢ geméiB Beispiel 3 vor Satz 3.15,
konvergent.

Im Raum D(Q) ist sie divergent. Die Tréger flieBen auseinander.

Dieses Beispiel zeigt, dal zwei verschiedene Topologien auf einem Oberraum die-
selbe Spurtopologie auf einem Unterraum induzieren kénnen (vgl. Beweis 1) des
obigen Satzes).
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§ 4 Normierte Radume

Ein linearer Raum, der eine Metrik besitzt, wird zu einem normierten Raum, wenn die
lineare und die metrische Struktur vertrdaglich sind, d.h. wenn die Metrik zusétzlich
erfiillt die

Translationsinvarianz  d(x + z,y + 2) = d(z,y), Vr,y,2 € X,
Homogenitét dlaz,ay) = |ald(z,y), YVaelK, z,ye X.

Dann wird durch
(4.1) |z|]| = d(z,0), =z € X eine Norm definiert .

Wir erinnern an die Definitionen von Normen und Halbnormen.

Definition 4.1

Sei X ein linearer Raum. Eine Abbildung || || : X — R heifit Norm, falls
(N el 20, el =0 = z=0

(N2) ozl = Jol o).

(N3) Iz +yll < flzll + lyll-

Eine Halbnorm liegt vor, wenn statt (N1) nur gilt
(N1) |z|]| > 0, VzeX.

(N2), (N3) unverdndert (vgl. Definition 3.9).

Ein normierter Raum ist ein linearer Raum mait einer Norm.

Ein vollstindiger, normierter Raum heif$t Banachraum.

Man sieht sofort, dafl (4.1) die Eigenschaften (N1)—(N3) erfiillt.

Beachte: Eine Metrik verlangt keine lineare Struktur.

Jeder normierte Raum (X, || ||) ist auch ein metrischer Raum mittels
dlz,y) = lz—yl,

und da jede Norm auch eine Halbnorm ist, ist (X, || ||) auch lokal konvex.

Damit {ibertragen sich alle Aussagen fiir metrische Rdume auch auf normierte Raume,
insbesondere z.B. die Vervollstdndigung.

Aber: Nicht jeder metrische Raum 148t sich normieren.

b
Beispiel: Die Metrik von S : dg(x,y) = /

a

|z(t) — y(®)]
L+ [a(t) = y(t)]

dt verletzt (N2).
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Beispiele fiir Banachriume (vgl. (1.1)-(1.4)):

-----

n
lellz = /22 laaf?

i=1

n
||$||1 = Z |5Ez|,
i=1

C™"(K), K C R", kompakt, mit ||z|| = sup |0°f(z)].
zeK

|s|<n

Definition 4.2
Sei K C R" kompakt und f € C(K). Fir 0 <a <1 heifit

hol, (f, K) := sup /(@) = Fy)l Hélder-Konstante von f, (|x| =/ xf) ,
ar,ny |z — yl*
c#y

holy (f, K) Lipschitzkonstante von f .

Ist hol,(f, K) < oo, so heiit f Hélderstetig (Lipschitzstetig falls a = 1).

Sétzchen 4.3
Ist K C R™ kompakt, so ist der Hélder-Raum

C™K) = {f € C™(K); hol,(0°f,K) < oo V|s| = m}

mit der Norm

|0°2(t) — &%z (7)]

T = max sup |0°z(t)| + max sup :
ol sl<m ren (1) |s|=m m;% |t — 1]
t£T

ein Banachraum.

(Beachte: Nur die hochsten Ableitungen sollen holderstetig sein.)

Beweis (als Ubung): Hinweise: Zeige
a) ||z]| k.o ist eine Norm,
b) verwende: C™(K) ist vollstandig. |

Bemerkung: Es geniigt hol,(0°f, K) < oo fiir |t — 7| < e < 1 zu fordern, fiir
|t — 7| > ¢ ist der Ausdruck beschrinkt, da [0°f| beschrankt ist.

Beispiel f(z) = \/z ist holderstetig auf [0,0], mit o = 3.



51

x1,9 >0 (B x9 > 21 dann gilt

|
wo—m1 Ty T2 VT2 — /21 < Vxg — 21 (quadrieren),
speziell 1 =0 = /19— /21 = /13 — 21

Holderstetige Funktionen spielen eine grofie Rolle in der Theorie der gewohnlichen und
partiellen Differentialgleichungen!

Bevor wir weitere Beispiele normierter Rdume untersuchen, betrachten wir einige

Eigenschaften normierter Riume

Satz 4.4
(X, |l']]) normierter Raum,

— (2,y) >z +y und (o, x) — a2z und = — ||z|| sind stetige Abbildungen.

Beweis: (eigentlich iiberfliissig nach Satz 3.11,3)

Man benutze die Stetigkeitsdefinition in metrischen Rdumen und beachte die Unglei-
chungen

(@1 +y1) = (zo + yo) || < llz1 — @ol| + [lyr — yoll — Addition stetig,
a1z — apo| < ||y — o) + (oo — o) ||

<loul |[(x1 — xo)|| + ||zo| |oa — o] == Skalarmultiplikation
ist stetig,

‘”le - ”%M <|Jz1 — 20| — Norm ist stetig.
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Definition 4.5
Seien (X, | |l:), ¢ = 1,2 normierte Riume.
1. A: X{ — X5 heit Isomorphismus PN
A ist linear : A(axq + frg) = aAxy + fAx,,
bijektiv (1 — 1, auf)

bzw. isometrischer Isomorphismus falls zusdtzlich || Az||s = ||x|1 .

2. (Xi, |l |l:) heiBen normisomorph P
3 isometrischen Isomorphismus A : X; — X,.

3. (Xi, || |l:) heien toplinear isomorph (topologisch isomorph) PN

3 stetigen Isomorphismus A : X; — X, und A~! stetig.

¢

Bemerkungen zu 1) und 3): In der englischsprachigen Literatur bedeutet ,, A linear
tiblicherweise ,, A ist homogen: A(az) = aAx und linear: A(z+y) = Az+ Ay “ (nicht
stetig). In der 6stlichen Literatur ist oft ein linearer Operator per Definition auch stetig.
Dies riihrt wohl daher, dafl diese Aussage in endlich dimensionalen Rdumen richtig ist
(vgl. Folgerung 1 d) von Satz 4.13).

Manche Autoren (z.B. Alt, Werner) schlieen in den Begriff Isomorphie die Stetigkeit
der Inversen mit ein.

Man vergewissere sich also in jedem Buch, was gemeint ist.

Satz 4.6
(Xi, |l ll), @ =1,2 toplinear isomorph <=
JA: X, lin, X3, 1—1 auf (Isomorphismus),
1]

dm,M >0: m <
| Az

S M\v’xGXl, ZL‘;AO

Beweis:
,<=*% A, A7 sind stetig wegen ||Az|, < = ||z|) V2 € X,

und mit Az =y : [|[A Y|l < M|yl
(z.B. Folgendefinition der Stetigkeit oder e, Definitionen).

= Astetigin =0 = zue=13>0: ||Z|1 =0 = |Az]2 <1,

Az 1

” Ntz < = Trick: Setze fiir beliebige © # 0, = = L)
1111 0 11

A Ax 1

1A=l = I fC”Q < = (setze m :=9);

[E4Ih 1zl 6

fir die andere Ungleichung benutze man, dal A~! stetig ist. |
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Beachte: Satz 4.6 besagt auch, dafl ein toplinearer Isomorphismus A die Grenzwert-

begriffe invariant 1&3t, d.h.

T, — r9 <— Azx, — Aux.
[l ll1l2

Folgerung 1

Ist (X,|[]1) ein Banachraum (BR) :
(X, ]| ||1) toplinear isomorph zu (Y, || ||2) = (3] ll2) ist auch BR.

Ist speziell X =Y | so erhélt man:

Folgerung 2

Sind || [|;, 7 = 1,2, Normen auf X , so sind dquivalent

el
]|

1. dm,M >0: Ve e X, ©#0

Y

2. X 9 X ist toplinearer Isomorphismus zwischen (X, || [|;) und (X, | ||2),

3. (X, ][ |l1) und (X, || ||]2) haben dieselbe Topologie.

Beweis:
1. <= 2. Nach Satz 4.6 mit A =1d.

2. < 3. Benutze fiir id die Stetigkeitsdefinition: Urbilder offener Mengen sind
offen.

Definition 4.7
Auf einem linearen Raum sind 2 Normen dquivalent LN
Es gilt 1. oder 2. oder 3. in Folgerung 2.

Beispiele:
1. (a) X =Cla,b], p; € Cla,b], pi(x)>0Vazelab], i=1,2..
Dann sind dquivalent ||z||; = m[a}[;:} pi(t) - |x(t)], i = 1,2 (Ubung: Benutze
t€la,
Folgerung 2,2.)
Anwendung: Beim Beweis des Satzes von Picard-Lindelof mit Hilfe des

Kontraktionssatzes zur Erreichung eines gréfferen Existenzintervalls fiir die
Losung einer AWA gewohnlicher Differentialgleichungen.

(b) Auf Cfa,b] sind nicht dquivalent
b
| flloo = n[aaé}x\f(t)\ und || f|lz, = [ f(t)dt (vgl. Einleitung) oder

(=

| loo und [|z||n, = [ |z(¢)|dt (Gegenbeispiel: S 20).

a
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2. Sind (X, | ||2), (Y,|ll];) normiert, so sind auf X x Y &quivalent:

sup (||z||z, [|ylly)
zllz + l[¥lly,

fir pe N:  ¢/|lz][f + [|z]lj  (zum Normnachweis, vgl. spiter), (Ubung).

Analog zu Satz 2.3 (Vervollstéindigung) gilt

Satz 4.8
Jeder normierte Raum (X, || ||) &8t sich in einen bis auf Normisomorphie eindeutig
bestimmten Banachraum (X, || ||) — die vollstdndige Hiille von (X, || ||) — einbetten.

Der Beweis von Satz 2.3 kann abgeschrieben werden.

Definition 4.9
Ein linearer Teilraum eines normierten Raumes (X, ||||) ist ein linearer Teilraum des
linearen Raumes X, versehen mit der durch || || induzierten Norm.

Unmittelbar einsichtig ist:

Séatzchen 4.10
1. Ist (X,||||) ein BR = jeder abgeschlossene Teilraum von (X, | ||) ist BR.

2. Ein vollstédndiger Teilraum eines normierten Raumes ist (in diesem) abgeschlos-
sen.

Folgen und Reihen in normierten Riumen

Definition 4.11 .
In (X,]|]]) sei S:= > x,, x, € X, eine unendliche Reihe.

n=1

S heifit konvergent AL Die Folge der Teilsummen S, = >  zj ist konvergent.
k=1

o
S heiit absolut konvergent VEEN > |lzk]| konvergent.
k=1

Satz 4.12

Sei (X,||]]) ein BR =

Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent und jede Umordnung konvergiert eben-
falls zur selben Summe.
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Beweis: Konvergente Folgen im Banachraum sind Cauchyfolgen und

n-+p n-+p
[Snp = Sull = I 22wl < 20 -
k=n-+1 k=n+1

Die Umordnungseigenschaft folgt aus dem entsprechenden Satz {iber reelle Zahlenfol-
gen. |

Endlichdimensionale normierte Riume

Zentral ist

Satz 4.13
Sei (En, | |I) ein normierter Raum mit dim E,, =n < oo
= (E,, || ||) ist toplinear isomorph zum R"™ (oder C") mit ||z|» = (O |z:]?)

1/2

Beweis Idee: Benutze Satz 4.6 und zeige ((E fiir R™ als Bildraum)

lin ]

JA: E, — R", 1—1,auf, Adm,M >0: m < <M.
[ Az|2
Es ist
dim £, = n =— dBasisb;, 1=1,...,n, b; € £,
— V.I'EEn HQiER,izl,...,ni .CL':ZOQZ?Z

i=1
Nun ist

A: E, — R linear, 1 —1, auf

=Y by — (ai,...,a,)".

=1

Zeige dm, M > 0:

Z a; b;
(3 loaf2)"?

< @
=S S

J

bl < M

— m < ||D Gib

< M und Y B2 =1.
i=1

Nun ist @(B1,...,0.) = || D Bibi|| eine reellwertige, stetige Funktion (Satz 4.4) auf

der kompakten Einheitsphire des R™, nimmt also dort ihr Maximum M und ihr
Minimum m an.
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Esist m > 0, denn

> Bibi =0 = [, =0 Vi (lineare Unabhéngigkeit)
= Wazu > 32 =1. |

Folgerungen

1. fiir endlich dimensionale Raume:
a) (X, [Iz), Yolllly), dim X =dim Y < co = X toplinear isomorph
zu Y.

b) (X,]||), dm X =n =
a) In X (speziell auch in R™, C") sind alle Normen &dquivalent.
B) (X,]|||) ist ein Banachraum.
v) In (X,|||) ist die Einheitsphére kompakt.

c) (Y,|l), X CY Teilraum, dim X <oo == X ist BR und daher auch

abgeschlossen.
A lin
—_

d) (X, [l

2. fiir unendlich dimensionale Raume:

Y. lly), dim X < oo = A stetig.

Ist in Y die Einheitsphére nicht kompakt = dim Y = oo .

Beweis:

1. a) topologisch lineare Isomorphismen sind transitiv.

b) «) V beliebigen Normen || ||, ist (R", | ||,) topologisch linear isomorph
2 (R[] [|2). .
B3,7) denn in R™ (bzw. C™") gilt dies. Kompaktheit (Uberdeckungseigen-
schaft) ist eine topologische Eigenschaft.
c) klar

d) A ist folgenstetig, denn in X gilt mit einer Basis {by,...,b,} C X :

& - b, a)
:C::Z:Cibi — y::Zyibl- —_— o, — oy i=1,...,n.
i=1 i=1

Stetigkeit der Rechenoperationen ., + “ und ,, - “ liefern
Av = Y wAb — > yiAb = A (Z yibi> = Ay.
i=1 i=1 i=1
2. Umkehrung von b), 7). |

Diese Aussagen geben schon einen Hinweis auf die Bedeutung der Kompaktheit.

Ohne Beweis erwidhnen wir eine Verschérfung von Folgerung 1. c) :



o7

Satz 4.14
Sei (X, ||) ein normierter Raum

G C X ein abgeschlossener Unterraum
E C X ein endlich dimensionaler Teilraum

— (G & F abgeschlossen in X .

Dabei heifit Z7 = GO FE direkte Summe von G und FE , wenn jedes Element z € Z eine
eindeutige Darstellung z = py(z) + p2(z) besitzt wobei die Projektionen py : G — Z
und py : E — Z lineare Abbildungen sind. (vgl. z.B. Wloka §8.4)

Wir beweisen nun eine Anwendung von Satz 4.13 auf Approximationsprobleme

Satz 4.15 Existenz der besten Approximation, Minimallésung
In (X,||]]) sei E ein endlich dimensionaler Teilraum (dim £ =1).

— VrzeX Jy*e€E: ||lzr—y*=inf |z -y
yekE

Anwendungsbeispiel: Approximation von f € Cfa,b] durch Polynome vom Grad

[—1 (beachte: dim {Z a; vt a; € IK} =n+ 1) .
i=0
Beweis: Sei x € X \ E.
I{x,} CE: |z — 2, == 6 := inf |z -y,
yelE
— ZuK>03dneN: |z—-z, < o04+KVn>n,
—> (A — Ungleichung) |zl < 2| +0+ K Vn>n.
Nach Satz 4.13 3 toplinearer Isomorphismus
A:E =R mlyl < [|Ayl < Myl Yy € E, (*)
= || Az,|| < M|z, || < M(||z]| + 6+ K) = {Ax,} C R" ist beschrénkt.

Bolzano-Weierstra
e 3 konvergente Teilfolge {Az,,} koo, Yo, o = A1y,
() k—
:*> ||xnk _:EOH < % HAxnk_yOH = 07
k
— o= 2ol < Jlo = 2]l + Jou, — 20l 2 5
k*?c:) k—oo
5 —=0
also ||z — x| = 9, setze y* = xo.
|

Bemerkung: Die beste Approximation braucht nicht eindeutig bestimmt zu sein!
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Aufgabe

1. Ist der normierte Raum (X, || ||) strikt konvex, d.h. in der Dreiecksungleichung
|z +y|| < |||l + [ly|| gilt das ,, =* genau dann, wenn = = py mit einem p > 0
oder wenn x = 0 oder y = 0), so besitzt die Approximationsaufgabe genau eine

Losung.

2. ITm Fall X =R? |jz|| = max(|zy],|z2]), F = R' zeige man an einem Beispiel,

dafl die Minimallésung nicht eindeutig ist.

3. Im Fall X =R? |z| = /22 + 2%, E =R! zeige man, daf} die Minimallsung

eindeutig ist.

Fazit: Auch topologisch dquivalente Normen haben unterschiedlichen praktischen

Nutzen.

Bemerkung: Im besonders wichtigen Fall X = C[a,b], ||z| = max |z(t)| ist der

t€(a,b]
Raum (X, | ||) nicht strikt konvex.

Normierte Produktriaume

Als offensichtliche Anwendung der vorigen Sétze erhalten wir

Satz 4.16 (normierte Produktriume)
Seien (X, | |l;), ¢ =1,...,n endlich viele, normierte Rdume und
X=X x...xX,, ={x=(21,...,2,); x; € X;} das kartesische Produkt.

—

1. Durch
(ax); = ax L

wird X zu einem linearen Raum.

2. Durch jede der untereinander dquivalenten Normen

n 1/p
7)o = max [Jaglli, ||zl = <Z ||$i||’f> (1<p<oo)
i=1

wird X zu einem normierten Raum.

3. (X,]l]l) ist BR <= alle (Xj,| ;) sind BRe.

Der Normbeweis fiir || ||, wird in (4.7) nachgetragen.
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Normierte Quotientenrdume

Ist (X,]||) ein normierter (oder halbnormierter) Raum, ¥ C X ein Teilraum.

def . . N . . . ..
= x ~ Iy < 11 — Ty € Y ist eine Aquivalenzrelation (reflexiv, transitiv,
symmetrisch).

X kann in Aquivalenzklassen eingeteilt werden

= x+4Y, x heiBt Vertreter der Aquivalenzklasse & .

Dann wird der Quotientenraum X/Y definiert durch

XY = {&;x € X}. (Raum der Aquivalenzklassen)

Er hat folgende, natiirliche, lineare Struktur:

.fl'l—Fi'zZ:$1+Y—|—$2—|—Y:$1—|—l’2+y:l‘ﬂ—\l’2

a =axr+Y =Qax N

und das Nullelement = X/Y ist linearer Raum.
0 =0+Y =Y

Satz 4.17

Sei (X,p) ein halbnormierter Raum und Y ein abgeschlossener, halbnormierter
Teilraum von (X, p), so gilt

1. X/Y wird normiert durch

Il = inf plz+y) = nf p(z).

ZET

2. Ist X vollstandig, so ist X/Y ein Banachraum,
d.h. die Vollstindigkeit ist erblich bei Quotientenbildung.

Bemerkung: In X muf} der Grenzwert nicht eindeutig sein, wohl aber in X \ N.
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Beweis 1:
(N1 lillo=0= inf ple+4)=0 = 3 Folge {y,} CY: —y, - +a
ye
Y abgeschlossen ~
— 1z ist HP von YV reY = & =0 (Rest klar).
Beachte :Nur die Halbnormeigenschaft wurde benutzt.
(N2) Die Homogenitét folgt aus (N2) fir X weil aY =Y .
(N3) &1 + Z2]lg = ||l#1 + 22]lo  (laut Definition der Addition)
= yllrg/ p(x1 4+ y1 + T2 + y2)
< ylrg/ (p(xy + 1) + pla2 + 12))
= nf play+u) + inf prs + )
= [lE1lle + l22lle-
|
Beweis 2:
Beweisidee:
1. Sei {#,} CFin X/Y.
Konstruiere CF {z,} C X, x, € Z,,
X vollstindig — =z, — 29,
zeige o = lim Z,, .
2. technische Schwierigkeit: Die || || -Definition impliziert nicht, daf8 ||z||o fiir
ein x € & angenommen wird, daraus folgt die Schwierigkeit:
. . i.allg. . o
|Zisp — Tillg < € A  FTiyp € Tiyp, T € T; mit p(ziyy — 1) < €,
d.h. durch Auswahl von Vertretern kénnen die Konvergenzeigenschaften der CF
verloren gehen, da die Vertreter ja in einem Raum variieren kénnen. Frage: Wie
kénnen bei gegebenem ||z —g||o Vertreter x,y so gewéhlt werden, dafl p(z —y)
nicht zu grofl wird?
Idee: Arbeite mit hinreichend stark ”konvergenten” Teilfolgen

{fk} = {i’nk} C {{i‘n} z.B. ||£1€+1 — kaQ < 27]g .

Zu ihnen kann man Vertreterfolgen wéhlen, die immer noch Cauchy-Folgen sind.

Beweis: Konstruktion der Unterfolge {t;} C X :
Sei t; € t; gegeben. Dann gilt fiir ein 7, € £,

[ta — t1]lq = ;glf/ p(ty —t1 +y),

und laut Definition des Infimums existiert ein y € Y, sodal mit ty := 5 + vy gilt

?}gf/ plty —t1+y) <plta —t1) <2 |t2 — gl”Q-



61

Allgemein: Sei t, € t), festgelegt. Dann existiert ein y € Y, sodaB mit ¢, = {14y
gilt

lEk il = inf P(thii—tity) < ple—tity) = pltep—te) < 2 [l —ixllo < 2-27%.

Mit der so bestimmten Folge {t;} gilt

p—1 p—1

Plthrp —th) = p(g(mp_i—tm-l_i)) < ¥ P(thp—i — thap—i1)
p—1 p! .
< 3o 2-27(mioh = 997k N P ol < 497k also CF
=0 i=0
<2

= dty= klim tr da X vollstdndig, und wegen

k—o0

—  lim &, =ty, denn mit #; = Tp, gilt:

T [, ollg < lim (&, — 2, o + [0, — fallo) = 0
| |
0 0
da CF da t, — to
also konvergiert auch die Gesamtfolge gegen . |
Anwendung:

Ist (X,p) halbnormiert, so gilt:
N = p(0) = {yeX;py =0}

ist ein abgeschlossener, linearer Teilraum (Beweis als leichte Ubung).

X/N = {icX; :%z{yeX;yszrz,p(Z):O}}

ist ein normierter Raum mit ||Z||¢ := p(z),

denn
R =0
Loz € — m=m+y = p(er) = plas +y) < plaa) +ply) "L plas),
Lo =21+ (—y) — plaz) = plr1 + (—y)) < plx1) + p(y) = p(z1),
also p(z1) = p(xy) .
2. mit 1. gilt:

|Z]lg =0 = px)=0Vrert = =N = =0,
also gilt (N1) und (N2), (N3) sowieso.
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Aus 1. folgt auch, daf diese Norm mit der in Satz 4.17 definierten iibereinstimmt, denn
die Halbnorm hat fiir alle Vertreter den gleichen Wert.

Idee: Bei der Quotientenbildung ., verschwindet“ ein ,,unbequemer® Teilraum.

Satz 4.
Ist nun (X,p) vollstandig =T (X/p~(0),) )g) ist BR. Dies findet Anwen-

dung bei der Definition der LP-Raume.
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Die LP-Riume 1 <p <

Satz 4.18
Fiir eine Lebesgue-mefibare Menge B C R? und fiir 1 < p < oo ist (LP(B), || ||1»)
ein normierter Raum.

1’(B) = {f:B R /|f(t)|pdt<oo}

1/p

el = / ()P dt
B

Bemerkung zur Schreibweise: Schlamperei in der Literatur:

In der Schreibweise werden in der Literatur die Raume
LP(B)  und  LP(B)/N, N =|0||;,
nicht unterschieden, ebensowenig wie die

Halbnorm || ||» und die zugehorige Norm || || -

Wird von LP-Réumen und den ,Normen® ||||z» gesprochen, so meint man (eigentlich)
immer den Quotientenraum und die zugehorige Norm.
Zudem wird, aus Bequemlichkeitsgriinden, auch oft || ||, statt || ||z» geschrieben.

Dartiberhinaus unterdriickt man in der Literatur oft die Indizes an Normen und unter-
scheidet damit in der Schreibweise z.B. auch nicht zwischen der Norm mit Urbildraum
und im Bildraum einer Abbildung.

Argument: Die Bedeutung ist aus dem Zusammenhang ersichtlich!

Beweis: LP(B) ist ein linearer Raum, denn

felP(B) = /|ozf|pd:p = |oz|p/|f(x)|pd:p < oo also afelP(B).
B B

f,g € LP(B): dann gilt fiir alle endlichen Funktionswerte (das sind ,,fast alle®)

P

[f() + 9@ < (IfOI+]g®)])" < (QSup(|f(t)|7|g(t)l)) < 2sup (|f()I7, l9(t)]")
< 2 (|f@PF +1g®)P)

= (durch Integration) f+ g € LP.
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Durch
1/p
felly = | [ et ar
B
wird auf LP(B) eine Halbnorm erklért.
(N1) |z][, > 0 ist klar, |©]l, = 0 ebenfalls , © = Nullfunktion

(N2) Homogenitét trivial

1

/p
)| [rwsgopa) < | [l

1 1/p

/p
| [ ot a
B

ist die Minkowski’sche Ungleichung (Beweis folgt) .

N =|8];' ={y € L?(B);y(t) = 0 fii. in B} ist ein abgeschlossener Teilraum.
= LP(B)/N ist ein normierter Raum. |

Die Ungleichungen von Hélder und Minkowski

Lemma:
Ist 0<A<1, a>0,0>0,so gilt

(4.2) a*b'™ < Xa+(1-A\)b,
dabei steht ,, = genau dann, wenn a = 0.
Beweis:

(E sei 0 < a < b. Nach dem Mittelwertsatz der Differential-Rechnung

J¢:a<é<b und A —alr = (1-NEMNb—a)

= M —a < (1-Na?*b—a).

Multiplikation mit a* liefert (4.2). |

Folgerung:
. 1 1
Sei p>0,¢g>0und —-+-=1 =
P q

ul” [l

(4.3) Vu,veC gilt |uv] < — 4+ —




Beweis:

1
Benutze (4.2) mit A\=—-, 1 -\ =
p

,a=|ulP, b=v|.

| =
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Satz 4.19 Die Holder’sche Ungleichung fiir Reihen
Seien {&,}, {n.} Zahlenfolgen mit > |£,[P < oo, > [n,]7 < o0
v=1 v=1

1 1
und —+-=1, p,g>0
p q

—
1 1

(4.4) S Jen < <Z |sy|p)p (Z w)q

(CSU) oder Cauchy-Bunjakowski’sche Ungleichung.

(Fir p = ¢ = 2 heifit dies Schwarz’sche oder Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

Beweis:

n l/p n 1/‘1
Setze A, = <Z |§,,\p> , Ay = (Z \77,,|q) wobei (B A, >0, A; > 0.
v=1 v=1

ng v ~ v (4'3) s o~ ~l/p ~I/q
Setze &, = j—, My, = Z— — &) < % + |777|
P q
no_ 1 n - 1 » 1 1
— VﬁV S_ £I/p+_ ﬁuq:_+_:1
Z il = g n Pt p il =g+
= Sl < Ay A 2 1a).
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Satz 4.20 Die Holder’sche Ungleichung fiir Integrale
Sei B C R? Lebesgue-mefibar und

11
velP(B), ye LY(B), p>0, ¢>0, —+-=1
P g
—
L/p 1/q

as)  [leoia < ([ wora) | [ o)

B

fiir p = q = 2 heiit dies Schwarz’sche Ungleichung.

Beweis:

Analog zum Vorgehen bei Reihen setzen wir

1/p 1/q

i | [lewrar) oa= | [ aw =52 a0 =52

und erhalten aus (4.3)
r(t)|P y(t)|?

()5 (t)] ) .

Hieraus folgt die Integrierbarkeit der linken Seite und Integration liefert analog zu
vorhin

/ L@y dt < A, A,

Satz 4.21 Die Minkowski’sche Ungleichung fiir Reihen
Seien {&,},{n.} Zahlenfolgen mit Y |{,|P < oo, > [n|P < oo fiir p>1
v=1 v=1

—

o0 1/p oo 1/p IS 1/p
(4.6) (Z \Eﬁml”) < (Z \fu\p> + (Z \mlp> :
v=1 v=1 v=1

Beweis:

Trivial fir p = 1, sei also p > 1. Dann gilt (zunéchst fiir endliche Summen, da die
Konvergenz noch nicht gesichert ist)

Z ‘gl’ +77”|p = Z |€V‘ ‘fy +77V|p71 _'_Z |77V‘ ‘gu "‘771/|p71 :
v=1 v=1 v=1
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Anwendung von (4.4) auf beide Summen der rechten Seite und (p — 1) g = p liefert

n n 1/p n 1/q n 1/p n 1/q
S 6tk < (z w) (z |£u+77u|p) +(z Imlp) (z |§V+ny|p)

: KZ er) (2 '"”'p)l/p] (5 eonr)

1 1
Dividiere durch den letzten Faktor der rechten Seite, dann folgt wegen 1—— = — links
q p
1/p

(Z |fu+77u|p) und damit (4.6) mit n statt oo. Der Grenziibergang n — oo
v=1

sichert die Konvergenz und liefert (4.6). |
Satz 4.22 Die Minkowski’sche Ungleichung fiir Integrale
Seien B C R? Lebesgue-mefibar und z,y € LP(B) mit p > 1
—
1/p 1/p 1/p

an | [leoryora) < | [leora) +| [ wopd

B B B
Beweis:

Das Integral auf der linken Seite existiert, denn fiir t € B gilt

P
=) + ()P < [2sup (\xa)\, \y(tm < 2p(\x<t>\p ; \y<t>|p) .
Da p =1 trivial ist, sei p > 1. Wir zerlegen wieder
lz+ylP = |z +ylP o +y| < |z +yP o+ o+ ylP ).

. P .
Mit ¢ = —— liefert (4.5
it g = iefert (4.5)

1/p 1/q
[zl |z +ylp~tdt < (/ |x\pdt> (/ |x+y\pdt) :
1/p 1/q
Iyl |z +ylP~tdt < (/ |ylpdt) (/ Ix+y|pdt) ,
—

fevsra s [(urs)”s ([ o)) (] oora)”

1 1
woraus wegen 1 — — = — die Behauptung (4.7) folgt. |
q P
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Fortsetzung: LP-Riume

Satz 4.23
Fiir p = oo ist

L>(B) = {f: BCR*—=R; Bmebar,3M,; :|f(x)| < M; fii in B}

ein normierter Raum mit

|%]|co := sup ess|z(t)| := inf sup |x(¢)], it = Lebesgue-Maf.
teB uf(“AC)EO teB\A

Beweis: Der Raum ist linear, denn
1.) Die Homogenitét ist klar.
2.) Addition: f,g € L>™(B) = |f+g| <|fl+ 9| < My+ My, =: My, fii. in B.

||| ist eine Halbnorm! (Ubung, problemlos.)

N=|0|l} :=={z € L>*(B); 3JAC B : u(A) =0, ||z]loc = 0 auf B\ A} ist ein linearer,
abgeschlossener Teilraum.

= (L*=(B)/N,|| ||q) ist ein normierter Raum.

Ubliche Schlamperei:  (L<(B)/N, || lo) 2™ (L2(B), || [|so) -

Wir erwihnen als leichte Ubungsaufgabe:

B C R? beschrénkt, meBbar = L*(B)C L?(B)C LY(B), 1<p< 0.

Satz 4.24
Die Rdume LP(B), B C R" Lebesgue-mefbar, 1 < p < oo, sind Banachraume.

Bemerkung: Fiir 1 < p < oo ist dies der Satz von Fischer-Riesz.
Beweis : p = oo

Sei {f,} C L>(B) eine CF.
1. Vne N3A, C B:u(A,) =0 (Nullmenge) und |f,(t)] < oo auf B\ A, .

2. Abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen, alsoist S = |J A4,

n=1
eine Nullmenge.

Auf B\ S kann der Beweis von Satz 2.2, 1.) wiederholt werden.

1 < p < oo:; Satz von Fischer-Riesz.
Sei {fx} C LP(B) eine CF. Da jede CF in einem normierten Raum hochstens einen
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HP besitzt, brauchen wir nur zu zeigen, dafl eine Teilfolge konvergiert. Wahle { f,}

sodaf3
>

1€N

f/i‘i+1 - fk‘Z

< 0.
p

Wiihle etwa k; € N so, daf
1 fi — foll, < 277 fiir k€ > ki, ki = max (i k) (= ki — 00).

(E bezeichnen wir im folgenden die Teilfolge wieder mit {f;}, denn wenn die Teilfolge
gegen einen Grenzwert konvergiert, dann auch die Gesamtfolge.

Definiere
= Z | frs1(x) — fr(zx)] (= g¢ monoton wachsend bzgl. (),

und wende an das

Lemma 4.25 Lemma von Fatou
Ist {x,} eine Folge reellwertiger, auf B integrierbarer Funktionen und existiert eine
reellwertige, integrierbare Funktion x(t) mit x(t) < x,(¢) fi.in B, Vn
_—

/ lim z,(t)dt < lim x,(t) dt .

n—oo n—oo

B B

Bemerkung: Fiir eine Folge reeller Zahlen, {a,} wird mit lim a, = lim infa, der

n—00 l—o0 n>t

kleinste Haufungspunkt der Folge bezeichnet.
(zum Beweis vgl. Wloka)

Es ist g, € LP(B) (linearer Raum). Da g, > 0 monoton wachsend bzgl. ¢, folgt

lim g, := lim inf g, = ehm ge , also kann man Fatou auf gj anwenden und erhalt mit

f—o00 l—o0 n>t

der Dreiecksungleichung

/ <£11££10 gg(t)p> dt < lim [ g/(t)Pdt = Eli_l?o(|lgellp> < (Z | fes1 — fk”p) < 0

/—00
B B keN

=3 llm ge(x Z | frer1(z) — fr(x)| fi. auf B.

Wegen

(@) = () + z (o) = fule))] < fula)| + z fen(®) — fulo)]

folgt
Jf(z) = lim fg(x) f.i. auf B (d.h. punktweise).

k—o0



70 § 4 NORMIERTE RAUME

Bei Konvergen ilt lnn |(x) — fi(w)| = Jim | fw) — fel)] = |f(2) = fy(x)], also

/—00

[ 1) = fu@Pde= [ lim |f(@) - fu@)Pde < Lim [ |fe) - fil2)P de

B B f{—oo {—oo B

= lim | fo— fill}
{—00

P
k—o00
< (Z | fir1 _fi||17> — 0,
i>k
also klim \f— fell,=0. |

Als néchstes wollen wir Dichtheits- und damit Separabilitdtsaussagen beweisen.
Hinweis:

1. Dichtheitsaussagen betreffen immer die Norm des Raumes, in dem die Menge als
dicht nachgewiesen wird.

2. Dichtheitsaussagen sind transitiv, wenn sie bzgl. derselben Norm gezeigt werden.
Bsp.: Ist A= B bzgl. der Norm in B und B = C bzgl. der Norm in C', so muf
nicht A = C' gelten, wenn die Normen in B und C verschieden sind.

Satz 4.26
Sei 2 C R™ offen und 1 < p < oo. Dann ist C§°(2) dicht in LP(Q2), d.h.

Vue LP(Q) 3 {w} C CP(Q) mit [Juy — ullr % 0.

Diese Aussage ist falsch fiir p = 0.

Beweis: )
Wir fithren zunéchst einige Hilfsmittel auf. Aus den Ubungen ist bekannt

—1 . T 2
exp (1,z) fir |z T1yeeoy Ty = x; < 1,
sy — L e g el = (@) =[S
0 fur |z| > 1.
bekannt ist
x

8)7

/,oe(x) der =1, mit Tr und p. = {|z| < p.}.

Fiir f € LP(R") existiert nach der Holderschen Ungleichung die Faltung

T.f(x) = (p. » f)(x)) = / ( —y)f(y) dz, T. € C®(R").

£

p(x) =ke(x), k> 0s0,daB [ p(x)de =1, p(x)=c"p(
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In den Ubungen zeigen wir

() NZSl < Wl wd [ 150~ f@Pde < s [170)  fs+ )P da

SE’I‘I‘PS
also ||T.f € f e L*(R").

Aus der Theorie des L-Integrals zitieren wir (zum Beweis vgl. Alt, Lemma 1.16)

Lemma
Fir f e LP(R"), 1<p<oo gilt

|h|—0
1f(-+h) = fllferr@ny — 0,

dabei bezeichnet f(.+ h) die Funktion x — f(x + h).

Aus (%) folgt mit dem Lemmma

e—0
ITef = flle@ny — 0,
d.h. wegen T.f € C*(R"): C>(R")N LP(R") ist dicht in LP(R") bzgl. || ||rrm@n) .

Aufgabe (Ubung): Man zeige: Cg°(R") ist dicht in C®°(R"™) N LP(R") bzgl. || || zs®n)-
Damit ist der Satz fiir {2 = R"™ bewiesen.
Sei nun €2 # R™.
Wir setzen f auf R™ fort durch f =0 auf R"\ ) und definieren

Qs = {x € Q; dist(z,0Q) >}, Ds=QsN K%(O)

1
mit K1 (0) {z e R"Y; |z| < 5} und dist(z,09Q) : yle%fQHx yl|.

Fiur € <§ setzen wir

Tsf(e) = [ pula = 0)f(0)dy = (0. (xo, D))

;Ds

1, z e K,

mit der charakteristischen Funktion yx(x) = { 0, sonst.

Offensichtlich ist TrT.sf C Q, und T.5f € C5°(Q2) folgt aus der Definition von T.sf .
Nun ist
(Tisf = D)) = [ 0o =)@ = ) )~ [ ool = prans)f0)
R Rn

Anwendung von (%) auf das 1. Integral und der Holderschen Ungleichung auf das 2.
Integral (beachte [ p.(x)dx =1) liefert

|Tesf — fllzr) < |§11‘1<p 1f(-+h) = fllee) + (1l zo@)ns)-
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Der 1. Ausdruck auf der rechten Seite strebt Vo gegen Null fiir ¢ — 0 nach obigem
Lemma, der 2. Ausdruck strebt gegen Null fiir § — 0 (Ubung).

Sei p = .

Dann ist (C'(2), || |l) ein vollstandiger, also abgeschlossener Raum.

Beachte: (C'(€2), ]| ||oo) enthélt nur Funktionen, die bzgl. der Norm beschriankt sind.

Die Norm liefert gleichméfige Konvergenz, eine CF bzgl. dieser Norm hat einen Grenz-

wert in B(§2) (vgl. Satz 2.2), eine gleichméaflig konvergente Folge stetiger Funktionen

hat einen stetigen Grenzwert.

Deshalb kann kein f € L*>(Q2) \ C(2) durch eine Folge {fi} C C(Q) bzgl. | |l
|

approximiert werden.

Bemerkung: Fiir 1 < p < oo kann man (C(92), || ||z») als Teilraum von (LP(2), || ||z»)
auffassen (Schlamperei). Nach dem obigen Satz ist C§°(€2) dicht in LP()), weiter ist
Cyr(R2) € C(Q), also (C(Q), ]| [|zr) dicht in LP(Q). LP(S) ist vollstindig. Daraus
folgt

(LP(R2), | ||lLe) ist bis auf Normisomorphie

(4.8) die vollstindige Hiille von (C(Q2), || ||L»)-

Aus dem vorigen Satz erhélt man den wichtigen

Satz 4.27
Die Rdume LP(Q2), Q@ C R™ offen, sind separabel fir 1 <p < oo.
Die Aussage ist falsch fiir p = 0.

Beweis Idee:

1. Die Menge PQ der Polynome mit rationalen Koeffizienten ist abzéhlbar.
2. Abgeschlossene Kugeln K, C R™ mit Radius r € @ sind abzihlbar.
3. Die Menge der Funktionen {f; f € PQ fir z € K,, f =0 sonst} ist abzihlbar.

Beweis: 1 < p < co. Sei f € LP(Q2) und € > 0 gegeben .

1. Der vorige Satz liefert:

™

Ve>03g1€C5(Q): If —aqillwre < 5

QJ

2. 34K, CR"r € Q mit Trg; C K,. Sei m := f 1 dx)'/P.

Der Satz von Weierstraf} gilt auch fiir Kugeln im ‘R (vgl. Alt 7.17, sehr hiibscher
Beweis), d.h.

€ €
zu g1 N 3 3 Polynom gs : mllg1 — 92lleo.rx, < 3
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3. zu gy 3 Polynom g3 mit rationalen Koeffizienten: ml|gs — g3c,x, < 5.

. o Lo gi, in Kr,
Seien fiir 1 =2,3: ¢g; := { 0. sonst, dann folgt
/ g1 — gsl” d!E / g1 — gsf” d9€ = |lg1 — 93/l o mn)
< g1 = Gollzren) + 132 — Gl o)
N 2
S mHgl - gQHOO,KT + Hg2 gBHOO K'r — 3

Den Rest liefert die Dreiecksungleichung.

Beachte: Im Beweis wurde benutzt, daB8 || ||o,x, stérker ist als || ||z»(x,) -
p = oo. Gegenbeispiel:
. - ] 1L, 0<t<s o
Fiir B = (0,1) betrachte < zy; z4(t) = { 0 s<t<1 VOS5 € (0,1)}} C L>.
(0,1) ist iiberabzéhlbar und ||zs — xg||e = 1 fiir s # §'!
Eine iiberabzidhlbare Teilmenge von Elementen mit endlichem Abstand kann nicht

durch eine abzéhlbare Menge beliebig genau approximiert werden. Ein Raum kann
nicht separabel sein, wenn eine Teilmenge des Raumes nicht separabel ist, d.h.

(4.9) L* ist nicht separabel!

Beachte: Dies liegt an der Norm || || , die keine Integralnorm mehr ist. |

Die Raume /P, 1 < p < oo

1. 1<p<oo,dann ist

{{fn}neNQ Z €nl? < OO}

ein linearer Raum geméf

&Y+ {m} = {& + .} €7, (Minkowski)
|a| {én} - {a gn} .
Durch

[e's) 1/})
]l = <Z ‘fl/‘p> ) wo z ={&},
v=1

wird eine Norm definiert. (N3) ist die Minkowski’sche Ungleichung.
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2. p=oo: (*= {{gn}; sup |&,| < oo}

ist ein linearer Raum (wie bei 1.) und wird normiert durch
HxHoo = Sup |§l/|> WO I = {éu}

Nachpriifung von (N1)—(N3) tiber Dreiecksungleichung fiir Betrége.

Satz 4.28
a) (¢, |l,) sind BRe fiir 1 <p < 0.

b) Der Raum aller konvergenten Zahlenfolgen (¢, || ||~) ist ein BR.

Beweis: Ubungsaufgabe.

Idee fiir a), 1 <p < oo:
Sei {2 }nen, 2™ = (§)ven € P cine CF.

v

Zeige: 3 lim &m = ¢2 und 2° = {€Y} € 7 ist der gesuchte Grenzwert.

Séatzchen 4.29
1. Der Raum (7, || ||,) ist separabel fiir 1 <p < co.

2. Er ist nicht separabel fiir p = 0c0.

Beweis:

1. Benutze rationale Linearkombinationen

der ,,Einheitsvektoren* ¢, = (0,...,0, 1 .0,...).
k
2. Gegenbeispiel: Annahme {2"},en = {{{] }ven},en sei dicht in £
41, falls ¢ <1
Konstruiere z = {¢;} mit & =< 7 | J.|
0, falls &/ > 1.

— 1< |§]—§j| <|lz—2"||Vn = A Folge, die gegen x konvergiert. H

Anders als bei den LP-Réumen gilt

Satzchen 4.30
Fir 1<p<q<oo gilt ¢* C P CiC .
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Beweis:

Fir 1 <p<gq, v € L? schitzen wir ab:

: 6 \? 5o (Lt _ Dl
= el = (0 ) 2 X (0r) =
=2 el 2 2 )

<1

also [z, = |z[lq-

Offensichtlich ist
lzll2 =D 1417 = (sup &) = [|=]|%.
: J

Sobolev-Riume und schwache Ableitungen

Als Hilfsmittel benotigen wir

Lemma 4.31
Sei 2 C R™ offen, f e C™(Q), so gilt Yy € C°(Q)

/fasgodx = (—1)5|/<,065fd:p fir |s| <m
Q

Q

Beweis:

Beachte Tr(f - ) C Try, deshalb kann man, statt iiber 2, auch iiber einen Quader
@ mit Tre C @ integrieren. Dann folgt der Beweis aus der wiederholten Anwendung
der partiellen Integration. Wem dies zu elementar ist, kann den Integralsatz von Gaufl
anwenden |

Wir betrachten nun fir

Q C R"offen, m >0, 1< p<io0

X - {fGCm(Q); ||f||x<<>0} mit [flx = 5 10 fllmey

|s|<m
Bemerkungen:

1. Man konnte auch die dquivalente Norm || f|| = max ||0° f||rr(@) nehmen. (vgl.

|s|<m
Beispiel 2 nach Definition 4.7)
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2. Grundsétzlich versteht man unter C™(2) die Menge aller Funktionen mit den
entsprechenden Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften. Wird die Men-
ge aber in Zusammenhang mit einer Struktur (z. B. Metrik oder Norm) als Raum
betrachtet, so versteht man darunter nur die Funktionen, fiir die die Struktur er-
klart ist. So sind etwa im metrischen Raum (C(Q), || ||o) nur die beschrinkten,
stetigen Funktionen gemeint, wogegen in (C(€2), ]| ||zr) auch unbeschrénkte ste-
tige Funktionen mit endlicher LP-Norm zugelassen sind.

Wir wollen die Sobolev-Réume einfiihren als Vervollstéindigung der Raume stetig diffe-
renzierbarer Funktionen unter LP— Normen und untersuchen nun X, die Vervollsténdi-
gung von X (bzgl. || |x), (vgl. Satz 2.3). Dies macht nur Sinn fiir p < co, denn fiir
p=o0 ist X = (C™(Q), || ||ze) mit ||f||ze = > sup|0°f(|t) ja bereits vollstindig.

|3‘§m teQ)

Sei also {f;}jen C X eine CF = {0° f;j};en ist CF in LP(Q) Vs : |s| <m,

Lr() vollsténdig

Vs, |s| <m 3! fO e LP(Q):0°f; — £ in LP(Q).

Nun gilt V f; (vgl. Lemma 4.31)

[ hovis = 0 [po i veecr@), s <m,
Q

%D\'

J—00

Grenziibergang | j—ooo

(4.10) /f(0)88<pdx = (—1)5|/<pf(8)dx Vo e X)), |s|<m.
Q Q

Dieser Grenziibergang darf ausgefiihrt werden, denn die Holder’sche Ungleichung (vgl.
(4.5)) besagt, daf das Integral eine stetige Abbildung von LP(Q2) — R ist:

/(fj ~ )& pdr| < / i = FON elde < (1 = [l [18° @l -
Q

Q < o

entsprechend fiir das 2. Integral.

Die Gleichung (4.10) gibt Anlafl zu folgender
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Definition 4.32 Sobolev Riume
Fir Q CR", 1 <p < oo definieren wir den Sobolev-Raum

H™(Q) = { f e LP(Q)NL}

loc

(Q); fiir |s| <m gibt es f©) € LP(Q) N L} .(Q)
mit [ fO*pdr = (=) [ o fPDdz Ve C’é’O(Q)} :
Q Q
In H™P(Q) erkldren wird die Sobolev-Norm

1
ey =4 i 179 @) ™ 1<p < o0
Z\s|§m esssup ”Dm(Q), p=

Andere Bezeichnungen:  H™P(Q2) = W™(Q), H™(Q) = H™*(Q) = W™(Q).

Beachte:

1. Die Integrale in obiger Definition existieren auf Grund der Hélderschen Unglei-
chung fiir jede Funktion € LP(f2), aber auch fiir jede Funktion € L}, (Q), (d.h.

loc
lokal integrierbar in 0 = integrierbar iiber jedes Kompaktum in €2), denn es

wird ja nur iiber Tr ¢ integriert.

2. Die obige Herleitung gilt nur fiir p < oo, die Definition erstreckt sich auch auf
p=00.

3. Zu gegebenem f ist f) durch die Definition eindeutig bestimmt, denn ange-

nommen 3 ) und f©) mit

forpde = (-0 [ fOpde = (-1)F [ fOpda,
/ / /

Q

so liefert die Theorie des Lebesgue-Integrals, daf3

/<f<s>_f<s>) Cde = 0 VCeCRQ) = [© = f© fi.in Q.

Q

Ubungsaufgabe: Man beweise diese Implikationen fiir f©), f&) € C (Q).
Wir erkléaren deshalb (vgl. (4.10))

Definition 4.33 schwache Ableitung
Sei Q C R" offen, und f, f&) € L} (Q).
Dann heiit ) schwache Ableitung von f, falls

/fas¢dx:(—1)ls/¢f<s>dx Vo e Cr(Q).
Q Q
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Im Unterschied dazu bezeichnet man die ,,altgewohnten“ Ableitungen auch als starke
Ableitungen. Daf} jede starke Ableitung auch schwach ist, besagt Lemma 4.31

Satz 4.34
Die Rdume H™P?((2) sind Banachrdume (1 < p < 00).

Beweis:
Sei {fi}ren C H™P(Q) eine CF — {fés)}keN ist CF in LP(9).

Lr(©) vollsténdig

3£ € LP(Q) mit 0° fr, — f) in LP(Q),

und die Regel der partiellen Integration iibertrigt sich (vgl. (4.10)) von 0° f; auf f)
— = fO c H™P(Q) mit 9° f := [, [

Die Uberlegungen vor Definition 4.32, die zu (4.10) fithren, zeigen, daB fiir p < oo
gilt: (C™(§2), || ||X)|| Ix H™P(Q). Fiir p = oo ist dies offensichtlich, da (C™(Q2), || |lx)

vollstandig ist. Wir wollen zeigen:

Illx

Fir 1 <p < oo sind X:(m
identisch.

und H™P(Q)) bis auf Normisomorphie

Fiir die Cauchyfolgen {f;}ren € X (vgl. Satz 2.3) definieren wir die lineare Abbildung
J . X — Hm™P(Q)

{fitken — J{fatren) = }ﬁié% fr (lim in H™P(Q)) .

Die Abbildung ist injektiv auf Grund der Aquivalenzrelation in X:

et ~ Ay = 131_{{}0 [ fx —arllx = 0.

Die Abbildung ist normerhaltend laut Definition der H"”-Norm, denn

Hftellx = lim [[filx = lim Yo il = N flamoco)

[s|<m

(vgl. Satz 2.3 b) und ||z|| = d(z,0) gemif (4.1)).

Wenn nun noch gezeigt werden kann, daf§ J surjektiv ist, dann sind X und H P (Q))
normisomorph. Dies liefert (zum Beweis siehe Alt 1.16, Satz S. 33 (neue Ausgabe)).
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Satz 4.35

Ist fe H™P(Q2), 1 <p<oo,sogibtes {f;} C H™P(Q)NC®(Q) mit
If = fillmry = 0,

d.h.

C*(2), und damit auch C™(£2) sind dicht in H™*(Q),
H™P(Q) ist die Vervollstdndigung von C™(2) bzgl. Z 10% fll Lr)-

|s|<m

Bemerkung: Fiir p = oo ist Satz 4.35 falsch. In der Ubung zeigen wir:

Ist Q:=(—1,1), so gehdrt z(t) = [t| zu H-®(Q) aber z ¢ X. Dabei ist N
X ={f e CYQ); ||fllcr < oo}. Dann ist J nicht surjektiv, d.h. dann ist J(X) ein
Teilraum von H>(Q) N C(Q).

Allgemein gilt, dal J(X) = H™>(2) N C™(Q?) ist. Dies ist nicht verwunderlich, da ja
(C™(2),]| |lx) abgeschlossen ist.

Zur spéteren Verwendung definieren wir noch Teilriume von H™P(S)) deren Elemente
»in einem schwachen Sinn“ auf dem Rand von ) verschwinden.

Definition 4.36
Sei 2 C R™ offen, m >0, 1 < p < oco. Dann ist

H™P(Q) = {f € H™P(Q); es gibt {fi} C C5°(2) mit || f — fillgmr@) koo, O}.

o o
Andere Bezeichnungen: H™? = H"" = HJ\, = W™P

Man kann zeigen, daf3 Hm (Q) ein abgeschlossener Unterraum von H™P(€2) ist (Ubung).
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§ 5 Unitidre Raume, Hilbertrdume

Definition 5.1
X sei ein IK-Vektorraum. Eine Abbildung

(,): X xX —IK heifit Skalarprodukt (positiv definite Linearform), falls

(S1)  (z,z)>0und =0 <= 2 =0 (positiv definit)

(52) (x,y) = (y,x) (Symmetrie, konjugiert symmetrisch)
(S3) (az,y) = a(r,y) (Homogenitit)

(S4) (x+2z,y) = (x,y)+ (z,y) (Additivitit)

Sind nur (S2)-(S4) erfiillt, heiit (-,-) Sesquilinearform.
Eine Sesquilinearform heifit positiv semidefinit, falls (S1') (z,z) > 0 gilt Vz,

Eine Sesquilinearform heifit positiv definit, falls (x,z) >0 Vo #0,
ist also ein Skalarprodukt.

Ist (-,-) Skalarprodukt, so heit (X, (-,)) unitdrer Raum (Prd-Hilbertraum).

Satz 5.2
Ist (+,-) eine positiv semidefinite Sesquilinearform, so gilt mit ||z| := /(x, x):

L |(z,y)| < |zl - llyl], Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung (CSU).
Ist (-,-) positiv definit (Skalarprodukt), so gilt das Gleichheitszeichen genau
dann, wenn z,y voneinander linear abhéingig sind oder z = © oder y = 0O.

2. |lz+yll < |zl +|lyll, Dreiecksungleichung
d.h. || - || ist eine Halbnorm, und eine Norm genau dann, wenn (-,-) positiv
definit (also Skalarprodukt) ist.

Ist (-,-) positiv definit (Skalarprodukt), so gilt

lz+yll = [zl + |yl <= 2=py mit p>0 oder x =0 oder y=0.

3. lx+yll*+ |z —yll* =2(||z||* + [|yl]*)  Parallelogrammgleichung.

Definition 5.3
Das Paar (X, (-,-)) heifit Hilbertraum (HR), falls (-,-) ein Skalarprodukt ist und X
bzgl. ||z|| = v/(z,x) ein Banachraum ist.

D.h. alle Eigenschaften metrischer und normierter Rdume gelten auch fiir unitére- bzw.
Hilbertraume.
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Beweis von Satz 5.2:

Beweis 1) z oder y =0 sind trivial. Setze also in

0 < (e+ay,r+ay) = (z,2)+a(r,y) +a(r,y) + o (y,y)
1
lyll? + ¢
]2 — 2[(x,y)* | )P llyll?
lyll?+<  (lyll*+e)?

(z,y), € >0, so folgt

Falls |ly|| # 0, setze ¢ = 0, und nach Multiplikation mit ||y||* folgt

(5.1) (@ y)| < =]l lyll -

Falls |ly|| =0, ist 2|(z,y)|* < ||z]|*c und fiir ¢ — 0 erhilt man

(@ y)] = 0 = |zl flyl-

Ist (+,-) ein Skalarprodukt, so gilt die erste Ungleichung genau dann mit “=", wenn
x4+ ay = 0, d.h. wenn z,y linear abhingig sind. Dann werden auch die anderen
Ungleichungen zu Gleichungen.

Beweis 2) Fiir x +y = O ist der Beweis trivial. Fiir « +y #= 0 gilt

52) lz+yl* = (z+y,2+y) = (t+y,z)+@+y,y)

—

5.1)
< o +yll Izl + llz+yll v,

woraus die Dreiecksungleichung folgt.

Wann kann in dieser Ungleichung das Gleichheitszeichen stehen? Die Félle = © oder
y = O sind trivial. Im Falle x +y = © kann in der Dreiecksungleichung das Gleich
nur fiir z =y = O gelten. Seien also z,y,x + y # ©. Dann kann obige Ungleichung
nur dann mit ,=*“ gelten (nach 1.), wenn = +y = ax = [y gilt. @ = 1 scheidet aus,
weil dann y = © wiére. Also ist © = py. Einsetzen in die Dreiecksungleichung ergibt:
|1+p| < 1+|p|. Hier steht das Gleichheitszeichen genau dann, wenn p reell und positiv
ist.

Beweis 3) Gemif (5.2) gilt

(5.3) lz+ul* = ll=l* + llyl* + 2R(z,y), und mit ,—y* statt ,y*
(5.4) lz = yll* = Nazl® + lylI* — 2R(z, ).
Addition von (5.3) und (5.4) liefert die Parallelogrammgleichung. |

Satz 5.2, 3) hat folgende Umkehrung:
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Satz 5.4
Ist (X,]||) ein normierter Raum und erfiillt || || die Parallelogrammgleichung, so
wird durch
@) = & (bt ol = o= o) falls K = .
(y) = 1 (||x+y||2 o — gl + iz + iyl —z’||x—z'y||2) Rl K = €
ein Skalarprodukt erklart und damit (X, || ||) zu einem unitdren Raum.

Beachte: 1) Mit diesem Skalarprodukt gilt (z,z) = ||z||*.
2) Satz 5.4 zeigt, dafl das Skalarprodukt stetig ist. (Normen sind stetig.)

Beweis: Hinweis fiir IK =R :

Die Definition des Skalarproduktes folgt aus der Subtraktion von (5.3) und (5.4), im
Fall IK = C mufl man etwas mehr denken. Dafl in beiden Fallen Skalarprodukte erklart
werden, mufl natiirlich nachgerechnet werden. (vgl. Wloka). |

Beispiele und Gegenbeispiele:

2 mit (z,y) = i’é & wo r =18}, y=1{n}

L*(Q) mit (x, ):hf x(t)@dt,

sind HRe (vgl. die Sétze 4.24 und 4.28).

Finde ein Beispiel dafiir, daf fiir (C(B),||||«), B C R™ kompakt, die Parallelogramm-
gleichung verletzt ist. Dies bedeutet nach Definition 5.3 und den Sdtzen 5.4 und 5.4,
daB kein Skalarprodukt existiert, das die || || induziert.

Bemerkungen:
Ist X ein reeller Pra-Hilbertraum, so gilt nach der CSU fiir x,y # 0 :
(i,i) €[-1,1] = 3Flael0,7]: (i,i> = cos a.
]l [yl [l [yl
Nach Satz 5.2, 1) gilt:

Xz

(el

x,y linear abhingig <= ’(i, L)' = ’
]l Iyl

|l ==t
vl

—a=0V a=nr7
Man kennt dies natiirlich aus dem Paradebeispiel eines Hilbertraumes, dem R"™:
R™, (zy) = 20 %y

r ¥

Dort gilt auch: ’ (—, —
] [y

)':|cosa|:0 = a:g <~ rly, acl0,n].
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Analog dazu definieren wir:

Definition 5.5 Orthogonalitit
Sei X ein Préa-Hilbertraum (unitdrer Raum).

x,y € X heiflen orthogonal (x L y) & (x,y) = 0.

Zwei Unterrdaume Y, Z C X heilen orthogonal (Z LY')

&L (y,2)=0VyeY, ze Z.

Offensichtlich gilt fiir orthogonale Unterrdume Y, Z C X : Y NZ = {0}, ((z,2) =0).

Ist M C X,soist Mt ={z € X;x L M} ein abgeschlossener linearer Teilraum von
X (Orthogonalraum von M ). Das folgt aus der Stetigkeit von (-,-):

i—00 (,) steti .
r; —— 1z, (x;;m) =0 — lim (xi,m) =0.

1—00

Ist © Ly,sogilt: |z+yl?=|z|*+ [y Pythagoras (vgl. (5.3)).

Fiir unitdre Rdume kann man nun eine Verscharfung von Satz 4.15 beweisen.

Satz 5.6 Projektionssatz
Sei X ein unitdrer Raum und A € X, A # (), eine vollstindige und konvexe

Teilmenge. Dann folgt
. VeeX3lyreA: |lz—y = ;182 |z —y|| = dist(z, A).
y* heiit (orthogonale) Projektion von = auf A.
2. ||z —y*|| =dist(z,A) <= Rx—-—yy—y)<0VyecA.
3. Ist A ein vollstéindiger Teilraum von X | so gilt:

|z —y*|| = dist(z,A) <— (x—y",y) =0 VyeA (dh z—y" L A).

Bedeutung: Es gibt genau eine Abbildung P : X — A mit ||x—P(x)| = dist(z, A).
P heilt orthogonale Projektion von X auf A.

Bemerkungen:

1) Ist X ein Hilbertraum, so ist jede abgeschlossene Teilmenge auch vollstandig. Im
Hilbertraum existiert eine eindeutige, beste Approximation also in jeder abge-
schlossenen und konvexen Teilmenge.

2) Satz ist eine Approximationsaussage. Insbesondere Teil ¢) erméglicht eine beque-
me Behandlung von Approximationsaufgaben.

(vgl. Bestimmung der Fourier-Koeffizienten, Numerik I oder allgemeiner 1. Verall-
gemeinerung auf S 86).
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Beweis 1):
Fir x € X 3{yx} C A: ||z — yi| \ dist(z, A) =: d (Minimalfolge).
Zeige: {xy} ist CF.

Die Parallelogrammgleichung liefert:
Iz =) = (@ =yl + [z = we) + (@ = y)lI* = 201z = well* + [l — well*)

Yk + Ye
2

%TW €A, (A konvex)

2
Mit e )+ (= 0P = 20— (o + )l = 4fo - | = a0

folgt
e oel? <2 = wel? + o =) =4 £52 0 also CF
A vollstindig = Jy* = lim y, € A, und wegen lim |z — y,|| = d und der

Stetigkeit der Norm folgt |z — y*|| = d.

Parallelogrammg].

Eindeutigkeit: Sei ||z — 21| = ||z — 22| = d

(@ —21) = (2= w) |’ = —J(x—m+<x—xz>||i+2(||<x—x1>||2 + ||a:—x2||2) <0

.

~~
N J/

~-
4d?

~
x1—x2]|? 2
[lzr—z2| 52 Ty + T
x_

2
N ~~ g

> 4d2

— O§H$1—$2H2§O

(Wegen Satz 5.2, 2) kann man die Eindeutigkeit auch wie in Aufgabe 1. S. 58 zeigen.

Beweis 2): Charakterisierung

Im reellen Fall ist das anschaulich nichts anderes als der cos-Satz:

|z —ylI> = llz —y*I” + ly — v*II* = 2llz — v*| ly — y*| cos(z — y*,y — y*).
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,=—>“Fir ye A und 0 <e <1 gilt wegen (1—¢)y*+ecye€ A (A konvex)
le—y*|IP = & < Jz—(1—-ay +ey)l* = lz—y +ely*—y)|?
= (@-y'+ey —y,x—y +ely —v))
= |z =y P+ ly* —yl? + 2Rz —y*, y" —y)
bzw. 0< ¢lly* —yl*+2R(x — vy, y* —vy).

Rx -y y—y*) < %5||y*—y||2, also fiire — 0
Rx—yy—y) < 0 VyeA.
,<—*% Fiir alle y € A gilt
le—yll> = -y +y —yllP=( -y +y —y2 -y +y —y)
= o=y > + |y —yl® + 2R —y"y" ~y)

g g

>0 >0
> lo—y*|)* = dist A.

Beweis 3):

Aufgabe: Ausgehend von den Beweisideen fir X = R?, A = R formuliere man den
Beweis im allgemeinen Hilbertraum.

,<—¢ Ist z —y* LY somuB gelten |
|z =yl > [lz —y*|| Vy #y* Y =A

T Phytagoras

, = indirekt.
Sei ||z — y*|| = dist(x, A).
Wenn esein y € A gibt mit (z—y*,y) #0

(dh. v # Z,20), dann gibt es eine besse-
re Approximation fir z als y*, ndmlich
y, die senkrechte Projektion von x auf .
span{y*} C A =Y . Zeige mit Pythago-

ras: |z —7| <[z —vy*|] — W. [ |

Satz 5.7
Ist Y ein abgeschlossener Teilraum eines Hilbertraumes X , so wird durch die

X — Y

orthogonale Projektion P :
x — y* (x,y* gemaB Satz 5.6)

eine surjektive Abbildung erklirt, welche linear ist und P? = P erfiillt, und es gilt
X=Y@Yt dh VeeX Ny eYATypecYt: o=y +1y,.

Beweis: Ubung.
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Orthonormalsysteme in Pra-Hilbertraiumen

Ziel: Verallgemeinerung des Begriffs ,orthogonale Basis von Vektorrdumen®.

Definition 5.8
Sei (X, (+,-)) unitér.

(s,s') = 0Vs, €S, s#4,

S C X heit Orthonormalsystem (ONS) &
||l = 1Vseb.

S C X heifit vollstindiges ONS (VONS)

& yreX gilt: (z,5)=0 VseS = x=06.

Offensichtlich gilt:

S ist ein VONS <= A ONS, in welchem S echt enthalten ist.

Darstellungsproblem (Approximationsproblem) von Elementen aus X durch §'.

Motivation im R™:

Sei S ={si,...,8,} eine Orthonormalbasis —

vV x € R" 3! Darstellung: z = > a,s,

v=1
Anschaulich:
zl2 [[s1ll2 [Ed1
n ONS: (z,s0) =av n
Allgemein: ==Y a, s, T = (x,8,)8,.
v=1 v=1

1. Verallgemeinerung:

Ist (X, (-,-)) unitir und S = {s1,...,s,} C X ein ONS.
Dann ist [S] =span{si,...,s,} ein endlich dimensionaler Unterraum und als solcher
vollstdndig und Satz 5.6, 3. liefert wegen

yr=2yisn (W s) =y, (e—yhs)=04=1..n
Zu gegebenen x € X ist y* = > (z,s,) s, die beste Approximation aus S an X .
v=1

Allgemeiner gilt (Fehlerabschétzung):
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Satz 5.9 Bessel’sche Ungleichung

Ist (X,(-,+)) unitdr, S C X, S = {ex}rer ein ONS und [ hochstens abziahlbar
unendlich, so gilt fiir jedes = € X und alle oy € IK:

0 < ol =Y el = o= @ e

kel kel

< Hx—z Q. €k

kel

2

— <dist(x, span {ek}k61)> 2

2

Die Koeffizienten (z,ex) heilen verallgemeinerte Fourier-Koeffizienten.

Beweis:
Fir aq,...,q, € K ist (als Skalarprodukt schreiben und ausmultiplizieren)
2
x— > operl| =zllP = X (v en) @ — 3 anl@,en) + 3 [onl?
=1 =1 =1 k=1
= llzl? = 32 (@, en)? + 32 |(z,exn) — aul?,
k=1 k=1
(beachte z - z = |z|? fiir z € C)
d.h. der Ausdruck wird minimal fir oy = (z,e;), k=1,...,n.

(Eindeutigkeit der ay!).
Damit ist fiir endliche Indexmengen der Beweis gefiihrt. Beachte insbesondere, dafl die
erste Ungleichung auch besagt, dal >~ |(z,e;)|> durch |z|| beschrinkt ist.

kel
Durch Grenziibergang n — oo gilt die Besselungleichung auch fiir ein abzéhlbar un-
endliches I, da Skalarprodukt und Norm stetig sind. |

Bemerkung 1: Fiir X = R" wird die Bessel’sche Ungleichung zur Gleichung und ist der
verallgemeinerte Pythagoras. Im R™ ist das ONS vollstdndig.

Vermutung: Die Bessel’sche Ungleichung wird zur Gleichung fiir VONSe.

Probleme: Wieviele Elemente hat ein VONS héochstens bzw. wieviele Elemente sind
an einer Darstellung © = > (z,s,)s, beteiligt? Ist das iiberhaupt eine
syES

abzahlbare Summe?

Bemerkung 2: Ist S {iberabzihlbar, so ist die Besselungleichung richtig, falls gilt:
Vre X A VneN existieren in jedem ONS maximal n Elemente s, € S
mit [(z,s,)] > % , v=1,...,n (sonst ist die Besselungleichung verletzt).
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In Werner wird fiir den Fall iiberabzéahlbarer ONSe der Begrift bedingt konvergent ein-
gefiihrt.

Definition:
Sei (X,|| ||) normiert, I eine iiberabzdhlbare Indexmenge, z; € X Vi € I, so heift

die Summe > z; bedingt konvergent gegen x € X, falls
il
a) Ip:={i € I; z; # 0} hochstens abzdhlbar ist und
b) > z; = unabhéngig von der Summationsreihenfolge.
i€lp

Wir werden also im Folgenden voraussetzen: (bzw. nur solche ONSe betrachten)

Vz e X sind die s € S mit (z,s) # 0 abzéhlbar. —
Vee X ist Y (x,s,)s, eine co Reihe

und > |(z, s,)|* konvergiert in jeder Anordnung.

Den Zusammenhang und die Antwort auf obige Vermutung und Probleme liefert der
néchste Satz.

Satz 5.10
Sei S ein ONS in einem unitdren Raum X .
Dann sind die folgenden Aussagen 1) - 4) dquivalent:

1. Die Menge [S] der endlichen Linearkombinationen von Elementen aus S ist
dicht in X .

2. Jedes x € X besitzt die (in jeder Anordnung) konvergente Entwicklung

r = Z(x,s)s.

seS

3. Es gilt die Parseval’sche Identitdit
(@y) = > (@5 s VoyeX,

seS

4. Es gilt die Parseval’sche Gleichung

Izl = > [z, )P

seS

5. Aus jeder der Aussagen 1) - 4) folgt: S ist ein VONS.
6. Ist S ein VONS und X ein Hilbertraum, so gelten 1) - 4).

Beachte: 1. Wegen Bemerkung 1 zu 5.9 wird in jeder Summe nur iiber die s mit
(x,s) # 0 summiert, d.h. alle Summen sind unendliche Reihen.
2. Ein Existenzbeweis fiir ein VONS steht noch aus.
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Beweis:
. Mn N—00 Satz 5.9
1) = 2) Sei z€ X und z, := ag sy — « ( laut Voraussetzung ) ———
k=1

lz—znll = |lz =225 (T, k) sk

, fiir n — oo folgt 2), da [S] dicht in X .

2) = 3) Im Folgenden wird nur iiber die abzéhlbar vielen Elemente s € S summiert,
fir die (z,s) # 0 oder (y,s) # 0, die wir durchnummerieren kénnen.

Wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes gilt

(z,y) = T}g{)lo <Z (€, Sk) Sk, Z (v, Sz)e%)

k=1 /=1
n

= lim Z (x,8%) - (y,80) - (g, s¢) (und da S=ONS)

n—oo

k=1
= TLILHOlO Z (l’, Sk) (ya Sk) - Z (:L‘a S) (ya 8)
k=1 s€S
3) = 4) Setze in 3) y==x.
4) = 1) Nach der Bessel’schen Ungleichung ist

n

T — Z (x,8,)s,

v=1

0 <

2 n
= ||$||2_Z |($,Su)|2 i 0 fir n— o
v=1
fiir die abzéhlbar vielen s, € S mit (z,s,) #0.

4
4) = 5) Ist (z,5)=0VseS % x =0 also S ein VONS (Definition 5.8).

(Indirekt) Annahme: Y = [S] # X. Y ist abgeschlossen, also
vollstiandig, da X vollstindig. Nach Satz 5.7 folgt, wegen X =Y @Y+,
daB Y+ # {0}. Fiir z € Y+, 2 # ©, gilt jedoch insbesondere wegen
SCY, Y LYt: (2,5)=0VseS.Dax#06, kann S kein VONS

sein. [ |

(@)
~—
—_
~—

Der vorige Satz hiangt noch in der Luft, da ein Existenzbeweis fiir VONSe noch aussteht.

Satz 5.11
In jedem unitdren Raum gibt es mindestens ein VONS. Genauer zeigen wir:
Ist Sy ein ONS, so gibt es ein VONS S : Sy C S (Beweis mit Lemma von Zorn).

Beweis:
Fiir ein beliebiges z¢ € X, xy # 0 ist {x—g”} =:.5p ein ONS. Die Menge

[l

S =1{5;8 =0NS, Sy, C S} ist halbgeordnet bzgl. , C“. Sei 7 C S eine totalgeordnete
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Teilmenge = |J S ist obere Schranke von 7 .
SeT

Zorn

—— 3 maximales Element S € S.

S ist VONS, denn gibe es # € X, & # 0, (z,s) =0 Vse€ S, so wire SU {i} ein

|||

ONS. W zur Maximalitit von S . [ |

Frage: Wieviele Elemente hat ein VONS?

Bisher wurde nur gezeigt, dal an jeder Darstellung = = »_ (x, s)s nur abzihlbar viele
s€S
Elemente beteiligt sind.

Idee: Wie weit sind 2 Elemente eines ONS R2
voneinander entfernt, und wieviele haben Platz
in einem Raum?

S9 \/5

S1

81,8265 — ||81—82|| = \/(81—82781—82)
= \/(31,31)+(52>52) = V2.

Eindruck: Ganz hiibsche Entfernung und

V2 V2
K<81,?> N K<82,?> - @

Wieviele solche Kugeln gehen in einen Raum X 7

Wenn X separabel ist (3 eine abzdhlbar dichte Teilmenge M C X ), dann existieren
nur abzéhlbar viele solche Kugeln, denn in jeder Kugel liegt mindestens ein Element
von M .

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 5.12
(X(-,)) unitédr, separabel = jedes VONS ist abzdhlbar.

Dieser Satz dréngt die Frage auf: Braucht man Zorn in einem separablen Raum? Ant-
wort: Nein. Man kann aus einer abzéhlbar dichten Teilmenge von linear unabhéngigen
Funktionen ein VONS bauen.

Satz 5.13
(X, (-,)) unitér, separabel == 3 VONS (Beweis konstruktiv, ohne Zorn).

Beweis:

Orthogonalisierungsverfahren von Erhard-Schmidt auf die abzéhlbare, dichte Teilmen-
ge anwenden. Vollstdndigkeitsbeweis mit Satz 5.10, 1). |
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Beispiele:

1. § = {\/%7’ % cos vt, ﬁ sin vt; v GN} ist ein ONS im L?[0,27] (direkt
nachrechnen). Entwicklungen nach diesem ONS sind die klassischen Fourierent-
wicklungen. S ist sogar ein VONS, denn < § > ist dicht in der Menge (5, der
27 -periodischen, stetigen Funktionen bzgl. || ||o0, und Cs, ist dicht in L?[0, 27]

ngl H HLQ[O,QTF} .
2. Die Legendre’schen Polynome sind definiert durch

1 ar
2n ! dtm

pu(t) = (t* — 1), n=0,1,...

Die Funktionen /n + 3 p,(t), n=0,1,... bilden ein VONS in Lo[—1,1].
3. Weitere orthogonale Polynomsysteme erhélt man durch Orthogonalisieren der

Funktionen 1,t¢,#%,... bzgl. eines Skalarproduktes

b
(r,y) = / g(t) x(t) y(t) dt, mit geeignetem ¢(t) > 0 in (a,b)

a

(z.B. Jacobi-, Hermite-, Laguerre-Polynome).

Es bleiben noch 2 Fragen offen:

1. Wir wissen: Ist S ein VONS in X = Vx € X 3! Darstellung: z = > (,s,)s,
mit [|z]| = /> |(z,s,)]?. Ist das umkehrbar? D.h. falls > |a,|? < oo, existiert

veN
dann auch ein = mit =z =>_ «a, 8,7

2. Wir kennen schon einen unendlich dimensionalen separablen Hilbertraum: ¢?
(vgl. Satz 4.27 und Beispiel nach Satz 5.4). Gibt es noch andere?

Die Antwort liefert

Satz 5.14  Riesz-Fischer
Sei (X, (+,-)) ein nicht endlich-dimensionaler, separabler Hilbertraum und S ein

VONS.
1. Sei {a,} eine Zahlenfolge mit Y |a,|*> < oo (d.h. {a,} € ¢?).
— JlzeX: z=> s, a,=(x,8,), s, €S.

14

2. X ist normisomorph zu ¢?.
Insbesondere ist L?(§2) normisomorph zu 2.
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Beweis: Da X separabel, ist S abzéhlbar.

n-+p 2

> oays,
rvr=n

X Hilbertraum

1. Es ist

n-+p p
= > Ja,]*,dh. S, = a,s, ist CF.
v=n v=1

o0
> a, s, =:x konvergiert.
v=1

Fiir jedes p gilt

o
(x,s,) = Zozy(sy,su) = «, = Existenz gesichert.

v=1

Eindeutigkeit: Sei (y,s,) = o, = (z,s,) Vv

S=VONS
= (y—x,8) =0 Vv ——— y—2z = 0.
2. Jedes x € X hat eine Darstellung z = ) (z,s,)s, (Satz 5.10, 2) und Satz 5.12).
v=1

Sie ist eindeutig, da aus =z =Y (z,s,)s, = > a, s, folgt (z,s,) =a, Y.

—>  Die Abbildung
A: X = 2

r = {(z,s,)}
ist definiert (Satz 5.10, 4)), d.h. die Folge konvergiert,
ist bijektiv (nach Satz 5.14, 1)),

ist linear und wegen

1/2
el = (Z I(x,SV)IQ> = | Az|le

Parseval syES

Satz 5.10, 4)

auch stetig und isometrisch. |

Folgerung: Es gibt eigentlich nur einen separablen Hilbertraum!

Beachte: Nicht jedes ONS ist abzidhlbar:

Beispiel:
Grundraum:

M = {f :10,1] = R; f(z) # 0 nur in abzéhlbar vielen Punkten, Z f(z)? < oo}

z€]0,1]

Inneres Produkt: f,ge M : (f,g9) = > f(x)g(z;) .

z;€[0,1]
fz:)#0 A g(z:)#0
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Angabe eines iiberabzéhlbaren ONS:

{ng M; f(z) =1 firein T € [0,1], f(z) =0 ‘v’x#f}

Beachte: Die Voraussetzung der bedingten Konvergenz bei der Darstellung von Ele-
menten ist fiir dieses ONS geméfl der Definition des Grundraums gesichert.

Die abzéhlbaren VONSe haben alle Figenschaften, die einer Basis in einem Vektorraum
zukommen. Deshalb nennt man ein abzéhlbares VONS auch Orthonormalbasis.

Allgemeiner erklart man in einem oo -dimensionalen normierten Raum (vgl. dazu Satz
5.10, 1)):

Definition 5.15
Sei (X, |[||) normiert. Dann heiit eine Folge {ex} C X Schauder-Basis von X | falls
gilt:

V€ X gibt es eindeutig bestimmte «; € IK sodafl

n
lim E ape, = .
n—oo

k=1

Folgerung: (aus Satz 5.10)

Jedes abzdhlbare ONS, das eine der Eigenschaften 1) - 4) aus Satz 5.10 erfiillt, ist
eine Schauderbasis.

Beweis:

Wir brauchen in Satz 5.10, 2) nur die Eindeutigkeit der Koeffizienten zu zeigen.

oo [e.e]
Sei =Y a,s, =), (x,5,)s,
v=1 v=1
oo
=  (z,s,) = Z a,(sy,8,) = a.

v=1
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§ 6 Kompaktheit

Satz und Definition 6.1
Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X . Dann sind dquivalent:

1) Aist dberdeckungskompakt, d.h. jede Uberdeckung von A durch offene Teil-
mengen enthilt eine endliche Uberdeckung von A
2) Aist folgenkompakt, d.h. jede Folge in A besitzt eine konvergente
Teilfolge mit Grenzwert in A.
3) (A, d) ist vollstéandig und
A ist prakompakt, d.h. Ve > 0 besitzt A eine endliche
Uberdeckung mit offenen e-Kugeln.

Eine Menge A heifit  kompakt &L Es gilt 1)V 2)V3),
relativ kompakt LN A kompakt.

Bemerkung zu Bezeichnungen:
1. prdkompakt = totalbeschrankt = e-kompakt

2. Gelegentlich werden (z.B. Collatz) kompakte Mengen als ,, kompakt in sich“ (vgl.
6.1 2)) und relativ kompakte Mengen als kompakt bezeichnet.

Beweis:

1) = 2) indirekt: Annahme: {z,} C A hat keinen HP in A
((E {z,} hat oo viele Elemente).

— VazeAdr,>0: K, NAenthilt nur endlich viele Elemente von {z,},
denn z ist kein HP.

AcC U K,,(z) ist eine Uberdeckung von A durch offene Kugeln um

zeA
mit Radius r,.

2, dyr,...,yn €A AC U K., (y;). (endliche Uberdeckung)

i=1

= U K,, (y;) enthélt nur endlich viele Elemente von {z,}, W,
i=1
denn {xz,} soll in A liegen und hat nach Voraussetzung oo viele Elemente.

2
2) = 3) Sei {z,} C A eine CF :)> {z,} hat einen HP in A, der eindeutig ist,
— {x,} konvergiertin A = A vollstindig.

Nachweis prakompakt indirekt:
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Annahme: J& > 0 : A endliche e-Uberdeckung von A, dann konstruieren wir eine
Folge ohne HP.

Sei z7 € K.(x1), dann folgt mittels vollstandiger Induktion
I{zx} CA: Zu xkEkaHEA\UK(:EZ) keN also d(z;,z;) >eVi#j =

{1} hat keinen HP, denn wére z HP von {zy}, so gibe es eine konvergente Teilfolge

€

{t,} C {x,}, sodaB zue >0 Img e N: Vm >mg, d(t,,x) < 5 und d(tp, tm,) < 2

also W zu d(tp, tm,) > € Vm # my.
3) = 1) Sei Ac | U;, offene Uberdeckung.
=
Wir zeigen indirekt: A ¢ B := {B CABCcUU =1 unendlich} .
i€l

B enthilt die Teilmengen von A, die nur in einer unendlichen Uberdeckung liegen.
Es gilt nach 3):

VBEBAVe>03m =ai(c): AC |J Ko(z;) und B= | K.(z;) | B€B

i=1 i=1
(x; sind die Mittelpunkte der endlich vielen Kugeln).

— ZuBeB3Ii=ile)e{l,...,n} ANx;: K(x;) () B € B,
andernfalls liefe sich B mit endlich vielen U, iiberdecken.

Diesen Schlufl benutzen wir wiederholt um aus der Annahme: ,, A € B“ einen Wider-
spruch zu folgern.

AeB = zue=13i; =1
a9,

) Az Ki(x)NAe€B.
Ki(x1))NAeB = zue= 1

) A T . K%(xg)ﬂKl(xl)ﬂAE B
Usw.

Durch Induktion folgt: 4 Folge von Mengen

ﬂ i(xzp)NAeB VmeN, — K, DK, fir [ >m.

R‘

Die Kugelmittelpunkte x; miissen nicht in K, liegen, aber K,, # 0 V m.
— 3 eine Folge {y,,} mit y,, € K,, fir die gilt:
m<l = Y, o € K1 () = dYm,y) < 2 = {y,} CFin A

m

A vollsténdig m—00

———— JGrenzwert y € A: e, :=d(Ym,y) —— 0 AdigeJ: yelU,.

fir groe m

— U; D K2, (y) O K2(ym) O Ki(zy) DO Ky. Wlzu K, € B.
T

T
Uio offen d(yv ym)
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Folgerung aus Satz 6.1, 2):

Jeder kompakte metrische Raum ist vollstandig.
Die Umkehrung (jeder metrische, vollstindige Raum ist kompakt) gilt nicht, denn zum

Beispiel hat die Folge z,(t) =t" in (C|0,1],d) keine konvergente Teilfolge.

Folgerung aus Satz 6.1, 2-3):
Ist (X,d) vollstiandig, so gilt fir A C X :

A kompakt <= A prikompakt = A beschrinkt.

Man beweist leicht (analog zur Analysis):

Satz 6.2
Ist (X,d;) ein kompakter, metrischer Raum, (Y,ds) ein metrischer Raum und
f: X =Y stetig. Dann gilt:

1. f ist gleichméBig stetig auf X .

2. f(X) ist kompakt.
Ist f injektiv, so ist f Homoomorphismus von X auf f(X).

3. Ist Y=R = a) IK>0: |f(z)|<K VzreX.

b) f nimmt auf X Maximum und Minimum an.

Satz 6.3
Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X . Dann gilt:

1. M relativ kompakt <= jede Folge aus M besitzt eine in X konvergente
Teilfolge.

2. M relativ kompakt = M priakompakt = M beschrankt.

3. M kompakt = M abgeschlossen.

Beachte zu 2): M beschrinkt #= M priakompakt (total beschrinkt, e-kompakt)
Gegenbeispiel:

Betrachte die abgeschlossene Einheitskugel K;(0) C ¢*. Die Folge der Einheitsvekto-
ren e, = (0,. ..,O,%,O, ...) liegt in K(0). Wegen |le, — en] = V2, n # m, kann

n

man keine endliche Uberdeckung von K (0) mit z.B. i v/2-Kugeln finden, denn 3 oo
viele disjunkte Kugeln {z € ¢%; ||z — e,| < 1 v2}.
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Beachte: Die klassischen Sétze von Heine-Borel und Weierstrafl sagen aus, (im R",
und damit in jedem endlich dimensionalen normierter Raum, vgl. Satz 4.13) daf} eine
Menge genau dann relativkompakt ist, wenn sie beschrankt ist. Obiges Gegenbeispiel
zeigt, daBl das in oco-dimensionalen Rdumen nicht gilt.

Man kann sogar zeigen:

Satz 6.4
Ist (X,]||) ein normierter Raum, so gilt

K;(0) kompakt <= dim X < oo.

Beweis:
,» <= bekannt aus Folgerung 1 b) v aus Satz 4.13

«
” >

K;(0) kompakt = prikompakt = Jay,...,a,: K1(0) C U K1 (a;).
=1 2

Sei V' = span|ay,...,a,] = dim V <n < oo = V ist vollstindig und abgeschlos-
sen.

C
Annahme: V # X, dann ist CV offen und 32 € X\ V:

= inf — > 0.
a = nf [z -y
Vy eV Jig € {1,...,n} : z = ﬁ € Ki(a,) (da z € Ky(0) und Uber-
r—Yy
deckungseigenschaft), und es gilt
r—y
a < l‘—\(y—f- ||:L‘_y||ai0)l ' = H:L‘—y— ||x_y||ai0” - ||x—y|| ' Hx_yH — Q4
ev
1
= Nz =yllllz = aill < 5 llz -yl
also 2a < || — y||, W zur Definition von «, denn y war beliebig € V. |

Folgerung: Die Aquivalenz

skompakt <= abgeschlossen und beschrdnkt*

kann nur in endlich dimensionalen Rdumen gelten.

In Funktionenrdumen mufl man also andere Charakterisierungen fiir ,, kompakt“ finden.
Wir betrachten das fiir Funktionenmengen, die auf kompakten, metrischen Rdumen
definiert sind (also insbesondere C°(K), K C R? kompakt) und LP-Riume.
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Kompaktheitskriterien fiir die Riume C(K)und LP(R?)

Sei (K,d) ein kompakter metrischer Raum,

C(K) = Menge der stetigen, reell- bzw. komplexwertigen Funktionen auf K und
|zl = max |z(t)| fir x € C(K) (beachte Satz 6.2, 3b)).
€

(C(K), || o) ist ein BR (Beweis analog zu Satz 2.2).

Wir erkliren die zusétzliche Eigenschaft, die iiber die Beschranktheit hinaus nétig ist,
um in Funktionenrdumen Kompaktheit zu garantieren.

Definition 6.5
Eine Funktionenmenge M C C(K) (vgl. oben) heifit gleichgradig stetig (gleichstetig)
in ty € K, wenn gilt:

Ve>030=0(c.ty) >0: d(tt)) <6 = |a(t)—a(ty)| <eVareM,

und gleichgradig stetig LN gleichgradig stetig in allen t € K.

Satz 6.6 Arzela und Ascoli:
Sei (K,d) ein kompakter, metrischer Raum und (C(K),|| |l) ein Banachraum.
Dann gilt
1) M ist punktweise beschrinkt
(d.h. {z(t); v € M} ist beschrankt fiir
M C C(K) relativ kompakt <=
jedes t € K),

2) M ist gleichgradig stetig.

Bemerkung:

1)  kann ersetzt werden durch

1) Vte Kist {z(t); x € M} relativ kompakt in R bzw. C,

Insbesondere ist 1) erfiillt, wenn M beschrankt ist in C'(K).

Beweis 6.6 ,, —> ¢

Satz 6.3
Zul): M relativ kompakt t:> M beschrinkt = M punktweise beschréinkt

= 1).
Zu 2): Sei ty € K beliebig und ¢ > 0 vorgegeben.

M relativ kompakt == M prikompakt = Jzy,...,z, € M: M C |J K (7;).
i=1
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x; stetig in ¢y, d.h.
Zu e >0 36 =08(c,t) > 0: d(t,ty) <6 = |xi(t)—xi(t0)|<§, i=1,2....n

(da nur endlich viele i existieren, gibt es ein gemeinsames § Vi =1,...,n).

Laut Definition von M gilt

VeeM Jie{l,...,n}, ||:L‘—l'i||oo<§.

Damit folgt aus d(t,tg) <9 :

[2(t) — a(to)| < |x(t) — zi(O)] + |2it) — @i (to)[ + |zi(to) —x(te)] < ¢ = 2).

> (. > -

~
< ¢e/3 < e/3 < ¢e/3

Beweis ,, <= (hierin steckt die eigentliche Arbeit)
Sei {x,} C M gegeben,
gesucht: eine in C'(K) konvergente Teilfolge (vgl. Satz und Definition 6.1, 2)).
Nun gilt: K kompakt =—- K priakompakt = K separabel,
d.h. 3{t;}ien =: D dicht in K.

(Uberdeckung von K mit endlich vielen Kugeln, iiberdecke jede Kugel wie-
der mit endlich vielen Kugeln, usw. = Die Kugelmittelpunkte ergeben
die Menge D = {t1,t3,...}.)

Beweisidee: Zeige a) 3 Teilfolge {y,} C {z,}, die auf D konvergiert,
b) {yn} ist CF in (C(K), [ - [lsc) -
zu a): Beachte: t; € D.
M,, = {z(t); € M} beschréinkt (nach 1)) = 3 Teilfolge {z\ (1)} C {z,(t)}, die
in t =t; konvergiert ;
{:c%l)(tQ)} C My, = {z(ty); x € M} beschrinkt —
Jeine Teilfolge {:cg) (1)} C {xfll)(t)}, die in t = t5 konvergiert;
usw.

Setze y, == 2" € M | {yn} ist konvergent in D (Diagonalfolge aller Teilfolgen).

Bemerkung: Diese Uberlegungen gelten in jedem Bildraum Y (statt R oder C) in
dem eine beschrinkte Folge eine konvergente Teilfolge besitzt, z.B. in jedem endlich
dimensionalen Raum stetiger Funktionen. Dies liefert Erweiterungsmoglichkeiten des
Satzes von Arzela-Ascoli. (Beachte dazu die Anwendung nach Definition 7.3.).

zu b): Die gleichgradige Stetigkeit wird die gleichméBige Konvergenz von {y,} sichern.
Sei € > (0 vorgegeben.

M gleichgradig stetig, d.h.
Vse K 38(s)>0: d(s,t) <d(s) = |a(t) — 2(s)| < % Ve M.
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— K C U K(g(s)(s).

seK

K kompakt = dsp,...,s. € K und §; =4d(s;) : K C |J Ks,(s:).
gl.gr.Stet. in s; =

Also gilt:  Vte K Js;: d(t,s) <6 2 (t) — x(s;)| < % Voe M.

D = K liefert: Vi€ {l1,...,r} 3t; € K;,(s;)N D (geht, da D dicht in K ). Dann
folgt fiir hinreichend grofle n,m A Vt e K

() = ym (D] < [yn(l) = ynlsi)] + |ynlsi) = yn(t)] + [Ynlti) = ym(Li)]

>

Vv Vv Vv
<e/b <e/b <e/b
gleichgradig gleichgradig {yn} konvergiert auf D
stetig stetig

+ lymgz) — Ym(si)| + lym(sz) — Ym(1)]

J/ J/

Vv Vv
<e/5 <e/5
gleichgradig gleichgradig
stetig stetig

Diese Abschiatzung ist gleichméBig zunéchst fir alle ¢ € Ks,(s;). Da nur endlich vie-
le dieser Kugeln zur Uberdeckung von K nétig sind, erhdlt man diese Abschitzung
gleichméaflig V¢ € K, also die Normkonvergenz. |

Ohne Beweis zitieren wir (vgl. Wloka S. 201 ff., Kantorovich Akilov S. 236 ff., Alt
S. 70 f)

Satz 6.7 (Kolmogorov)
Fiir 1 <p<oo ist M C LP(RY) relativ kompakt genau dann wenn

1. M beschriinkt in LP(RY),

2. es gilt lir% [ |zt +7) —2(r)|Pdr = 0 gleichméafig fir x € M,

3. esgilt lim [ |az(7)|Pdr = 0 gleichméafig fir x € M .

a /00

|T|>a

Bemerkung: Dieses Kriterium gilt mit offensichtlichen Modifikationen auch fir LP(B),
wo B eine Lebesgue-mefibare Menge des R? ist. Ist B zusiitzlich beschriinkt, kann 3)
entfallen.
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§ 7 Lineare Operatoren

Bezeichnung: L(X,Y) := Menge aller linearen und stetigen Abbildungen eines
topologischen Raumes X in einen topologischen Raum Y .
(Vorsicht: Manche Autoren verstehen unter L(X,Y’) nur lineare Operatoren.)

Satz 7.1
Sind (X, || |, (Y, || ||) normiert und 7": X — Y linear, so sind 1)-4) dquivalent:

1. T ist stetig (d.h. T'e L(X,Y)).

2. T ist stetig in xg fiir ein z¢p € X .

T
3. sup I Tz] = sup ||[Tz| < oo.
w20 ||| Izl =1

4. 3C>0: ||[Tz|]| < Cllz|| Ve € X. (T beschrinkt)

Beachte:

1. Der Satz besagt nicht, daf§ ein linearer Operator stetig ist (vgl. Folgerung 1 d) aus
Satz 4.13). Lineare Operatoren sind nur in endlich dimensionalen Réumen automa-
tisch stetig.

2. Die Aquivalenz von 1) und 2) ist schon aus § 3, (3.3) S 31 bekannt.

3. Die Normen in X und Y werden nicht durch Indizes unterschieden. Welche Norm
wo gemeint ist, ergibt sich aus dem Zusammenhang.

4. Fiir lineare Operatoren sind Stetigkeit und Lipschitzstetigkeit dquivalent.

Beweis:
1) <= 2) bekannt.

T
2) = 3)Zuec=130>0: [|z|=0 = |Tz]| <1 = W < §. (Stetigkeit
x
in z=0)
T T 1
Vy e X, y# 0 folgt daraus fiir x = Y 5. I7=] :H—yH < - < 00.
lyll el — 0
T
3) = 4) Wahle C = sup LR :
a0 ||
4) = 1) T ist Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante C', da T linear. |

Wir wiederholen nochmals die Folgerung 1 d) aus Satz 4.13:

Sind (X, ||]]), (Y]l ||) normierte Rdume und ist X endlich dimensional, so ist jede
lineare Abbildung 7' : X — Y stetig.
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Satz und Definition 7.2
Seien (X, | |]), (Y,|l|]) normierte Raume.

Fir T e L(X,Y) heifit

\T||xyy = IIT| == sup [Tz Norm des linearen Operators T, .
llzf|=1

1. Dies ist eine Norm auf L(X,Y), d.h. L(X,Y) ist ein normierter Raum.
2. L(X,Y) ist Banachraum, falls ¥ Banachraum ist.

3. TeL(X,Y), S e L(Y,Z)
— ST € L(X, Z) NST || rix,z) < ISlleevizy 1T oixyy -

4. L(X,X) ist eine (normierte) Algebra bzw., falls X BR, eine Banachalgebra.

ot

. Aquivalent sind

7 C L(X,Y) ist gleichgradig stetig,
und
T ist gleichmiBig beschrinkt (d.h. IM >0: |T| <M VT €T)

Definition 7.3 (zur Erinnerung)

Ein linearer Raum X heifit Algebra, falls eine Multiplikation z-y € X fir z,y € X
erklart ist, welche das Assoziativgesetz, das Distributivgesetz und

a(zy) = (ax)y = z(ay) fir a € K erfiillt.

Ist X nomiert und gilt zusétzlich

leyll <zl vl

so heifit X normierte Algebra.

Beweis 7.2:

1. Aus Satz 7.1, 3) folgt: ||T'||1(x,y) = inf {C; ||Tz|| < C||lz|| V2 € X},
also || Tx|| < |T| |-

Fir T7,T, € L(X,Y) folgt daraus
Ty + T2) ()| < [[Tozl| + [[Toxll < (T3l + 1T2)) [l]
— T+ T < [T + (T2

Die restlichen Normaxiome sind trivial, ebenso, da§ L(X,Y’) ein linearer Raum
ist.

2. Sei {A,} CFin L(X,Y),dh Ve>03aNeN: |4, —A,||<eVnm>N.
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= VzelX gt Az — Anz|] < ||A, — Anll 2],

VOollist. (*)
—  VreXist {4} CFinY =——= Yz e X3 lim A,z = Az.

n—oo

Offensichtlich ist A: X — Y linear.

(x) m—oo

— ||Az — Apz|| < ||[A—= Al |lz|| <ellz]| YR >N A VreX. (k)

= || Az|| < ||Apzx|| +ellz]| = ([JAn]] +)||z]] = A stetig (vgl. Satz 7.1).

(xx)
— ||[A—-A,|| <eVn>N, also die Konvergenz.

3. ST linear rechnet man sofort nach, und aus
1STzllz < [Slevzy ITzlly < [SIeeizy 1T ey 12l x

folgt
15T |eix,z)y < ISleewiz) 1Tl oexyy -

4. Folgt aus 3. fir X =Y = 7.

5. Wird bewiesen analog zum Beweis von Satz 7.1. (Ersetze dort in 1. und 2. stetig
durch gleichgradig stetig und erstrecke in 3. und 4. die Gleichung bzw. Unglei-

chung zusétzlich iiber sup ) |
TeT

Beachte: Sind X,Y normierte Rédume, so ist

A = {T’Kl(o)’ T e L(X7Y)7 ”THL(va) S 1}

eine beschriinkte, gleichgradig stetige Teilmenge von C°(K,(0),Y).
Sie ist aber nur dann relativ kompakt (vgl. Arzela Ascoli Satz 6.6), wenn

1. K;(0) kompakt ist, (genau dann wenn dim X < oo (Satz 6.4),

2. wenn der Raum L(X,Y) vollstindig ist (erfillt, falls Y ein Banachraum ist
(Satz 7.2, 2)), und

3. wenn Y die Eigenschaft hat, daf§ jede beschréankte Folge eine konvergente Teilfol-
ge besitzt, (klar, wenn dimY < oo, was keine grofie Einschrankung ist, weil das
Bild eines endlichdimensionalen Raumes unter einer linearen Abbildung wieder
endlichdimensional ist).

Der Beweis von Satz 6.6 (Arzela Ascoli) kann dann abgeschrieben werden.

Alle Voraussetzungen sind also erfiillt, wenn X,Y endlichdimensional sind.



104 § 7 LINEARE OPERATOREN

Definition 7.4
Sei X ein topologischer Vektorraum.

1. X* = L(X,K), IK = R oder C, heiBt (topologischer) Dualraum von X .
Seine Elemente heiflen (stetige) lineare Funktionale, (d.h. Abbildungen in den
Skalarkorper).

2. T e L(X):=L(X,X): Ixr=ux heifit Identitat. Fir T € L(X,Y") heifit

N(T):={reX; Tz =0} Nullraum von T,
R(T):= {yeY; 3z e X:y=Tx} Bildraum von T (range).

Die gelegentlich benutzte Bezeichnung X* = X’ kann irrefithrend sein, da mit X’ oft
nur die linearen (nicht notwendig stetigen) Funktionale gemeint sind.

Beachte: 1. Ist X normiert, so ist X* bzgl. der Norm [|T|| := sup |[Tz| immer
llzll=1
ein BR, da der Skalarkérper vollsténdig ist (Satz 7.2, 2.).

2. N(T) ist abgeschlossen, da T stetig ist.
3. R(T) ist i.allg. nicht abgeschlossen, vgl. Beispiel 1 nach Satz 7.6.

Uber die Existenz von Inversen beweisen wir

Satz 7.5 Neumann’sche Reihe
Sei (X, ||) ein Banachraum und 7" € L(X) mit

lim sup |77~ < 1 (z.B. erfiillt, wenn ||T|| <1).

Dann ist (I —7)' € L(X) und es gilt:

(I-T)" = Z T" in L(X) (mit der Norm aus Satz 7.2), T°=1.
n=0

Bemerkungen:

1. Der Satz ist eine Verallgemeinerung der geometrischen Reihe.
2. Die Voraussetzung ist natiirlich erfiillt, wenn ||| < 1.

3. Die Voraussetzung fiir n > 1 kann z.B. erfiillt werden fiir den Volterra-Integraloperator
t
Tx(t) = [ k(t,s)z(s) ds, t¢€la,b), z€Cla,b), ke C(a,b] x [a,b]).

Das Beispicl zeigt, daB [|T7||= < 1 schwicher ist, als ||77]| < 1. (Ubung)
Aufgabe: Fiir g € C[a,b] hat die Gleichung x(t) = Tz(t) + g(t) eine Losung.
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k
Beweis: Mit Sj, := > T" zeigen wir die Konvergenz der Reihe.

n=0

Laut Voraussetzung 3m € N: n>m = |[T"|» < K <1, baw. |[T"| < K" < 1.

>, 1T

k<n</

L>k>m —00
— < T s ¥ KT S0

k<n<{ k<n<oo

150 = Skl =

L(X) vollstidndig

38 = klim Sk in L(X).

(vgl. Satz 7.2, 2)

k
— (I-T)Sz &= I -T)Sz = S (T" =T N2 = 2 —Tlp 222 5
n=0
L&Bt man k& — oo gehen, so erhélt man (I —7)S = 1.
Beachte dazu: 7%z ist Summand einer konvergenten unendlichen Reihe, deren Glie-
der mit wachsendem £ gegen Null gehen.
Ebenso zeigt man, da§ S(I —T) = [ = (I —T) ! = S.(Links- = Rechtsinverse) l

Als Folgerung erhélt man sofort

Satz 7.6 Existenz der Inversen benachbarter Operatoren
Die Menge der invertierbaren Operatoren 7' in L(X,Y) mit T(X) =Y ist offen,

d.h. fir 7,5 € L(X,Y) AT € L(Y, X), gilt:

IS| <77 = 3(T-9)"

Beweis: Zur Zuriickfithrung auf den vorigen Satz zerlegen wir
(T—-8)=T(I-T7"'S)=(I—-STHT.

Das Produkt invertierbarer Operatoren ist invertierbar ( (AB)™' = B~1A™1).
Nach Satz 7.5 ist (T — S) also invertierbar, wenn ||T-'S|, | ST ! < 1, was aus
ISIHIT=H} < 1 folgt. |

Beachte zur Begriffsbildung: Gemé$ (3.2), S 31 beschreibt 7' — S eine Umgebung von
T, da durch ||S]| < ||IT7'||7! eine Nullumgebung definiert wird.

Beispiele linearer Operatoren und Funktionale

1. (C10,1], ] lo) — (C[0,1], ] Ils0)

ist eine lineare und stetige Abl}ildung. Man berechne ihre Norm und zeige, dafl
R(T) nicht abgeschlossen ist (Ubung).
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§ 7 LINEARE OPERATOREN

(Crla, 0], | l) — (R, 1)

x — Tz =3 cu(te), (cx €R, ty € [a,b])
k=1

ist ein lineares Funktional. (Das ist eine ABbildung in den Skalarkorper.) Qua-
draturformeln haben die Gestalt des Beispiels. Die Linearitét ist klar.

Beschréinktheit (vgl. Satz 7.1):  [T(2)] < (X |ex]) 2]l = T < X |l
= k=1

Fiir ein stiickweise lineares & mit Z(tx) = sgn ¢, und ||Z|| = 1 gilt

= a1, also [T =) |el.
k=1 k=1

T
(Crla.b], ) —  (R,]1)
b
r — Tz= / z(t)p(t)dt fir ¢ auf [a,b] integrierbar .

a

Wie in 2) sieht man 7' € C[a,b]* und ||T|| < f lp(t)| dt.

Wir zeigen spéter sogar
b
(¥ 7 = [ et de.

Bemerkung: Falls ¢(t) > 0 in (a,b) oder <0 in (a,b), wihle z(t) = sgn ¢(t).
Dann ist (%) offensichtlich (Vorgehen wie unter 2)).

Sei k € Ci([a,b] x [a,b]) und
K : Cla,b] — Cla,b] : (Kz)( fbk‘ dt

(k heifit Kern des Integraloperators). K ist linear, die Stetigkeit (bzgl. || ||o )
folgt aus

b
|Kz|| = max |[ k( dt’ < (max [ k(s t |dt> 1] o 5
s€lab] |, s€la,b
b
also K| < max [ 1k(s,t)|dt.
s€la,b] o

Beachte: Satz 7.5 (Neumann’sche Reihe) liefert ein hinreichendes Kriterium
fiir die Existenz der Losung einer Fredholm-Integralgleichung

b
x(t) = /k:(s,t)x(s)ds—I—g(t).
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Randwertaufgaben fiir gewohnliche Differentialgleichungen kénnen in solche In-
tegralgleichungen (mittels der Green’schen Funktion) umgeschrieben werden.

5. Lineare Abbildungen in endlich dimensionalen Réumen (Matrizen) (vgl. Ubun-
gen).
1

1
6. Sei 1 <p<oound —+— =1.Dannist fir g € LY(B), B C R" mefibar, durch
p q

T,f = / F(t)g(t) dt

ein Elemente T, € LP(B)* (Funktional) definiert. (Beweis mittels der Holder’schen
Ungleichung.) Man kann sogar zeigen, daf alle Elemente € LP(B)* so darstellbar
sind (vgl. Satz 8.11)

7. Sind p,q wie in 6) und g, € LY B) fir |a] <m € N (Multiindizes), so wird
durch
Tf == Y [ 0°f-g,dt fir feH™(B)

lo|]<m B

ein Element 7" € H™P(B)* definiert (Beweis mit Holder).

8. Seien ay € IK fiir |s| < m. Dann heift

Lf = > «a0°f

|s|<m
linearer Differentialoperator der Ordnung m mit konstanten Koeffizienten. Fiir
offene, beschrankte Mengen 2 C R™ ist
Le L(C’m(ﬁ), C’O(ﬁ)> sowie L € L(Hm’p(Q), Lp(Q)) ,

jeweils bzgl. der zugehorigen Normen.

Distributionen

Definition 7.7
Sei 2 C R"™ offen. Ein stetiges, lineares Funktional auf D((2)

F: DQ) — C
o — Fyp = (F,p) = F(¢) heiit Distribution .

Die Stetigkeit bezieht sich auf die Topologie geméfl Satz 3.21.
Bezeichnung: F' € D*(2) (topologischer Dualraum von D((2) ).

Gelegentlich findet man auch die Bezeichnung D*(2) = D'(2) , was insofern verwirrend
sein kann, als manche Autoren unter D’(€2) nur die linearen Funktionale verstehen
(algebraischer Dualraum) ohne Stetigkeit.
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Wir beschreiben die Stetigkeitseigenschaften der Distributionen in

Satz 7.8 '
Fir F:D() e, ¢ sind #quivalent:
1. FeD(Q).
2. F ist folgenstetig, d.h. {p,,} € D(Q), ¢n % 0 = (Fon) =2 0.

3. Fy := Restr F}DK(Q) ist folgenstetig V K C ) kompakt.

4. Fy ist stetig VK C ) kompakt.

Beweis: Beachte, daf man sich wegen (3.3) S 31 auf die Stetigkeit im Nullpunkt
beschranken kann.

1) = 2) gilt in jedem topologischen Raum (kleine Ubung). Nur die Aquivalenz gilt
nicht in jedem topologischen Raum.

2) = 3) folgt aus dem Konvergenzbegriff und der Spurtopologie (Satz 3.21).

3) = 4) Da die Dk(Q2) metrische Rédume sind (Satz 3.15), sind Stetigkeit und
Folgenstetigkeit dquivalent.

4) = 1) Sei V €Ug(0) (EV konvex, kreisférmig und absorbierend).

Wir zeigen: F~1(V) € V, d.h. wir zeigen die Eigenschaften («),(3) aus
Satz 3.21. Die Elemente € ) erzeugen die Topologie, sind also offen
—> [ ist stetig.

Aus der Linearitit von F~1(V) folgt sofort: F'~(V) ist konvex, kreisformig
und absorbierend. = («) aus Satz 3.21.

Nun ist F' (V) € D () NUp)(0) VK C Q kompakt, da Fy stetig.
Also ist Fi'(V) = F7Y(V) N Dg(Q) € Up)(0) = (B). |

Bemerkung: In metrischen Rdumen sind Folgenstetigkeit und Stetigkeit dquivalent.
Dies ist auch in D(2) richtig.

Man konnte vermuten, dal D(£2) metrisierbar ist, denn

1. Q= J K, hat eine abzihlbare Uberdeckung durch kompakte Mengen K; und

=1

2. C5°(Q) = U C5%,(Q2), also abzéhlbar,
i=1

3. die Topologie von Dy, (€2) wird erzeugt, durch eine abzéhlbare Familie Pk, von
Halbnormen, die den kreisférmigen, absorbierenden, konvexen Mengen V(pk;, €;;)
entsprechen (pg, € Pgk,, {€;,}jen cine positive Nullfolge (vgl. Satz 3.10)).

Das legt die Vermutung nahe, dafl die Topologie von D(f2) durch eine abzéhlbare Folge
von Halbnormen erzeugt werden kann und damit metrisierbar ist.
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Der Trugschlufl besteht darin, da man in obiger Aufzihlung nicht alle die Topologie
erzeugenden Halbnormen (vgl. Satz 3.21) erfait hat, wie folgendes Beispiel zeigt:

pm(f) = sup |0” f] ist eine Norm auf C§°(2),

lv]<m

also V(pm,e) = {p € C°(Q); pm(p) < e} absorbierend, kreisformig, konvex
(vgl.(3.4), S 33)

und V(meg) N DKZ(Q) - V(pKi,ng) = {(,0 € Cg,OKZ(Q)a pKz,m((p) < 5} € UDKZ(Q)(O) 5
(vgl. Satz 3.15)

also V(pm,e) € V (vgl. Satz 3.21, insbesondere (), () und Beweis 1.).

Es gibt jedoch kein V(px;m;,€) C V(pm,e), da ein ¢ € V(pg, m,;,€) auBerhalb K;
beliebig grofie Funktions- und Ableitungswerte annehmen kann.

Als Folgerung aus dem vorigen Satz erhalten wir die Charakterisierung

Satz 7.9 _
Sei 2 C R™ offen und F : D(Q) e, ¢, dann gilt

F e D*(Q) <= V kompakte K C  gibt es von K abhingige Konstanten
C>0,keN, sodaB [(F,o)| < Clloler ) Ve € Cox(9).

Beweis:

Wir erinnern uns an folgende Aquivalenzen:

FeD*(Q) <= Fkg = Restr F}DK(Q) stetig ¥V kompakten K C Q.

<=  Fk stetigin 0 V kompakten K C ().

= VYV elp(0) U €Up,)(0): Fr(U)CV.

= Ve>03[lora)yAd>0: V(€ CT): [[Cllerm) <0 = [(Fr, ()| <e.
(Alle Halbnormen sind stetig, Satz 3.11, 3.)

(%)

Beweis ,,<—=% (%) folgt direkt aus der Bedingung aus Satz 7.9, die ja (sogar) die
Lipschitzstetigkeit besagt.

Beweis ,, == aus (%) folgt insbesondere

Setze fiir beliebiges ¢ € Cf%(2), p #0: (= 4

= oo 01, so folgt aus ()
CH(K)

¥ 1 1
Fg, 719 < 1 bzw. Fy, < — _ -
'< el 1>’ [(Fic, )l 5 el 5 leller @y

1
Setze C:(S—. [ |

1
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Definition 7.10
Kann in Satz 7.9 dieselbe Zahl k € N fiir alle Kompakta K C Q C R™ benutzt
werden, so heit F' € D*(Q2) von der Ordnung < k.

Bezeichnung: F € D*F(Q).

(Manche Autoren — z.B. Walter — verlangen auch die Unabhéngigkeit der Konstanten
C von K.
Dies fiihrt (gelegentlich) zu einem anderen Ordnungsbegriff, (vgl. dazu die Beispiele.)

Satz 7.11
Fir Q C R™ offen gilt

1. D*(2) wird durch
(aF +3G,¢) = a(Fy) + 5(G ), FGeD(Q) a,fel,

zu einem linearen Raum.
2. Fiir jedes f € Lioe(Q2) = {f € L(2N B) fiir alle Kompakta B C Q} wird durch
7o) = [ el f@)de = (f.0) v e CR).
Q

eine Distribution definiert.

Sie heifit reguldre Distribution (d.h. erzeugt von einem f € L;,.(2)).
3. Sei g € ). Durch

T5x0 (90) = QD(I‘O) = <5x0>§0> ; @ € CSO(Q) (5x0 - 5 fiir Ty = 0)7

wird eine nicht requlire Distribution (singuldre Distribution) erkléart (d.h. nicht
durch ein f € Li.(€2) erzeugbar). Sie heifit Dirac-Distribution.

4. Die Distributionen aus 2) und 3) sind von nullter Ordnung.

Bemerkung: J,, ist die mathematische Beschreibung einer im Punkt x, konzentrier-
ten Einheitsladung.
Beweis:
1) trivial.
2)-4) Die Linearitét in 2), 3) ist offensichtlich. Der Nachweis, daf§ Distributionen vor-
liegen, wird durch den Nachweis der Ordnung erbracht (vgl. Satz 7.9).
3) Annahme: 38 € LL () (4, 0) = [ @(x)d(x)dx = p(z0), ¢ € D(Q).

— Ja>0: [ |6(zx)|dz<i.

|z—x0|<a
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i o (0 (D)) <o

0, lz] > «.

Mit p(z) 1= @a(x — z9) folgt aus der Annahme:

[ 0(x) palz — x0) da

|z—z0|<a

p(wo) = max |p(z)] = [{0g, palz = 20))| =

<o(xo) [ |8(x)]dx < %cp(xo) W!

|z—z0|<a

4) Es ist fiir ein kompaktes K C €2, ¢ € C§%

Ty (e /|¢ W @lde < el /|f Jlde Ve ().

Dies zeigt, dal 7y von nullter Ordnung ist geméfl Definition 7.10. (Eine Ordnung
geméfl der Definition von Walter kann man ihr nur zuschreiben, falls f € L(Q) ist,
denn die Konstante, das Integral auf der rechten Seite, ist von K abhéngig.

Beachte dazu, dafi Li.(2) ¢ L(Q). Beispiel: f(t) =t", f € Lio.(R™) \ L(R").)
Fir 75, gilt offensichtlich

}T(sm@)’ < lelleoy Vo € CP(2).

In den Ubungen werden wir folgende, weitere Distributionen kennenlernen:

Beispiele fiir Distributionen

1. (T,p) = Z 0 (z0), k€ N x5 € R fest, a < 29 < 3, ist eine singulire
Distribution - der Ordnung k iiber (a, ).

2. (T,¢) = Z 0 (i), ¢ € D(R), ist eine singulire Distribution, die keine endliche
Ordnung hat Die Reihe konvergiert, da Tr ¢ kompakt ist.
3. f(t) =1t", n €N, erzeugt eine Distribution
(i) der Ordnung 0,

(ii) ohne endliche Ordnung, wenn man die Definition aus Walter zugrunde legt.

4. Fiir Multiindizes |s| < m seien g, € L (R¥). Mit dem linearen Differentialope-
rator

> 9

|s|l<m

wird durch (u, Lp) fir u € Lj,(Q) eine Distribution m-ter Ordnung erzeugt.
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Distributionsableitungen

Motivation:
Fir f e LP(QQ), 1 <p<oo, 2 CR" offen, betrachte

Tr(p) = /gpfdx = (f,p); weD) (vgl. Satz 7.11).

Ist fe H™P(Q), so sind die entsprechenden Abbildungen

Tofle) = [ 90 fds,  ¢eD®
Q
ebenfalls Distributionen und es gilt

Toep(p) = / @0 fdx = (—1) / - fdr = (1)1 T ).
Q

Q

Diese Darstellung (man streiche das erste Integral) nehmen wir als Grundlage zur Defi-
nition der Distributionsableitung. (Permanenzprinzip: Definitionen fiir Distributionen
werden so gefaft, dafl kein Widerspruch zu bekannten Definitionen (,z.B. bei Anwen-
dung auf f € H™P(Q),) entsteht.)

Definition 7.12
Ist '€ D*(£2), so werden die Distributionsableitungen erklért durch

(0°T) (¢) = (=DM (@ »), » € D(9).

‘Folge: Jede Distribution hat Ableitungen beliebig hoher Ordnung. ‘

Bemerkung: f € LP(Q2) ist in H™P(2), falls sich die Distributionsableitungen von
[ (genauer Ty, vgl. dazu néchsten Abschnitt) bis zur Ordnung m durch LP()-
Funktionen beschreiben lassen.

Identifikation von Funktion f und Distribution F

Zur Bezeichnung reguldrer Distributionen (d.h. man braucht f € L,.(€2)) haben sich
folgende Schreibweisen eingebiirgert:

Flg) = (f.¢) = / (@) f@)de = () = (f.¢) fir @e D).

Q

Einerseits wird durch ein f € L;,.(£2) eindeutig die zugehorige Distribution bestimmt,
geméfl obiger Gleichung, andererseits wird durch die Distribution
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die erzeugende Funktion f.ii. festgelegt, denn

wir haben in den Ubungen gezeigt: Ist Q C R offen, f € C(Q), so gilt

lim fu(r) = hm/f &) ale —x)de = f(a)

Eine entsprechende Aussage gilt fir f € Li.(Q2) f.i.

Deshalb werden Distributionen auch als verallgemeinerte Funktionen bezeichnet. Oft
unterscheidet man in der Sprechweise nicht zwischen einer Distribution und der sie er-
zeugenden Funktion. Dafl Distributionen echte Verallgemeinerungen sind, zeigten Satz
7.11, 2), sowie die Beispiele 1) und 2) auf S 111.

Distributionelle Lésungen partieller Differentialgleichungen

Sei L ein linearer Differentialoperator

Z an 0% u, reN, a, € C°(Q) reellwertig, @ CR" ein Gebiet .

o <r

Definition 7.13
Ist we C7(2) und f € C(Q2) und gilt

(7.2) Lu(x) = f(z) in Q,

so heifit uw starke Losung von (7.2) (hierzu ist a, € C'*° nicht notig).

Ist f eine Distribution (z.B. f € Lic(€2) ), so kann man (7.1) als Differentialgleichung
fiir Distributionen auffassen, geméfl

(Lu,) = (f,o) VYeeDQ).

GeméB der Distributionsableitungsdefinition gilt

(Lu,p) = /(Z aaaau)godx /Z (o ) % udx

la|<r || <r
= / Z ‘O‘l 0 (a / Z |a‘ 0*(ag ) dr = (u, L* @)
lal<r |a\<r y
L+ ()

L*(¢) heifit der zu L (formal) adjungierte Differentialoperator.
Beachte: Weil a, € C° vorausgesetzt wurde, ist L*(¢) € D(Q2).
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Definition 7.14
Eine Distribution u heilt Distributionslésung von

= f, Lu gemaf (7.1), f € D*(Q), falls

(7.3) (u, L") = (f, )  VpeDHQ).

Ist speziell Q@ =R" und (f, ) = p(0) = (0, ), so heift v Grundlisung.

Man beweist sehr schnell (Ubung) den folgenden

Satz 7.15
Ist w e C7(§2), Q C R"™, eine Distributionslosung von Lu =0, L gemé$ (7.1), so
ist u auch starke Losung von Lu = 0.

Jede starke Losung von Lu = 0 ist auch Distributionslésung.

Beispiel fiir Distributionslésungen:

0? 0?
Lu = a—tg — 8—:1:; =0 in R? Wellengleichung

Starke Losungen sind u(x,t) = wy(x + t) + wo(x — t) fiir beliebige w; € C?.

Wir zeigen: Fiir
Heaviside-Funktion ,
ist

Distributionslésung von Lu = 0.

8 8

w(a,t) = wlx—t) = {

Beweis:

Es muf} gezeigt werden

(u,L*p) = 0 Ve D[R?.

Man rechnet sofort nach, dal L = L* ist (selbstadjungiert). Zeige also

* - 27 — 2
(u, L* ¢ // (8152 522 ) dx dt 0 V¢ € D(R?).

(Beachte: Fiir z <t ist u=01!)

Dies mufl besonders gezeigt werden fiir alle ¢ mit Tr o N{z =1t} #0.
Fir ¢ € D(Q) mit Tr p N {z =t} = ( ist die Behauptung richtig wegen Satz 7.15.
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Sei also Tr ¢ C K, = offene Kugel mit Radius
rund Tron{x =t} #0. n ist die duBere

Normale des Gebiets 2 = K, N {z > t} auf ! =t
dem Randteil, der durch z =t bestimmt wird. —0 A
L wird beschrieben durch die Matrix E n\/ \KT
Tr o )
1 0
A= (0 —1) = (@) N 2
x
2

Lu = Z Qi Ugyp, , T1 =1, To=1T.
i k=1
Der Vektor o = A n heifit Konormale von L auf 0€2.

Mit diesen Bezeichnungen gilt die Green’sche Formel fiir reellwertige Funktionen (vgl.
Collatz: Funktionalanalysis und Numerische Mathematik)

. du ov
/ (vLu—uL v> drdt = / (va—o_ — u8—0'> ds.
Q 9

Wir wenden nun die Green’sche Formel an auf L = L* und das Gebiet K, N {z >t}
mit v =1, u = ¢ und beachten ¢ =0 auf 0K,.

_ Py Py [ 0e, B
>t >t C
T
C =K n{x=t}

1 -1 -
—> , O = (— —) und t = —o der Tangentenvektor von C.
V2

Dabeisind n = ,
(57 z

Y

Sk
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§ 8 Fortsetzung linearer Abbildungen und Funktio-
nale

Definition 8.1
Ist
A()IMQ — Y

N N und AMO = Ay,

A:M — Y

dann heifit A FErweiterung (Fortsetzung) von Ay .

Der einfachste Fall: My = M wird beschrieben durch

Satz 8.2
Seien (Xo, || |I), (X, ||) normierte Rédume, X, ein in X dichter Teilraum.

stetig, linear
_—

(Y, |l |ly) sei ein BR und Ay : X, Y.

linear, stetig
—_—

= dJ!A4: X

Y und Al = Ao, [[A] = |||

Hinweis zu Bezeichnungen: Gelegentlich wird die Eigenschaft X, dicht in X ab-
gekiirzt durch Xy = X. Gemeint ist genauer YOTX = X, also dicht bzgl. der Topologie
Tx des Oberraums, was nicht notwendig bedeutet dicht bzgl. der Norm des Oberraums.
Man nimmt durch den Abschlufi X, nur die Hiufungspunkte von X, dazu, die im
Oberraum liegen. Wir verdeutlichen das durch ein Beispiel:

X, = Q" iiber dem Zahlkérper @ mit der Euklidischen Norm, X = (Q & [v/2])",
(wobei [v/2] den linearer Aufspann bezeichnet) ebenfalls iiber @ mit der Euklidischen
Norm. Offensichtlich liegen nicht alle Haufungspunkte von X, in X. Der Abschlufl
von Xy bzgl. der Euklidischen Norm wére R™.

Beweis des Satzes:
Sei .TGX\XO — El{l'n} CXol.I'n — X, onn — 7
Nun ist

Y vollstandi
| Aozn, — Aozl < || Aol |zn — 2| = {Az,} CF e JAr:= lim Az, .

n—~oo

Az ist unabhéngig von {z,}, denn

T, — X

P o }: | Ao(zn—2)|| < || Ao|| ||#n — 2| = lim Agz, = lim Agz!, = Az
" S— n—oo n—oo

n—o0

0

Zeige A€ L(X,Y). A linear ist klar.
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A stetig? Esist |[[Aox,|| < || Aol l|zn]]
l n — 0o l n — oo
[ stetig = [|Az]] < Aol [l = [JAll < [|Aoll = Astetig.
(1A = inf{C > 0; | Az| < C]l]})
Andererseits: |A|| = sup ||Az|| > sup [|Az| = || Ao,
z||=1 z||=1
o
also [|A|| > [|Ao||, und damit ||A]| = ||Ao]| - |
Folgerung:

Seien X, Y normierte Rdume, Y ein Banachraum, M C X und M dicht in X,
so gilt
Ae L(X)Y),
AM =0

b= ax-o.

Bemerkung: Diese Aussage hat ,eine Art Umkehrung® im Dichtekriterium von Ba-
nach (vgl. Satz 8.6).

Natiirliche Verallgemeinerung: Betrachte statt X, = X einen echten Teilraum.

Satz 8.3 Hahn-Banach: Fortsetzung linearer Funktionale
(X, 1), X D X ein linearer Teilraum und fo : Xg — R, fy € X beschrinkt.

= 3 (mindestens) ein f € X*: f’XO = fo. I fllx- = [lfol

X§ -

(ohne Zorn, falls X separabel)

Wir beweisen den Satz
a) fiir den Fall separabler Rdume und
b) falls nicht separable Ridume vorliegen.

Beweis a) Idee: Langsam hocharbeiten, d.h.
X1 =Xo® 1], 71 & Xo ([1]=linearer Aufspann),
fo zu f1: X7 — R fortsetzen, usw.: Xo = X1 P [xq] ...
Seialso z€ X; <— z=zx+ax, v € Xy, a €R.

Wir wollen |f1(2)| < ||foll ||z]| ¥z erreichen, denn dann folgt

11l < [ fol

LAl = [1foll auf Xo } = Al =1/l
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Wir wollen also

() Al +az)| = [A@) +afi@)] < [foll le+an]  oder
(2 + iz < 1t |2+
bzw. i B
A )+ < ol |5+
“h ()= < 1l | E 4w
{0 wegen fily, = o
0 b ()1 [E ] <7< 0 ()11 [ra] vaex

Frage: Existiert so ein 7?7 Riickwértsrechnen!

T sup {=l@) — 1ol I3+ aall} < ing {~Al@)+ 1ol I+ ]}

T€X) zeX)
T —fo(@) = || foll |7 + 21| < —=fo(Z) + || foll [|Z + 21| fiir beliebige 7,2 € X,
i h@%—h@)SHhHOﬁ+xw+wi+xm)
und wegen ||Z + 21| = || — Z — x1]| und der Dreiecksungleichung
f h@%—h@)éﬂhﬂ@i+m—@—xw)
) fo(z) = fo(z) < | follllz — 2.

Die letzte Beziehung ist aber richtig fiir beliebige z,7 € X .

Man kann also ein 7 dazwischen schieben (insbesondere in (k%) ), und damit in ()
fi(z1) = v so erkléren, dafl

filz) =~y und A < (folll=] Vz e Xy

Dieser Vorgang lafit sich wiederholen und, falls X separabel, durch vollstéindige In-
duktion auf die dichte Teilmenge erweitern. Dann kann man Satz 8.2 anwenden.

Beweis b) Sei X nicht separabel.
Dann wird die Menge

M = {(Y, fr); Xo C Y linearer Teilraum : fY’Xo = fo fir fy € Y™, || fvl = HfOH}
halbgeordnet durch

Vi fv) < (Yafus) €5 YiCYa, fuuly = fi-
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Sei N C M eine totalgeordnete Teilmenge —=—

Yv = |J Y istein linearer Raum

In(z) = fy(z) (3Y:ze€Y, (Y, fy) € N) ein lineares, stetiges Funktional

=  (Yu, fn) € M ist eine obere Schranke von N.

Zorn ~

——= M besitzt ein maximales Element (Y, f5).

Behauptung: Y =X.

Teil a) des Beweises

Annahme: Jy; € X \)7, y1 # 0 [ kann auf ?@[yl] fortgesetzt

werden zu f unter Beibehaltung der Norm —- (}7, f) nicht maximal W . |

Bemerkung: Ist || | = p nur eine Halbnorm auf X und f, € X§ mit |fo(z)] <
p(z) Vo € Xy, so kann fy unter Erhalt der Ungleichung fortgesetzt werden. (Setze
im vorigen Beweis |f1(z)| < p(z + azy) (statt || fol| | + ax1]|) wsw.). Da in einem
halbnormierten Raum keine Separabilitdt zur Verfiigung steht, braucht man dann al-
lerdings das Zorn’sch Lemma um das usw. fortzusetzen.

(Zum ausfiihrlichen Beweis (auch fiir IK = C ) vgl. Werner, Alt, Kantorowitch/Akilov,
Riesz-Nagy usw.) Man erhélt dann

Satz 8.4 Hahn-Banach
Sei X ein topologischer, linearer, reeller Raum, X, C X ein Unterraum, p eine

Halbnorm auf X, und fo: Xo =% R mit |fo(x)] <plz) Ve X,.

— EIf:XmR:f’XO:fO, lf(x)] < plx) Vee X.

Anwendungen des Satzes von Hahn-Banach

Der Banachsatz existiert in vielen Varianten. Werner greift dazu folgendes Zitat auf:
“it can be used every day, and twice on Sundays.” Wir belegen dies durch eine Reihe
von Anwendungen. (Zu einem weiteren Ausblick siche Werner: I11.6)

In Teil 1) des folgenden Satz werden durch lineare Funktionale Punkte von linearen
Teilrdumen getrennt. Dieser Trennungssatz, bzw. seine Verallgemeinerungen, findet An-
wendung in der Optimierung. Wir benutzen ihn zum Nachweis, wann Teilrdume dicht
im ganzen Raum liegen (Dichtekriterium von Banach). Auflerdem ermoglicht er eine
Verallgemeinerung des Projektionssatzes in Hilbertraumen (vgl. die Bemerkung nach
dem Beweis). Der 2. Teil des Satzes liefert eine untere Schranke fiir den Minimalab-
stand bei der besten Approximation in unitdren Rdumen.
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Satz 8.5
Sei (X, || ||) normiert, Y C X ein abgeschlossener Teilraum und zo € X \ Y —

1L 3feX*: fl, =0, f(zo) = dist(zo,Y) := yig}f/ lzo —yll, IIf]l=1.

2. Fiir beliebige f € X* mit f|, =0, |[f|| <1 gilt |f(xo)] < dist(,Y).

Beweis 1. Idee:

Konstruiere ein Funktional f; mit den gewiinschten Eigenschaften auf dem Teilraum
Xo = Y & [zo] und setze es dann zu f geméiB Satz 8.3 auf den ganzen Raum fort.

Fir z € Xy ist z=y+azy, y€Y, a € R, eine eindeutige Darstellung.

Definiere fo(z) :== « dist(zg,Y) und beachte dist(zy,Y) >0, da Y abgeschlossen.
= fo linear in Xy, fo(y) =0 fir y €Y, f(zg) = dist(x,Y) und [/ fo| < 1,
denn

. _ Y
()] = la] inf flao =g < lo] w0+ Z|| = Iy +aoll = 2] = lIfoll <1.

dist(zo,Y)

Zu gegebenem € > 03y €Y : |zg —y|| < dist(zo,Y) +¢

— dist(zo,Y) = fo(zo) = folzo) —f\o(/y_)/ = folzo —v)

< [l follllzo = yll < [l foll (dist(zo, V) + €)

diSt([L‘Q, Y) dist(z0,Y)>0

> 1.
dist(zo,Y) + ¢ e—0 [ foll =
Die Fortsetzung von fy zu f geméfl Hahn-Banach liefert die Behauptung.

= Ve>0gilt ||fo] >

2) Fiir beliebiges y € Y gilt
|f(zo)l = |f(zo) = fW)] = [flwo—y)<llzo—yll, dalf <1,

also auch |f(zo)| < inf [|zo—1y]. |
yey

Bemerkung:

Teil 1) des Satzes kann als eine Verallgemeinerung des Projektionssatzes 5.6 in Hilber-
traumen aufgefafit werden durch Angabe eines linearen Funktionals, das den Abstand
eines Punktes zum approximierenden Teilraum (Minimalabstand) angibt. Ist ndmlich
X ein Hilbertraum, so definiere man

- P
(%) f(z) = (=, 0T 2T , P: X —Y orthogonale Projektion.
[0 = Pioll
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Nach Satz 5.6 (Projektionssatz) ist f(y) = 0 auf Y, da Y 1Lxy — P(zg). Wegen
Pzxy e Y folgt
*)
(%) f(20) = f(zo — Pag) < |z — Paol.
Aus (x) folgt mit der CSU
[f(@)] < llzll, also [[f] <1,

zusammen mit (kx) also ||f|| = 1. Also erfiillt f alle Eigenschaften des f aus Be-
hauptung 1 des Satzes . Im Hilbertraum braucht man fiir diese Aussage keinen Hahn-
Banach.

Aus Teil 2) des Satzes folgern wir

Satz 8.6 Dichtekriterium von Banach
Sei (X, || ||) normiert und M C X eine Teilmenge. Dann gilt

[M] dicht in X <= (fEX*,f’M:O:fEO)

([M] = Menge der endlichen Linearkombinationen der Elemente von M .)

Beweis ,, =— ¢
Sei z € X\ [M] = F{z,} C[M]: z, — z, f(z,) =0, f gemif Satz 8.5, 1).
f stetig liefert lim f(z,) =0= f(z).

Beweis ,, <= “ Bezeichne [M] den AbschluB von [M] bzgl. der Topologie von X.

—___ C N N

Ann.: [M] # X = 3z € X\ [M] und dist(z,[M]) > 0, da [M] abgeschlossen
Satz 8.5

3fe X |Ifll=1, f(x)=dist(z,[M]), flz;=0 WL |

Eine weitere Folgerung ist

Satz 8.7 Existenz linearer Funktionale mit vorgegebener Norm
Sei (X, ]|) normiert = VzelX, 2#03fecX*:|fll=1, f(x)=]=z|.

Beweis: Satz 8.5 mit Y = {0}. |

Hinweis: Dieser Satz hat erstmals die Existenz linearer Funktionale in allgemeinen
normierten Rdumen gesichert. Spezialfille waren natiirlich schon immer bekannt.

Aus vorigem Satz erhélt man die



122 § 8 FORTSETZUNG LINEARER ABBILDUNGEN UND FUNKTIONALE

Folgerung 8.8
Sei (X,|l||) normiert =

L zf| = sup |f(x)],
fex*
llfll=1
2. fz)=0VfeX* = x=0,

3. f(.fllj) :f(l'g) Vie X" = x=ux,

4 | f(z)| SCVfeEX mit |fl=1 = =] <C.

Beweis:
1) ||z|| < sup |f(z)|, klar wegen Satz 8.7.
fex*
IFl=1
Andererseits:
Ist feX fl=1 = f@I<IfIHz]l =zl = Sup, [f ()] < |[z]l, also 1).

I fll=1

Weiter: Die Folgerungen 1) = 2), 2) = 3), 1) = 4) sind offensichtlich.

Bemerkung: Man kann also die Elemente eines Raumes mit Hilfe der stetigen linearen
Funktionale auf diesem Raum charakterisieren.

Fazit: Lineare Funktionale sind ein machtvolles Werkzeug. In normierten Rdumen
iibernehmen sie die Rolle der Skalarprodukte. Sie werden verwendet z.B.

1. zur Charakterisierung der Norm von Elementen (Folgerung 8.8),

2. zum Beweis von Trennungseigenschaften, zur Verallgemeinerung von Approxima-
tionsaussagen und
zur Herleitung von Schranken fiir die Minimalabweichung (Satz 8.5),

3. zur Herleitung von Dichtekriterien Satz 8.6

4. zum Beweis von Existenzséitzen fiir die Losung partieller Differentialgleichungen

(vgl. S 125 ff),

5. bei der Untersuchung von ,,schwacher Konvergenz“ und Reflexivitét (vgl. § 11).

Deshalb erscheint es wiinschenswert zu wissen: Wieviele Funktionale hat ein Raum und
wie sehen die aus? Wir untersuchen zunachst die



123

Dualriume unitiarer Riume

Gesucht: Alle Funktionale eines unitédren Raumes (X, (+,-)). Wir wissen: Vu € X ist
fu(x) :== (z,u) ein lineares Funktional. Es ist

CSU
[fu(@)| = (@, 0)] <zl flull = [Ifull <[]

[fulw)| = [(w,a)] = ullull = [|full = llu]

H: X — X~
u — f,= (-, u) ist eine Isometrie.

H(au+ Bv)=aH(u)+ S H(v) (H antilinear, konjugiert linear)

= falls IK =R ist H linear.

H ist injektiv, denn

Huy = Huy, <= fu="/Ffw <= () =@ uw)VereX = u =us.

Konnte man nun noch zeigen, dal H surjektiv ist, dann hétte man alle Funktionale.

Problem: Finde zu gegebenem f € X* f#0,ein uec X: f=f,.
f#0 bedeutet N(f) = {ze X, f(zr)=0}#X.
N(f) ist abgeschlossen und damit vollstiandig, falls X vollstindig.

Also setzen wir voraus: Sei X ein HR.

Dann ist X =N(f)® N(f)* (vgl. Satz 5.7)
und Jze N(f)t mit f(2)#0.E f(z)=1.
Idee:
Charakterisiere f mit Hilfe dieses z.
2 .
Sei # € X belichig, dann 37y € K : R® N(f)
T—vyze N(f).

{f(x)=1}
yperebene)

(Wéhle dazu v = f(2) =
f@ =v2)=f(&) =7 [() =0)

~~
=1

=>

Dann ist aber

(& — f(#)z,2) =0, (2 € N(f)")
d.h. 0=(2,2) — f(2) (2, 2),

oder f(#) = (x (:Z)>.
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Damit ist H eine injektive und surjektive Abbildung und wir haben den folgenden
Satz bewiesen.

Satz 8.9 Darstellungssatz von Riesz
Sei (X, (+,-)) ein Hilbertraum.

— VfeX" JlueX: f(z)=(z,u) Vez e X.

Insbesondere gilt
H: X — X*

u — (-u)

ist eine (antilineare) Isometrie.

Fazit: Jeder reelle oder komplexe Hilbertraum lafit sich mit seinem Dualraum ,,iden-
tifizieren*.

Folgerung 8.10 Lineare Funktionale auf L?(B)
Sei B C R™. Dann gilt

Vfe(L*(B)" 3ue L*(B): f(z) = [ x(t)u(t)dt

191 = (f tuar) "

B

oy

Aussagen fiir normierte Rdume sind komplizierter. Wir zitieren ein Beispiel ohne Be-
weis:

Satz 8.11 _
Vie(LP(B)) mit 1<p<oo Ilue (LUB),||q, —+-=1:
p g

fz) = / wyz(®)dt  und ] = Jullam

B

Insbesondere: (LP(B))* ist normisomorph zu L%(B).

Dafl f ein lineares Funktional ist, ist offensichtlich. Der Nachweis, daf} alle linearen
Funktionale auf LP(B) so darstellbar sind, ist aufwendiger.
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Anwendung des Riesz’schen Darstellungssatzes auf
Differentialgleichungen

Hilbertraum-Methoden zur Losung partieller Differentialgleichungen
Lax-Milgram Theorie

Die klassische Formulierung des Dirichlet-Problems fiir elliptische Differentialgleichun-
gen lautet:

Klassisches Dirichletproblem

Sei Q@ C R" offen und beschrinkt, f € C(Q), a;; € CY(Q), g€ C(OQ),
a;j = aj;, seien gegebene, reellwertige Funktionen und es gebe ein Cy > 0, soda8

> ay) &8 = Golé)? Vo e, ¢eR™ (Elliptizitit)

ij=1
Gesucht: u € C%(Q) N C°(Q), welches die elliptische RWA 16st

n

Z Oi(aijaju) = f in € (az 0 )a

i,j=1 0x;

u = g auf 00,

Transformation auf homogene Randwerte

Dies wird erlauben, die Differentialgleichung in einem Raum einzubetten, dessen Ele-
mente automatisch die (Null-) Randwerte erfiillen. Man braucht sich dann bei der
Losung der Differentialgleichung nicht mehr um die Annahme der Randbedingungen
zu kiimmern.

Wir nehmen an, da8 die Randwertfunktion eine Fortsetzung g € C?(Q)NC(Q) besitzt
(das kann man beweisen) und erhalten fiir @ :=u — g

Z &(al-j @'&) = — Z @(aij @g)—i—f in €.

i,j=1 i,j=1

Zur Abkiirzung setzen wir
n
€ = Z aij 959,
j=1

multiplizieren die Differentialgleichung mit ¢ € C§°(§2) und erhalten nach partieller
Integration, indem wir wieder u statt u schreiben,

/Z O; pay; O;udr = —/ (Z &-cpeﬁ—tpf) dr Ve eCX0Q).
=1

Q =1 Q
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Ist umgekehrt diese Gleichung erfiillt V¢ € C§°(Q2), so erhilt man nach Riickgéngig-
machen der partiellen Integration die urspriingliche Differentialgleichung wieder zuriick
(vgl. die Ubungen zu den Mittelfunktionen).

Einbettung in einen geeigneten Raum, schwache Lésung

Die Testfunktionen treten mit ¢ bzw. 0; ¢ auf, die gesuchte Losung mit 0;u. Als

geeigneter Abschlufl bietet sich also der Raum H?(Q), bzw. H%?(2), an, denn die
Elemente dieses Raumes besitzen alle Nullrandwerte (in einem schwachen Sinne), sodafl
der Raum als Losungsraum geeignet ist.

u heiBt schwache Lésung des Dirichletproblems wenn u € H?(Q) und

/Z 0;pa;;0judr = —/ (Z @(pei—l—gof) dr Vo€ H?(Q).
A i=1

ij=1
Die folgenden Uberlegungen gelten fiir a;; € L=(Q), e;, f € L*(Q).
Dies sind Abschwichungen der bisherigen Differenzierbarkeits- und Stetigkeitseigen-
schaften, jedoch, soweit es die e; betrifft, zusétzliche Integrierbarkeitseigenschaften.

Grundidee der Vorgehensweise:

1. Wir zeigen, daf} die linke Seite der Differentialgleichung ein Skalarprodukt a(u, ¢)
in H 12(Q) definiert, und

2. daB die dadurch induzierte Norm +/a(u,u) dquivalent ist mit || ||gre(q) -
Dann ist ]—OI 12(Q) ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt a( , ).

3. Wir zeigen, daf} die rechte Seite der Differentialgleichung eine stetige Linearform

F(p) im Hilbertraum (Hl’Q(Q),a(, )> ist. Dann gibt es nach dem Darstel-

lungssatz von Riesz genau ein v € H?(Q), sodal a(u,p) = F(p). Dieses u ist
dann schwache Losung des Dirichletproblems.

zu 1) a(v,w) == [ 3 dva;j0;wdr ist ein Skalarprodukt in H'?(Q2).
Q iy

Die Linearitét ist offensichtlich. Mit Holder fiir % + % =1 gilt mit einem K >0
a(w,0) < [ 3 el o110, 0] do < K ol ooy [l oo
Q B

also die Existenz (und Stetigkeit) von a(v,w).
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Die Definitheit folgt aus dem Beweis des néchsten Lemmas.

zu 2) zeigen wir das

Lemma (HLQ(Q), a(, )> ist ein Hilbertraum.

Beweis:

HY2(Q) ist ein Hilbertraum, H?(Q) ein abgeschlossener Teilraum, also auch ein Hil-
bertraum. Wir zeigen, daf die indudzierte Norm y/a(u,v) dquivalent ist zu || || 512 .

Dann ist auch (HLQ(Q),@( : )) ein Hilbertraum.

Zu zeigen ist: es gibt Konstanten 0 < ¢ < C < oo, sodafl
cllull3h: < alu,u) < Ollul/3e Yu € H*(Q).

Beachte: Diese Ungleichungen besagen auch die Definitheit von a(u,v).

Die rechte Abschétzung folgt mit der CSU aus der Definition von a .
a(u,u) < > agllee 10:ullz2 10 ulle < Clluffpe  fir ein C > 0.
.3
Zum Beweis der linken Ungleichung beachten wir im 1. Schritt, dafl die Elliptizitéit eine

Abschiitzung von a(u,u) nach unten erméglicht. Mit |grad u|* = > |9; u|? folgt
i=0

1)  a(u,u) > Cy [ |grad ul*dz (, grad “ im schwachen Sinn, vgl. Definition 4.33).
Q

In einem 2. Schritt schitzen wir ||ul|3,, nach oben ab durch [ |grad u|?dz.
Q

Mit Oy u :=u gilt

s = (Z / |aiu|2dx>
i=0

/|u|2dx+2/\@-u\2dx+z \// \@-u\?dx/mjude
i=1

i,j=0
i#]

< / |u|2d:c+2/\@-u\2dx+z max (/ |0; ul|? du, / |8ju|2dx>
i=1

i,j=0

2

i#]
§/|U|2dl’+2/|@u|2dw—l—z (/ |aiu|2d:[+/|aju|2dx>.

i=1 i,j=0

i#]
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Deshalb gibt es natiirliche Zahlen k;, ¢ =0,1,....,n:

212<k:/ 2 de+ ki/ai 2dr < k:(/ 2d / de).
ul[72 < ko [ |ul”dx ; |0 ul w_mazc lu|*dx + [ |grad u|”dz

Kann man nun noch eine Abschéatzung der Art

(ii) [ |ulPdx < ¢ [ |grad ul*dx (Poincarésche Ungleichung)
0 0

zeigen, dann folgt mit der Konstanten k

1 (i) ) ¢+4+1
E||u||§{1z < / |u|2dx+/ |grad ul*dz < (¢+1) / |grad u? < C; a(u,u),
Q Q Q ’
: . " : Co
also die gewiinschte Abschéitzung mit ¢ = — :
k(¢+1)

(ii) wird bewiesen in

Satz 8.12 Poincaré Ungleichung
Ist 2 C R™ offen und beschrinkt, so gibt es ein ¢ > 0 (abhéingig von ) mit

/\U\de < é/ |grad u|*de  Vu e HY(Q).
Q Q

Beweis:
Die Ungleichung mufl nur fir ¢ € C§°(Q2) gezeigt werden. Wegen der Holderschen

Ungleichung und da C§°(Q) dicht in H'%(Q) ist (vgl. Definition 4.36), gilt sie dann
auch in H%“?(0).

Da Q beschrinkt ist, existiert ein k& > 0, sodaB fir z = (z1,...,2,)7 € Q gilt:

Nun erhélt man durch partielle Integration fiir ¢ € C§°(Q2) bzgl. z;:

0
ol = [ 1ePrds = | g lofde| < [ fml2le- gl do
Rn

R™ R

CSU
< ok / ol lpnldr S 2K llolle lpnlee
Rn

o= el < (2R)* e llz:

lelle < 2k,
e ellie < ¢ llewlliz = ¢ [ lgrad |*dz. u
7 Q

I

I
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zu 3) Existenz einer schwachen Lésung des Dirichletproblems

Es wird ein u € H"%()) gesucht mit

a(u,v) = Fuv = —/ (Z c%vei—i—'uf) dx VUGEIM(Q).

Q

Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz gibt es genau so ein u, falls F' ein Element

€ HY2(Q)* ist. Dies trifft zu, da

Holder
[Fol < D 0wl lleille + loll2 1 fllz2 < (Z leillz2 + ||f||L2> [0l 1.2
i 7

1
< 7 (; ||€z‘||L2+||f||L2> vl x
T

vgl. Beweis zu 2) wo ||v]|x = v/a(v,v) |

Mit Hilfe von Regularitétssédtzen kann man unter geeigneten Voraussetzungen zeigen,
dafl u sogar starke Losung ist.

Anmerkungen zum Dualraum von CJa, b]

Definition 8.13
Seien a =ty < t; < ... <1, =0b, n €N, beliehige Zerlegungungen des Intervalls

la,b] .
Eine Funktion v : [a,b] — R heifit von beschrdnkter Schwankung (v.b.S) wenn gilt

n
Var’ v = sup Z [v(ty) = v(t,-1)| < oo.
a=to<t1<..<tpn=b T
neN

Var? v heiBt totale Variation von v in [a,b].

Bekanntlich gilt (z.B. Riesz-Nagy): Jede Funktion v.b.S. 148t sich als Differenz zweier
beschriankter, monoton nicht fallender Funktionen darstellen.

Daraus folgt (Aufgabe):

Eine Funktion f v.b.S. hat nur abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen.

Nun zeigt man analog zum Existenzbeweis des Riemann’schen Integrals:
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Definition und Satz 8.14
Ist « € Cla,b] und v : [a,b] — R v.b.S., so existiert das Riemann-Stieltjes-Integral

b

/ x(t)do(t) = nh—>Holo g x(TlE")) (U(tl(,")) — ’U(t,(,n)l)> :

a

(Grenziibergang fiir beliebige Intervallzerlegungen a < t(()") <. <tM<p
mit max }tz(/n)—t,(,@l} 20, fiir jede Wahl von Zwischenpunkten 72" € [tl@l, t,(,")} )

Die linearen Funktionale auf (Cf[a,b], || ||c) werden beschrieben durch

Satz 8.15
I (Cla,B), | ) gilt:

1. VfeCla,b]* Fvla,b] — R v.b.S. sodafl

(%) flz) = /x(t)dv(t) V€ Cla,b] und |f|| = Varlo.

a

2. Cla,b]* ist vermoge (x) normisomorph zum Raum N BV]a,b] (d.h. normali-
sierte Funktionen v.b.S. auf [a, b] fiir die gilt v(a) = 0 und hli%l—‘,— v(t+h) =o(t)

(rechtsseitig stetig)).
NBV]a,b] ist normiert durch ||v|| = Var’ v.

Wir beweisen nur a). Fiir b) verweisen wir z.B. auf Bachmann-Narici p. 226 f. oder Alt
S. 121, U 4.11.

Beweis a)

Beweisidee zur Konstruktion des Funktionals (mit Hilfe des Fortsetzungssatzes
von Hahn-Banach).

Sei f € Cla,b]* = 3 Fortsetzung f auf Bla,b] (beschrinkte Funktionen) unter
Erhaltung der Norm. f soll auf x € C[a,b] angewandt werden. Dazu wird = € Cla, b]
geschickt durch Treppenfunktionen approximiert. Auf diese Darstellung wird f ange-
wendet. Danach wird der Grenziibergang von den Treppenfunktionen zur Funktion x
vollzogen. Man erhilt so eine Riemann-Stieltjes-Summe und damit auch die gesuchte
Funktion v von beschrankter Schwankung.

Jedes =z € Cla,b] ((E [a,b] = [0,1]) ist gleichméBig stetig, kann also wie folgt
gleichméBig durch Treppenfunktionen (die sind € Bla, b] ) approximiert werden:
Fiir

Lotelal] st z € Blad)

INA

1, a <71
alr) = 0, t <
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und es gilt
#(t) = lim Zn: x(%) (z%(t)—zunl(t)).

Wegen der Stetigkeit von f gilt

Dies ist die Darstellung eines Stieltjen Integrals, falls v(¢) v.b.S.
Wir zeigen:  v(t) = f(z) ist v.b.S. und Var® v =|f]|.

Fir ag =ty <ty <...<t,=>5 gilt mit ¢, = ‘ZEZ; : ZEZS‘ (bzw. =1, falls g)
Do lolt) —vlt)l = Y a(vt) —olt) = D ea(f) = fla)
v=1 v=1 v=1

= f <Z evlze, — Zty1)> < D ez — 20
v=1 v=1
< [Ifl-1

wegen || f|l = |Ifll, les] =1, 2 (o = 2,) = Taut o B =
(%) fist v.b.S. und Var® v < ||f]|.

Schliefllich gilt fiir Stieltjes Integrale, falls x € C|a, b] :

b
@ = |f e aw| < mos o0l Vat s — ] < Vard o
a tela,
T vgl. Definition 8.14
Zusammen mit () also ||f|| < Var? v < |[|f]|, d.h. ||f]| = Varv. |

Aus diesem Satz ergibt sich sofort die
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Folgerung 8.16
Das lineare Funktional auf (Cfa,b], || ||)

flx) = /:c(t) o(t) dt, ¢ (absolut) integrierbar

hat die Norm IFal lo(t)] dt .

8 —

Beweis:

Schreibe f als Stieltjes Integral
b

b
/x(t)cp(t)dt = /:p(t)dm(t) mit  m/(t) = p(t) (f.ii),

a

und der Mittelwertsatz der Differentialrechnung und der vorige Satz liefern:

11 = Vartm = sup 3 fm(t,) —m(t,1)) Y supr ) [t~ m-/w (1)) dt.
v=1

Zur Konstruktion der Funktionale auf Quotientenrdumen verweisen wir auf die Litera-
tur (z.B. Wloka S. 99 f.). Wir geben, ohne Beweis, an wie man die linearen Funktionale
auf Produktraumen erhalt.

Satz 8.17

Seien (X, | |l;) normierte Raume, X = X; x ... x X,, der Produktraum mit einer
der Normen

1
n P
ol = (Z uxinf)  l<p<oo z=(a... .z
=1

bzw. ||| = max ||z im Fall p=o00.

Dann sind die Elemente von X* gerade die Funktionale f mit

und es gilt

1
_ ! 1 1
||f|| = <Z ||fl||(zz> ) WObei -—+—- = ]-7 1 <p < 0,
i=1

p q

bzw. [Ifll = max [Ifil: firp=1 und |Ifl =32, [Ifills fir p=co.
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Beweis: Z7Z.B. Wloka S. 101 f. [ |

Bemerkung:

1. Als Spezialfall erhdlt man die Darstellung der linearen Funktionale auf R™ und
die jeweils zugehorigen Normen.

2. Vgl. das Ergebnis mit Satz 8.10.

3. Man kann natiirlich fiir die Rdume auch andere Normen als die angegebenen
zugrunde legen (z.B. gewichtete Normen) und erhélt dann natiirlich auch ent-
sprechend abgewandelte lineare Funktionale.
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§ 9 Prinzip der gleichmifligen Beschranktheit

Die folgenden Uberlegungen wurden u.a. motiviert durch die Frage:

Unter welchen Voraussetzungen konvergieren Quadraturformeln (lineare Funktionale)?
(vgl. dazu die Anwendung am Ende des Paragraphen)

Satz 9.1 Prinzip der gleichméfligen Beschrinktheit fiir stetige Funktionen

Sei (X,d) ein vollstéindiger, metrischer Raum, (Y, |/||) normiert und F C C°(X,Y)
mit

sup || f(z)|| < oo firjedes x € X (punktweise beschrinkt) .

fer

Dann gibt es eine Kugel K. (z9) C X sodal sup sup ||f(z)| < oo,
d(z,z0)<e feF

d.h. aus der punktweisen Beschrankung folgt die gleichméflige Beschrankung auf einer
Kugel.

Beweis:
Wir benutzen den Baire schen Kategoriensatz (Satz 2.8) in der folgenden Formulierung:

Sei (X,d) vollstindig und X = |J A, Ay abgeschlossen = Jko mit ;1;90 £10.
keN

(Dies ist klar, andernfalls wiare X mager.)
Setze A, = () {z € X; |[f(z)|| < k} (der beliebige Durchschnitt abgeschlossener
feFr

Mengen ist abgeschlossen).

Nach Voraussetzung bilden die Aj, eine Uberdeckung von X (punktweise Beschrankt-
heit).
Baire

Jko: Ay, # 0 und  sup sup [[f(2)] < ko,

{L‘GAko fer

und man kann eine Kugel K.(x¢) C Ay, wéhlen. |

Fiir lineare, stetige Abbildungen folgern wir daraus

Satz 9.2 Prinzip der gleichméfligen Beschrinktheit fiir lin. Abbildungen
Sei X ein Banachraum (normiert, vollstdndig) und (Y || ||) normiert, sowie

(%) 7T C L(X,Y) mit sup ||[Tz|| < oo fiir jedes x € X
TeT
(d.h. punktweise beschrénkt)

Dann folgt sup ||T]] < oo (d.h. 7 in L(X,Y) beschrinkt).
TeT
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Bemerkung: 7 in L(X,Y) beschrankt, bedeutet 7 ist gleichgradig stetig.
(vgl. Definition 6.5)

Beweis:
Durch fr(z):=|Tz| fir T €7, x € X, sind Funktionen fr € C°(X,R) definiert,
und F :={fp; T € T} ist punktweise beschriankt (vgl. Satz 9.1).

Also gibt es eine Kugel K. (z9) und ein C' < oo mit ||[Tz]] < C fir T € 7 und
|z — x| <& (dh. z € K.(xg)).

Dann folgt fiir alle 7€ 7 und alle x # 0

< ”“T—”~20, dh. ||T] < EVTET..
€ 9

]

|Tz| = @ HT <x0+gi> —T?@Cg)/

J/

<c

Folgerung:

Sei (X, ||]|) ein Banachraum und (Y| ||) normiert, {A,} C L(X,Y) eine Folge, die
auf X punktweise gegen eine Abbildung A konvergiert, d.h.
Vee X JAx = lim A,z.

n—oo

— AcL(X,Y) und [|A] <liminf ||A,| < co.

Beweis: Ubungsaufgabe.

Satz 9.3 Banach-Steinhaus
Seien (X, || ||) und (Y,|||) Banachrdume und {A,},en € L(X,Y), dann gilt:

Ve e XdJ Az = lim A, 2NA € L(X)Y) <=

n—oo

1) AM >0: [|A,|<M VneN
2) {A,z} ist COF VxeD, D=X

Bemerkungen

1. Auch Satz 9.2 wird als Satz von Banach-Steinhaus zitiert. Er liefert die Beweis-

richtung ,, = “ von Satz 9.3. Fiir diese Richtung ist die Vollstandigkeit von Y
nicht notig.

2. Zum Beweis von Satz 9.3 muf§ also nur noch die Richtung ,, <= * gezeigt werden.
Der Beweis wird zeigen, daf} hierfiir die Vollstéandigkeit von X nicht notig ist.

3. Die Voraussetzung A € L(X,Y') in Satz 9.3 ist schon durch die obige Folgerung
als erfiillt nachgewiesen.
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Beweis ,, <= “:
Vee XAVe>032x ' eD: |Jz—2| <e A |4 — A2’ <e Vn,m > N.

Da Y vollstidndig ist, geniigt es zu zeigen: V2 € X ist {A,z} CF.
[Ane — Azl < [[Anr — Ay2|| + | Apa" — Ap2’|| + || Az’ — Al

IN

[ An]le + € + | Amlle
< ([Anll+ Aml)e+e<(2M +1)e. W

Bemerkung: Neben der Anwendung auf Quadraturformeln, die gleich beschrieben
wird, spielt der Satz auch eine wichtige Rolle bei der Untersuchung von
Eigenschaften der schwachen Topologie (vgl. § 11).

Anwendung auf die Konvergenz von Quadraturformeln

Sei X = Cgla,b], Y =R, dann hat eine Quadraturformel zur Berechnung von
b

f(z) = [ z(t)dt die Gestalt

(%) fol@) = 3 aMa(t™) wobei a < M <tV < <t < b
k=1

Dann liefern der Satz von Weierstral (Polynome dicht in C[a,b] ) und der Satz von
Banach-Steinhaus:

Satz 9.4
Die Quadraturformeln f, (gem#f (%)) konvergieren genau dann fiir jede stetige
Funktion x, wenn gilt:

1LY 0" <M<oo, n=1,2,... (vgl. §7, Beispicl 2)).
k=1

2. Die f, konvergieren fiir jedes Polynom.
Gilt al(cn) > 0 fiir alle k,n, so ist wegen

b

b—a = /1dt 2 im Zagl) = lim Z |a§§n)|
k=1 k=1

a

die Bedingung 1. iiberfliissig.

Beachte: Betrachtet man die reine Interpolationsquadratur, so ist
al >0  Vkn nicht erfiillt (vgl. Wloka) .

Fiir die GauBl’schen Formeln ist diese Bedingung erfiillt (vgl. Wloka, S. 133 ff.). Es gilt
sogar fn(p) = f(p) fir alle Polynome vom Grad < 2n —1.
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Der Satz von Banach-Steinhaus gehort zu den zentralen Sétzen der Funktionalanalysis.
Er findet Anwendungen u.a. bei

e Summationsverfahren bei Reihen (Kantorowitsch/Akilow, S. 216),
e Fourier-Reihen (Kant. Akilow, S. 209, Werner Kap 1V),

e Differenzenverfahren fiir AWAn (z.B. Ansorge-Hass: Konvergenz von Differenzen-
verfahren fiir lineare und nichtlineare AWAn, Springer 1970; Aquivalenzsatz von
Lax),

e Beschreibung der schwachen Topologie (vgl. § 11).
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§ 10 Der Satz von der offenen Abbildung

Homomorphiesatz von Banach

Der folgende Satz wird motiviert durch die Frage nach der stetigen Abhéngigkeit einer
Losung z* der Gleichung Ax =y von der rechten Seite y. Existiert ein Losungsope-
rator A!| der auf dem ganzen Bildraum von A definiert ist, so hiingt die Losung
stetig von der rechten Seite ab, wenn A~! stetig ist, d.h. wenn A offen ist.

Definition 10.1 Offene Abbildung
Sind X, Y metrische Rdume, so heifit f: X — Y offen, falls:

Uoffenin X = f(U) offenin Y.

In normierten Rdumen gilt folgende Charakterisierung;:

Lemma 10.2 Charakterisierung offener linearer Abbildungen
XD, (D, A X 2y, dann gilt

Aoffen <= Ve>036>0: K50)C A(K.(0))

(K bzw. K’ bezeichnen offene Kugeln in X bzw. Y .)

Beachte: Falls A~! existiert, ist dies genau die Stetigkeitsdefinition fiir A=! .

Beweis
13
y —> .
Erinnerung: In linearen Rdumen kann man sich auf Nullumgebungen beschrinken.

K.(0) offen = A(K.(0)) offen A 0 € A(K.(0)) = 3JK;(0)C A(K.(0)).

.= UcCXoffen <«+= VzeU K. (x)CU

=  A(U) D A(K.(z)) = A(z+ K. (0)) = Axr+ A(K.(0)) und nach Vor.
T O Az + Kj(0)
inor — Kj(Aa).

Wir haben damit
VAz € A(U) 3K;5(Ax) C A(U),

d.h. A(U) ist offen. |

Durch eine Skizze verdeutlichen wir die
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geometrische Anschauung

Da X.,Y lineare topologische Raume, wihle (E =z =y =0.

Satz 10.3 Homomorphiesatz von Banach, Satz von der offenen Abbildung

Seien (X, | |]), (Y,]|]|) Banachrdume und A € L(X,Y’), dann gilt

A surjektiv — A offen

Bemerkung:
, A offen bedeutet: Wenn die Umkehrabbildung existiert, ist sie stetig.

Wir betrachten in diesem Beweis nur offene Kugeln K, C Y, K5 C X um den Null-
punkt, den wir in der Bezeichnung unterdriicken.

Beweis ,, = “: Ziel: Nachweis der Eigenschaft aus Lemma 10.2.

1) Wir zeigen zunéchst Vo >0 3s>0: K, C A(Kj).

Beachte hierzu:
Ohne den Querstrich wéren wir nach Lemma 10.2 schon fertig.

Da Kugeln absorbierend sind (Vz €;3n e N: z € nK, ), gilt X = |J nK, Vr>0.

n=1

Daraus folgt, da A surjektiv ist und Y abgeschlossen (als Banachraum)

Y = AX) = A(G nKr> = G nA(K,) = G nA(K,).

n=1 n=1 n=1

Nach dem Satz von Baire (er benotigt, daB Y vollstandig und A(K,) abgeschlossen
ist) folgt

o [e)

dng € N mit ng A(K,.) # 0, also auch A(K,) # 0. =

(10.1) Fye A(K,) AN I3s>0: y+ K, C A(K,) (y+ K. ist Umgebung von y).
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(10.2) Mit y € A(K,)ist auch —y € A(K,),
denn: dz; € K, : Az; — vy

K, kreisformig

= -, cK, = A(—ZL‘Z) = —A(ZL‘Z) S A(Kr)

= _sz‘ — =y I~ A(KT)

(10.1) (10.2) -
— K C —y+A(K,) C A(K,)+A(K,) CA(Ky), weil N+ M c N+ M.

Setze 2r = 9.

2) Im 2. Schritt zeigen wir:
(10.3) Zu0<d<d83s>0: K, CAK;).
Dies geniigt zum Beweis der Behauptung, denn wegen K; C K;, also A(Kj;) C A(Kj;),

ist dann nach Lemma 10.2 die Behauptung des Satzes bewiesen.
Beweis (10.3): Aus Schritt 1) folgt:

(10.4) Zur,=62"3s,>0: K, C A(K,,).

Sy—1 _
OF s, < 2= also s, <5277,

denn durch eine etwaige Verkleinerung von s, bleibt (10.4) richtig.

Fiir beliebiges yo € K konstruieren wir eine CF  {#,} C K; mit 7, € K, (C Kj)
und Az, — yo.

Dies geniigt zum Beweis der Behauptung, denn da X vollsténdig ist, folgt hieraus

— A steti I — <6
B, o m €Ky ———s o= Any € A(K;) = K. C A(K;) 'C A(Ky).

Konstruktion der Folge unter Beachtung von A(K,,) dicht in A(K,,).

(10.4)
Zu Yo € Kél C A(Kn) El.fll'l € Kﬁa Alll'l € A(Krl) . Hyo — Al’lH < S9 < 81/2.

(10.4)
Zn yy—Ary € K, ¢ A(K,,) dx€K,,, Ary € A(K,,) :

[(yo — Axy) — Az < 53 < 55/2.

Uusw.

Man erhilt also eine Folge {z,}, x, € K,, mit

lyo — A <Z 95:/) | < spp1 <5127

v=1
Hieraus folgt yo — A%, — 0, und die Konvergenz der Teilsummenfolge z, : = > x,
v=1

gegen ein zy € K; ergibt sich aus dem Majorantenkriterium

|Zn] < Z |z, || < Z r, = Z 52V < § Vn (geometrische Reihe).
v=1 v=1 v=1
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Beweis ,, <=—="*“: Zeige: A surjektiv, d.h. Y C A(X).

Nach Lemma 10.2 gilt: V>0 3§ >0: Kj5(0) C A(K,(0)).
Kugeln sind absorbierend: Yy € Y 3n € N: y € nK’(O) = | nKj(0).

neN

Damit folgt die Behauptung aus nKj3(0) C nA(K,(0)) = A(K,,(0)). |

Anwendungsbeispiel:
Stetige Abhingigkeit der Losung einer Randwertaufgabe von der rechten
Seite der Differentialgleichung

Seien

X={reCab]: a(0)=a®) =0}, |z = max |o(t)
te|a,
i=0,1,2

Y =(Cla, 0], || ll0)-

X ist ein linearer Raum, da die Randwerte homogen sind.
Sei A: X — Y gegeben durch
y(t) = (Az) (t) = ao(t) 2" () + ar(t) 2'(t) + a(t) x(t)

(ag, ay,ay € Cla,b])

A ist linear und stetig, denn || Az|| < m[a>b<] la; ()] - ||z|||c2 -
tela,
i=0,1,2

Besitzt nun die RWA

(Az) (t) = y(t),  =x(a) = =(b) = 0
fiir jedes y € Cla,b] eine eindeutig bestimmte Losung (d.h. AX =Y und FA™!),
so ist A™! stetig und eine kleine Stérung der rechten Seite y(t) zieht nur eine kleine
Storung der Losung und ihrer beiden Ableitungen ( C?-Norm) nach sich. Dies ist fiir
die Numerik wichtig, da auf Grund von Rundungsfehlern immer Stérungen auftreten.

Die Vorgabe homogener Randwerte bedeuet keine Einschrénkung, denn
ist z(a) = ya, v(b) = yp, so hat mit g(t) =y, + =—— %~ Ya gie Funktion

b—
Z(t) = x(t) — g(t) homogene Randwerte und man betrachtet die Differentialgleichung

fir (¢), deren Koeffizienten wieder stetige Funktionen sind.

Eine Folgerung aus dem Homomorphiesatz ist der

Satz vom abgeschlossenen Graphen

Bei vielen Anwendungen erhélt man Operatoren, die nicht stetig sind, jedoch eine et-
was schwéichere Bedingung erfiillen, ndmlich die Abgeschlossenheit.



142 § 10 DER SATZ VON DER OFFENEN ABBILDUNG

Definition 10.4
Seien (X, |[1]), (Y,|l||) normiert und D C X ein (Unter-) Vektorraum.

1. A: D — Y heifit graphenabgeschlossen, wenn eine der beiden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

(a) Der Graph G := {(z, Ax):x € D} ist abgeschlossen in X x Y
(vgl.dazu Satz 4.16).

(b) Aus
D>z, — x in X . r € D und
Ar, =y, — vy inY Ar = y.

2. A: X — Y heiit abgeschlossen, falls gilt
M C X abgeschlossen = AM abgeschlossen.

Bemerkungen
Zu 1.: Die Aquivalenz (a) <= (b) ist offensichtlich.
Zu 2.: Ist A abgeschlossen und existiert A~!, soist A~! stetig.

Die beiden Begriffe graphenabgeschlossen und abgeschlossen sind nicht dquivalent, wie
folgendes Beispiel zeigt:

D=X=Y =R

Y

1/z, = 0
f: RoR, f(x)z{ fr 7

Da (R, f(R)) abgeschlossen ist, ist f graphenabgeschlossen, aber nicht abgeschlossen,
denn

f([1,00)) = (0,1].

Vorsicht beim Literaturstudium: Die beiden Begriffe werden gelegentlich syn-
onym verwendet.

Man sieht: Jede stetige Abbildung ist graphenabgeschlossen
(die Voraussetzung y, — y in Y kann dann entfallen).

Die Umkehrung ist jedoch i.allg. nicht richtig.

Beispiele fiir graphenabgeschlossene Abbildungen sind viele Differentialoperatoren. Wir
behandeln nur das einfachste

Beispiel:

X = ((Jl[a,b], | ||oo), Y = (C[a,b], I ||oo)

A: X =Y, (Az)(t) = 2/(t) ist nicht stetig (vgl. Ubungen, Aufgabe 3).
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A ist jedoch graphenabgeschlossen, denn nach einem bekannten Satz der Analysis gilt
fiir Funktionen aus C'[a, b] :

Konvergiert z,, — x gleichméfig und z, — z gleichméfig, dann kénnen
Differentiation und Grenzwertbildung vertauscht werden und es gilt 2’ = z.

Die Umkehrung gilt jedoch, wenn X und Y Banachrdume sind und A linear ist, wie
der folgende Satz zeigt, den wir mit Hilfe des Homomorphiesatzes beweisen.

Satz 10.5 Satz vom abgeschlossenen Graphen
Sind (X, || ), (Y,|/|]) Banachriume, so gilt fir A: X 22y

A graphenabgeschlossen <= A stetig

Beweis ,, <—=“: trivial
Beweis ,, = “: Idee: Setze A aus stetigen Abbildungen zusammen.

X L Gy = (X,AX) 5 AX, A=vwogy.

1. Die Projektionen wu,v sind stetig
XxY —5 Y
XxY — X
denn z.B.:Ist U C X offen = w« }(U)=U xY und diese Menge ist offen.
2. Zeige g ist stetig.

X xY ist BR (vgl. Satz 4.16)

X x AX st laut Voraussetzung ein abgeschlossener Teilraum, also auch BR..

Die Abbildung

u = Restr., ulg, u: X xAX — X,

ist linear, stetig, surjektiv, bijektiv, also existiert 4~! und @' = ¢ ist nach dem
Homomorphiesatz stetig. |

Bemerkung: Der Satz findet Anwendung z.B. bei Summierbarkeitsmethoden ( vgl. Wer-
ner: Kap. IV.4)
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g 11 Ein ,,schwacher Paragraph

Schwache Topologie, schwache Konvergenz, schwache
Kompaktheit, Reflexivitét

In vielen Anwendungen erweist sich die Normkonvergenz als zu restriktiv, deshalb
werden schwiichere Konvergenzbegriffe (schwache Konvergenz) eingefiihrt. Dies schliefit
eine Liicke, die der Satz von Bolzano-Weierstrass in unendlich dimensionalen Rdumen
hinterléfit (Existenz einer (Norm-) konvergenten Teilfolge einer beschrankten Folge).
Wir werden folgenden Satz beweisen. (vgl. Heuser, Satz 27.1)

Satz
Jede beschriankte Folge in einem Hilbertraum besitzt eine schwach konvergente Teil-
folge.

Mit Hilfe der schwachen Konvergenz lassen sich z.B. Minimumprobleme unter schwéche-
ren Voraussetzungen l6sen.

Definition 11.1
Sei (X, ||) ein normierter Raum. Die Topologie 7,,, die auf X die erzeugt wird
von der Menge

S = {f"YN); N offen im Zahlkérper IK, f € X*},
heilt schwache Topologie (weak topology).
Bezeichnung: 7, = 7(X, X*): Die von X* auf X erzeugte Topologie.

Bemerkungen:

1. Alle Eigenschaften der Topologie 7,, werden ,schwach“ genannt (schwach offen,
schwach kompakt usw.).

2. Erinnerung: Die von § erzeugte Topologie (vgl. S. 14) enthélt neben den Mengen
von § endliche Durchschnitte und beliebige Vereinigungen dieser Mengen, sowie
die leere Menge und den ganzen Raum.

3. Offensichtlich gilt: 7, ist die grobste Topologie bzgl. der alle f € X* stetig
sind, denn sie ist die grobste Topologie, die als offene Mengen zumindest alle Ur-
bilder offener Mengen unter den linearen stetigen Funktionalen f € X* enthilt.

4. Es sei nochmals darauf hingewiesen, daf in dieser Vorlesung mit L* die Menge
der linearen und stetigen Funktionale bezeichnet wird, (wie z.B. im Funktional-
analysisbuch von Pflaumann-Unger. Im Buch von Heuser wird genau umgekehrt
bezeichnet, also mit L’ die linearen und stetigen Funktionale und mit L* die
(algebraisch) linearen Funktionale, also Vorsicht beim Literaturstudium.)
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Satz 11.2
(X, |I']) sei normiert =

1. (X,7,) ist ein Hausdorff-Raum (d.h. erfiillt das Hausdorff-Trennungsaxiom).

2. Eine Folge {z,,} C X ist 7, -konvergent (schwach konvergent) gegen ein x € X
(Bezeichnung: x, — )
<— f(z,) — f(z) Vf € X* (Konvergenz. bzgl. der Metrik in IK).

3. Normkonvergenz f schwache Konvergenz

Beweis 1)
Hahn-Banach, Satz 8.7

Seien z,y € X, v #y = |lz—y||>0
JfeX* mit flx—y)= |z -yl >0,also f(z)# f(y).

Setze ¢ := 3 |f(2) — f(y)| = fH(KE(f(2) N fHKA(f(y) =0,
d.h. 3 disjunkte Umgebungen von = und y (Hausdorff).

Beweis 2) ,,=—“

Erinnerung: Eine Folge {z,} C X konvergiert gegen ein zo € X bzgl. 7 genau dann
wenn VU € U(zg) Ing e Nt z, €U Vn>nog.

Die f~'(K.(f(z))) sind laut Definition die offenen Mengen in 7,,. Sie bilden eine
Basis der offenen Mengen.

Damit bedeutet z, — z

Ve>0AVfeX* Inyg=no(f) EN: z,€ fHK.(f(z)) Vn>ng

Beweis 2) ,,<—¢
Zeige: Zu U € Uz, (x) Ing : x, € UVn > 0.

Sei U € Uz, (x), d.h.

UDN f'(N)>z, fie X*,i=1,...,m, N;CIK offene Mengen mit f;(z) € N;.
i=1

Laut Voraussetzung: gilt fi(z,) — fi(z) fir i =1,...,m;

N; ist Umgebung von f;(x), also folgt

Zu N; Fng(i) eN: fi(x,) € Ny Vn >ng(i);

setze ng 1= max no(i) = filzn) €Ny VYn>ng, i=1,...,m
m

1=1,...,

— I, <€ n f;l(NZ) C U Vn 2 no ,
i=1

d.h. 7,,-konvergent .



146 § 11 EIN ,SCHWACHER“ PARAGRAPH

Beweis 3) ,,=—“
Aus |f(zn) — f(@)] < |f(zp —2)| < || fIl |Xn — ]| X0 folgt die Behauptung.

Beweis 3) ,, &=*

Das Skalarprodukt in ¢y ist fir a,b € ¢5 durch (a,b) = i a; b; erklirt. Die Einheits-
elemente " = (0,...,0,1,0,...) € {5 erfiillen |[e” — em||Z::1 V2 Yn#m.

— {¢"} ist keine CF bzgl. der Norm,

aber: Vh*e€/l; 3'he€ly:h*(z) = (z,h) (Satz von Riesz 8.9) und

n—oo

(e",h) = h, — 0 laut Definition der Elemente € (5, also e, =~ 0. N

Bemerkungen:

L In (X,| ||) iss P:={py [ € X" pp(z) = |f(z)] Yo € X} eine Familie
von Halbnormen. Sie erzeugt eine lokalkonvexe Topologie (vgl. Satz 3.11). Diese
Topologie ist Hausdorff’sch, denn
VeeX, z#03feX*: |f(zx)]=|z| =ps(z) #0 (Sédtze 8.7 und 3.11, 2.).
Der zugehorige Konvergenzbegriff ist der der punktweisen Konvergenz unter allen
Funktionalen (vgl. S. 37, Beispiel 2 und Satz 3.12), d.h.

T, = 1 <= f(z,) — f(2) (also die schwache Konvergenz) .
Diese lokalkonvexe Topologie ist gerade die schwache Topologie (Aufgabe).
2. Man kann zeigen

(X, |I']), dim X < oo = Normtopologie = schwache Topologie (Aufgabe)

3. Es gibt auch oo-dimensionale Rdume, in denen schwache = starke Konvergenz
gilt (z.B. 1 : Aufgabe).

Wir haben bereits den Begriff der Normkonvergenz auf X* eingefiihrt (vgl. Satz und
Definition 7.2). Danach ist X* = L(X,IK) ein Banachraum. Bildet man den

Bidualraum — X*™ = (X*)¥,

so kann man mit seiner Hilfe auf X* eine schwache Topologie und damit einen Kon-
vergenzbegriff einfithren. X** ist (als Dualraum von X*) ebenfalls ein Banachraum.

Definition 11.3
Ist (X,]|]]) ein normierter Raum, so wird durch 7 (X*, X**) die schwache Topologie
auf X* definiert.

Damit diese Definition verniinftig wird, mufl man X** kennen. Dies ist in Spezialféllen
der Fall. Zunéchst kann man leicht einige Elemente von X** angeben.
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Ist x € X ein festes Element und
u, : X* — IK
[ uw(f) = f(z),
so ist u, € X** . Die Linearitét ist klar und die Stetigkeit folgt aus
lua(N)] = [f@)] < [zl 7]l also fuoll < [l

Offensichtlich erhélt man hier eine Beziehung zwischen X und X**. Es gilt

Satz 11.4
Ist (X, ||) ein normierter Raum, so ist die Abbildung

J: X — X*
r — J(x) = u, (wo u,(f) = flx) VfeX)

ein Normisomorphmus von X auf J(X) C X**.

J heif3t kanonische Abbildung.

Beweis:

J ist injektiv, denn
J(x1) = J(x2) <= flx1)=flw) VfeX® = a1 =ux, (Folgerung8.8).
J ist linear, denn

J(axy + Br2) (f) = Uaz1p2,(f) = flax+Br2) = af(zr)+ 6 f(21)
= aJ(x)+ [ J(x).

/(@) ()] < [lzl[ 1 £]] wurde schon gezeigt, also |jux|| < |||

Andererseits:

VeeX 3f, € X* mit ||f.]] =1, fe(x) = |jz|| (Satz 8.7),

also mit [u(fo)| = | fo(2)] = [l - | o] also insgesamt || J(z)|| = [Jue]| = [l[|. W
~—~—

=1

Definition und Satz 11.5
Der normierte Raum (X, || ||) heiBt reflexiv, wenn gilt J(X) = X** (vgl. Satz 11.4).

Reflexive Rédume sind immer Banachrdume (vgl. Satz und Definition 7.2, 2))

Beachte: Diese Definition besagt nicht nur, da X und X** normisomorph sind (3
lineare stetige Isometrie), sondern zusitzlich, dafl diese Isometrie durch die Abbildung
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J gegeben ist. Es gibt Rdume, die zu ihrem Bidualraum linear isometrisch sind, aber
nicht reflexiv (vgl. Hinweis in Wloka, S. 105).

Bevor wir nidher auf reflexive Raume eingehen (dazu siehe Seite 150 ff.), wollen wir uns
mit der Charakterisierung schwach konvergenter und schwach- * konvergenter Folgen
(vgl. Definition 11.6) befassen.

Die schwache Topologie 7 (X*, X**) ist schwer handhabbar, wenn X** nicht ganz
bekannt ist. Geméf Satz 11.4 kennt man jedoch einen Teilraum J(X) C X**. Deshalb
betrachtet man

Definition 11.6
Sei (X, || ||) ein normierter Raum.

Dann heifit die Topologie 7 (X*, J(X)) die Schwach-+ Topologie auf X*.

Bezeichnungen:  7,» = 7(X*, J(X)) =7(X*, X) (da X und J(X) normiso-
morph sind (Satz 11.4)).

Offensichtlich gilt:

1. T(X5X"™) D T(X*J(X)) (letzterer enthélt weniger offene Mengen)

43

= falls X reflexiv ist .

2

2. Falls J(X) = X" also X reflexiv, stimmen schwache und schwach- * Topologie
auf X* {iberein.

Analog zu Satz 11.2 gilt nun

Satz 11.7
Sei (X,|l||) normiert =

1. (X*,7,+) ist ein Hausdorff-Raum.

2. {f.} C X* ,schwach- * konvergent“ gegen ein f € X* (Bezeichnung: f,, = f)
=  foulz) = f(z) Ve e X

(vgl. dazu Definition von J in Satz 11.4).

Beweis 1):

Zeige: Zu f1 # fo, fi € X* gibt es disjunkte Umgebungen.

Seien f1 # fo, fi€ X* = Jz e X: fi(z)# folx).

Wihle 0 < e < 1|fi(z) — folz)] = uy' (K. (fi(2))) Nugt (K. (f2(2))) = 0.
ug(f1)

. J

~
Umgebung von fi
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Beweis 2):
Zeige wie in Satz 11.2:

fo = f (schwach-* konvergent) <= u,(f,) — u.(f) Yu, € J(X).

Laut Definition von J ist dies dquivalent zu folz) — f(z) VeelX. |

Charakterisierung schwach konvergenter Folgen

Fiir (X,][]), {z.} C X gelten folgende Aquivalenzen:

T, — re X
Satz 11.2
flan)  — flx), VS eX*
Satz 11.4
ug, (f) — wu(f), vV fe X* (Definition von J)
Satz 11.7 fiir X* *
- Uy, = Uy (Konvergenz bzgl. 7 (X**, J(X™*))

Wir wenden den Satz von Banach-Steinhaus (Satz 9.3) an auf (X*, ||||) und K (beides
sind Banachrdume) und erhalten

1) Jug, |l < M < oo VneN
Uz, (f) = ua(f) VfeX

2) ., (f) — u.(f) VfeD, D=X*

Da J ein Normisomorphismus ist, gilt ||u,, ||x~ = ||z,|/x . Damit ist bewiesen der
Satz 11.8
Sei (X, | ||) normiert, {z,} C X, so gilt
1) AM > 0: |z, < M VneN
Ty, — T < —
2) flan) — flz) VfeD, D=X"
Insbesondere gilt: Schwach konvergente Folgen C X, bzw. schwach- % konvergente
Folgen C X** (im reflexiven Fall) sind norm-beschrénkt.

Fiir die néchste Folgerung erinnern wir an

Definition 3.18
Eine Menge M eines topologischen Vektorraumes X heifit beschrdankt, wenn zu jeder

Nullumgebung U ein p > 0 existiert mit M C pU.

Im R™ entspricht das genau dem {iblichen Beschranktheitsbegriff.
Aufgabe: Zeige: M schwach beschrdnkt in einem normierten Raum bedeutet:

McX, VfeX" 3g=q(f) >0 sodaB |f(x)| <q(f) <oo Vze M.
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Folgerung 11.9
Sei (X, | ||) normiert, so gilt

M C X ist schwach beschrinkt = M beschrankt (bzgl. der Norm).

Beweis (indirekt):
Annahme: M nicht beschrinkt = Vn €N Jx, € M : |z,| > n?.

Laut Voraussetzung:

f(m)l < q(f) <00 ¥neN, ¥fe X — ’f<%>’<ﬁ nex g yfe Xt

n
Satz 11.2 ~ x Satz 11.8 _ X .
— 7,=— = 0 =————= {7,} ist beschrinkt .
n
. ) T |
Andererseits war ||z, || > n® also [|[—| >n W! |
n

Beispiele zur und Eigenschaften der Reflexivitit

Satz 11.10
1. Jeder Hilbertraum (X, (, )) ist reflexiv.

2. Fir 1 <p<oo sind LP(2) und H™P(Q2) reflexiv.

Wir zeigen nur

Beweis 1:

Dazu benétigen wir den Satz von Riesz (Satz 8.9): Ist X ein Hilbertraum, so gilt:

x A, xx

u — (Hu), (Hu)(:) = (-,u) ist ein Isomorphismus,

und H ist antilinear (H(ou+ 3 f) = @ H(u)+ BH(f)).
Wir haben zu zeigen, da§ die Abbildung (vgl. Satz 11.4 und Definition 11.5)

J: X — X*
x — Jx: (Jr)(f) = f(x) V feX*

surjektiv ist.

Sei also ** € X™ gegeben, gesucht wird ein Urbild x unter J, d.h.

e (f) = J@)(f) = fle) VfeX"

u — x**(Hu) ist eine lineare stetige Abbildung von X — IK ( linear, da H antili-
near), d.h.
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(11.1) da* e X*: 2"(u) = x(Hu)

11.1
x* hat ein Urbild z unter H: Hx = z* (Riesz) %

(11.2) 2 (Hu) = z*(u) = (Hx)u = (u,z) = (x,u) = (Hu) (x).

H ist ein Normisomorphismus, d.h. durchliuft u ganz X, so durchlauft H(u) ganz
X*. Man kann (11.2) also schreiben als

2 (f) = flx) VieX".
Dies besagt aber gerade, daf§ ** ein Urbild unter J hat: (Jz) (f) = f(z). |

Wir beweisen folgende Eigenschaften

Satz 11.11
Seien X,Y normierte Radume, dann gilt:

1. X reflexiv. = Jeder abgeschlossene Unterraum Z C X ist reflexiv.
2. Ist T : X — Y ein toplinearer Isomorphismus (stetig, 1 — 1, auf, linear,
JA™Y), so gilt
X reflexiv. <= Y reflexiv.

3. X™ separabel ? X separabel (separabel jeweils bzgl. der Normtopologie).

Beweis 1:
Idee:
Zu z** € Z* konstruiere z** € X** mit Urbild z = J~!(2**)

Zeige x € Z und J(x) = z**, folge dabei, ausgehend von z** | den Pfeilen.

x 2 Jyx)= x*

W w
J_l kK

xz X

J T (Jo) f = fl@) VfeX" (z€X)
) (J2)g = g(2) VgeZ* (z€2)

x 4 Z**

W W

z 2. Jzc z¢

a) Zu gegebenem z** € Z** definiere x** € X*™ : o™ (f) = 2"(f|z) Vf e X*.
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b) X reflexiv = dzreX: 2™ =Jx.

¢) Behauptung: = € Z:
Satz 8.5, 1)

Wire 1 ¢ 7 ———— dfy e X*: fO}Z =0, fo(xr) #0 (Z abgeschlossen)
= 2 (folz) = 0;
andererseits: 0 = 2™ (fo|z) = 2 (fo) < Jx(fo) = folx) #0 W!

X reflexiv

d) Behauptung: Jo = 2%
Jedes g € Z* hat eine Darstellung g = f|z, f € X* (Hahn-Banach),

damit folgt

T = o) = f@) =
Def. von J X refl.

Also ist J surjektiv.

Beweis 2:

X L Jgx)= x~

W )

)/ x J x**

K l ]

* j k%

v\ Y y

W )

y — 5 Jy)c v~

Die Behauptung ist in X und Y symmetrisch, denn es gilt:

X ist Banachraum, da X reflexiv ist. Y ist ebenfalls ein Banachraum, da T topli-
nearer Isomorphismus ist (vgl. Folgerung 1 zu Satz 4.6). Sei also X reflexiv.

J, J sind die kanonischen Abbildungen, und da 7" und 7! toplineare Isomorphismen
sind, gilt

Yy eY* Jar e X* ¢ yf = 2° T,

(*) * * * * * *
Vet e X* dy*eY™ o8 = y*T.

Zu y™ € Y™ wird ein Urbild y € Y unter J gesucht, d.h. eine Darstellung

y () =JW) (") =y (y).

Zu y** definiere z** € X** gemi:  y**(y*) = y**(z* T7') =: 2™ (2*) wo a* = y*T.
Damit gilt
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Beweis 3 ,,— “:
X* separabel = F{fu}nen C {f € X*; ||f]| = 1} =: Xo, und diese Folge ist
dicht in X, .

Dies folgt aus:
X* separabel =  J{f,}lnen: limf, = f.

Wl = NN <= FI = lm|fal = If] <= “m||r’jf’;\:1
i A
1 = 1 =

IR T2 R TA R T

Wiihle eine Folge {z,} C X : ||z,|| =1 und |fn(z,)| >

N —

Dies ist moglich auf Grund der Normdefinition: | f,|| = sup |f.(x)] =1.
ll=l|=1

Nun ist ¥ =span{z,} C X und ¥ = X |
denn wire Y # X = Jfo€ X*: foly =0, [|fol| =1, also | fol € Xo.
(vgl. Satz 8.5, 1)) und damit

Beweis 3 ,, &= “:

Der Raum L'[0, 1] ist separabel ( Satz 4.27). Jedes lineare Funktional f auf L'[0, 1]
148t sich darstellen geméaf

flz) = / z(t)u(t)dt mit einem u € L*[0,1].

0

(Beweis in Wloka, § 12, Satz 9). Dieser Raum ist nicht separabel (vgl. Satz 4.27) W

Schwach kompakte Mengen

Bei Minimierungsproblemen (vgl. Alt S. 149 ff.) ist es wichtig, aus beschriankten Folgen
konvergente Teilfolgen auswihlen zu koénnen (d.h. man braucht Kompaktheitseigen-
schaften, vgl. Satz und Definition 6.1). Dafi dies im allgemeinen nicht moglich ist bzgl.
der Norm zeigt der Satz 6.4, der besagt, daB fiir einen normierten Raum X gilt:
K;(0) kompakt <= dim X < oc0.

Durch die Abschwichung des Konvergenzbegriffes kann man jedoch, zumindest bei re-
flexiven Rdumen, aus beschrinkten Folgen schwach konvergente Teilfolgen aussuchen,
wie die folgenden Sétze zeigen.



154 § 11 EIN ,SCHWACHER“ PARAGRAPH

Definition 11.12
Sei (X, | ||) normiert.

Eine Menge M C X (bzw. M C X*) Jede Folge aus M hat eine schwach
heifit schwach (bzw. schwach-x) VN (bzw. schwach-x) konvergente Teil-
folgenkompakt . folge mit Grenzwert in M .

Wir zeigen nun

Satz 11.13
Sei (X, | ||) ein Banachraum, dann gilt:

X reflexiv = K;(0) C X ist schwach folgenkompakt.
D.h. insbesondere:

Jede beschriankte Folge in einem reflexiven Banachraum (also auch in einem Hilbert-
raum) hat eine schwach konvergente Teilfolge mit Grenzwert in X .

Beachte: zu insbesondere

1. FEin reflexiver normierter Raum ist notwendig ein Banachraum, denn X** ist ein
Banachraum (Satz 7.2 b) und J ein Normisomorphismus (Satz 11.4).

2. Jeder Hilbertraum ist reflexiv (Satz 11.10)
3. Zu jeder beschrinkten Folge existiert eine abgeschlossene Kugel, in der sie ent-

halten ist. der Grenzwert mufl dann nicht notwendig in M liegen, wohl aber in
der abgeschlossenen Kugel.

Hierdurch ist auch der zu Anfang dieses Paragraphen zitierte Satz bewiesen.

Zum Beweis von Satz 11.13 bendtigen wir

Satz 11.14
Sei (X, ||||) normiert und separabel = K;(0) C X* ist schwach- * folgenkompakt,
d.h. insbesondere:

Jede norm-beschrankte Teilfolge {f,} C X* hat eine schwach- * konvergente Teilfolge
mit Grenzwert in X*.

Beweis von Satz 11.14:

Sei {z;} dicht in X (eine abzéhlbare dichte Menge kann als Folge dargestellt werden)
und {f,} € K1(0) € X* (d.h. ||f.|l <1 ¥n). Deshalb folgt:

{fn(x1)} C K ist beschriankt = 3 Teilfolge { fr(Ll)} mit

{f\"(z)} konvergent in z =
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{f(25)} C IK ist beschriinkt = 3 Teilfolge {f?} c {f"} mit
(2) : —
{fn’(x)} konvergent in x = x1, 9

Féhrt man so fort, so folgt:

Die Diagonalfolge { fé"’} konvergiert in Y := {x;} und ¥ = X .
Als Teilfolge von {f,} erfiillt sie |[f”]| <1 Vn.

Nach dem Satz von Banach-Steinhaus (Satz 9.3 ,, <= ) gilt:
(Beachte: Diese Richtung benétigt nicht die Vollstédndigkeit von X, vgl. Bemerkung
2. zu Satz 9.3, sondern nur die des Bildraums und der ist hier der Zahlkérper 1K)

Die Folge { f,(l")} konvergiert punktweise auf ganz X gegen ein f € X* und aus
[ fnl] <1 folgt Hf,(l")H <1 (Folgerung aus Satz 9.2).

Dies bedeutet nach Satz 11.7, 2):  f{" = f e K (0) C X*. |

Beweis von Satz 11.13:

Sei {z,} C K1(0) C X.

Y :=span [{z,}] abgeschlossen und separabel

Satz 11.11, 1
t:) Y ist reflexiv, d.h. J(Y) = Y™

X reflexiv
J isometrischer e
Y** ist separabel,
Isomorphismus

Satz 11.11, 3)

Y™ ist separabel,

anwenden auf Y **

Satz 11.14

K,(0) C Y** ist schwach- * folgenkompakt .

anwenden auf Y™

{Jzn} C K1(0) C Y**

3 Teilfolge Jz,, — Jr € K;(0) C Y**

Satz 11.7, 2)
— Jr,, (v*) — Jz(y*) Vy*eY*

Definition von J

Y (xn,) — y(xr) Vy eV

Diese Konvergenz gilt auch Vx* € X*, da sich jedes y* zu einem z* € X* fortsetzen
lat und da Va* € X* gilt 2*|, =y" € Y".
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Die angegebenen Aussagen iiber die Existenz schwach konvergenter Folgen sind von
praktischer Bedeutung fiir die Losung von Minimierungsproblemen (vgl. Alt § 5.13).

Beachte jedoch zu Satz 11.13:

In einem beliebigen normierten Raum gilt i.allg. nicht die Aquivalenz von schwach
kompakt (= tiberdeckungskompakt bzgl. der schwachen Topologie) und schwach fol-
genkompakt (zur Definition vgl. etwa Hirzebruch-Scharlau, S. 167 ). Man beachte, daf
diese Kompaktheitsbegriffe sich nicht auf eine metrische Topologie beziehen.

Zwar kann man zeigen (Hirzebruch-Scharlau, Nr. 14.7):

Satz 11.15
Sei (X,]||||) ein Banachraum, so gilt

X reflexiv <= K;(0) = {z € X; ||z|| < 1} schwach kompakt.

Wir haben in Satz 11.13 gezeigt, dafl in einem reflexiven Banachraum K;(0) schwach
folgenkompakt ist. Unter diesen Voraussetzungen gilt also: K7(0) schwach kompakt
impliziert K(0) schwach folgenkompakt.

Hirzebruch-Scharlau (Nr. 13.9) zeigt:

Satz 11.16
(X, |I']]) normiert =  K;(0) C X* ist schwach- *+ kompakt.

Jedoch liefert Alt § 5.5 Beispiel 3 ein Beispiel fiir einen normierten, aber nicht separa-
blen Raum in dem K;(0) C X* nicht schwach-x folgenkompakt ist.
Dies zeigt, daf3 die Voraussetzung separabel in Satz 11.14 notwendig ist.
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§ 12 Duale und Adjungierte Abbildungen

Wir befassen uns nun mit Abbildungen zwischen den Dualrdumen. Seien X und Y
normierte, bzw. Hilbertrdume (man konnte sich auch auf unitédre Rdume beschrianken,
wie man leicht sieht). Sei A ein linearer (nicht notwendig stetiger) Operator, der eine
Teilmenge D(A) C X nach Y abbildet. Hx bzw. Hy seien die Isometrien aus dem
Riesz’schen Darstellungssatz (Satz 8.9).

() (y)

X Hx X 5 D(A) A linear v Hy v

T Yy

Ax

Xz

Wir befassen uns zunichst mit dem normierten Fall und erklaren:

Definition 12.1 it
icht in . .
Seien X,Y normiert, X O D(A) A Y Die Abbildung
Y5 D) 2 x
W W

g° — [Ti=Ag (Ag7) (v) = g7(Az) Vo € D(A)

heilt duale (konjugierte) Abbildung zu A.
D(A") enthélt also nur die Elemente aus Y*, fiir welche die Zusammensetzung g*o A

stetig ist.

Bemerkungen zur Definition:

Die Komposition f(z) := g*(Az) ist linear (nicht notwendig stetig) auf D(A). Es ist
f= I € D(A)*, falls A stetig, oder g* geeignet.

Wir beschrianken deshalb den Definitionsbereich D(A") auf die ¢* € Y™* |, fiir die f= I
stetig ist. Wir werden Beispiele kennen lernen (vgl. Beispiel 2, 160) dafiir, daf§ auch bei
unstetigem A geeignete g* € Y* existieren, sodaB f(z) := ¢g*(Az) stetig ist



158 § 12 DUALE UND ADJUNGIERTE ABBILDUNGEN

A'g* = f* € X* verlangt jedoch auch, daB f* eindeutig bestimmt ist durch g¢*.

Dies ist der Fall, wenn D(A) = X ist, denn dann ist A’¢g*, das zunéchst nur fir

x € D(A) erkldrt ist, eindeutig auf X fortsetzbar (Satz 8.2).

Wiére namlich D(A) # X, so gébe es nach Satz 8.5, 1. ein fj € X*, fi # 0 mit
fo = 0 auf D(A). Dann wéren das Nullfunktional aus X* und f; verschiedene
Fortsetzungen des Nullfunktionals auf D(A) und A’ wére nicht als Operator auf Y*
erklirbar. Die Dichtheitsvoraussetzung ist also notwendig fiir die Definition von A’.

Die Existenz von A’ ist offensichtlich zumindest fiir A € L(X,Y).

Weitere Existenzbetrachtungen folgen noch.

Sind X und Y Hilbertrdume, so ist jedes lineare Funktional darstellbar durch ein
inneres Produkt mit Hilfe eines Elementes des Originalraumes (Satz von Riesz) und
wir konnen erkliren:

Definition 12.2
dicht Alin

1. Seien X,Y Hilbertraume, X O D(A) — Y . Die Abbildung
Y o D(AY) 25 X
W
g — Ag: (A7) (z) = (v,A%g)x = (Az,g)y Va € D(A)

heilt die zu A adjungierte Abbildung.

2. Ist Y = X, so heifit die Abbildung A selbstadjungiert, wenn A = A*,
d.h. (z,Ag) = (Az,g) Vz,g€ D(A).

Zwar taucht in dieser Definition A’ nicht auf, doch ist klar: Wenn A’ existiert, dann
auch A*.

Man erkennt unmittelbar den Zusammenhang von A’ und A*.

Lemma 12.3
Unter den Voraussetzungen der Definitionen 12.1 und 12.2 gilt

A" = Hi'oAoHy und  D(A*) = H,'(D(4)).

Bemerkungen:

1. Diese Darstellung von A* kénnte man auch zur Definition von A* benutzen.

Aufgabe: Man zeige ||A]l = [|A'|| = [|A*||, falls A€ L(X,Y).

2. Manche Autoren nennen auch die duale (konjugierte) Abbildung A’ adjungiert
(z.B. Alt), und sprechen im Falle von Hilbertraumen von A* als der Hilbertraum-
Adjungierten. Also Vorsicht beim Literaturstudium!
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Lemma 12.4 algebraische Eigenschaften
Unter den Voraussetzungen der Definitionen 12.1 bzw. 12.2 gilt

1) (A1 +P0A) = aAl+ A, falls Ay, Ay € L(X,Y), a,0 € K.

2) I' =1 = I
3) (AyAy) = AL A, falls A, € L(X,Y), Aye L(Y,Z).
3) (ApAr)* = AAL, falls, X,Y HRe, 41 € L(X,Y), Ay € L(Y,Z).

4) A" Jx = Jy A, falls A€ L(X,Y), Jx,Jy die kanonischen Einbettungen
in X Y™
4) A = A, falls Ae L(X,Y) und X,Y HRe.

1) (@A +BA) = aAt+ (A5, falls X, Y HRe, Ay, A, € L(X,Y), o, € K.

Beweis
1)-2) sind unmittelbar klar (beachte: Hy antilinear).

3) Aus der Definition folgt unmittelbar
(AgAy) z*(z) = 2"(AA12) = ALz*(Arz) = A} AL 2" (x).

3’) direkt nachrechnen geméfl Definition 12.2 analog zu 3).

1) (A7) (57) E () () P () () PR () P () ().

4) Fir Ae L(X;Y) ist A" € L(Y, X) definiert durch (z, A*y)x = (Az,y)y.
Damit folgt fir A™ = (A*)*: A* € L(X,Y), und es gilt:

*ok * T As. Def. A* .
(y, A™2)y = (A*y,2)x = (z, Ay) "= (Az,y) = (y, Az),

also A** = A.

Beispiele

Beispiel 1)

Wir konstruieren die Abbildungen A" und A* fiir einen Integraloperator.
Seien X =Y = L?*[a,b] reelle Hilbertriume.

b

(Az) (t) = / k(s,t)x(s)ds, k stetig auf [a,b] X [a,b], also D(A) = X.

a

Das Integral existiert nach Holder oder weil k& beschrankt ist.

. b
Vot eY*s 3lgeY: g'y) "= (y,9) = [ y(t)g(t)dt.
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Nun ist

(A'g") (x) LY g7 (Az) = (Az,g)

_ /b/bk:(s,t) 2(s)ds g(t) /b /bk: tydt x(s)ds

Az —f()

feL?(a,b)
(nachrechnen mit Hélder)
= (@) = [()
b
Mit f(s) = [ k(s,t) g(t)dt haben wir also die Zuordnung
(12.1) Ag = f* und  D(A") = Y.

Mit den Abbildungen Hy, Hy aus dem Riesz’schen Darstellungssatz erhélt man
f* = Hx(f), ¢* = Hy(g), A" = Hy'A'Hy, (Lemma 12.3)
Atg =Hy' A'Hyg = Hy' Ag" = HY'f* = .

also A*g = f und (A*g)(s) = f(s) = fbk‘(s,t)g(t)dt.

Vergleich mit A liefert:

A selbstadjungiert (d.h. A= A") = k(s,t) symmetrisch in s und ¢ .

Beispiel 2)

b 1/p
X =Y =LP(a,b), 1< p< oo, Banachraum mittels [|z|| = (f \x(t)\pdt> :

a

d
Fir A = o sei
A=1

X D {Ca,b); z(a) =x(b) =0} =2 D(A) —= Y, linear aber unstetig.

Nach Satz 4.26 ist D(A) = X.
Man beachte, dafi in Definition 12.1 nicht verlangt wurde, daffi A stetig war. Damit
war nicht allgemein klar, ob es ein f* € X* gibt mit f* = f.

1 1 b
VgreY* dge La,b) : ]—?—i— ria Lp>1: g*(y) = [ y(t) g(t)dt (Satz 8.11)

=
(122) fa) = gtan) = [ #@owar

Frage: Wann existiert ein f* € X* mit f* = f7?
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Falls in (12.2) g € D(A) (daraus folgt auch g € L9(a,b) ), erhdlt man durch Produk-

tintegration

= feLq

oyt gy dt, g€ DAY},

Man kann also geeignete g* finden, die die fehlende Stetigkeit von A in der Kompo-
sition g* A wieder gut machen. |

— DA)D{g €Y g*(y)

Als Minimalinteressen dréangen sich folgende Fragen auf:

Wann existiert A" (und damit A*) ? Wann ist A" und damit A* stetig 7

Satz 12.5 Existenz und Stetigkeit von A’

dich in . . .
Seien (X, [[||), (Y;]|||) normiert, X 5 D(A) Aln, y ( A nicht notwendig stetig).

Existenz von A’:

DA)=Y* {{xn} C D(A), x, -2 n X = Az, — Az inY}

Stetigkeit von A’:
A stetig und D(A) =X = || A| =|4'|| und D(A") =Y~

Beweis Existenz: ,, <= “:
Vg e Y* ist f*= A'g* ein stetiges lineares Funktional auf X (also f* € X*)

— 1z, —»z stetigin X = () — f*(z)
|| Def. von A’
— 1z, —x stetigin X = ¢"(Ax,) — g*(Ax) Vg e Y

<~ 1w, —x stetigin X = Az, — Az in Y.

Beweis Stetigkeit: Erinnerung: |ly|ly = sup |f(y)| (Folgerung 8.8) —
feyr

ifl=1
Aly*(z)
* !, * !/
Al =" sup [[Azlly = sup sup [y*(Ax)| = sup sup [Ay*(z)] = [|A.
el x =1 Iellx=t o ey lelx=t
yl= yl= . 7

g
ef. 12.
Da D(A) = X und A stetig = Vg* € Y* ist g*(A(x)) stetig =2 D(A") =Y™.
|
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Als erste Anwendung zeigen wir ein

Variationsprinzip fiir selbstadjungierte Operatoren

Satz 12.6
(X, (-,-)) sei ein Hilbertraum, Y C X ein dichter, linearer Teilraum.

Sei
linear
Yy — X

T
(x,Ty) = (Tx,y) (T selbstadjungiert auf’).
(Tz,z) > 0 YxeY (T positiv semidefinit aufY’).

Das Funktional

Fiir r € X hat . o) = (Ty,y)—(y,r)— (r,y)
Ty = r eine Losung w € Y = (Ty,y) —2R(y,r)

nimmt sein Minimum in w € Y an.

Bemerkung:

Der Satz macht keine Existenzaussage fiir die Losung. Existenz von Minimallésungen
miifite (konnte) man als Anwendung des vorigen § 11 zeigen (vgl. Alt § 5.13). Aber
wenn die Existenz gesichert ist, liefert dieser Satz einen Hinweis, wie man Losungen
konstruieren kann.

Beweis Satz 12.6:

Die Idee zu diesem Satz stammt aus der Physik. Losungen von Gleichungen, in denen
eine Energie vorkommt, konnen oft dadurch charakterisiert werden, dafy die Energie mi-
nimal ist. Das Funktional ¢ kann als Energiefunktional gedeutet werden (siehe Mich-
lin: Partielle Differentialgleichungen der mathematischen Physik, vgl. auch Beispiel 3
(Kettenlinie) in der Einleitung).

Vorbetrachtung:

1) ¢ ist reellwertig, denn (Ty,y) selbstadjungiert (

Man kann also Minima suchen.

y, Ty) = (Ty,y) € R.

2) Seien v,z€Y und n=v—-2z =

o) = o(z+n) = (T(z+n),(z+n)—(z+n,7)—(r,z+mn), T selbstadjungiert
(12.3) = ¢o(2)+ (Tz—rm)+n.Tz—r)+ (Tn,n),
(12.4) = ¢(2)+2R(Tz —r,n) + (Tn,n).
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Beweis ,,=—:* Sei Tw =1, setze in (124): z=w =

o(w+n) = ¢(v) = ¢(w)+ (Tmyn) > ¢(w) Yo eY (Minimalitét)
——

>0
pos-sem def.

Beweis ,,<—=“: Sei ¢(v) > ¢(w) Vo € Y. Fiir s € R und € € Y beliebig ist laut
Voraussetzung

(12.5) o(w+se) > o(w).

Setze in (12.4): z=w und n=sc also v=w+se =
>0
—
p(w+se) = o(w) + 2sR(Tw—r,e)+s*(Te,e)

~
>0 wegen (12.5) VseR

— R(Tw—re) = 0.
Setzt man in (12.3) z = w, und 1 = ise, so folgt ebenso
Im(Tw—r,e) = 0.
Insgesamt also (Tw—re) = 0 VeeeV, Y =X
(Tw—r,z) = 0 VeeX
— Tw—1r = 0. [ |

Beispiel: Dirichlet-Randwertaufgabe fiir die Poisson’sche Gleichung fiir reelle Funk-
tionen.

Gesucht sei eine reellwertige Funktion w(zy,...,x,) mit
Tu = —Au=r in B, r¢& L*B)reellwertig
u = 0 auf 0 B = Rand B.

Dabeisei B C R™ eine offene beschrankte Menge (und so ansténdig, dafl der Gauf3’sche
Integralsatz angewendet werden kann, z.B. Normalbereich),

X = L*B) und D(T)={u € C*(B); ulsp =0} (reelle Funktionenriume).

Dann ist D(T) = L*(B) (bzgl. der Norm in L?*, Satz 4.26).

1) T ist positiv semidefinit auf Y, denn nach der 1. Green’schen Formel gilt

(12.6) (Tv,v) = [ (~Av)vdV = | (grad v)* dV — v v df
—_—— v
B B >0 9B
————
=0 wegen veY

dV bzw. df bezeichnen das Volumen- bzw. Randelement, v die &uflere Normale von
0B.
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Also gilt
(Tv,v) =0 = gradv =0 = w©v =const = v = 0 wegen v eY.

Damit folgt aus (12.6) (Tv,v) >0, =0 nur, falls v =0, also T" sogar positiv definit
auf Y.

2) T ist selbstadjungiert auf Y, denn die 2. Green’sche Formel besagt

/(uAv—vAu)dV = /(u%—v%) df =0 firwu,veYY,
B OB

(v = &uflere Normale auf 0 B)

also (Tu,v) = (u,Tv) VYu,v €Y.

Die Extremalaufgabe aus Satz 12.6 lautet somit

o(v) = / [(grad v)* — 2vr] dV = Min.

B

Man erhilt somit aus Satz 12.6 das

Dirichlet’sche Prinzip: Die Losung der obigen RWA ist dquivalent zur Variations-
aufgabe, das Funktional ¢(v) zum Minimum zu machen.

Bemerkung: Wesentlich fiir Existenzbeweise fiir die vorgelegte Randwertaufgabe ist
die Voraussetzung der positiven Semidefinitheitvon 7. Sie ist uns auch schon in § 6
(Lax-Milgram-Theorie) begegnet als Elliptizitét.

Weitere Resultate (vgl. die Sitze 13.2 und 13.2) liefern auch die Existenz starker Losun-
gen fiir elliptische Probleme.

Anwendung: Verfahren von Ritz: Man sucht das Minimum wu, von ¢ in endlich
dimensionalen Teilrdumen Y, C X (z.B. in Réumen spezieller, mehrdimensionaler
Polynome) und untersucht dann: Wann konvergiert (u,,y) —— (u,y) Yy € L*(B)
(schwache Konvergenz)?

Wahlt man endliche Teilrdume in Form von stiickweise linearen Funktionen, so erhélt
man das

Verfahren der finiten Elemente.

Wichtig fiir die Spektraltheorie linearer Operatoren sind Aussagen dariiber, wann ihre
Wertebereiche abgeschlossen sind und was das fiir die dualen Abbildungen bedeutet.
Dies ist von Bedeutung fiir die Losung von Operatorgleichungen.

Wir formulieren (ohne Beweis, der findet sich z.B. in Wloka, S. 145 ff. oder Yosida
VIL.5) das Closed-range-Theorem.

Hierzu benotigen wir einige Hilfsmittel, deren Bezeichnungen in der Literatur ziemlich
vielfaltig sind.
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Allgemein akzeptiert ist im Hilbertraumfall die Bezeichnung

(12.7) (X,(,) )HR, UcCX: U'={yeX; (z,y)=0VzrcU}

orthogonales Komplement von U.

In Anbetracht des Riesz’schen Darstellungssatzes (y Ty (-,y) = y*) kann man diese
Menge als eine Menge linearer Funktionale deuten.

Lineare Funktionale gibt es auch in normierten Rdumen. In Anlehnung an obige Deu-
tung definiert man deshalb (vgl. z.B. Wloka, Yosida, Werner)

(12.8) (X, I, UcX: U-={yeXy@)=0VrcU}
UL heiBt Annihilator von U in X*.

oder: Orthogonalraum von U in X*

U+ liegt also in anderen Riaumen, jenachdem ob X normiert ist oder unitér. Vermut-
lich benutzt Alt statt dessen die Bezeichnung

(XD, UcX: U:={y e X" y*(x) =0Vz e U}
Annihilator von U in X*

Ist X ein Hilbertraum, so kann er ohne Doppeldeutigkeit schreiben: U° = HxU* .

Im Dualraum definiert man (z.B. Wloka, Yosida)

(12.9) (XD, Vex: Vi={yeX;z*(y)=0Vz* €V}
Annihilator von V' in X, (bei Werner).
Orthogonalraum von V' in X, (bei Wloka).

Zur Motivation dieser Schreibweise: Eigentlich korrekt wére in einem normierten Raum
gemaB (12.8): V+:= {y* € X**; y**(z*) =0 Va* € V}.

Ist X reflexiv, so ist vermittels der kanonischen Abbildung J : X — X** fiir y € X :
Jy(x*) = y™(z*) = 2*(y). Identifiziert man nun J(X) mit X (J ist ein topologischer
[somorphismus), so kommt man zur obigen Definition.

Werner benutzt zur besseren Unterscheidung statt dessen in (12.9) die Bezeichnung
VJ_.

Wir folgen den Bezeichnungen von Wloka und Yosida und benutzen die Bezeichnungen
in den numerierten Definitionen. (Die Bedeutung ergibt sich aus dem Zusammenhang.)

Mit den weiteren Bezeichnungen (wobei X O D(A) Al Y)
Ker(A) := A7'(0), Kern der Abbildung A = Urbild der Null unter A,
ImA = {yeY : JzeX: y=Ax} = AX, Bildvon A4,

gilt nun (Beweis in Wloka § 15.4)
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Satz 12.7 Closed-range-Theorem
Satz von der abgeschlossenen Abbildung (Banach)

Seien (X, | |]), (Y;] ||) Banachraume, A € L(X,Y’). Dann sind dquivalent:
I. ImA:={yeY : JzeX: y= Az} ist abgeschlossen in Y .

2. Im A" ist abgeschlossen in X*.

n (129

3. ImA = [Ker(4)] {yeY: g*(y) =0 Vg* € Ker(A)}.

L (28

4. ImA" = [Ker(A)] {y* € X*: y*(x) =0V € Ker(A)}..

Man zeigt leicht: Ist (X, ||||) normiert und M C X, soist M+, wie im Hilbertraumfall,
ein abgeschlossener linearer Teilraum von X*.

Aus Satz 12.7 erhalt man die

Folgerung 12.8
(X, 1), (Y;] |I) Banachraume, A € L(X,Y) =

. ImA=Y <+ 3JA'ecLImA, Y.

)
2. ImA = X* — JA'el(lmAX).

Beweis:
1) ’ : 14

ImA =Y = A’ injektiv (und damit invertierbar auf Im A’), denn
1k * AX=Y * *
Ag=0 = ¢g"(Az) =0V e X ———g'(y)=0VyeY = g =0.

Y abgeschlossen
ImA =Y jﬁ Im A" abgeschlossen in X* @ Im A’ ist BR.
atz
Satz 10.
Damit ist A’ eine surjektive Abbildung auf den BR Im A’ =222 A offen

= (A')7! stetig auf Im A’ .

1) ”<___“

Laut Voraussetzung

A’ invertierbar = KerA'=0 = [Ker A']* Satr 215y,

Wir zeigen nun: Im A’ ist abgeschlossen. Dann folgt aus Satz 12.7, dafl Y = Im A.

Seite 14
Ae L(X)Y) = A ist stetig auf Y* tﬁ” A’ ist graphenabgeschlossen.

Wir benutzen die Aquivalenz von (a) und (b) in Definition 10.4.
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A' =1 steti
Sei Ay} — o* = {A'y}} ist CF SR {yr} ist CF im Banachraum Y*

Def. 10.4, (b)
= Yy =y =——=> Ay =2"*cIm A, dh. Im A’ ist abgeschlossen.

2)
Wegen der Symmetrie von A und A’ in Satz 12.7 verlauft der Beweis von 2) analog
zu dem von 1). |
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§ 13 Kompakte und vollstetige Operatoren

Wir wissen, dafl in oo-dimensionalen Rdumen , kompakt* nicht mehr dquivalent ist
mit ,,beschrédnkt und abgeschlossen®. Dieses Manko wird teilweise wieder gutgemacht
durch spezielle Eigenschaften gewisser Operatoren.

Definition 13.1
Seien (X, |[1]), (Y,|l||) normiert und A : X — Y.

A heifit kompakt FEN {M C X beschrankt = A M C Y relativ kompakt}

A hei3t vollstetig AL A st kompakt und stetig .

Eigenschaften:
Seien (X, | []), (Y,|||) normiert und A : X — Y.

1) A kompakt <= {{xn} C X ist beschrinkte Folge =— {Ax,} C Y enthélt
eine konvergente Teilfolge }
2) A kompakt und linear = A vollstetig.

3) Fiir lineares A gilt:
A kompakt (und damit vollstetig) <= A(K;(0)) relativ kompakt

1) ist offensichtlich (vgl. Satz und Definition 6.1).

A kompak
2) K;(0) € X beschrankt Lo A(K1(0)) relativ kompakt, also beschrénkt

A linear
- . Aus der Normdefinition fiir lineare Operatoren folgt A stetig.

3), = folgt aus 2).

3),, <= "“ Das Bild jeder beschrinkten Menge ist relativ kompakt. Fiir lineare Abbil-
dungen A folgt daraus [|A|| < oo, also A stetig und nach Definition 13.1 A kompakt,
insgesamt also A vollstetig.

Bemerkungen:

1. Viele Autoren definieren die Kompaktheit eines Operators nur fiir lineare Abbil-
dungen. Dann sind die Begriffe kompakt und vollstetig dquivalent.

2. Die Linearitéit von A wird in Definition 13.1 nicht verlangt. Das ist wesentlich
fiir den Schauder’schen Fixpunktsatz. Siehe dazu Ljusternik/Sobolev: VI, § 3.)
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Beispiele
Beispiel 1) (X |||}, (V.| I} normiert, X =,
—> A kompakt,
denn: AX ist topologisch isomorph zu einem R? und dort ist jede beschrinkte Menge
relativ kompakt, also A relativ kompakt.

Y, dim AX < o0

In folgenden Fillen sind die Voraussetzungen von Beispiel 1 erfiillt.

AeL(X,Y
() dim X < oo, (s dim AX < o0)
(i) dimY < oo, (da AX CY)

(i) Az = Y fi(z)y; fur f € X*, y; €Y. (nur endlich viele y; )
i=1
Die letzte Abbildung ist wichtig fiir den Beweis des Schauder’schen Fixpunktsatzes.

Beispiel 2) Sei B C L?(a,b) beschriankt (d.h. [[z|, <8 VzreB), 1<p<oo, ,
1 1
Q:[a,b]X[a,b], k}GLq(Q), ]_9+§:1 =

b
K : LP(a,b) — Li(a,b), (Kx)(s) = [ k(s,t)xz(t)dt ist vollstetig.

Wir zeigen: a) Kz € L%(a,b) Vo € LP(a,b) und K ist stetig, b) K ist kompakt.

Beweis a)

Nach Voraussetzung existiert [ |k(s,)|?ds dt.
Q
Fubini
———= Fiir fast alle s ist k(s,-) € La,b). (iterierte Integrale)

b

Holder
Fiir « € LP(a,b) existiert [ k(s,t)z(t)dt fiir fast alle s und

b b a/p

a b
(13.1) /k‘(s,t):p(t)dt < /|k‘(s,t)|th /|:p(t)|pdt fiir fast alle s.

a a

N N g
vV v
mef3bar als Funktion als Funktion von s existiert
von s, da bis auf eine integrierbar, da da xz € LP
Nullmenge beschrinkt keL1(Q)

q

b
Also gilt: | [ k(s,t)z(t) dt' ist meBbar als Funktion von s und fiir fast alle s be-

a

schriankt, also integrierbar, d.h. (Kxz) € L9(a,b).
Damit folgt aus (13.1) mit Holder

b q b

b b
| Kzl = / /k‘(s,t):p(t)dt ds < //|k:(s,t)|thds |[|Z, also

a
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1/q

(13.2) K|, < / |k(s,t)|?dt ds :

also ist K stetig (da linear und beschrankt).

Beweis b)
Idee: 1) Approximiere K durch ein Ky, das (iii) aus Beispiel 1) erfiillt.
2) Aus der Approximationseigenschaft wird unter Benutzung von Satz 6.1, 3) die

Kompaktheit fiir K hergeleitet.

Wir betrachten zunéchst den speziellen Kern

ko(s,t) = Z a,, s"th, a,, €R.
v+p=0
n n—v b
= (Koz)(s) = Z s” Z / a,, t” x(t)dt
v=0 n=0 a
ist ein Element des von den Funktionen s”, v = 0,...,n aufgespannten linearen,

endlich dimensionalen Teilraums und nach Beispiel 1 (iii) gilt: Koz ist kompakt, also
(13.3) B C LP(a,b) beschrankt =  Ky(B) relativ kompakt in L%(a,b).

Sei nun allgemein k € L(Q)) und £ > 0 vorgegeben.

Nun gilt (Weierstrafl fiir mehrere Dimensionen):

a) Fiir M C R? abgeschlossen, beschréinkt sind
die Polynome dicht in C'(M). Aus Satz 4.26 folgt

B) M C R" beschrinkt = C(M) dicht in (L, ] ||,) fur 1 < p < oo.

Nach «),3) gibt es also Ve > 0 ein Polynom ko(s,t) mit

1/q
/|k:(s,t)—k:0(s,t)|qudt < e,

und wie bei der Herleitung von (13.2) folgt

— ko(s, 1)) x(t) di

Q\ao-

b q 1/q
s -, = (f [ o)
b L9\
( (fmww—m@mwﬂwmpd%

= (] e - kats.tpanas )l

< ellzll, <ep.

IN

(13.4)

\@- Q%@
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Nach (13.3): Ko(B) relativ kompakt =  Ky(B) e-kompakt (vgl. § 6.1), d.h.
3 endliche Menge w1, ...,ym C L(a,b), ein sog. €-Netz, sodafl

Vee B 3y, + |[Kor—vyjlly < €.
Damit und aus (13.4) folgt
1Kz —ylly, < (1+5)e

d.h. {y1,...,ym} ist ein (1 + f)e-Netz fiir K(B),

—  K(B) relativ kompakt nach Satz 6.1, 3), denn K(B) ist als abgeschlossene
Menge des vollstandigen Raumes L4(a,b) vollstandig. |

Beispiel 3 ) Sei B C LP(a,b) beschrinkt, 1 <p < oo, @ = [a,b] X [a,b], k € C(Q)

= (Kz) (s f k(s,t)x(t)dt
ist eine Vollstetlge Abblldung von (LP(a,b),||-|l,) — (Cla,b],||.]|e0)-

Bemerkung:
«) Dies ist kein Spezialfall von Beispiel 2), da die Bildrdume verschieden sind.

B3) Da der Bildraum Cfa,b] ist, muB fiir den Kompaktheitsnachweis Arzela-Ascoli
verwendet werden.

Beweis 3):
Wir zeigen zunichst: K ist gleichgradig stetig Vx € B, ( d.h. ||z| < /).

Da k gleichméfig stetig auf ) folgt
Ve>030>0: |k(s1,t) — k(se,t)] <e falls [s; — so| < 0.

Damit erhalt man :

(13.5) [(Kx) (s1) = (Kx) (s2)] < / |F(s1,8) = k(s2, )] [ (t)| di

/ k(1 8) — k(sa, ] dt)3 |2l

<e (b —a) [[=[l,,

d.h. Kz stetig in s und sogar gleichgradig stetig fiir alle ||z, < §. (J unabhéngig
von )

Behauptung: K ist vollstetig.
K ist linear in z und analog zu (13.5) gilt |(Kx) (s)| < (mgx k) (b—a) |z,

was zeigt, dafl K stetig in x ist und in s punktweise beschrankt V ||z||, < 5.
Arzela-Ascoli (Satz 6.6) liefert dann: K (B) relativ kompakt in C|[a, b]. |
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Beispiel 4) K wie in 3), aber definiert auf (Cla,bl,||||«): K : Cla,b] — Cla,b],

dann bleiben die obigen Aussagen richtig.

Beispiel 5) Ist dim X = oo, so ist die identische Abbildung I : X — X zwar stetig,
aber nicht kompakt (Satz 6.4).

Beispiel 6) Sind Originalraum und Bildraum mit unterschiedlichen Normen versehen,
so kann auch die identische Abbildung kompakt sein, wie folgendes Beispiel zeigt:

Sei ) /
X = C'a,b], |zllcr = max ([|2]lo, [|2/]lo)

Vo= Cla,b],  ylly = llylls
—>  Die ,,Einbettung*

I: C'Ya,b] — Cla,b

r — X

} ist kompakt ,

denn: B C X, |z||lx < = |lz|y < B fir x € B, also Iz(t) gleichméBig
beschrénkt Vit € [a,b] und |z(t) — x(ty)| = |2'(7)| |t — to] < G|t — to| zeigt, daB I(B)
gleichgradig stetig ist, also nach Arzela-Ascoli I(B) relativ kompakt in Y ist.

Wichtig fiir die Anwendung auf Differentialgleichungen sind die Einbettungssétze fiir
Sovolev-Réume, die wir hier (ohne Beweis) zitieren (vgl. Alt, Kapitel 8.8). (Erinnerung:
Holder-Raume in § 4)

Mit Hilfe von Regularitiatssidtzen kann man aus schwachen Losungen starke Losungen
gewinnen. Dies geschieht in zwei Schritten:

1) Man zeigt, daB8 abhéingig von Glattheitsvoraussetzungen an die Koeffizienten der
Differentialgleichung, die rechte Seite und den Rand des Gebiets die schwache Lésung
sogar in einem H™?2 m > 1, liegt. Als Beispiel zitieren wie folgenden Satz (vgl. Evans:
Partial Differential Equations, AMS, § 6.3, Theorem 5)

Satz 13.2
Sei Q2 C R™ offen und beschréinkt, fiir ein m € N gelte
aij,bj,c € C™T(Q), f € H™2(Q) 00 ein C™?—Rand und v € H"*(Q) eine

schwache Losung von

n

Lu = Z(ai,jumi)um]- + Zqujbj +cu=f inQ,

i,j=1 j=1

u =0 auf 90.

o m+2.2

Dann ist u e H (Q).
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2) Danach kann man die schwachen Losungen kompakt in Riume stetig differenzier-
barer Funktionen einbetten. Interessant ist hierbei die Abhéngigkeit von der Raumdi-
mension. (vgl. Alt, Kapitel 8.8). (Erinnerung: Holder-Réume in § 4)

Satz 13.3 Einbettung von Sobolev-Riumen in Hélder-Riaume
Sei 2 C R™ offen, beschrinkt, m > 1, 1 <p < oo, k€ NU{0}. Dann gilt:

1. Ist m— = >k+a, 0<a<l,soexistiert eine stetige Einbettung
P
J: H™P(Q) — C*(Q),

genauer: Yu € H™P(Q) 3! stetige Funktion, welche fast iiberall mit w iiber-
einstimmt (sie wird wieder mit u bezeichnet), so daf gilt

lullora@ < C(Qn,m,p k) [lullamr -

2. Diese Einbettung ist kompakt, falls m — n >k+a.
p

3. Hat € einen Lipschitzrand (vgl. Alt A 5.3), so gelten die Aussagen 1. und 2.
auch fiir H™P($2) statt H™P(Q).

Damit ist auch das Existenzproblem fiir partielle elliptische Randwertaufgaben (Lax-
Milgram-Theorie) (vgl. § 8) weitergehend beantwortet.
Wir stellen nun einige wichtige Eigenschaften kompakter Operatoren zusammen.

Eigenschaften kompakter Operatoren

Wir beweisen zunéchst die — auch fiir sich interessante — Hilfsaussage.

Lemma 13.4
Sind X, Y normiert, A € L(X,Y), dann gilt

x, =z in X = Az, — Az in Y (folgenstetig bzgl. der schwachen Konvergenz) .

Beweis:
r, = 2 <= f(z,) — f(r) VfeX*, alsoauchVfelm(A)CX*
= Ag*(x,) — A¢g*(xr) Vg* € D(A)=Y* nach Satz 12.5
<~ ¢"(Az,) — ¢"(Az) Vg*e€Y* (Definition von A’)
<— Az, — Arx InY.
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Damit kénnen wir die wichtige Aussage beweisen, dafl lineare, kompakte Operatoren
schwach konvergente Folgen in stark konvergente Folgen abbilden, beweisen.

Satz 13.5
Sind X,Y normierte Rdume, A : X

kompakt, linear
_—

Y | so gilt

r, = xin X — Ar, — Az inY.

Beweis:
. . . . Lemma 13.4
Bekannt ist A kompakt, linear = A vollstetig =— A stetig ——————

(%) Az, — Ax
Annahme: Az, /4 Ar <= JTeilfolge {Z,} C {z,} und £ > 0, so daf§

(%) |AZ, — Az|| > ¢ VneN.
Satz 11.8 ~
Nun gilt: z, -~ *+ ———= {x,} beschrinkt = {Z,} beschrinkt
A kompak
Bl il {Az,} enthélt konvergente Teilfolge {Az,}: Az, — yo.

Da der Grenzwert bzgl. der schwachen Konvergenz eindeutig ist,
folgt aus (%) Az =1yo W! zu (xx) |

Satz 13.6
Seien Z, X, Y normierte Rdume, dann gilt

| g B beschrankt 5o Akompakt .. 4p kompakt.
2. X M Y = Z (0% Ai> oy € K kompakt.

=1
3. Ist Y vollstdndig, A; : X — Y eine Folge kompakter, linearer Abbildungen,
die in L(X,Y) gegen eine Abbildung A konvergieren (d.h. ||A, — A|| — 0),
—> A ist auch kompakt.

4. Ist Y vollstindigund A : X — Y, so ist

Av = i fil@)y mit fi € X5 [ fillx- <1, fwilly <1, ) Jau] < o0
i=1 i=1
kompalkt.
Beweis

1. H C Z beschrankt = B(H) beschrankt = AB(H) relativ kompakt.

2. Endliche Summen relativ kompakter Mengen sind relativ kompakt.
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3. Aufgabe. Hinweis:  Man zeige: Ist M C X beschrankt, so exi-
stiert ein e-Netz fiir AM (vgl. § 13, Beispiel 2,

Beweis b)).
4. Die Abbildungen A,,(z) = > «; fi(x)y; sind nach § 13, Beispiel 1, S 169 kom-
i=1
pakt. Man kann 3. anwenden und erhélt: A kompakt. |

Bemerkung:

Falls Y ein Banachraum ist, bilden die kompakten, linearen Abbildungen also einen
abgeschlossenen Teilraum K(X,Y) von L(X,Y).

Fiir die Aussage 3) gibt es auch eine Formulierung fiir nichtlineare, vollstetige Abbil-
dungen.

Satz 13.7 B
Seien (X, ||||) normiert, (Y, ||||) Banachraum, X, C X, Yy C Y Teilrdume, Xy = X,

kompakt, linear
—_—

Aol XO }/O

—

linear

Fiir die eindeutige Erweiterung A von A, (vgl. Satz 8.2) A : X
dann

Y gilt

AX) C Yy und A: X — Y, ist kompakt.

Bedeutung:

1. Bei der Erweiterung bleibt die Kompaktheit erhalten.Man beachte zum Erweite-
rungssatz, dafl dieser die Vollstindigkeit des Bildraums voraussetzt. Deshalb ist
nicht von vorneherein klar, ob die Erweiterung ihre Bilder in Yy oder in Y hat.

2. Der Wertebereich wird nicht erweitert. Dies ist besonders interessant im Fall
X=Y Xy=Y;.

3. In der Spektraltheorie findet der Satz Anwendung beim Beweis, dafl sich die
Spektra der Operatoren, die auf dichten Teilrdumen definiert sind, nicht von

den Spektra der Erweiterungen unterscheiden (wird benotigt zum Beweis von
Satz 14.8).

Beweis:

Wir zeigen: Fiir alle beschrénkten G C X liegt A(G) in einer in Y, kompakten Menge
M.

Dann ist auch A(G) relativ kompakt, denn

{z,} beschrinkt in G = 3 Teilfolge {z,} : {AZ,} konvergiert in M . Der
Grenzwert muf} aber in A(G) liegen, also ist A(G) kompakt.

Zunéchst gilt:
VG beschrinkt C X 3 B beschrinkt C X, , soda G C B, denn



176 § 13 KOMPAKTE UND VOLLSTETIGE OPERATOREN

IK,(0)C X: GCK,(0), B:=K,(0)nXy = B=K,(0).

Die Behauptung des Satzes ist bewiesen, wenn gezeigt wird:

) — Y (2) Yo

am € am)” P 4m 2 Am” c v,

denn wegen A(G) C A(B) liegt A(G) in der abgeschlossenen Menge MY cY.
Mit 2) folgt: WY ist gleich der in Y, kompakten Menge myo, d.h. die abge-
schlossene Menge MY liegt in Y, und ist dort kompakt.

Beweis (1): Sei 2o Haufungspunkt von B (z € B)

A steti
= J{x,} C B, x,— % Az, — Azg d.h. Azqg HP von A(B)

also Axg € A(B)Y.

Beweis (2): Ap(B) ist relativ kompakt in Y laut Voraussetzung, d.h. AO(B)YO kom-
pakt.

= A(B)Y0 abgeschlossen in Y, denn
— Y

ist y € Y Héufungspunkt von Ag(B)

1 /10

3 {yn} C AO(B) S UYn Y N
y=y €Yo

Yo

Ao(B) " kompakt = 3 Teilfolge {§in} C {yn}: G — § € Ag(B)

—  AB)" = AB) = Ay(B) C Y, also A kompakt und A(X) C Y. W

Satz 13.8 Schauder .
Seien X,Y normiert, A : X ety Dann gilt

kompakt
_—

A kompakt — A’ : Y* X
<= gilt, falls zusétzlich Y vollstandig ist .

Beweis:

Wir zeigen nur die fiir die Anwendung wichtigere Richtung ,, = “ (zum Beweis von
» <= vgl. Wloka § 24, S. 210, Alt Satz 16.6)

Zu zeigen ist: {g,} CY*, |lgnl]l <1 = {A’g,} enthilt eine konvergente Teilfolge.

Erinnerung: Die Konvergenz mufl gezeigt werden bzgl. der Norm

149l = sup [(A'g) (x)| = sup [g(Az)| = max [g(y)| = llgllcu), wokK := A(K:(0)).

=<1 [[z]<1 yeA(K1(0))

Beachte: A(K;(0)) ist kompakt
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Der Kern des Beweises liegt im Nachweis von
(%) {gn} ist relativ kompakt bzgl. der C'(K)— Norm,

denn dann folgt: 3 eine konvergente Teilfolge {g,}, welche auch Cauchyfolge ist, d.h.

Ve>03ko o [gn(y) —Gm(y)l < & Vn,m>koA Vye AK(0))

I
|Agn () — A ()] Ve Ki(0),

d.h. {A'g,} ist Cauchy-Folge in X* LER {A'g,} konvergent.
Beweis (x): Nachweis der Voraussetzungen von Arzela-Ascoli (Satz 6.6):

Nachweis der Vorausetzungen von Arzela-Ascoli (Satz 6.6):

A(K(0)) =: K ist kompakt, da A kompakt, g, € C(K) (genauer g,|, )

lgnllog = max ga(y)] = sup |ga(A)] < |lgnl| (Al Iz} < [[All,
yer el <1 e o

{gn} ist also gleichmiBig beschrinkt.

192(¥) — 9n(W0)| = 19n(y —10)| < |lgnll [ly — woll , also gleichgradig stetig.
<1

Arzela—Ascoli

{gn} ist relativ kompakt. |

Einen wesentlichen Anwendungsbereich fiir kompakte Operatoren liefert der Schau-
der’sche Fixpunktsatz, dessen 2. Fassung wir (ohne Beweis) zitieren.

Satz 13.9 Fixpunktsatz von Schauder, 2. Fassung

(X, ||'|]) ein Banachraum, M C X abgeschlossen, konvex,

stetig
_

f:M
= [ besitzt mindestens einen Fixpunkt in M .

f(M)C M und f(M) relativ kompakt .

Bemerkung:
Ist M beschriankt und f kompakt, sind die Voraussetzungen erfiillt.

(Einfache Anwendung:) Beweise den Existenzsatz von Peano (Losung von AWAn fiir
gewohnliche Differentialgleichungen) mit Satz 13.8.

Formuliere die AWA in ein dquivalentes Integralgleichungsproblem um und zeige, daf3
der zugehorige Integraloperator kompakt ist (Aufgabe).

Wir wenden uns im folgenden der Spektraltheorie kompakter Operatoren zu.
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§ 14 Spektraltheorie kompakter Operatoren

Vorbemerkung:
st A:C" ™ " und Az = Az, NeC, ze€C,x+#0,s0heifit A Eigenwert (EW)
zum Eigenvektor (EV) x.

Offensichtlich gilt:

AMNEWvonAd < (A-A)z=0, #0 <= A, :=(A— \I) nicht invertierbar
<— drzeKerd,, z#0.

Diese Aussage ist fiir oo-dimensionale Rédume i.a. falsch.

Beispiel:
Clah) —~ Clab)
u — Au : Au(x) =z - u(x)

Sei Ayu=(A—A)u=zu—Au=g,firein g€ Cla,b], g >0 in [a,b].

Man erkennt: 1) I\ € [a,b] : A, nicht invertierbar
2)  Au : zu= A\u fiir beliebige A € [a, b], A ist also kein EW.

Es zeigt sich jedoch, dafl man zumindest fiir kompakte Operatoren eine Theorie auf-
bauen kann, die weitgehend zum endlich dimensionalen Fall analog ist.

Definition 14.1
Sei (X, || ||) normiert und A € L(X) := L(X, X).

A€ C heiBt regulir <2 JA € L(X) mit Ay = (A—\I).

A € C heiBt Spektralwert &L\ ist nicht regulér .

o(A) := Spektrum von A := Menge der nicht reguliren A € K =C \ p(A).

A € C heiBt Eigenwert von A <% Ker A, # {0}.

x € KerA \\{0} heiit Eigenvektor (Eigenfunktion) zum Eigenwert .

Ist A EW, so heifit Ker Ay \ {0} = {z € X : Ax = Az, 2 # 0} Figenraum von \.

p(A) := Resolventenmenge = Menge der regulidren \-Werte.

R: p(A) — L(X)
A — Al=(A- D)

heifit Resolventenfunktion .

Bemerkung: Gelegentlich wird die Bezeichnung A;l(O) := Ker A, benutzt, obwohl
A gar nicht existiert.

Offensichtlich gilt:

A EW = A, nicht invertierhar = A Spektralwert .
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Die Umkehrung gilt nicht, wie das obige Beispiel zeigt.

Bemerkung:
Teilweise findet man in der Literatur die Definition: (fir A € L(X), X normiert)

def Im(A - ]) dicht in X
A regulir <~ )
JA" stetig auf ImA,, (A\=A-X\I)

Ist X ein BR, so kann man A;l stetig auf X fortsetzen. Dann stimmt diese Definition
mit der aus Definition 14.1 iberein (— Definitionen lesen in der Literatur).

Eine hinreichende Bedingung fiir ,, A regulér® liefert der Satz von der offenen Abbil-
dung (Satz 10.3).

Ist X ein Banach Raum, A € L(X) und A — A bijektiv auf X
= A regulir (d.h. JA]" und ist stetig).

Héaufig wird das Spektrum noch unterteilt:

Ist X BRund Ay = (A—\I) € L(X), so konnen folgende Félle auftreten:

A heifit Menge dieser A heif3t
[. A, ist bijektiv regulér Resolventenmenge p(A)
II. A, ist nicht bijektiv, jedoch | Spektralwert | Spektrum o(A)
1) injektiv ATm Ay = X kontinuierliches Spektrum
2) injektiv A Im Ay # X Residualspektrum
3) nicht injektiv Eigenwert Punktspektrum

Wir leiten zunéchst eine Darstellung fiir den Resolventenoperator her und eine Ab-
schiatzung fiir das Spektrum.

Satz 14.2
Sei (X,]||||) ein Banachraum iiber C, A € L(X).
=

Fiir |A| > ||A] gilt: A = (A=) = —Z AP A™ und p(A) st offen.
n=0

Bemerkung:

1. Diese Aussage bedeutet o(A) C{ze€ C: |z] <|[A]} (wie bei Matrizen )
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2. Diese Aussage kann verschirft werden (mit Hilfsmitteln aus der Funktionentheo-
rie) zu:
Fiir den Spektralradius r,(A) gilt

ro(A) := sup [\ = lim HA”HU"
)\EO’(A) n—oo

(vgl. Taylor: Spectrum of a bounded linear operator, § 5.2 f.; Alt, Satz 9.4).

Beweis 14.2:

A
Wir wenden Satz 7.5 (Neumann’sche Reihe) an auf den Operator T' := 3 Wegen
|A| > ||A|| folgt ||T|| <1, somit

I-T)" = i‘; A" G)n

A
Hieraus folgt fir Ay = A—XI = =)\ ([ — X)
At = =) oA,
n=0

p(A) offen folgt direkt aus Satz 7.6 (Existenz der Inversen benachbarter Operatoren). ll

Als technisches Hilfsmittel fiir die folgenden Sétze beweisen wir

Lemma 14.3
Sei X normiert, A € L(X), M, L seien abgeschlossene Unterrdume von X
mit M g L C X, (inbesondere: 3b e L\M .)

—

b—
1. Vbe L\M3yeM: fir a= 2 gilt l[a—m|| >~ VYme M.

16—yl

(NN

2. Fir T:=1—A mit TL C M, folgt

|Aa — Am|| > Vme M.

1
2

Die folgende geometrische Interpretation liefert auch die Idee fiir den Kern des Bewei-
ses des Lemmas.
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geometrische Interpretation M=x,-Achse, L = Ebene und b ¢ M, dann
Jy € M mit [[b—y| <2d dh. sina> 3.
T2 b M Wird b —y zu 1 normiert,
: -
a = ——
| } ; d o=l
o !
P— T so gilt

. . . d 1
inf |la—m| =a= o] siha= 77— > — =,
meM —~— lb—y| — 2d 2

und man sieht anschaulich (auch aus folgenden Be-
weisen), dal a beliebig nahe bei 1 sein kann.

Diese Abschétzung ist der Kern des folgenden Beweises (vgl. (*)).

Beweis 14.3:
Wihle b € L\M .

M abgeschlossen =— inj\f4 16—yl = d>0
ye
— JyeM: |[b—y| < 2d.

h—
Fiir a = Y und m € M gilt dann
b=yl
b—y
la=m| = | -
T
1 1
= b— =-bl| > —=.
el R N
SN—— M
>(2d)~t N = ~~ d

>d

Damit gilt fiir alle m € M wegen TLC M, A=1—-T, M C L, also Am € M

cM

——~
1
|Am — Aa|| = [[m—Tm + Ta—al > =.
A A 2

Der folgende Satz gestattet unter anderem die Aussage, dass zu einem Eigenwert nur
endlich viele linear unabhéngige Eigenelemente exisieren.
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Satz 14.4 §
Sei (X, ||) normiert, A:X —Ol'n—lp—> X, T=1-A.
—

1. dimKer7T < oo.
2. TX = ImT ist abgeschlossen (in X ).

3. KerT = {0} = T ist topologischer Isomorphismus von X auf TX .

4. codimTX < oo (codimTX :=dimC(TX)).

Bemerkungen zum Satz:

1. Wird der Satz wird auf die Resolventenfunktion angewendet , also auf

A A
Ay=(A-XI)= -\ (I — X) ,wenn man A durch 3 ersetzt, dann bedeutet

1) ua.

Zu jedem EW X\ von A gibt es nur endlich viele linear
unabhéngige Eigenelemente.

2. Behauptung 2 ist nicht selbstverstandlich (vgl. Beispiel 1 nach Satz 7.6).

3. Behauptung 4 besagt, dafl der Bildraum von 7', falls dim X = oo, nicht wesent-
lich kleiner ist als X . Im Zusatz 4.6 zeigen wir sogar T'X = X.

4. Die Kompaktheit eines linearen Operators hat immer Beziehungen zu Aussagen
tiber endliche Dimensionen (iiber den Satz von Riesz). Dies kommt in Beweisteil
zu 1 zum Ausdruck.

Die Kompaktheit eines Operators rettet oft das, was durch die unendliche Raum-
dimension verloren geht. als X .

Beweis 1)

reKeaT < ([-Axz=0 <= I| . . = A}KerT.

Da A kompakt, ist I kompakt auf KerT, KerT ist abgeschlossener Teilraum, also

Satz 6.
I(K1(0) N Ker) T relativ kompakt % dimKerT < co.
Riesz

Beweis 2)

Zeige (indirekt): Jeder HP y von ImT gehort zu Im7T', dh. 3z € X : Tex=y.
Annahme: y ¢ ImT —

() I{z,} C Xund Tz, —y Ey#£0, undz, € KerT,

denn 70 =0 liefert y € Im 7", seialso y #0 = inf||ly—ul > 0,daKer T abge-
schlossen = T, # 0 fiir groBe n, also z, & KernT' fiir grofle n, also (E Vn.
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Es geniigt zu zeigen:
(xx) 3 Teilfolge {Z,} C {z,} und ein & € X mit 7, - 7 € X,
denn dann folgt Tz, — TZ, also T2 =vy.

Trick:
Um mehr Bewegungsfreiheit zu haben, betrachten wir statt {z,} eine Folge {z, —u,}
fiir ein geeignetes u,, € KerT'. Sie erfiillt auch ().

Angabe der u,: Wahle fiir jedes n € N u, so, daB fir ¢, = % geméf
Ty — Up
Lemma 14.3 a) gilt:
1
(% % %) |, —t|| > 5 VteKerT.
Wir zeigen zuerst: ||z, — u,|| ist beschriankt.
Annahme: ||z, — u,| —— oo, damit
I
T T
Tt, = i e . also Tt, == 0.
[0 —unl|  — o0
Wegen ||t,|| =1, A kompakt 3 konvergente Teilfolge {At,}: At, —t.
Wegen T'=1—A bzw. [ = A+ T gilt
tn = Tt,+ Al,
! ! ) )
0 t — t, —t, Tt, =Tt alsot € KerT. W! zu (% %)
Bemerkung:

Die Ersetzung der x,, durch x, —u, ist nur fiir die Anwendung des Lemmas erforder-
lich.

Wir haben also: ||z, — u,|| beschrinkt.
Akompakt = Jeine konvergente Teilfolge {Z, — u,} : A(Z, —U,) — ¢
I =T+ A liefert (vgl. (%))
B — iy = T(Fn — i) + Aldn — i)
l l

Y g == Ip—U,—Y+g.

Beweis 3)

KerT = {0} = T bijektiv auf TX = 3IT~! auf TX und ist linear. Wie im
Beweis von 2. zeigt man ,, T" abgeschlossen®, d.h. fiir jedes abgeschlossene B C X ist
TB abgeschlossen. (Man ersetze im Beweis 2. X durch B und KerT durch {0}.)

T abgeschlossen = T~! stetig also T topologischer Isomorphismus von X auf
TX.
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Beweis 4)
Annahme: codimTX = dim((TX) = co.

= P Teilraum S C X mit dimS < oo und S®TX = X . (©= direkte Summe.)

n—1
= J{v,tCcX: v, & TX @1 ] = Vi,
v=l "1
—— abgeschl.
abgeschl. v

nach 2. abgeschl. nach

Satz 4.14
= V,,_1 abgeschlossen in X .

N J/

~
abgeschl. nach Satz 4.14

Nun liefert Lemma 14.3

Jw, €V, |lwn]| =1 A [JAw, — Aw;|| > Vi<n-—1.

N —

—  Aw, hat keine konvergente Teilfolge W! zu A kompakt ,
also codimTX < oo. [ |

Der folgende Satz ist eine technische Vorbereitung auf den Spektralsatz (Satz 14.7).
Er wird dort angewandt auf den Operator A/ statt A.

Satz 14.5
Sei (wie in 14.4) X normiert, A € L(X) kompakt, T'=1— A.

Dann gilt fiir die Riume N, = Ker 7%, F, =TFX, k=1,2,...

1. Ny € Ny C ..., alle N, sind abgeschlossene und endlichdimensionale
Teilrdume.
Fy D F, D ..., alle Fy sind abgeschlossen und haben endliche Kodimensionen
in X.

2. Es gibt ein minimales n € N mit N,, = N, 1.
Mit diesem n gilt Ny = N,,, Fp,=F, Vk>n.

3. X =N, ®F, mit dem n aus 2).

4. Die Abbildung T‘ st ein topologischer Isomorphismus von F;, auf sich

(n gemaf 2)).

Bemerkungen:

zu 1. Ist X =R"” und A eine quadratische Matrix, so sind die Vektoren, die in
N,, v > 1, liegen, Hauptvektoren der Stufe v.

zu 4. In Satz 14.4,3. wurde nur gezeigt, dal 7' ein topologischer Isomorphismus von
X auf TX ist.
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Beweis 1)
KerT C KerT?

. — N,CN,C...CN,C ...
bzw. KerT™ c KerT™

TX Cc XalsoT?X c TX
- FlDFQDFg

THIX C TX
Es ist
: k : k
TF = (I1-A)" = —1) A= T - —1)"! Al = T-A
-t = () >0 () k
: =: Ak‘krompakt ’

Der Rest folgt aus der Anwendung der Teile 1)-4) des vorigen Satzes auf T% = [ — A, .

Beweis 2) (indirekt)
Annahme N, # N, Vk.

Esist 2 € Ny, & TFl'2=0=T"Tz) = Tz € Ny dh. TNy,; C Ny.
Alle Ny sind abgeschlossen. Die Voraussetzungen von Lemma 14.3 sind also fiir N
und Ny, erfiillt.
1 ‘
— El{l'k}, T € Nk\Nk—la ||{L‘k|| =1A ||A?L'k — A{L‘jH > 5 \V/j <k-1
—> {Ax} enthéilt keine konvergente Teilfolge. W! zu A kompakt .

—> J minimales n € N: Nz, = Ny.

Behauptung: Ni.1 =N, VEk>n, denn
T € Npyy = THle =0 =T (TF"2) = TV (T""2) = TFx = x € N,
T
Niy1i = Ny,
also Nii1 C N und wegen 1): Ny C Ny folgt Ny = Nypyq.
Ebenso zeigt man (wegen T'(F)) = Fj41 und Lemma 14.3):

d minimalesm : F, = F,, Vk>m.

Zeige: n > m (m =n wird nicht behauptet, m,n sind die Minimalwerte aus 2.).

Annahme m > n.
Sei z€ F,,_1=T"'X = TzeT"X=F,=F,,=T""X dh.

1)
Vzek,_, dtek,,: Tz=Tt — z—te N, C N,

ARY — 2—teF,NN,.
Fo1 = z—te kb, C F,
nach 1)
wegen m>n
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Wir zeigen im Anschlufl (siche unten): (A) F, NN, = {0}.

Damitist z =t € F),,; insgesamt: F,,  C F,, » = F,,_1 = F,, W! zur Def. von m,
nach 1): F,1DF,

also gilt m <n.
(A): Zeige F, NN, = {0}.

. Ty =0
Sei y e F, NN, <= {EIxGX: y:T”x}

siehe

— T?p =0 < 2Ny, 2" N, = Trz=0=y.

Beweis 3)
Behauptung: X = F,, & N, .

x € X beliebig =— T"zx € F,
F, 2 1F,
— dyecF,: T"'y=T"'x = x—yeN, — rz=x—-y+y .
~~— ¢
EN, In
Wegen N, N F, ={0} (vgl. (A)) ist diese Darstellung eindeutig.

Beweis 4)

2. Fuy = TF,=F,,dh T|, surjektiv

2
—  KerT|, CNMNF, C N,nF, ¥ {0},dh T|, injektiv

Satz 14.4, 3) Satz 14.4, 3 f . . .
— ) T} R 3% &)_) F,, ist topologischer Isomorphismus. W
n nach 2

Zusatz 14.6
Unter den Voraussetzungen von Satz 14.5 gilt:

4) Ny = KerT = {0} = T = I—A topologischer Isomorphismus von X auf X .

Denn KerT'=0, dh. Tx =0 =— x=0.
— T2=0=TTz) = Tz=0 = x=0, usw.

— n=1 in 2) % X=NoF=F % Behauptung. [ |
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Satz 14.7 Spektralsatz von Riesz-Schauder fiir kompakte Operatoren
Sei (X, | ||) normiert iiber C, A € L(X) kompakt (d.h. die Voraussetzungen von
Satz 14.5).

—

1. Das Spektrum o(A) liegt im Kreis {A € C; [\ < ||A||}. Es ist entweder
endlich oder abzédhlbar und besitzt keinen Haufungspunkt aufler eventuell 0.

Ist dimX =00 = 0€0(A4).
2. Jeder von Null verschiedene Spektralwert ist Eigenwert.

3. YA € o(A)N\{0} 3! Paar (N(N),F()\)) komplementérer, abgeschlossener
Teilrdume von X, d.h. X = N(A) @ F(\)) mit den Eigenschaften
(a) dimN(\) < oo,
(b) A(N(X)) € N(A), und 3 ein minimales n(A) € N mit
(A= A"V =0,
(¢c) A(F(\)) C F(A),und (A—X\I
F(\) auf sich.

)‘ FO ist topologischer Isomorphismus von

4. Ist E(X) := Ker(A — AI) der Eigenraum zum EW X # 0

= E(\) € N(A) (d.h. insbesondere dim E(\) < 00).

5. Sind A\, € a(A)N\{0}, N#£pu = N(\) C F(u).

Bemerkungen

a) 1) bedeutet, dafl ein kompakter Operator im oo -dimensionalen Fall kein topolo-
gischer Isomorphismus sein kann (vgl. Definition 14.1), d.h. A~! = (A —0I)".

b) 1) zusammen mit 4) sind fiir die Anwendung wichtig: In der Losungstheorie von
Operatorgleichungen werden oft Funktionen nach den Eigenfunktionen der Ope-
ratoren entwickelt. (vgl. etwa bei der Wellengleichung). Das ist aber nur moglich,
wenn es nur hochstens abzéhlbar viele Eigenwerte mit nur endlich vielen linear
unabhéngigen Eigenfunktionen gibt.

¢) 5) hat in Hilbertraumen zur Folge, dafl die Eigenvektorrdume zu verschiedenen
Eigenvektoren paarweise orthogonal sind.

d) In 3) ist N(A) = Nypny, F(X) = Fyy wobei n(\) das minimale n des vorigen
Satzes ist.

Wir beweisen Teil 1) erst nach den Teilen 2) und 3).
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Beweis 2) indirekt:

1
Sei 0 # A kein EW, d.h. A EV #0. <= {0} = Ker(A—\1) = N; = Ker ([_ XA) )

1 A
Da 3 A kompakt, folgt somit nach Zusatz 14.6: [ — 5 topologischer Isomorphismus

von X auf X, also A regulér.

Beweis 3)

1
Wir wenden Satz 14.5 an auf (A — A1) = —\ ([ 3 A) =T.
n(A) ist das minimale n des Satzes, N(\) = N,

—
a) dimN(\) < oo,
b) A(N(/\)) - N(/\), denn x € Nn(,\) = Nn(,\)Jrl -

A n(\)+1 A n(X) A A n(\) A n(k)A

— Are€ Nno\) .
c) A(F(N)CF(N),denn Vo € F(A) = Fooy dy € F(A) = Fooyg:

A=Az =y <<= Ar = Alzx+yeF()).

A, ist nach 4) des vorigen Satzes topologischer Isomorphismus von F(A) auf
sich.

Zu zeigen bleibt die Findeutigkeit von N(X\) und F()\).

Seien also

(%) N F : NoF =X = NAN®FQ).

Beachte dazu: N’ und F’ haben ebenfalls die Eigenschaften a)-c). Diese Eigenschaften
werden die Eindeutigkeit sichern.

Es geniigt zu zeigen: N’ C N(X), F' C F()) L v = N(A), F'=F()\).
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reN = FJye NN\, ze F(\) : z=y+=z2
b) = Jminimalesk € N: (A — \I)*

N = 0.Setze m = max (k,n(\))

—

(A=XD)"z = (A-XD)"y +(A-X)"z2 = (A-X)"z2 =20
~ ~

da mz_k?xeN/ da mzn(_x)? yeN(N)

— 2=0,daze F(\) und (A — A1) topologischer Isomorphismus von F'(\)
auf sich nach 3) des vorigen Satzes
— x=vy+z=yeN(\), alsoN CN\).

yeF = 3JzxeN\), ye F(\) : ¢y =x+y

— (A= AD)"Wy = (A=XD)"Waz + (A-XT)"Wy,

N J/ N

da 1:61(37()\) €FX
nun ist
F' 2 (A-xD(F) = (A=A (F) C PO,
9] n(A)dmal

also y' € F(\).

Beweis 1)
Konstruiere einen Abzédhltbarkeitsalgorithmus fiir o(A).

Laut Satz 14.2 gilt o(A) C{ A€ C; [N\ < ||A] }.

Dieser Kreis wird aufgeteilt in abzéahlbar viele Kreisringe
K, = {)\ e C : 27|A4] < [N <27 A }

— (A0} C n[':jl K, .

Zeige: In jedem K, liegen nur endlich viele Spektralwerte (= EWe nach 2)).
Annahme: Foo viele EW )\, € K,,.
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— J HP X von {)\;} in K, und X € 0(A), da o(A) abgeschlossen (denn p(A)
offen nach 14.2).

Dies kann aber nicht stimmen, wenn wir gezeigt haben, dafl
(%) VA€ o(A\{0} U eU(N) : A—pl injektiv (dh. A EV) YueU, u# .
Diese Eigenschaft ist chenumerateteristisch fiir Punktspektren.
Wegen X = F(A) @ N(\) geniigt zum Beweis von (%)
i) (A-— “I)}F(,\) ist injektiv. Vpue U, p# X,

und verschérft: (das brauchen wir im Beweis von 5))
(i) (A — ,uI)]N(A) ist injektiv Vu € C, u # \.

(i) indirekt: Annahme:
Hpnt, o = ANy 2, € F(A) + (A= ppl) 2, =0, E ||z = 1.

Nun ist
(A—ppl)x, = (A=A xy+AN—pp) Iz, =0
= (A=XD)x, = (pn — A) Iz,
lim g, = A
T’_’C’T’ = lim (g, —A) Iz, =0= lim (A—XI)x,
xn :1 n—oo n—oo

=z, — 0
nach Teil 3) gilt

T\ = (A — M) ist topologischer Isomorphismus auf F'(\)

W! zu ||z, =1 Vn.

(ii) Sei (A—pl)xz =0 fir z € N(N), XA # p; zeige ©=0.

A-phHz = AN—pwle+(A=-XD)z =0
= A=Az = (p—NIz
(%) = (A-XDFz = (u—=ANA-XD)*"'z VkeN

k=n(\) = (A=\I)"Wg = 0 = (=) (A= X"y
zeN(N)
(*:*; (M_)\)N(A)_V(A—)\I)szo, I/:n()\)_l’ n()\)_Q,,O

AF
— x=0.

Insgesamt also: o(A) abzdhlbar und ein HP existiert héchstens in 0.

Sei dim X = oo. (indirekt) Annahme: 0 & 0(A) = Ty = (A—-0-1) = A ist
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topologischer Isomorphismus von X auf sich (nach Zusatz 14.6)

= J M C X beschréankt und AM = K;(0)
Urbild abg. Mengen ist abg., da A stetig
Urbild beschr. Mengen ist beschr., da A™! stetig

T AN Satz 6.
F1(0) kompakt, da A kompakt ———=s  dim X < oo W!

Beweis 4)

Fiir A # 0 gilt wie in Teil 3) des Beweises
A
E(\) = Ker(A—XI) = Ker (X — I) C N\

nach Abschnitt 1) aus Satz 14.5.
Beweis 5)
Wir zeigen zunéchst als Hilfsmittel

(1% %) NAp ApA0 = (A—uI)(N(Y) = N(A).

Im Beweisteil 1) (ii) wurde gezeigt: (A — 1) ist injektiv auf N(A) Vu # X.
Nun gilt (A—pl)(N(X)) C N(N), denn (geschickt rechnen)

(A=XD)" N (A=p D) (N(N) = (A=p) (A =AD"V (N(N)) + (A= A1)"VTH(N(A) = 0.

-~ -~

=0 =0

= (A—ul)(N(N\) C N(N).
Nun ist dim N(A\) = d < oo und eine injektive Abbildung eines d-dimensionalen

Raumes in einem d -dimensionalen Raum ist surjektiv, also bijektiv, also (A—p 1) N(\) =
N()).

Sei nun
r€N\) = FJyeN(u), z€ F(p) : x=y+ 2z (nach Beweisteil 3))

= A-g)"We = (A-pD)"Wy +  (A=pl)" 2
N(\) =0 € F(p),

nach (s * %) da yEN(,u) da (A—p 1)
topologischer Isomorphismus
auf F(u)
Also folgt insgesamt
(skkk) n
NO) (A= e (V) € Flg).
Damit ist Satz 6.4 bewiesen. |

Der folgende Satz (der relativ leicht mit Hilfe von Satz 13.6 bewiesen werden kann,
vgl. Wloka) zeigt, dafl fiir die Spektraltheorie kompakter Operatoren die Vorausset-
zung, dafi X ein normierter Raum ist, nicht wesentlich allgemeiner ist, als die, dafl X



192 § 14 SPEKTRALTHEORIE KOMPAKTER OPERATOREN

ein Banachraum ist (vgl. Satz 13.6).

Satz 14.8
Sei (X, ||) BR, Xo C X dichter Teilraum, Ag : X

kompakt
X,.

linear

Dann gilt fiir die eindeutige stetige und lineare Fortsetzung A : X — X
0(A) = o(Ag) und VA € a(Ay) : N\ A) = NN A),

E(\Ay) = E(MNA),

n(\, Ag) = n(\A).

Beweis
. ) Satz 14.7
Aus dim Xy = oo (also auch dimX =00) ————= 0€0(A4), 0€ d(Ay).
Ist dim Xy < oo, so ist Xy als Vektorraum iiber R oder C abgeschlossen, also
XOIX,UHC]. AOZA
Wir kénnen uns also auf A € o(A), A # 0 beschrinken.

Aus Satz 13.6 ist bekannt: Ay kompakt — A: X Jomp., Xo . Deshalb gilt:

lin.

04z € E0NA) s 1 e B(M, Ay), also o(A) C o(Ag) und E(A, A) C E(\, Ay) .

Da A Fortsetzung von Ay, ist auch 0(A) D o(Ag)und E(N, A) D E(A, Ay) .
Ebenso folgt Vk € N:
N\ A) i=Ker(A— MDD ={r e X; (A= \D)fz =0}

AXEXO

{x € Xo; (A= XDz =0}
= {2 € Xo; (Ao —AD)Fz =0} = Ny(\ Ay),
also N (A, Ag) = N(A, A) und somit auch n(\, Ag) = n(A, A). |

Als Beispiele betrachten wir folgende Aufgaben:

1. Sei z=0.Fiir x=(§) € sel y=Ax=(n,), =%, v=12,...
Zeige: A ist kompakt, 0 gehort zum kontinuierlichen Spektrum (vgl. die Auf-
schliisselung nach Definition 14.1). Welches sind die EWe?

2. Aufgabe 1), jedoch mit 7, = %, v=23,..., m:=0.
0 gehort zum Residualspektrum.
3. Sei Xo € Xo, fo € X*, fo(l‘o) 7é 0 und Ax = fo(l').%’o .

Dann besteht das Spektrum aus den EWn 0 und fy(x¢) und fiir die Resolven-

tenfunktion gilt

1
[y
S

== (fo(wo) = A)

1
A
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Uber das Spektrum der zu einer kompakten Abbildung dualen Abbildung, kann man
die folgenden Aussagen 1), 2) beweisen. Als Anwendung des closed-range-theorem
(Satz 12.6) formulieren wir die Aussagen 3), 4), die, in Analogie zu einem Satz aus
der Theorie der Integralgleichungen, oft ,, Fredholm’sche Alternative“ genannt werden.
Allerdings wird die ,,Alternative“, d.h. A € 0(A) bzw. A &€ 0(A), erst durch die fol-
gende Bemerkung deutlich.

Satz 14.9 Fredholm’sche Alternative
Sei X normiert iitber C, A € L(X) kompakt

—
1. 0(A)=0(A") (d.h. also auch gleiche EWe).
2. 0#) €0(Ad) = dimEWNA) =dimEWNA) (< o).
3. Sei A # 0, dann gilt

a) zu y€ X JLosung x € X von (A—Al)z =y
(dh.y € Im(A—A\1))

— {Ag=Xg,9ge X"} = g(y)=0
(dh. E(\, A') = Ker(A' — A1) C {y}4)

b) zu f € X* Losung g € X* von (A" = AI')g=f
(dh. felm(A —AT"))

= {Az =Xz, 2 € X} = f(x)=0
(dh. f € E(\ A)E = (Ker(A—A1))7)
4. Sei A#0, N€ o(A) und {zy,...,x,} eine Basis von E(\, A)
-

Jede Losung von (A — A I)z =y hat die Gestalt
r=T+> a,x, wo (A=-A)T=y.

Eine entsprechende Aussage gilt fiir die Losungen von (A" —AX1")g = f.

Bemerkung:
Ist A o(A\0} — EOA) 2 B A) = {0} und {0} C {y}* in 3a) ist trivial.
Also gelten statt 3a) und 3b) in Satz 14.9

3a’): A € 0(A)\{0} — Vye X 3! Losung von (A—Al)x =y (genau eine,
denn die Losungen
xz von (A — XI)x =y unterscheiden sich nur um Elemente € E(X\, A) = {0}).

Entsprechend folgt
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3b"): A g o(A\{0} — VfeX* 3! Losung g € X* von (A= AI")g=f.

Diese Ergebnisse waren jedoch auch schon vorher bekannt, da (A — A1) ein topologi-
scher Isomorphismus ist fir A & o(A)\{0}.

Beweis Satz 14.9:

Zum Beweis benutzen wir die Hilfsaussage

(%)

Ist B € L(X) stetig und existiert B~ auf X,
so existiert (B")~! und es gilt (B')~! = (B7').

Beweis
Lemma 12.4, 3)) besagt: A1, Ay € L(X) — (A24,) = A} AS.
Setze Ay =B, Ay=B"! = I'=(B™'B) =B (B!

und entsprechend unter Vertauschung von A;, Ay

} — (B7Y = (B)".

Mit A kompakt, linear gilt auch (Satz 13.7) A’ ist kompakt und linear.

Beweis 1)

A€ p(A), A kompakt RN (A — A1) topologischer Isomorphismus auf X .

= (A—MXI)"! stetig auf X

L ((A=ADtY = (A AT,

d.h. A reguldr fir A <= X regulér fir A’, also p(A) = p(4") = o(A4) =a(A).
Beweis 2) Zum Beweis vgl. Wloka S. 220 ff

Beweis 3a)
Sei (E X ein Banachraum (vgl. Satz 14.8). Dann gilt

(A=X)z=y <= yelm(A— \I)=F, abgeschlossen nach Satz 14.5

H Satz 12.7 (closed-range-theorem)

— [Ker(A' - )\I’)}L > J(y) = u, (kanonische Abbildung)
< Vge X" mit (A —AI")g=0 gilt u,(9) = 0 = g(y)

Beweis 3b) Wird analog bewiesen.

Beweis 4)

Zwei Losungen von (A — A I)x = y unterscheiden sich nur um ein Element aus N; =



195

E(X, A), also die 1. Behauptung von 4). Die Aussage iiber die Form der Losungen folgt
unmittelbar aus A linear und dim E(\, A) < co. |

Bemerkung:
In Kantorowitch/Akilow S. 426 ff. wird gezeigt, dafl Satz 14.9 auch fiir nicht kompaktes
A gilt, sofern A € L(X), X Banachraum und A™ kompakt fiir ein m € N.

Die Fredholm’sche Alternative fiir Integralgleichungen

Die Fredholm’sche Alternative beschreibt die Fille

Entweder 0#NEo(A) oder 0#Xeo(A)
Satz 14.9, 3), bzw. M Satz 14.7,2) und
Bemerkung 3a’),3b’) Satz 14.9,1)

3! Losung von (A— Az =y Vye X A ist EW von A und A’

und Satz 14.9, 2)

3! Losung von (A= AI")g=f VfeX* dim E(\, A) = vdimE()\,A’) <0

3 Basis von E(\, A) und E(\, A"
Satz 14.9, 3)

(A— A1)z =y hat genau dann
Losungen wenn E(\, A') C {y}+.

Wir wenden diese Alternative auf Integralgleichungen der Form

£(s) — / K(s.0)e(t)dt = y(s)

all.

Bemerkung:
Eigentlich lautet (gemé&fi Spektralsatz) die zu untersuchende Integralgleichung

b

/k(s,t)x(t)dt—/\x(s) = y(s).

a

Laut Konvention (Historie) werden Integralgleichungen jedoch in der vorhergehenden
Form angegeben. (Man ersetze A durch pu = % und y durch —% y .) Die entsprechen-
den Ersetzungen sind fiir die adjungierte Gleichung vorzunehmen im Hilbertraumfall.
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Man beachte insbesondere, dafl dort die konjugiert komplexen EWe auftreten, denn

(A= Xl"g=fVreX

A (x)—/\g(x) =f(zr) Ve e X

g(Az) — Ag(z) = f(z) Ve e X

Az, g) — Mz, g) = (z, f) im Hilbertraumfall Vo € X
9) = (2.39) = (5, f) Yz € X

v, A g) — (2,Ag) = (v, f) Vz € X

A*—AIM)g=fVreX.

IHIHH

(
(Az
(
(
Jeder der Integraloperatoren der Beispiele 2)-4) nach Definition 13.1 ist kompakt

k(s,t)x(t)dt.

=
8
~—
Il

=
8
~—
=
Il

Se—

Ist k€ C(la,b] X [a,b]), so kann man bei Anwendung der Spektralséitze entweder den
Raum (Cfa,b], || ||o) oder (Lg[a,b], || ||2) zugrunde legen. In beiden Fillen sind die
EWe A # 0 und die zugehorigen EEe gleich, denn jedes EE aus (Lsa,b], || ||2) ist
stetig, denn x(s) = § Az(s) und Az sind stetig (vgl. Beispiel 3), 4) nach Definition
13.1).

Im Hilbertraum Ls[ab,] kann man auch den adjungierten Operator zu A angeben
(vgl. Beispiel 1 nach Lemma 12.4 und iibertrage dies auf den komplexen Fall).

b
(A*v) (s) = / k(t,s)v(t)dt (Es wird iiber das 1. Argument von k integriert!)

Damit kann man die Fredholm’sche Alternative wie folgt formulieren:
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Fredholm’sche Alternative fiir Integralgleichungen
Entweder besitzt die Integralgleichung (vgl. die vorigen Voraussetzungen)

() 2(s) — / k(s t)a(t)dt = y(s)

fiir jede rechte Seite y € L*[a,b] genau eine Losung x € Ly[a, b]; dann gilt dasselbe
auch fiir die Gleichung (mit dem adjungierten Operator):

b
(xx) v(s)—ﬂ/k‘(s,t)v(t}dt = u(s)

oder

die zu (%) gehorige homogene Gleichung (d.h. y = 0) besitzt eine endliche Anzahl
¢ (¢ > 1) linear unabhéngiger Losungen. Dann besitzt auch die zu (**) gehorige
homogene Gleichung genau ¢ linear unabhéingige Losungen vy, ..., v, und die Aus-
gangsgleichung (%) hat genau dann Losungen, wenn gilt

Hinweise zur Anwendung;:

Dieses Ergebnis 148t sich mit Hilfe der Green’schen Funktion auf Randwertaufgaben
mit gewohnlichen Differentialgleichungen iibertragen (vgl. z.B. Wloka S. 239 ff). An-
wendungen auf die Potentialtheorie findet man z.B. in Riesz-Nagy S. 176 ff.

Wir wenden nun die Spektraltheorie an auf selbstadjungierte kompakte Operatoren in
Hilbertrdumen. Zur Bedeutung der Selbstadjungiertheit beachte auch das Variations-
prinzip Satz 12.6.

Selbstadjungierte kompakte Operatoren in Hilbertrdumen

In unitdren Rd&umen braucht man zur Definition der Selbstadjungiertheit eines Opera-
tors A weder seine Linearitét noch seine Stetigkeit.

Sei (X, (+,+)) unitdr und A: X — X.

Definition
A heiBt selbstadjungiert << (x,Ag) = (Az,g) Vx,g9 € X (vgl. die Definition 12.2).

Damit kann man zeigen:
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Lemma 14.10
Ist (X,(-,-)) ein Hilbertraum und A : X

selbstadjungiert
_—

X

—

1. A ist linear,

2. A ist stetig.

Beweis 1)

A
selbstad].

(axy + Brg, Ag) = oz, Ag) + B(x2, Ag) — = a(Axy, g) + B(Azs, g)
|| A selbstad]. ||
(A(ax1+ﬁx2),g) (v Az + B Axg,g) Vge X

also A linear.

Beweis 2)
Wir zeigen: A linear und selbstadjungiert =— A graphenabgeschlossen; denn

T, — T
Ax, — vy

n—0o0

} =  (z,y) = lim (z, Az,)
= lim (Az,z,) (selbstadjungiert)

n—0o0

= (Az>x) = (ZaAl') Vze X, also y = Ax.
Damit folgt nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen (Satz 10.5): A stetig. W

Bemerkung:

In der Physik sind unbeschrianke Operatoren, die nur auf einem Teilraum von X die
Selbstadjungiertheitsbeziehung aus obiger Definition erfiillen, von grofler Bedeutung
(vgl. z.B.: GroBmann: Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik I,
IT; Akad. Verlag Gesellsch. Frankfurt 1970, S. 276 ff). Zur Spektraltheorie selbstadjun-
gierter Operatoren vgl. z.B.: Bachmann/Narici: Functionalanalyiss; Academic Press,
New York, 1966).

Wir beschrénken uns hier auf kompakte, selbstadjungierte Operatoren. Einige der fol-

genden Aussagen gelten jedoch auch allgemeiner.

Satz 14.11
Sei (X, (+,-)) ein HRund A: X

kompalkt X . Dann gilt

selbstadjungiert

1. Alle Spektralwerte von A sind reell (0(A) CR)A0# X € 0(A) = X ist EW.
2. Jeder EW X\ € 0(A), A # 0 ist von der Ordnung n(\) =1 (vgl. Satz 14.5, 2)).
3. ||A]| € 0(A) oder —||Al € o(A).

4. Sind A\, p € o(A)\{0}, X # p,so gilt E(A) L E(u) (die Eigenrdume sind
paarweise orthogonal).
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Bemerkungen:

zu 1) Im Fall dim X < oo sind die (kompakten) selbstadjungierten Abbildungen her-
mite’sche Matrizen (Aufgabe).

zu 2) n(A) =1 bedeutet E(A\, A) = N1(\,A) =N, Vv > 1 (vgl. Satz 14.5, 1), 2)).
Bei Matrizen bedeutet dies: Der Eigenvektorraum hat , maximale Dimension®,
d.h. algebraische Vielfachheit = geometrische Vielfachheit, d.h. 3 vollstdndiges
System von Eigenvektoren.

zu 3) Dies ist eine Existenzaussatz fiir Eigenwerte und || A| ist gleich dem Spektralra-
dius von A.

Beweis 14.11: Alle Spektralwerte # 0 sind EWe (Satz 14.7, 2)) =
Beweis 1) A #0:

(A7) = (Aoz) = Az,2)
|| selbstadj. B — A= X eR.
(z, Ax) = (r,\z) = Mz, x)

Beweis 2) Wir zeigen: X = N; @ F; und mit Hilfe dieser Beziehung N; = Ns.
Daraus folgt n(A\) =1 (vgl. Satz 14.5, 2) und Satz 14.7, 3) Beweis)
Wir zeigen zunéchst: Satz 14.9, 3a) (Fredholm’sche Alternative) bedeutet fiir selbst-

adjungierte Operatoren auf Hilbertraumen

Im(A—XI) = E(\ AL,

denn:
Agt=Ng*, g- € X* = g"(y) =0
I T =9
g*(Ax) = Ag*(z) Vo e X (y,9) =

1 g* = (ag)
(Az,g) = Az,9) Vo e X

AN

A selbstadj., A € R
(v,A9) = (v, g) Vo € X

]

Ag= Mg

y € BE(\, At
Damit lautet 3a) aus Satz 14.9:

F, = Im(A-)XI) = E\ AT = N{,
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denn ,, <= “ in 3a) entspricht den beiden Enthaltenseinsbeziechungen ,, C “ und ,, D “.

Nun ist X vollstdndig, Ny = E(\, A) abgeschlossener Teilraum (Satz 14.5, 1)), also
vollstéandig.

Satz 5.7

X = E(\A)@E) A"
= Ny & Im(A—-XI) (vgl oben).
Wir zeigen Ny = Ny (wegen N; C Ny (Satz 14.5) gentigt es Ny C N; zu zeigen).
Mit Ay = A — X1 sei
O;’é{L‘gNl = x=ux1+x9, T1 € Ny, 07&1'2€F1:A)\5L‘ = A)\l'g#o
(da A)\ZL'Q =0 < a9 € Nl)
= A}z = A\(Ayz1) #0 (denn A3xy =0), dh. x¢& Ny
- A,\ZL‘Q € N1 N Fl = {O}, W!

Beweis 4)
Npea(AN0), A#p "= B0 A) 2 N A) P "= Im(A - )

(|22

E(u, A)*, also E(\) L E(u).

Beweis 3): Idee und Beweisgang: Wir zeigen

1. 3y # 0 mit [ly] = [|A]l,

2. A%y und y sind linear abhiingig (<= y ist EE zu einem EW k von A? <=
Jk : (A2—kDy=0),

3. k=]A4]|>.
Mit ¢) ist der Beweis abgeschlossen wegen 0 = (A% —||A||?1)y = (A+||A||T) (A—||A||T)
d.h. +||A]| oder —[|A]| ist EW von A.

Beweis 3): (Esei A# O, denn fiir A =0 ist A =0 Spektralwert.
a) [|All = sup [[Az]] — F{zn} C X, [lea] =1, [[Azn] — [l Al

llz]l=1

A kompakt — 3 konvergente TF A%, — y und |y =|A] #0,da A#©O.
b) Nun gilt
A selbstadj.
JA|2 = lim ||AZ,|? = lim (A%, A%,) =  lim (A%3,,&,)
< lim (|43, o = lim [[A(AZ,)]| = [[Ay]l.
n—00 N~ n—00

=1
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Damit folgt

CSU
() LAY = 14yl = (Ay, Ay) = (A%,y) < (4% |yl

a)
< [APPIyIP = (A"
Die CSU muf3 also mit dem ,, = “ Zeichen gelten
(A%y,y) = 1A% lyll-

Also sind A%y und y linear abhiingig (vgl. Satz 5.2, speziell die folgende Bemerkung).

A%y

(¥, y)
A2y, Ay, A Ay|]?
oAz = ( yy),y:(y y)‘y:H yli‘y
(v,9) (v,9) 1yl
@ JAPNI®

W Yy = ||A||2?Ja also k = ||A||2
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