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Aufgabe 1: (8 (2+2+242) Punkte) Sei (X, 7) topologischer Raum und A C X . Weisen
Sie nach

a) X\ clos(A) =intr(X \ A).

b) intr(A) ist offen, clos(A) ist abgeschlossen.

c) Aet<= A=intr(A) und X\ A7 <= A=clos(A).

d) (A,74) ist topologischer Raum, wobei 74 := {U N A;U € 7} die Relativtopologie
bezeichnet.

Aufgabe 2: (6 (2+24-2) Punkte) (Fréchet Metrik). Sei X ein K Vektorraumund p: X — R
eine Fréchet Metrik, d.m. eine Abbildung mit den Eigenschaften

(F1) p(z) >0, und p(x) =0 gdw = =0,
(F2) p(x) = p(—x) (Symmetrie),
(F3) p(x+y) < p(z)+ p(y) (Dreiecks Ungleichung).

Zeigen Sie:

a) Mit d(z,y) :== p(x —y) ist (X,d) metrischer Raum.
b) p(z) := %llm' definiert eine Fréchet Metrik auf K", allerdings keine Vektornorm.

c) Sei d Metrik auf X und ¢ : [0,00) — [0,00) stetig differenzierbar und strikt monoton

mit nichtwachsender Ableitung ¢'. Ferner gelte ¢(0) = 0. Dann ist auch ¢ od Metrik
auf X.

Aufgabe 3: (10 (242+2+242) Punkte) Sei (X, d) metrischer Raum und A C X . Zeigen
Sie

a) x> dist(x, A) ist Lipschitz stetig mit Liptschitz Konstante L < 1.

)
b) Sei r > 0. Dann ist B,(A) offen. Insbesondere sind Kugeln B,(z) offene Mengen.
c) B.(Bs(A)) C B,1s(A) mit Gleicheit falls X normierter Raum.

)

d) Ist (X,d) vollstindig und Y C X abgeschlossen, so ist auch (Y, d) vollstandiger

metrlscher Raum.



e) Ist Y C X und (Y,d) vollstindiger metrischer Raum, so ist Y abgeschlossen als
Teilmenge von (X, d) (kurz: abgeschlossen in X').

Aufgabe 4: (8 (4+4) Punkte) Weisen Sie nach;

a) Bezeichne P, zu n € N den Raum der reellwertigen Polynome auf I := [a,b](a < b) .
Danniist (P, ||®||«) normierter Raum und als solcher nicht vollstandig. Dabei bezeichnet

Pi=UPu und [flle = sup|f()].

neN

b) Sei Q2 C R™ offenes, beschrinktes Gebiet, (Y, ||e||y) Banachraum. Bezeichne C°(€,Y) :=
{f:Q —Y,f stetig auf Q} die Menge der auf Q stetigen Funktionen. Dann ist

(COQY) [ o)

Banachraum, wobei || f||« = sup,cq ||f(2)|ly -



