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Kapitel 0

Einleitung

Gruppen spielen in vielen (oder sogar allen) mathematischen Richtungen eine
Rolle - vielfach als Automorphismengruppe, aber z. B. in der Galoistheorie auch
direkt. Wir wollen uns in dieser Vorlesung dem Ziel widmen, diese Gruppen an
sich besser zu verstehen. Zunéchst sollten wir aber folgende Frage kléren:

Was ist geometrische Gruppentheorie?

Ganz allgemein gesprochen beschéftigt sich die geometrische Gruppentheorie
damit, Gruppen als geometrische Objekte aufzufassen und ihre geometrischen
und algebraischen Eigenschaften in Verbindung zu bringen. Zudem werden wir
auch, anstatt die Gruppe direkt als geometrisches Objekt aufzufassen, ihre Ope-
ration auf anderen geometrischen Objekten nutzen, um algebraische Aussagen
iiber die Gruppe treffen zu kénnen.

Als Beispiel hierfiir kénnen wir die Aussage ,,Untergruppen freier Gruppen
sind frei.“ nutzen: dies ist eine rein algebraische Aussage iiber die Struktur von
Untergruppen, aber ein eleganter Beweis nutzt eine (geometrische) Charakteri-
sierung freier Gruppen iiber Operationen auf Bdumen aus.

Die wichtigsten Objekte werden die Cayley-Graphen sein: zu jeder Gruppe
und jedem FErzeugendensystem der Gruppe kénnen wir einen Cayley-Graphen
konstruieren. Das fiir uns Wichtige hierbei wird sein, dass die Strukturen ver-
schiedener Cayley-Graphen fiir die selbe endlich erzeugte Gruppe bei Verwen-
dung verschiedener endlicher Erzeugendensysteme nur lokal veréndert: sie sind
quasi-isometrisch zueinander. Das bedeutet, dass jede geometrische Figenschaft,
die invariant unter Quasi-Isometrien ist, bereits fiir all diese Cayley-Graphen
gilt, wenn sie fiir einen gilt. Damit kann sie dann auch als Eigenschaft der
Gruppe angesehen werden.

Auf diese Art werden wir dann z. B. iiber Enden oder Wachstum von Grup-
pen sprechen konnen. Als Beispiel fiir die Beziehungen zwischen geometrischer
und algebraischer Gruppeneigenschaften werden wir Stallings’ Satz zeigen, dass
eine endlich erzeugte Gruppe genau dann mehrere Enden hat, wenn sie sich als
eine von zwei Arten von Produkten von Gruppen schreiben ldsst.
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Kapitel 1

Grundlagen

Erinnerung. Eine Gruppe ist ein Paar (G,-) bestehend aus einer Menge G
und einer bindren Funktion -: G x G — G, sodass folgende Eigenschaften gelten:

o Assoziativitéit: (f-g)-h=f-(g-h) fir alle f,g,h € G;

e neutrales Element: es existiert e € G mit e- g =g = g - e fiir alle g € G,

1

e Inverse Elemente: fiir jedes g € G existiert ¢g=! € G mit gg~' = e =g 'g.

Im Allgemeinen unterdriicken wir die Funktion - und schreiben lediglich gh
anstatt g - h.

1.1 Gruppenoperationen

In diesem Kapitel werden wir zunéchst einmal préazisieren, was es aus grup-
pentheoretischer Sicht bedeutet, dass eine Gruppe ,, wie Automorphismen® auf
einem mathematischen Objekt wirkt.

Definition. Eine Gruppe G operiert (von rechts) auf einer Menge X, falls
es eine Funktion e: X x G — X gibt mit

(1) x @1 =z fiir alle z € X und
(2) (xog)eh =uxe(gh)furalle g,h € Gund z € X.
Die Funktion selbst heifit (Rechts-)Operation von G auf X.

Analog operiert G (von links) auf X, falls es eine Funktion : Gx X — X
gibt mit

(1) lex =z fiir alle z € X und
(2') goe(hex)=(gh)eux firalle g,h € Gund z € X.
Die Funktion selbst heifit (Links-)Operation von G auf X.

3
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Hinweis. Im Folgenden lassen wir den Punkt e bei den Operationen in der
Regel weg.
Wir betrachten ein paar Beispiele fiir Gruppenoperationen:

Beispiel 1.1.1. Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe.

(1) G operiert von rechts (von links) durch Rechtsmultiplikation (Linksmulti-
plikation) auf sich selbst.

(2) G operiert auf sich selbst mittels Konjugation, d.h. z e g := 29 := g~ lag.

(3) Mittels Rechtsmultiplikation operiert G (von rechts) auf der Menge der
Rechtsnebenklassen von U, d.h. auf der Menge {Ug | g € G}, wobei Ug :=
{ug | ue U}.

(3') Mittels Linksmultiplikation operiert G (von links) auf der Menge der Links-
nebenklassen von U, d.h. auf der Menge {gU | g € G}, wobei gU :=
{gu|u e U}.

(4) Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann operiert die multiplikative
Gruppe (K*,-) von K auf V durch Skalarmultiplikation (von links).

Definition. Eine Gruppe G operiere auf einer Menge X. Sie operiert treu, falls
fiir alle g € G mit g # 1 ein x € X mit xg # z existiert.

Beispiel 1.1.2 (Fortsetzung von Beispiel [1.1.1]).
(1) Rechts- und Linksmultiplikation sind treue Operationen.

(2) Konjugation ist genau dann eine treue Operation, wenn dass Zentrum
Z(G):={g € G| gh=hg Vh € G} von G trivial ist.

(3) Im Allgemeinen ist die Rechtsmultiplikation (die Linksmultiplikation) auf
der Menge der Rechtsnebenklassen (der Linksnebenklassen) nicht treu.
(Beispiel?)

(4) Skalarmultiplikation auf nicht-trivialen Vektorrdumen ist eine treue Opera-
tion.

Bemerkung. Im allgemeinen betrachten wir Operationen von links und spre-
chen nur von einer Operation. Operationen von rechts werden wir hingegen
explizit benennen.

Lemma 1.1.3. Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Genau dann operiert
G (nicht-trivial) auf X (von links), wenn es einen (nicht-trivialen) Gruppenho-
momorphismus G — Sx gibt[l]

Desweiteren operiert G genau dann treu auf X, wenn dieser Gruppenhomo-
morphismus injektiv ist.

IErinnerung: Sx ist die symmetrische Gruppe auf X.
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Beweis. Zunéchst operiere G nicht-trivial auf X. Fiir jedes g € G setzen wir
0g: X = X,z gx. Sei g € G. Wegen = = 1o = gg~ 'z fiir jedes z € X ist
Pgpg—1 = tdx und damit ist ¢, € Sx. Diese Permutation muss nicht-trivial sein,
da die Operation nicht-trivial ist. Zudem folgt aus (¢q¢n)(z) = @q(pn(z)) =
ghz = @gp(z) fir alle g,h € G und z € X die Homomorphieeigenschaft der
Abbildung ¢: G — Sx, g — 4. Ist die Operation treu, so existiert fiir jedes
g € Gein z € X mit gr # = und damit ist auch ¢g(x) # @1(x). Also ist ¢
injektiv.

Sei nun ¢: G — Sx ein nicht-trivialer Gruppenhomomorphismus. Fiir jedes
g € G setzen wir gz := ¢(g)(z). Dann gilt 1x = ¢(1)(z) = id(z) = = und

(gh)x = p(gh)(z) = (v(9)p(h))(x) = ¢(g9)(¢(h)(z)) = g(hx)

fiir alle g,h € G und = € X. Also wird dadurch eine Operation von G auf X
definiert, die nicht-trivial ist, weil es ein g € G mit ¢(g) # id gibt, also ein
x € X existiert mit ¢(g)(x) # id(z) = x. Ist ¢ injektiv, so existiert kein g € G
mit ¢(g) = id, also existiert fiir jedes g € G ein z € X mit gr = ¢(g)(x) # x
und damit ist die Operation treu. O

Wir kénnen bereits jetzt einen wichtigen Satz (den Satz von Cayley) als
Korollar des Bisherigen ziehen. Dieser besagt, dass es fiir das Verstéindnis aller
Gruppen ausreicht, die Untergruppen der symmetrischen Gruppen zu verste-
hen. — Leider stellt es sich als Trugschluss heraus, wenn wir jetzt denken, dass
dies die Sache vereinfacht.

Satz 1.1.4 (Satz von Cayley). Jede Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe
einer symmetrischen Gruppe.

Beweis. Nach Beispiel operiert G treu auf sich selbst mittels Rechts-
multiplikation. Also gibt es nach Lemma [I.1.3| einen Gruppenhomomorphismus
p: G — Sg, der injektiv ist. Es folgt G = ¢(G) < S¢. O

Im n#chsten Abschnitt (Kapitel werden wir sogar noch eine stérkere
Version des Satzes von Cayley beweisen, die besagt, dass wir die Gruppe G sogar
schon als Untergruppe der Automorphismengruppe eines zusammenhéngenden
gerichteten Graphen finden.

Lemma [1.1.3| motiviert uns dazu, auch Operationen auf anderen mathema-
tischen Objekten als nur Mengen zu betrachten.

Definition. Eine Gruppe G operiert auf einem mathematischen Objekt X
(einem Graphen, einem Vektorraum, etc.), wenn sie auf der Grundmenge X
operiert und jedes g € G nicht nur ein Element aus Sx geméfi Lemma [[.1.3]
definiert, sondern zudem einen Automorphismus von X.

In Analogie zur Definition von treuer Operation auf einer Menge nennen wir
die Operation von G auf X treu, wenn G auf der Grundmenge X treu operiert.

Bemerkung. Gemé&f Lemma operiert eine Gruppe G genau dann (treu)
auf einem mathematischen Objekt X, wenn es einen (injektiven) Gruppenho-
momorphismus G — Aut(X) gibt.
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Beispiel 1.1.5. Die Operation in Beispiel ist eine Operation von G
auf der Gruppe G und in Beispiel ist sie eine Operation von K* auf
dem Vektorraum V.

Im Folgenden werden wir den Satz ,,Eine Gruppe G operiere auf X.“ syn-
onym fiir ,Eine Gruppe G operiere auf einem mathematischen Objekt X.“ ge-
brauchen.

Definition. Eine Gruppe G operiere auf X. Sei x € X.

(1) Der Stabilisator von z in G ist die Menge

Gy ={g€G|gx=rz}

(2) Die Bahn (oder der Orbit) von x unter G ist die Menge

Gz :={gz | g € G}.

Bemerkung 1.1.6. Die Gruppe G operiere auf X. Dann ist der Stabilisator
von x € X eine Untergruppe von G.

Wir erhalten folgenden Zusammenhang zwischen Stabilisatoren und Bahnen:

Satz 1.1.7. FEine Gruppe G operiere auf X. Dann ist fir jedes x € X die
Abbildung von Gx in die Menge der Linksnebenklassen von G, mittels gx — gG,,
eine Bijektion.

Beweis. Seien g,h € G. Dann gilt folgende Aquivalenzkette:

gr = hz
shlgr=x
s hlgeaq,
s h G, = Gy
& gG, = hG, O

Definition und Bemerkung 1.1.8. Sei G eine Gruppe und U < G. Mit dem
Index von U in G bezeichnen wir die Anzahl der Linksnebenklassen von U in G

(oder dquivalent die Anzahl der Rechtsnebenklassen von U in G) und notieren
es mit |G : U|. Es gilt |G| =|U|- |G : U].

Korollar 1.1.9. Fine endliche Gruppe G operiere auf X. Dann gilt fir jedes
reX:
G| = |Gl - |G|

Beweis. Es gilt

nach Bemerkung und Satz O
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Wir wollen noch einen weiteren Zusammenhang zwischen Stabilisatoren und
Bahnen beschreiben:

Lemma 1.1.10. Die Gruppe G operiere auf X. Seien x,y € X mit gx =y fir

ein g € G. Dann gilt (G,)? = Gy bzw. G, = (Gy)?
Beweis. Sei g € G mit gr = y und sei h € G,. Dann gilt
Wy =g 'hgy =g the =g e =y.

Also gilt h? € G, und damit G¢ C Gy,. Ein analoges Argument zeigt G{l C G,
und damit (G,)¢ = G, und G, = (G,)? . O
Definition. Eine Gruppe G operiere auf X. Sie bewegt x € X frei, wenn
G, =1 gilt. Ferner operiert G frei auf X, falls es jedes x € X frei bewegt.

Hinweis. In dieser Vorlesung betrachten wir Graphen nicht als topologische
Objekte, d.h., wir betrachten sie nicht als CW-Komplexe. Aus diesem Grund
miissen wir die vorherige Definition fiir Graphen noch etwas verschérfen:

Definition. Eine Gruppe G operiere auf einem Graphen I' = (V| E). Sie ope-
riert frei auf X, falls sowohl die induzierte Operation auf V als auch die auf
frei sind.

1.2 Cayley-Graphen

In diesem Abschnitt werden wir ein besonderes Objekt kennen lernen, auf dem
Gruppen in natiirlicher Weise operieren und das wir intensiv nutzen werden:
ihren sogenannten Cayley-Graphen. Dazu bendtigen wir zunéchst folgende De-
finition:

Definition. Sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge S C G erzeugt G, falls sich
jedes Element aus G als ein (endliches!) Produkt von Elementen aus S oder ihren
Inversen schreiben lidsst. Die Menge S heiffit Erzeugendensystem von G. Ist
S ein Erzeugendensystem fiir G, so schreiben wir G = ().

Die Gruppe G heifit endlich erzeugt, falls es eine endliche Menge gibt,
die G erzeugt.

Beispiel 1.2.1. Eine symmetrische Gruppe auf n € N Elementen wird von den
Transpositionen erzeugt.

Hinweis. Beispiel wird falsch, wenn wir symmetrische Gruppen auf un-
endlich vielen Elementen betrachten. (Warum?)

Definition. Ein gerichteter Graph oder Digraph ist ein Paar (V| E), wobei
ECV xV gilt.

Sprechen wir von Wegen, Kantenziigen etc. in gerichteten Graphen, so mei-
nen wir stets solche im unterliegenden ungerichteten (Multi-)Graphen
von (V, E) mit der Funktion f: E — [V]?, (z,y) — {z,y}.
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Definition. Sei G eine Gruppe, die von S C G erzeugt wird. Dann wird durch

Tgs = (G, {(g9,95) | g € G,s € S})

ein gerichteter Graph definiert, der sogenannte Cayley-Digraph von G und S.
Der unterliegende ungerichtete Graph ohne Mehrfachkanten und Schlingen ist
der Cayley-Graph von G und S. Wir bezeichnen auch den Cayley-Graphen
mit ', 5. Es wird aber im Kontext immer klar sein, ob I'¢ ¢ nun gerichtet ist
oder nicht.

Bemerkung 1.2.2.
(i) Genau dann ist I'g g schlingenlos, wenn 1 ¢ S gilt.

(ii) Der unterliegende ungerichtete Graph von I' ¢ hat héchstens Doppelkan-
ten. Dies hat er genau dann, wenn S fiir ein s € S auch sein Inverses s~ *
enthélt, also insbesondere, wenn S eine Involution, d. h. ein Element der
Ordnung 2, enthélt.

Beispiel 1.2.3. Sei C,, die zyklische Gruppe mit n Elementen und sei S ein
Erzeugendensystem fiir C,,.

(1) Gilt S = Cy, so ist der Cayley-Digraph vollsténdig: zwischen g # h € C,
gibt es eine Kante (g, h) und eine Kante (h, g). Zudem existiert jede Schlinge

(9:9)-
(2) Gilt |S| =1, so ist der Cayley-Digraph ein gerichteter Kreis auf n Ecken.

Beispiel 1.2.4. Wir betrachten zwei Cayley-Digraphen fiir die Gruppe Ss.
Dazu sei S = {(12), (23)} und S" = {(12), (123)}. Beide Cayley-Digraphen sind

(12) (23) (132)

(13)

(23) (12) (123) (12) (123) (23)

Abbildung 1.1: Zwei Cayley-Digraphen zur symmetrischen Gruppe Ss

in Abbildung dargestellt, wobei Kanten ohne Richtung fiir Doppelkanten
stehen: je moglicher Orientierung dieser Kanten gibt es eine in dem Cayley-
Digraphen. An den Kanten stehen jeweils die Element aus S bzw. S’, von denen
sie stammen.
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Satz 1.2.5 (Satz von Cayley, starke Version). Fir jede Gruppe ezistiert ein
zusammenhdangender Graph, auf dem sie treu operiert.
Ist G endlich erzeugt, so kann der Graph lokal-endliclﬂ gewdhlt werden.

Beweis. Sei S ein Erzeugendensystem fiir G und sei I' = (G, E) der Cayley-
Graph von G und S. Dann operiert G auf I' mittels g: G — G,h — gh treu:
beachte hierfiir, dass eine Kante (hi, hs) auf die Kante (gh, gho) abgebildet
wird und als Urbild die Kante (g~ 'h1, g 'hs) hat. Dass die Operation treu ist
folgt aus Beispiel .

Wenn G endlich erzeugt ist, konnen wir S endlich wéhlen. Da jede Ecke g
nur zu den Ecken gs und gs~! fiir alle s € S benachbart ist, folgt, dass T
lokal-endlich ist. O

Hinweis. Um eine treue Rechtsoperation zu erhalten, muss bei der Definition
des Cayley-Graphen die Kantenmenge {(g,s9) | g € G,s € S} gewihlt werden.
Der Grund, warum wir die Kanten (g, gs) gewéhlt haben, liegt in folgender
Bemerkung.

Bemerkung 1.2.6. Zu jedem Kantenzug vgegv; . ..ex—1vg in einem Cayley-
Graphen ' g gehort eine Folge sg...s;_1 von Elementen aus S U S~ wobei
S~1:={s71| s € S} ist, im folgenden Sinne: s; = v;lviﬂ. D.h., die Kante ¢;
liegt im Cayley-Graphen wegen des Erzeugers s; oder s;° ! Fiir das Produkt der
s; gilt dann sg - -+ sp_1 = vo_lvk.

Zusammen mit Lemma[T.1.3 kénnen wir Satz[[.2.5]in Analogie zu Satz[I.1.4]
auch folgendermaflen notieren:

Satz 1.2.7. Jede (endlich erzeugte) Gruppe ist Untergruppe der Automorphis-
mengruppe eines zusammenhingenden (lokal-endlichen) Graphen. ]

Es gilt sogar folgender stéirkerer Satz fiir endlich erzeugte Gruppen.

Satz 1.2.8. Jede endlich erzeugte Gruppe ist isomorph zu der Automorphis-
mengruppe eines Graphen.
Diesen konnen wir zusammenhdngend und lokal-endlich wdhlen.

Beweis. Sei S = {s1,...,5,} ein endliches Erzeugendensystem der Gruppe G.
Sei T'g, S der gerichtete Cayley-Graph von G und S. Fiir jedes ¢ € {1,...,n}
sei T; ein Baum, der aus einem Weg P; der Lange 3 besteht, sodass von der
einen inneren Ecke z; ein neuer Weg der Lénge 1 startet und von der anderen
inneren Ecke y; ein Weg der Lénge i + 1. Offenbar muss jeder Automorphis-
mus von T;, der die Endecken von P; mengenweise festhélt, den gesamten Baum
punktweise fixieren. Beachte, dass alle Baume T; verschieden sind. In I'g g er-
setzen wir nun jede gerichtete Kante, die von g nach gs; geht, durch T;, wobei
g die Endecke von P; ist, die benachbart zu x; ist und gs; die Endecke von P;
ist, die zu y; benachbart ist. Sei I' der entstandene Graph. Dieser ist offenbar
zusammenhéngend und lokal-endlich.

2Ein Graph ist lokal-endlich, wenn jede Ecke endlichen Grad hat.
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Sei ¢ ein Automorphismus von I'. Dann muss ¢ alle Ecken aus I', die nicht
bereits in I'¢ g waren, als Menge festlassen und ebenso alle Ecken, die bereits in
I'c s lagen. Somit induziert ¢ eine Bijektion der Eckenmenge von I' 5. Da die
Béume T; verschieden sind, wird der Baum, der die gerichtete Kante e aus I', 5
ersetzte wieder auf eine solche Kante abgebildet und damit induziert ¢ einen
Automorphismus @ von I'g 5. Sei g € G, sodass B(1) = g. Da @ die Kanten zu
dem Erzeuger s; wieder auf solche abbildet und auch ihre Orientierung erhilt,
folgt, dass der Nachbar s; von 1 durch % auf den Nachbarn gs; von g abgebildet
wird. Induktiv folgt, dass g und @ auf I'g s iibereinstimmmen und dass jeder
andere Automorphismus ¥ von I', der 1 auf g abbildet, mit ¢ {ibereinstimmt.
Wir erhalten eine injektive Abbildung ® von der Automorphismengruppe von I'
nach G. Umgekehrt induziert jedes g € G einen Automorphismus ¢, von I'
mit ®(py) = g. Also ist ® auch surjektiv. Zudem ist leicht einzusehen, dass ®
ein Gruppenhomomorphismus ist. Also ist die Automorphismengruppe von I'
isomorph zu G. O

Definition. Eine Gruppe G operiere auf X. Sie operiert transitiv auf X, falls
fiir alle z,y € X ein g € G mit gz = y existiert.

Ist X = (V, E) ein Graph, so operiert G (Ecken-)transitiv auf X (bzw.
Kanten-transitiv auf X), falls die auf V' (bzw. auf F) induzierte Operation
transitiv ist.

Bemerkung 1.2.9. Jede Gruppe operiert transitiv und frei auf jedem ihrer
Cayley-Digraphen, da die Linksmultiplikation einer Gruppe auf sich selbst tran-
sitiv und frei ist.

Proposition 1.2.10. Sei G eine Gruppe und S ein Erzeugendensystem von G.
Die Linksmultiplikation auf G induziert eine freie Operation auf dem Cayley-
Graphen von G und S genau dann, wenn S keine Involution enthdlt.

Beweis. Jedes s € S mit s? = 1 fixiert die Kante 1s. Somit kann die Operation
nicht frei sein.

Sei umgekehrt die Operation nicht frei. Weil die auf den Ecken induzierte
Operation offenbar frei ist, ist die auf den Kanten induzierte Operation nicht
frei. Es existiert also ein g € G mit g # 1 und eine Kante uv mit g(uv) = uv.
OBdA sei s € S mit u = vs. Gilt gu = u, so impliziert dies g = 1. Also gilt

v=gu=g(vs) = (gv)s = us = vs*

und damit s> = 1. Da s # 1, ist s eine Involution. O

1.3 Satz von Sabidussi

In diesem Abschnitt werden wir ein erstes Ergebnis erzielen, wie wir aus einer
Operation auf einem Graphen Riickschliisse {iber die operierende Gruppe erzie-
len kénnen: wir werden eine Art Umkehrung der starken Version des Satzes von
Cayley beweisen.
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Definition. Eine Gruppe G operiere auf einem zusammenhingenden Gra-
phen I'. Ein Fundamentalbereich der Operation von G auf I ist ein zusam-
menhéngender Teilgraph, der aus jeder Bahn (auf den Ecken) genau ein Element
enthalt.

A priori ist es nicht klar, dass zu jeder Operation auf einem Graphen auch
ein Fundameltalbereich existiert. Dies wird uns aber durch unseren néchsten
Satz geliefert.

Satz 1.3.1. Fir jede Operation einer Gruppe auf einem zusammenhdngenden
Graphen existiert ein Fundamentalbereich.

Beweis. Sei G eine Gruppe, die auf einem zusammenhéngenden Graphen I' =
(V, E) operiert. OBdA diirfen wir annehmen, dass I" mindestens eine Ecke hat.
Sei Fg die Menge aller zusammenhéngenden Teilgraphen von I', die hochstens
eine Ecke aus jeder Bahn enthilt. Offenbar ist Fg nicht leer (es enthélt den
leeren Graphen und jeden Teilgraphen auf genau einer Ecke) und jede Kette
in Fg hat eine obere Schranke (die Vereinigung ihrer Elemente). Nach dem
Lemma von Zorn existiert also ein maximales Element F' in Fg.

Wir werden zeigen, dass F' ein Fundamentalbereich ist. Angenommen, dies
gilt nicht. Dann existiert eine Ecke z € V| sodass die Bahn Gz keine Ecke aus F'
enthilt. Sei P ein Weg in I" von z zu einer Ecke von F'. Dann gibt es auf P nach
dessen Wahl zwei benachbarte Ecken u, v, sodass Gu keine Ecke aus F' enthélt,
aber Gv schon. Sei ¢ € G mit gv € V(F). Dann ist gu in der gleichen Bahn
wie u; also enthilt G(gu) keine Ecke aus F'. Zudem hat gu den Nachbarn gv
in F. Somit ist ' = (V(F)U{gu}, E(F)U{{gv, gu}}) ein zusammenhéngender
Teilgraph von I', der nach seiner Wahl auch in Fg liegt. Dies widerspricht der
Maximalitdt von F und somit ist F' ein Fundamentalbereich. O

Satz 1.3.2. Sei F' ein Fundamentalbereich der Operation der Gruppe G auf
dem zusammenhdngenden Graphen I'. Sei S die Menge derjenigen g € G, fiir
die

V(gF)n(V(F)UN(V(F))) # 0

gilt, d. h., fiir die gF eine Ecke aus F' oder einen Nachbarn einer solchen enthilt.
Dann ist S ein Erzeugendensystem fiir G.

Beweis. Sei g € G. Wir werden g als endliches Produkt von Elementen aus
S U S~ schreiben. Sei dazu v € V(F) und sei P ein Weg von v zu gv. Sei
(F = goF,q1F,...,gn F = gF) eine endliche Folge von Bildern von F' unter
Elementen aus G mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Jede Ecke aus P liegt in einem g;F'.

(2) ¢;F und g; 1 F haben eine gemeinsame Ecke oder ¢;F hat eine Ecke, die
einen Nachbarn in g; 41 F hat.

Dass eine solche Folge existiert, lidsst sich folgendermaflen einsehen: Zu jeder
Ecke z; auf P = x; ..., wihlen wir ein g; mit x; € V(g;F). Dann gilt die
Aussage fiir die Folge (goF, g1 F, ..., gmF, gm+1F) mit go = 1 und gpmy1 = g.
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Wir werden induktiv zeigen, dass jedes g; sich als Produkt von Elementen
aus S schreiben lasst. Fiir ggp und g; ist dies klar nach Wahl der g;. Aufgrund der
Eigenschaft (2) gilt fir F = g; 'g;F und g; 'gi11 F, dass sie eine gemeinsame
Ecke haben oder dass eine Ecke aus F' einen Nachbarn in g, Y941 F hat. In
beiden Féllen gilt nach der Definition von S, dass g; 1gi41 ein Element von S
ist. Nach Induktion ist g;11 ein Element von (S). Es folgt g = g, € (95), also
G =(9). O

Bemerkung. Das durch Satz gewonnene Erzeugendensystem ist in der
Regel kein minimales Erzeugendensystem (selbst wenn wir das neutrale Element
ignorieren), wie man sich leicht an folgendem Beispiel klar machen kann. Als
Gruppe betrachten wir die Automorphismen des vollstéandigen Graphen auf drei
Ecken, die wir auch auf diesem Graphen I' operieren lassen. Dann ist der Fun-
damentalbereich eine einzelne Ecke und jeder Automorphismus von I' kommt
in das Erzeugendensystem S von I'. Somit enthélt S die vollsténdige Automor-
phismengruppe von I', die isomorph zu symmetrischen Gruppe S3 ist. Da es
minimale Erzeugendensysteme fiir S mit zwei Elementen gibt, kann S kein
solches sein.

Als eine Anwendung werden wir den Satz von Sabidussi beweisen, der Cayley-
Graphen charakterisiert.

Satz 1.3.3 (Satz von Sabidussi). Fin zusammenhingender Graph, auf dem eine
Gruppe transitiv und frei operiert, ist (bis auf Mehrfachkanten) der unterliegen-
de ungerichtete Graph eines Cayley-Graphen.

Beweis. Sei ' ein zusammenhéngender Graph und G eine Gruppe, die auf T’
transitiv und frei operiert. Sei v € V(T'). Da G transitiv auf T' operiert, ist
({v},0) ein Fundamentalbereich.

Sei S C G eine minimale Teilmenge von G, sodass S U S~—! das Erzeu-
gendensystem aus Satz ist. Wir wollen zeigen, dass I' der unterliegende
ungerichtete Graph I' g des Cayley-Graphen von G und S ist. Dazu definieren
wir eine Abbildung

p:I'gs—T, g— guv.

Die Transitivitit der Operation auf I' impliziert die Surjektivitit von . Weil
G frei operiert, ist ¢ auch injektiv, also ist ¢ bijektiv. Es bleibt zu zeigen,
dass sowohl Kanten als auch Nicht-Kanten durch ¢ erhalten bleiben. Sei dazu
{u,w} C V(T') eine Eckenmenge mit zwei Elementen. Wegen der Transitivitét
von G auf T' existiert ein g € G mit gu = v. Indem wir {v, gw} statt {u,w}
betrachten, diirfen wir annehmen, dass u = v gilt. Es existiert ein A € G mit
w = hv. Ist vw € E(T), so gilt h € SUS™! nach der Wahl von S und damit sind
auch ¢(v) und p(w) benachbart. Ist umgekehrt vw ¢ E(T), so gilt h ¢ SUS~?
und ¢(v) und @(w) konnen deswegen nicht benachbart sein. Also ist ¢ ein
Graphenisomorphismus. O



Kapitel 2

Freie Gruppen

2.1 Freie Gruppen und Biume

Definition. Sei S eine Menge. Eine endliche Folge der Form w = s{* ... s mit
s; € Sund g; € {&1} heiit ein Wort iiber S U S~. Wir nennen |w| := n die
Linge von w. Das Wort ist reduziert, falls es kein ¢ < n — 1 mit s’ = s;ﬁ“
gibt. Fiir s, s; € S, ¢€,¢; € {£1} nennen wir ein Wort s7* ... s5 eine elementare
Reduktion des Wortes s ...s5's°s s} ... s5". Ein Wort v ist eine freie
Reduktion eines Wortes u, falls es eine endliche Kette ©u = wq,...,w, = v
von Worter gibt, sodass w;11 eine elementare Reduktion von w; ist, und falls v
reduziert ist.

Eine Gruppe G heifit frei mit dem freien Erzeugendensystem S C G,
falls (S) = G gilt und es kein nicht-triviales reduziertes Wort w iiber S U S~*
mit w =1 in G gibt. Wir nennen |S| den Rang von G.

Sind w = s7'...s5" und v = t7* ... 15 Woérter iiber S U S™!, so ist wv =
sit...ossntlt . tir die Konkatenation von w und v.

Hinweis. Insbesondere gilt fiir ein freies Erzeugendensystem S, dass 1 ¢ S ist,
da das Wort 1 vom trivialen Wort iiber S U S™!, welches das leere Wort ist,
verschieden ist.

Beispiel 2.1.1. Die additive Gruppe Z ist eine freie Gruppe vom Rang 1.

Hinweis. A priori ist es nicht klar, dass der Rang einer freien Gruppe wohlde-
finiert ist. Wir werden dies in Abschnitt 2.2] beweisen.
Zunéchst wollen wir sicherstellen, dass es tiberhaupt freie Gruppen gibt.

Satz 2.1.2. Sei S eine Menge. Dann existiert eine freie Gruppe, fir die S ein
freies Erzeugendensystem ist.

Zunichst werden wir den Standardbeweis vom Satz skizzieren. An-
schlielend jedoch einen etwas stérkeren Satz beweisen, der Satz als Teil-
aussage enthilt.

13
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Beweisskizze von Satz[2.1.2. Auf der Menge der Worter iiber S U S~! defi-
nieren wir eine Relation ~ mittels v ~ w genau dann, wenn es eine Folge
v = wi,...,w, = w gibt, sodass w; eine elementare Reduktion von w;;1 ist
oder umgekehrt. Offenbar ist diese Relation eine Aquivalenzrelation. Von dieser
Relation kann gezeigt werden, dass jede Aquivalenzklasse genau ein reduziertes
Wort enthélt. AnschlieBend wird auf der Menge der Aquivalenzklassen eine Mul-
tiplikation definiert mittels [a][3] = [a] fiir je zwei Worter a, B iiber SU S,
wobei a8 deren Konkatenation ist. Von dieser Multiplikation kann dann gezeigt
werden, dass sie die Menge der Aquivalenzklassen zu einer freien Gruppe macht.

Streng genommen ist dabei S gar kein freies Erzeugendensystem fiir F', da
S keine Teilmenge von F' ist. Da aber jedes s € S selbst ein reduziertes Wort
ist, konnen wir s mit [s] identifizieren, um auch dieser Formalie Rechnung zu
tragen. O

Hinweis. Da fiir die im Beweis von Satz verwendete Aquivalenzrelation
jede Aquivalenzklasse genau ein reduziertes Wort enthilt, ist es moglich (und im
Hinblick auf das Folgende auch sinnvoll) von den Elementen der freien Gruppe
als reduzierte Worter zu denken. Dabei muss natiirlich aufgepasst werden, dass
das Produkt zweier solcher Elemente nicht einfach deren Konkatenation ist,
sondern eine freie Reduktion ihrer Konkatenation, die eindeutig bestimmt ist,
weil jede Aquivalenzklasse beziiglich ~ genau ein reduziertes Wort enthilt.

Satz 2.1.3. Sei S eine Menge. Es existiert eine freie Gruppe G mit S als freiem
Erzeugendensystem, die transitiv und frei auf einem Baum T operiert.

Beweis. Wir definieren uns einen Graphen T'. Seine Eckenmenge V sei die Menge
der reduzierten Worter iiber SUS™! (inklusive des leeren Worts) und seine Kan-
tenmenge E definieren wir folgendermaflen: von dem reduzierten Wort s ... sy,
mit s; € SUS™! fiigen wir fiir jedes s € S die Kante {s;...8,,51...5,5}
hinzu, falls s # s;;* und die Kante {s1 ... 5,51 ...5,_1} sonst, wobei wir Mehr-
fachkanten vermeiden. Um zu zeigen, dass T zusammenhéngend ist, geniigt es
einzusehen, dass jedes reduzierte Wort in der gleichen Komponente liegt wie
das leere Wortﬂ Da fiir das Wort s; ... s, die Eckenfolge (), s1,5152,...,51...8,
einen Weg vom leeren Wort zu s; ... s, definiert, ist T' zusammenhé&ngend.

Nehmen wir an, dass T einen Kreis C enthélt. Dieser enthilt eine Ecke
U =uj ...Up, deren Wort maximale Linge unter allen Wortern auf C' hat. Nach
der Definition der Kanten haben dann beide Nachbarn von u auf C' die Linge
|u| =1 und miissen beide das Wort u; . . . u,—1 sein. Dann war C aber kein Kreis.
Also haben wir gezeigt, dass T' ein Baum ist.

Fiir jedes s € S U S~ definieren wir eine Abbildung ¢, auf V mittels

6) = {52 5w, fallss=s7t

Ps(s1 881 ...Sn, fallss#sl_l.

1Das leere Wort bezeichnen wir hier mit @.
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Durch ¢, werden offensichtlich Kanten auf Kanten und Nicht-Kanten auf Nicht-
Kanten abgebildet, d. h., ¢, ist ein Automorphismus von T'. Zudem ist die Glei-
chung p; ! = ¢ -1 leicht einzusehen.

Sei &g = {¢s | s € S} und sei G die von Pg erzeugte Untergruppe von
Aut(T). Wir werden zeigen, dass G eine freie Gruppe ist, die transitiv und frei
auf T operiert und von ®g frei erzeugt wird.

Sei @g, ... s, ein reduziertes Wort tiber &g U <I>§1. Dann gilt s; # 3;_11,
weil o1 = p,-1 und weil das Wort reduziert ist. Somit ist s;...s, ein redu-
ziertes Wort {iber S U S~ und es gilt Dps, ... ps, = s1...8, # 0. Also folgt
Psy ---Ps, # id und G ist eine freie Gruppe mit dem freien Erzeugendensy-
stem Pg.

Da ein Wort s; ... s, das Bild des leeren Wortes unter ¢, ... s, ist, operiert
G transitiv auf T. Sei nun v € V und ¢ € F mit p(v) = v. Weil G transitiv
auf T operiert, diirfen wir nach Lemma [I.1.10] annehmen, dass v das leere Wort
ist. Sei nun g, ..., das kiirzeste Wort iiber ®g U <I>§1 mit @s, ... s, = .
Also gilt insbesondere (p;l # s, und si_l # s;41 fiir alle ¢ < n. Also ist
81 ... 8y ein reduziertes Wort. Es gilt ) = o(0) = s1 ... s,. Da s1 ... s, reduziert
ist, folgt m» = 0 und ¢ = id. Somit operiert G frei auf den Ecken von T. Wir
miissen noch zeigen, dass G auch frei auf den Kanten von T operiert. Sei dazu
e € E. Da G transitiv auf T operiert, kénnen wir erneut nach Lemma
annehmen, dass e = {{), s} fiir ein s € SU S~ gilt. Angenommen, es gibt ein
© = Ps, ... s, mit p(e) = e und ¢ # id, wobei die Darstellung von ¢ mittels
der g, kiirzest moglich ist. Da G frei auf den Ecken von T operiert, wissen
wir (D) # 0; also gilt (@) = s und ¢(s) = 0. Es gilt ¢s(0) = s und, weil die
Operation von G auf T frei auf den Ecken von T operiert, folgern wir ¢ = @s.
Aber es gilt @4(s) = ss # 0 = p(s). Dieser Widerspruch zeigt, dass G frei auf T'

operiert.
Wie in der Beweisskizze von Satz kénnen wir mittels eines formalen
Tricks garantieren, dass G von S anstatt von {¢s | s € S} erzeugt wird. O

Bevor wir auf die Beziehungen zwischen Baumen und freien Gruppen genau-
er eingehen, zeigen wir eine wichtige Charakterisierung freier Gruppen.

Satz 2.1.4 (Universelle Eigenschaft). Fiir eine eine Gruppe F und S C F sind
die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) F ist eine freie Gruppe mit freiem Erzeugendensystem S.

(ii) Flir jede Gruppe G und jede Abbildung ¢ : S — G existiert ein eindeutiger
Gruppenhomomorphismus ©: F — G, der ¢ fortsetzt.

Fiir den Beweis dieses Satzes fassen wir die Elemente aus einer freien Gruppe

als die Aquivalenzklassen von Wortern auf, wie wir sie in der Beweisskizze von
Satz B.1.2] definiert haben.

Beweis von Satz[2.1.7} Sei zunéchst F eine freie Gruppe und S ein freies Erzeu-
gendensystem fiir F'. Sei G eine weitere Gruppe und ¢: S — G eine Abbildung.
Dann definieren wir p(s) := ¢(s) und p(s~!) := (¢(s))~* und fiir ein Wort
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w = 81...5, iiber SUS™! definieren wir p(w) := B(s1)...%(s,). Dann ist @
per definitionem ein Gruppenhomomorphismus, sobald wir sichergestellt haben,
dass p wohldefiniert ist. Ist aber ein Wort s; ... s, eine elementare Reduktion
des Wortes s1 ...s;tt ts;11...5p, so gilt:

D(s1...8,) =9(51) ... D(8n)
(s1) ... @(s)@(t)p(t™ " )P (sit1) - .- Bsn)

=(s1... 8t  sip1 ... 8).

| €

Also ist % wohldefiniert auf den Aquivalenzklassen der Worter und induziert da-
mit einen Gruppenhomomorphismus F' — G, der ¢ fortsetzt. Andererseits muss
jeder Gruppenhomomorphismus die beiden Bedingungen p(s™1') = (p(s))™!
und p(w) = @(s1) ... ®(sy,) erfiillen. Deswegen ist @ eindeutig.

Es gelte nun (ii). Sei G eine freie Gruppe mit freiem Erzeugendensystem S
und sei p: F' — G ein Gruppenhomomorphismus mit ¢(s) = s fiir alle s € S.
Nehmen wir an, dass F' nicht frei ist. Dann existiert ein nicht-triviales reduziertes
Wort s; ...s, iiber SUS™! mit s;...s, = 1. Es folgt

1=0(s1...80) =@(s1)...0(Sn) = 51...5n.

Also existiert in G ein nicht-triviales reduziertes Wort w = ¢(s1) ... ¢(s;,) mit
w = 1, ein Widerspruch zur Definition der freien Gruppe. Also ist F' eine freie
Gruppe mit freiem Erzeugendensystem S. O

Fine direkte Konsequenz der universellen Eigenschaft freier Gruppen ist die
folgende (wobei wir noch immer nicht wissen, ob der Rang einer freien Gruppe
wohldefiniert ist).

Korollar 2.1.5. Je zwei freie Gruppen vom gleichen Rang sind isomorph.

Beweis. Seien F,G zwei freie Gruppen gleichen Ranges. OBdA diirfen wir an-
nehmen, dass beide die Menge S als freies Erzeugendensystem haben. Dann exi-
stieren nach Satz [2.1.4] zwei Gruppenhomomorphismen ¢: F — G und ¢: G —
F mit ¢|s = id und ¢|g = id. Dann gilt p(¢)(s)) = s. Da F von S erzeugt wird,
gilt somit ¢y = id und damit sind ¢ und v zueinander inverse Gruppenisomor-
phismen. U

Freie Gruppen und Bdume weisen noch mehr Beziehungen auf als die in
Satz gezeigten. Diese wollen wir im Folgenden weiter untersuchen.

Lemma 2.1.6. Jeder Cayley-Graph einer freien Gruppe und eines ihrer freien
Erzeugendensysteme ist ein Baum.

Beweis. Sei G eine freie Gruppe mit freiem Erzeugendensystem S und sei I'
der Cayley-Graph von G und S. Wenn I' einen Kreis enthélt, so enthilt er
auch einen Kreis, der die Ecke 1 enthilt, da G nach Bemerkung transitiv
auf I' operiert. Zu diesem Kreis gehort ein geschlossener Kantenzug, der bei der
Ecke 1 startet und endet. Dieser entspricht gem#$ Bemerkung [T.2.6] einem Wort
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iiber S U S~!. Da dieses Wort reduziert sein muss, kann G nicht frei sein. Da
jeder Cayley-Graph zusammenhéngend ist, zeigt dieser Widerspruch, dass I' ein
Baum ist. O

Die Umkehrung von Lemma [2.1.6] gilt im Allgemeinen nicht, wie folgende
Beispiele zeigen.

Beispiel 2.1.7. 1. Der Cayley-Graph zur zyklischen Gruppe Cy = (a) und
dem Erzeugendensystem {a} ist ein Baum auf zwei Ecken.

2. Der Cayley-Graph zur additiven Gruppe Z mit S = {1, —1} ist ebenfalls ein
Baum.

Die im Beispiel aufgetretenen Probleme sind im Wesentlichen die ein-
zigen, die einer Umkehrung von Lemma widersprechen, wie das néchste
Lemma zeigt.

Lemma 2.1.8. Sei G eine Gruppe und S ein Erzeugendensystem von G mit
st # 1 fiir alle s,t € S. Wenn der Cayley-Graph I'c s ein Baum ist, so ist G
eine freie Gruppe und S ein freies Erzeugendensystem von G.

Beweis. Sei F eine freie Gruppe mit freiem Erzeugendensystem S. Wir werden
zeigen, dass F' und G isomorph sind. Nach Satz gibt es einen Homomor-
phismus ¢: F' — G, dessen Einschrankung auf S die Identitét ist. Aus (S) =G
folgt, dass ¢ surjektiv ist. Um zu zeigen, dass F' und G isomorph sind, miissen
wir nur noch die Injektivitdt von ¢ verifizieren. Nehmen wir dazu an, dass es ein
von 1 verschiedenes reduziertes Wort iiber S U S~ in ker() gibt. Sei sy ...,
ein solches minimaler Liange. Wegen ¢(s) = s # 1 fiir alle s € S muss n > 2 gel-
ten. Falls n = 2 ist, so gilt 1 = ¢(s182) = ©(81)p(s2) = s182. Da s159 reduziert
ist, widerspricht dies der Voraussetzung st # 1 fiir alle s,t € S. Also gilt n > 3.
Dann sind wegen der Minimalitidt von n die Gruppenelemente ¢(s;...s;) fiir
alle 0 < ¢ < n verschieden, denn gébe es i < j < n mit 51...5; = s1...5;, S0
folgt, dass s;11...s; ein kiirzeres Wort iiber S'U S mit ¢(siyq - .. sj) = 1ist.
Da die Gruppenelemente ¢(s; ... s;) fiir alle 0 < ¢ < n verschieden sind, bilden
sie somit einen Kreis in I' 5. Dieser Widerspruch zur Voraussetzung, dass ', 5
ein Baum ist, zeigt die Injektividt von ¢ und damit die Behauptung. O

Wir kénnen sogar die Operation auf einem Baum nutzen, um freie Gruppen
zu charakterisieren.

Satz 2.1.9. Genau dann ist eine Gruppe frei, wenn sie frei auf einem Baum
operiert.

Beweis. Da nach Bemerkung jede Gruppe frei auf ihrem Cayley-Graphen
operiert, folgt aus Lemma [2.1.6] die erste Implikation.

Die Gruppe G operiere frei auf dem Baum T. Sei T” ein Fundamentalbe-
reich dieser Operation, der nach Satz[I.3.1] existiert. Weil G frei auf T' operiert,
existiert genau ein ¢ € G mit 7" N gT” # 0, ndmlich g = 1; dies gilt, weil
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gv # v fiir alle v € V(T') und alle g # 1 gilt und weil nach der Definition eines
Fundamentalbereichs gv € V(T”) die Gleichung gv = v impliziert.

Eine Kante nennen wir essentiell, falls genau eine ihrer Endecken in T’
liegt. Weil T” ein Fundamentalbereich ist, gibt es fiir jede essentielle Kante e ein
Je, sodass die Ecke von e, die aulerhalb von T liegt, in g.7” enthalten ist. Sei

S :={g. € G| e ist essentiell}.
Wir wollen zeigen, dass die Menge S folgende Eigenschaften hat:
(i) 1¢5;
(i) S enthilt keine Involution;
(iii) sind e, e’ essentielle Kanten mit g = ges, so gilt e = ¢/;
(iv) fiir g € S gilt g7t € S;

(v) fiir jedes g € G mit V(gT") N (V(T") UN(V(T"))) # 0 gilt g = 1 oder
ges.

Wiéhrend (i) direkt aus der Definition von S folgt, brauchen wir fiir die restli-
chen Aussagen kleine Beweise. Die Aussage (ii) gilt, weil eine Involution g. den
Teilbaum g.T" auf T” abbildet und somit die im Baum T eindeutige Kante e
zwischen 77 und g.T” von g, fixieren muss, was ein Widerspruch dazu ist, dass
die Operation von G auf T frei ist. Weil T ein Baum ist und somit genau eine
Kante die Teilbiume 7" und g,7” miteinander verbindet, folgt (iii). Da e die
Teilbdume 7" und g. 7" verbindet, verbindet g 'e die Teilbiume g, *7" und T’
und es gilt (iv). Sei g € G mit V(¢F) N (V(F)UN(V(F))) # 0. Ist g # 1, so
haben wir oben bereits eingesehen, dass gF N F = () gilt. Also enthélt ¢gT" eine
Endecke einer essentiellen Kante e und zwar diejenige, die nicht in 7", sondern
in g 1" liegt. Somit gilt gg- 17" NT" # (). Wie wir bereits oben gesehen haben,
folgt dann aber gg; ' = 1, also g = g.. Dies zeigt (v).

Sei nun S C S minimal mit SUS~! = S. Dies ist wegen (iv) moglich. Wegen
(ii) enthélt S somit zu keinem s € S auch das Element s~!. Aufgrund von
(v) schlieflen wir aus Satz dass S U {1}, und somit auch S, die Gruppe
G erzeugt. Es bleibt zu zeigen, dass S ein freies Erzeugendensystem ist. Dazu
geniigt es nach Lemma zu zeigen, dass der Cayley-Graph I'¢ g ein Baum
ist. Nehmen wir an, dass I'g g kein Baum ist. Da er zusammenhéngend ist, gibt
es also einen Kreis hg ... hphg in I'g g fiir ein n > 2. Zur Kante zwischen h,, und
ho und zu jeder Kante zwischen h; und h;;q gehort ein Element s, := hyhy !
bzw. s; := hip1h;* aus SUS™! und zu diesen wiederum gehért nach (iii) genau
eine essentielle Kante ¢; fiir alle 1 <7 < n.

Fiir j < n enthélt der Teilbaum s;7” zum einen eine Endecke v; der Kante
e; und zum anderen auch eine Endecke w; der Kante sje;i. Da T" zusam-
menhéngend ist, existiert in hj;s; T’ = h;11T" ein Weg P; zwischen den Ecken
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hjv; und hjw;. Analog enthélt 7" einen Weg Py zwischen der Endecke vg in T”
der Kante e,, und der Endecke wg in 7" der Kante e;. Dann ist

voPowolelwl . vninnvo

ein Kreis in 7. Dieser Widerspruch zeigt mit Lemma [2.1.8] dass G eine freie
Gruppe ist. O

Wir ziehen aus dem Beweis von Satz folgendes Korollar:

Korollar 2.1.10. Sei T" ein Fundamentalbereich der freien Operation einer

freien Gruppe G auf einem Baum T. Dann existiert ein freies Erzeugendensy-

stem X wvon G, sodass fiir die in Satz[1.3.3 definierte Menge S gilt:
S=XuXx-tu{i}. O

Als ein Korollar aus dem Satz erhalten wir einen zentralen Satz iiber
freie Gruppen, spezieller iiber ihre Untergruppen.

Korollar 2.1.11 (Nielsen-Schreier Theorem). Jede Untergruppe einer freien
Gruppe ist frei.

Beweis. Sei H eine Untergruppe der freien Gruppe G. Dann operiert G frei auf
einem Baum T nach Satz Als Untergruppe von G operiert damit auch H
frei auf 7' und ist nach Satz [2.1.9] eine freie Gruppe. O

Wir wollen diesen Abschnitt mit einem Lemma abschliefSen, das uns die
Existenz freier Untergruppen in beliebigen Gruppen garantiert.

Lemma 2.1.12 (Ping-Pong-Lemma). Die Gruppe G operiere auf X. Es seien
(A)ier, (B;)ier mit |I| > 2 zwei Familien von nicht-leeren Teilmengen von X,
sodass alle A; paarweise disjunkt und alle B; paarweise disjunkt sind und jedes
A; zu jedem Bj disjunkt ist. Wenn g; € G mit X \ B; C g;A; fiir allei € 1
existieren, dann ist die Untergruppe (g; | i € I) von G frei.

Beweis. Aus X \ B; C g; A; folgt X gi_lBi C A; und damit X \ A; C gi_lBi
und ¢;(X \ A;) C B;.

Sei s, ...s1 ein Wort iiber S U S™! fiir S := {g; | i € I}. Seien i,j € I mit
51 € {gj,gj*l} und s, € {gi,g9;'}. Falls i = j, withle k € I ~ {i} und sonst
setze k := j. Sei ¢ € {1,—1} mit s; = g;- Ist k # j, so sei x € Ay U By. Ist
k=junde =1 s0selx € B;. Ist k=7 und ¢ = —1, so sel € A;. Mittels
Induktion iiber ¢ folgt, dass s¢...s1x € By, falls sy = gy, fiir ein m € I, und
Sp...817 € Ay, falls sy = g1 fiir ein m € I. Also liegt s, ...s1z in A; oder
B; und damit insbesondere nicht in der Menge A U By, die x enthilt. Damit
ist das Gruppenelement s, ...s; von 1 verschieden. Also muss (S) frei sein und
frei von der Menge S erzeugt werden. O



20 KAPITEL 2. FREIE GRUPPEN

2.2 Rang freier Gruppen

Wie werden jetzt zeigen, dass der Rang einer freien Gruppe wohldefiniert ist.

Satz 2.2.1. Je zwei freie Erzeugendensysteme einer freien Gruppe haben die
gleiche Kardinalitdit.

Beweis. Sei G eine Gruppe. Sind S und S” unendliche freie Erzeugendensysteme
von G, so muss |S| = |G| = || gelten.

Sei S ein endliches freies Erzeugendensystem von G. Jeder Homomorphis-
mus ¢ von G nach Cy wird eindeutig durch die Einschrinkung von ¢ auf S
definiert. Andererseits kann jede Abbildung von S nach Cs zu einem Homomor-
phismus fortgesetzt werden. Somit gibt es 29! viele Homomorphismen von G
nach C5. Da diese Zahl andererseits nur von GG abhéngt, muss fiir jedes weite-
re freie Erzeugendensystem S’ von G gelten: 2I5| = 215l Also sind S und S’
gleichméchtig. O

Somit ist der Rang einer freien Gruppe wohldefiniert. Es liegt nahe zu vermu-
ten, dass fiir jede Untergruppe einer freien Gruppe F (die nach Korollar
selbst auch frei ist) ihr Rang héchstens so groff wie der Rang von F ist. Dies ist
aber im Allgemeinen falsch, wie das folgende Korollar zeigt.

Proposition 2.2.2. Sei G eine freie Gruppe vom Rang n € N und sei H eine
Untergruppe von G vom Index k € N. Dann ist H eine freie Gruppe vom Rang
k(n—1)+1.

Beweis. Sei T der Cayley-Graph von G und einem endlichen freien Erzeugen-
densystem S. Nach Lemma [2.1.6|ist 7" ein Baum. Da G frei auf seinem Cayley-
Graphen operiert, operiert auch H frei auf T. Weil H endlichen Index in G
hat und G transitiv auf T operiert, gibt es hochstens |G : H| viele Bahnen der
Operation von H auf T'. Also ist jeder nach Satz existierende Fundamen-
talbereich T” der Operation von H auf T endlich und hat die Groe k = |G : H|.
Weil S endlich ist, ist T lokal-endlich und damit ist das in Korollar [2.1.10] gefun-
dene freie Erzeugendensystem X von H endlich. Wir miissen nur noch zeigen,
dass dieser Wert genau k(n — 1) + 1 ist.

Die Summe der Grade in T aller Ecken in T ist 2n|T”| = 2nk, da T ein 2n-
reguldrer Baum ist. Der Teilbaum 7" enthélt |77| — 1 = k£ — 1 Kanten, also gehen
2kn —2(k—1) =2(k(n — 1) + 1) Kanten von Ecken aus T” zu Ecken auflerhalb
von T". O

Wir kénnen das vorherige Resultat fiir beliebige endlich erzeugte Gruppen
anwenden, um etwas iiber deren Untergruppen auszusagen:

Korollar 2.2.3. Jede Untergruppe einer endlich erzeugten Gruppe von endli-
chem Index ist endlich erzeugt.

Beweis. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe und H < G mit |G : H| € N.
Sei S ein endliches Erzeugendensystem fiir G und sei F' eine freie Gruppe mit
freiem Erzeugendensystem S. Dann existiert ein Epimorphismus ¢: F' — G mit
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¢|ls =id. Sei H' das Urbild von H unter . Wir werden zeigen, dass |F : H'| <
|G : H| fiir den Index der Untergruppe H' von F gilt. Seien dazu g,h € F
mit gH' # hH'. Dann gilt h=1g ¢ H’, also auch p(h™1)p(g) = ¢(h~tg) ¢ H
und damit ¢(g)H # @(h)H. Es werden also verschiedene Nebenklassen von H’
auf verschiedene Nebenklassen von H unter ¢ abgebildet und somit gilt |F' :
H'| < |G : H|. Nach Proposition [2.2.2]ist H' endlich erzeugt. Da ¢|g+ surjektiv
von H' nach H abbildet und nach Satz diese Abbildung bereits durch
die Definition auf einem Erzeugendensystem von H' festgelegt ist, muss H von
dessen Bild erzeugt werden und somit endlich erzeugt sein. O

2.3 Prisentationen von Gruppen

Ein Korollar aus den Sitzen und ist das Folgende:
Korollar 2.3.1. Jede Gruppe ist das Bild einer freien Gruppe. O
Dies nehmen wir zum Anlass, Priasentationen von Gruppen zu definieren.

Definition. Sei die Gruppe G das Bild einer freien Gruppe F unter einem
Homomorphismus ¢. Sei S ein freies Erzeugendensystem fiir F'. Ein Wort w
iiber S U S™! mit p(w) = 1 nennen wir einen Relator. Eine Teilmenge R C
ker(p) heiBt Menge definierender Relatoren, wenn (R)S = ker(y) gilt,
wobei (R)< der kleinste Normalteiler von F ist, der R enthélt Ist uv € ker(yp),
so nennen wir ¢(uv) = 1 eine Relation. Eine Menge von Relationen heifit
Menge definierender Relationen, falls die zugehorigen Relatoren eine Menge

definierender Relatoren bilden.

Bemerkung. Der kleinste Normalteiler, der eine Teilmenge R einer Gruppe G
enthilt, muss auch R~! enthalten, sowie alle 79 = g~ 'rg mit r € R und g € G.
Die endlichen Produkte von Elementen aus R U R™! und RY U (R71)9 bilden

bereits eine Normalteiler. Dieser muss bereits (R)< sein.

Definition. Sei S eine Menge und R eine Teilmenge einer freien Gruppe F'
mit freiem Erzeugendensystem S. Dann heifit (S | R) eine Présentation einer
Gruppe G, falls G = F/{R)2 gilt, und wir schreiben G = (S | R). Alternativ
kann R auch eine Menge definierender Relationen sein. Dann ist (S | R) eine
Prisentation von G, falls fiir die Menge R’ der R zugrundeliegenden Relatoren
gilt, dass (S | R') eine Présentation von G ist.

Wir nennen G endlich prisentiert, falls es eine Prisentation (S | R) von G
gibt, sodass S und R endlich sind.

Beispiel 2.3.2. (1) Eine freie Gruppe F mit freiem Erzeugendensystem .S hat
die Prisentation (S | ().

(2) Endliche zyklische Gruppen C,, haben die Prisentation (g | g").

2Zur Erinnerung: (1) Eine Untergruppe U ist ein Normalteiler, falls U9 = U fiir alle
g € G. (2) Kerne von Homomorphismen sind Normalteiler.
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Satz 2.3.3. Sei S eine Menge und R eine Menge von Wortern diber S U S™1.
Dann gibt es eine Gruppe mit Prisentation (S| R).

Beweis. Sei F' eine Gruppe mit freiem Erzeugendensystem S. Dann hat die
Gruppe F/(R)< die Priisentation (S | R). O

Wie freie Gruppen, haben auch Gruppen mit einer Prisentation eine uni-
verselle Eigenschaft:

Satz 2.3.4 (Universelle Eigenschaft). Sei G = (S | R) und sei F die freie
Gruppe mit freiem Erzeugendensystem S. Sei H eine Gruppe und ¢o: F' — H
ein Gruppenhomomorphismus. Ist p(r) = 1 fir alle r € R, dann gibt es genau
einen Gruppenhomomorphismus ¢¥: G — H mit o(s) = (s) fiir alle s € S.

Beweis. Wir definieren eine Abbildung ¢: G — H mittels 9(s) := ¢(s) und
P(s71) = (p(s)) 7! fiir alle s € S und ¥(s1...8,) = @©(s1)...p(sy) fiir alle
81,.+.,8, € SUSTL Damit ist ¢ eindeutig {iber die Gleichungen ¢(s) = 9(s)
bestimmt und es bleibt zu zeigen, dass 1 ein Gruppenhomomorphismus ist. Die
Homomorphieeigenschaft folgt unmittelbar aus der Definition von . Es bleibt
zu zeigen, dass ¢ wohldefiniert ist. Nach Voraussetzung gilt (R) < ker(y). Da
ker() ein Normalteiler ist, folgt auch (R)< < ker(y). Also ist ¢ wohldefiniert.

O

Der Beweis fiir die Eindeutigkeit einer freien Gruppe fiir gegebenen Rang
(Korollar [2.1.5)) iibertriigt sich fast wortlich auf unsere neue Situation:

Korollar 2.3.5. Je zwei Gruppen mit der gleichen Prdsentation sind isomorph.

O

2.4 Tietze-Transformationen

In diesem Abschnitt interessieren wir uns dafiir, wie sich verschiedene Prisen-
tationen derselben Gruppe zueinander verhalten. Dazu definieren wir uns vier
Anderungsméglichkeiten, wie wir aus einer gegebenen Priisentation eine neue
erhalten.

Definition. Sei G = (S | R). Eine Tietze-Transformation ist eine der fol-
genden vier Verdnderungen der Priisentation (S | R):

(1) Fiir R' C (R)? heilt der Ubergang (S | R) — (S | RU R') Hinzufiigen
redundanter Relatoren.

(2) Fiir R € R mit (R) = (R')< heiBlt der Ubergang (S | R) — (S | R)
Entfernen redundanter Relatoren.

(3) Fiir eine zu S disjunkte Menge " und eine Menge {w; | s € S’} von Wértern
iiber SUS™! heifit der Ubergang (S | R) — (SUS’ | RU{s lw, | s € S'})
Hinzufiigen redudanter Erzeuger.
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(4) Ist S = S1US und R = R'U{s'ws | s € Sz}, wobei R’ eine Menge von
Relatoren iiber S und {w; | s € Sa} eine Menge von Wortern iiber Sy US’fl
ist, heiBt der Ubergang (S | R) — (S; | R') Entfernen redundanter
Erzeuger.

Unmittelbar aus der Definition erhalten wir folgende Bemerkung:

Bemerkung 2.4.1. Ist (S’ | R’) aus (S | R) durch eine Tietze-Transformation
entstanden, so sind beide Gruppen isomorph.

Sind andererseits zwei verschiedene Prasentationen der gleichen Gruppe ge-
geben, so ist a priori nicht klar, ob wir sie durch Tietze-Transformationen in
einander iiberfiihren kénnen. Dies wird uns aber durch den néchsten Satz ga-
rantiert.

Satz 2.4.2. Zwei Prdsentationen definieren genau dann isomorphe Gruppen,
wenn es eine endliche Folge von Tietze-Transformationen von der einen in die
andere Prdsentation gibt.

Hinweis. In der Literatur wird oft eine Tietze-Transformation durch Hin-
zufiigen/Entfernen eines Erzeugenden/Relators definiert. Dann entfillt die End-
lichkeit der Folge im Satz Stattdessen findet sich dann dort der Zusatz:
Sind die beiden Prdsentationen endlich, so kann die Folge ebenfalls endlich
gewdhlt werden.

Beweis von Satz[2.4.3 Ist eine Présentation durch endlich viele Tietze-Trans-
formationen aus einer anderen entstanden, so sind beide Gruppen nach Bemer-
kung [2.4.1] isomorph.

Seien umgekehrt G := (S7 | R2) und Gy := (S3 | Ry) Priisentationen
isomorpher Gruppen und sei ¢: G; — Gs ein Isomorphismus. OBdA seien S
und Sy disjunkt. Fiir s € S sei w, ein Wort iiber Sy U 52_1 mit p(s) = ws und
fiir s € Sy sei w, ein Wort iiber S uS;l mit o~ 1(s) = w,. Seien i # j € {1,2}.
Wir betrachten die folgenden Tietze-Transformationen:

<S2 | RZ> — <Sl U Ss | R, U {s_lws ‘ s € Sj}>
— <51 U Ss | R, U {Silws ‘ s € Sj} U {Silws | s € Sz} U R]>

Da wir somit beide Gruppen durch Tietze-Transformationen in eine dritte Grup-
pe iiberfithren kénnen und Tietze-Transformationen unter Umkehrung der Uber-
fithrungen abgeschlossen sind, kénnen wir (Sy | R1) durch eine endliche Folge
von Tietze-Transformationen in (Sy | Re) iiberfiihren. O

Wir interessieren uns dafiir, ob und, falls ja, wie wir aus einer beliebigen
Prasentation einer endlich prisentierbaren Gruppe eine endliche Prisentation
dieser Gruppe finden. Dazu kiimmern wir uns zunéchst um das Erzeugenden-
system.

Satz 2.4.3. Sei G = (S | R) eine endlich erzeugte Gruppe. Dann gibt es eine
endliche Teilmenge S’ von S und eine Menge R’ an Relatoren tiber S’ U S'~1,
sodass G = (S" | R') gilt.
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Beweis. Sei X ein endliches Erzeugendensystem von G. Dann existiert fiir je-
des £ € X ein Wort w iiber S U S™! mit w = z. Somit reicht eine endliche
Teilmenge S’ von S, um jedes © € X als Wort iiber S’ U S§’~! darzustellen.
Fiir jedes s € S~ S’ koénnen wir also auch Woérter v, w, iiber S’ U S~ mit
s = v, und s~! = w, finden, sodass die freie Reduktion von vsw, das leere
Wort ergibt. Ersetzen wir in jedem Wort von R jedes Teilwort s durch v, und

jedes Teilwort s~ durch ws, so erhalten wir eine Menge R’ an Relatoren mit
(S| R)y=(S"| R). O

Satz 2.4.4. Sei G = (S | R) eine endlich praisentierbare Gruppe und sei S
endlich. Dann existiert eine endliche Teilmenge R’ von R, sodass G isomorph
zu (S| Ry ist.

Beweis. Sei (X | Q) eine endliche Présentation von G. Fiir s € S sei w, ein Wort
iiber X U X! mit s = w, und fiir x € X U X! sei v, ein Wort itber SU S~!
mit z = v,. Mittels Tietze-Transformationen kénnen wir folgende Verdnderung
der Préasentation durchfiihren:

(X]Q) — (SUX|QU{slws|seS8})
— (SUX | QU{sw, | s € StuU{z v, |z € X}).
Zudem kénnen wir durch zwei Tietze-Transformationen die Menge @@ durch die
Menge Q[S] ersetzen, die folgendermaflen gebildet wurde: fiir jedes ¢ € Q wird

jedes * € X U X! in g durch v, ersetzt. Analog sei w’, aus ws durch Ersetzen
jedes x € X U X! durch v, fiir jedes s € S entstanden.

(SUX | QU{s ws|seStu{ztu, |zeX})
— (SUX | Q[S|U{s . |se Stu{os v, |z € X}).

Wir bemerken, dass Q[S] eine endliche Menge ist, da @ endlich ist. Nun sind
aber die Erzeuger X iiberfliissig und wir entfernen sie:
(SUX|Q[STU{s ) |se Stu{z " v, |z € X})
— (S Q[S|U{s 1wl | s € S}).

Da Q[S] und S endliche Mengen sind, ist (S | Q[S] U {s7!w) | s € S}) eine
endliche Présentation von G. Da jeder der endlich vielen Relatoren aus

QIS|U{s . | s € S}
in (R)< liegt, finden wir eine endliche Teilmenge R’ von R mit G = (S | R'). O

Bemerkung 2.4.5. In der Ubung werden wir sehen, dass es im Allgemeinen
fiir eine gegebene Prisentation (S | R) einer endlich présentierten Gruppe G
nicht moglich ist, endliche Teilmengen S’ C S und R’ C R mit G = (S" | R’) zu
finden.
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2.5 Produkte von Gruppen

In diesem Abschnitt werden wir verschiedene Moglichkeiten erldutern, wie wir
aus schon vorhandenen Gruppen neue gewinnen konnen. — Zumeist werden
wir verschiedene Produkte bestehender Gruppen betrachten. Lediglich die so-
genannte , HNN-Erweiterung® spielt in dieser Hinsicht eine Ausnahme.

Definition. Sei (G;)ic; eine Familie von Gruppen. Das direkte Produkt
Hie ; Gi der G ist auf dem kartesischen Produkt der G; definiert, wobei die Mul-
tiplikation mittels (g;)ier - (hi)ier := (gihi)icr komponentenweise gegeben ist.

Beispiel 2.5.1. (1) Z™ mit komponentenweiser Addition ist das direkte Pro-
dukt von n Kopien von Z.

(2) Sind m,n € N teilerfremd, so gilt C,,, x Cp, = Crp.-

2.5.1 Freie Produkte (mit Amalgamation)

Definition. Sei (G;);cr eine Familie disjunkter Gruppen mit G; = (S; | R;)
und A eine weitere Gruppe, fiir die Monomorphismen ¢;: A — G; fiir alle i €
existieren. Dann heifit die Gruppe

<U sitUrv U {w@) @) ae A}>

i€l i€l i#jel

freies Produkt der (G;);c;y mit Amalgamation iiber A und wir schrei-
ben G = %4 ,¢1G;. Falls A = 1 ist, so nennen wir das Produkt einfach freies
Produkt und schreiben G = x;¢;G;.

Sind die Gruppen G; nicht disjunkt, so konnen wir sie kiinstlich disjunkt
machen, z. B. indem wir jedes g € G; mit (g,4) identifizieren. In diesem Sinne
definieren wir somit auch freie Produkte mit Amalgamation von nicht notwen-
digerweise disjunkten Familien (G;);e;-

Nach Satz folgt sofort die Existenz des freien Produktes mit Amalga-

mation:

Satz 2.5.2. Fiir jede Familie (G;);cr von Gruppen und weitere Gruppe A, fiir
die Monomorphismen v;: A — G; fir alle i € I existieren, existiert das freie
Produkt mit Amalgamation * 4 ;c1G;. O

Beispiel 2.5.3. Sei F eine freie Gruppe mit freiem Erzeugendensystem S. Sei S
eine Partition von S. Fiir jedes X € S sei Fx eine freie Gruppe mit freiem
Erzeugendensystem X. Dann gilt F' = xxcsFx.

Definition. Sei (G;);cr eine Familie von Gruppen und A eine weitere Gruppe,
fiir die Monomorphismen ¢;: A — G; fiir alle i € I existieren. Fiir jedes ¢ € [
sei X; eine Transversale von ¢;(A) in G;, d.h. eine Teilmenge von G;, die aus
jeder Rechtsnebenklasse von ¢;(A) in G; genau ein Element enthiilt, wobei fiir
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die Nebenklasse ¢;(A) das Element 1 in X; liege. Eine reduzierte Form ist
eine endliche Folge g ...g, mit g; € U;c; Gi ~ {1}, sodass aus g; € G; folgt:
gi+1 ¢ G, also sodass keine zwei aufeinanderfolgenden g; aus der gleichen
Gruppe G; kommen. Eine Normalform iiber (G;);c; und A ist eine endliche
Folge agy...gn mit @ € A und g; € U;c; Xi \ {1}, sodass aus g; € X; folgt:
gj+1 ¢ X,;. Wir nennen n die Lénge der (reduzierten Form) Normalform. Eine
(reduzierte Form) Normalform ist trivial, falls n = 0 und a = 1 gelten.

Bemerkung 2.5.4. Sei (G;);cr eine Familie von Gruppen und A eine weitere
Gruppe, fiir die Monomorphismen ¢;: A — G; fiir alle i € I existieren. Ist A =1,
so ist G; eine Transversale von ¢;(A) in G; und somit ist in freien Produkten
eine reduzierte Form stets eine Normalform. Daher werden wir im Folgenden
bei freien Produkten beide Begriffe synonym benutzen.

Satz 2.5.5. Sei (G;)icr eine Familie von Gruppen und A eine weitere Grup-
pe, fir die Monomorphismen v;: A — G; fir alle i € I existieren. Seien X;
Transversalen von 1;(A) in G;. Dann besitzt jedes g € *4,e1Gi genau eine
Normalform iber (G;);er und A.

Insbesondere existiert fiir 1 keine nicht-triviale Normalform.

Beweis. Wir zeigen erst, dass g eine Normalform hat, und dann ihre Eindeu-
tigkeit. Sei also g = s1...s, mit s; € [J;c; S5 fiir alle 1 < j < n gegeben.
Falls ein i € I mit s1,...,s, € S; existiert, so existiert in G; eine Rechtsne-
benklasse von ¢;(A), die g enthélt. Sei diese ¢;(A)zr mit x € X;. Es existiert
somit @ € A mit ¢ = ¢;(a)r und dann ist ax eine Normalform von g. Fiir
allgemeines g folgt die Aussage nun mittels Induktion iiber die Anzahl der ma-
ximalen Teilworter von s; ... sy, die in gemeinsamen S; liegen. Sei s; ... s, ein
Endstiick von g, sodass alle s;,...,s, in einem gemeinsamen S; liegen, aber
sj—1 nicht in S; liegt. Nach dem, was wir schon gezeigt haben, existiert ein
a € Aund z; € X; mit ¢;(a)z1 = s;j...5,. Sei i/ der Index mit s;_1 € Sy.
Wegen ¢;(a) = vi(a), finden wir s%,...,s, € Sy mit v(a) = s}...s). Nach
Induktion hat dann sq... sj,ls;- ... s; eine Normalform bz, ... xo. Ist zo ¢ 5;,
dann ist bxy ...z eine Normalform von g. Ansonsten hat ¢,,(b)xy ... 21, wobei
m € I mit z, € X,,,, weniger maximale Teilworter, die in gemeinsamen S, fiir
p € I liegen und wir kénnen direkt mit Induktion eine Normalform o'y, .. .11
von ¢, (b)xy ... x1 finden, was auch eine Normalform von g ist.

Um die Eindeutigkeit der Normalform zu zeigen, wenden wir ein Argument
dhnlich zu dem an, das wir fiir die Existenz von freien Gruppen im Satz [2.1.3|
verwendet haben. Sei dazu 2 die Menge der Normalformen iiber (G;);e; und A.
Fiir g € ;¢ Gi sei og: Q — Q definiert mittels

brgy ... g1, falls g, ¢ G,
agi-..gn > bggn1...q91, falls g, €G;und g, # 271,
bgn_1...91, falls g, € G; und g, = 71,
wobei g € G; und ¢;(b)x = gi;(a) mit b € A und x € X; ist, bzw. im zwei-
ten Fall ¥ € A und g, € G; mit ¢;(b)g,, = gti(a)gn. Es ist leicht einzu-
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sehen, dass ¢4 und ¢,-1 zueinander inverse Abbildungen sind. Deswegen lie-
gen beide in Sq. Wir betrachten die Untergruppe H = (o, | 9 € U,;c; Gi)
von Sq. Wir kénnen leicht einsehen, dass jedes einzelne G; auf ) operiert und
dass fiir 7 # j die Abbildungen ¢,,(,) und ¢, (4 iibereinstimmen. Somit kann
die kanonische Abbildung (J;c; Si — H, g — ¢, nach Satz (universel-
le Eigenschaft fiir Présentationen von Gruppen) zu einem Homomorphismus
x4ic1G; — H fortgesetzt werden. Also ist fiir jedes g € G sein Bild ¢, ein-
deutig bestimmt. Falls cxy ...z, eine Normalform von g ist, so gilt offenbar
0g(1) = Ve, - P, (1) = cx1 ... k. Ist nun y; ...y, eine weitere Normal-
form von g, so gilt

Y1y =Py, - Py (1) = 0g(1) = @epn, - 0, (1) = c1... 2.

Da c'y; ...y und czq ...z somit das gleiche Element in Q sind, muss ¢ = ¢/,
k =/ and z; = y; fur alle 1 < ¢ < k gelten. Es gilt somit die Behauptung. [

Fiir freie Produkte mit Amalgamation iiber einer nicht-trivialen Gruppe
brauchen die reduzierten Formen nicht eindeutig zu sein. Jedoch fiir das freie
Produkte schon, wie wir in Bemerkung gesehen haben. Daher erhalten wir
folgendes Korollar.

Korollar 2.5.6. Sei (G;)icr eine Familie von Gruppen. Dann existiert fiir jedes
g € x;c1G; genau eine reduzierte Form diber (G;)icy- O

Als weiteres Korollar aus Satz[2.5.5] erhalten wir die Existenz von Monomor-
phismen 9;: G; = *4,;c1G:

Korollar 2.5.7. Sei (G;)ic; eine Familie von Gruppen und A eine weitere
Gruppe, fir die Monomorphismen v;: A — G; fir alle i € I existieren. Dann
existieren kanonische Monomorphismen ¢;: G; — %4 ;e1G;.

Beweis. Offenbar existieren kanonische Homomorphismen ¢;: G; — *4,ie1Gi.
Sei X; eine Transversale von ¢;(A) in G;. Da fiir jedes g € G; genau ein a € A und
ein x € X; mit ¢;(a)r = ¢ existiert und az somit eine nicht-triviale Normalform
von ;(g) ist, folgt ¢;(g) # 1. Also ist ¢; injektiv. O

Weitere Eigenschaften des freien Produktes mit Amalgamation erhalten wir
direkt aus Satz der universellen Eigenschaft fiir Priasentationen, und Ko-
rollar 2351

Satz 2.5.8 (Universelle Eigenschaft). Sei (G;);er eine Familie von Gruppen
und A eine weitere Gruppe, fir die Monomorphismen v;: A — G; fiir allei € T
existieren, und seien ;: G; — %4 ,e1G; die kanonischen Monomorphismen.
Sei G eine Gruppe und seien @;: G; — G fir alle i € I Homomorphismen
mit vip; = i@y fiir alle 3,5 € 1. Dann existiert genau ein Homomorphismus
w1 *45e1 Gy = G mit y; = @; fiir allei € 1. O

Korollar 2.5.9. Sei (G;)ic; eine Familie von Gruppen und A eine weitere
Gruppe, fir die Monomorphismen v;: A — G; fir alle i € I existieren. Dann
ist x4 ;c1G; bis auf Isomorphie eindeutig bestimmdt. ]
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Definition. Sei (G;);cs eine Familie von Gruppen. Eine reduzierte Form g . . . g,
heifit zyklisch reduziert, falls n = 1 gilt oder ¢g; und g, nicht in demselben
G; liegen.

Lemma 2.5.10. Sei (G;);er eine Familie von Gruppen.

(1) Jedes Element von *;c;G; ist konjugiert zu einer zyklisch reduzierten
Normalform.

(2) Sindg=g1...9n und h = hy ... hy,, zwei zyklisch reduzierte Normalformen,
sodass g und h konjugiert zueinander sind, dann gilt m = n und die beiden
reduzierten Formen sind zyklische Permutationen von einander.

Beweis. Die Aussage (1) folgt unittelbar aus iteriertem Konjugieren mit g, L
solange dies notwendig ist; dieser Prozess terminiert, weil bei jedem solchen
Konjugieren sich die Léange der reduzierten Form echt verringert.

Sei nun f € *;e;G; mit g = h/ und sei fi ... fi eine Normalform von f. Ist
k = 0, so folgt (2) aus Korollar m Ebenfalls aus Korollar folgern wir
wegen

Greogn=Fft i A T

und da f und A in reduzierter Form und ¢ in zyklisch reduzierter Normalform
vorliegen, dass f,;l e fflhl ... hmf1 ... fr keine Normalform sein kann. Also
miissen entweder f; und hy oder f; und h,, im gleichen Faktor G; liegen, der
aber weder f3 noch ho oder h,,_1 enthélt. Es muss dann f; = hy oder h,,, = fl_l
gelten: ansonsten erhalten wir in den Féllen £ = 1 und k # 1 Widerspriiche zur
Eindeutigkeit der reduzierten Form in freien Produkten. Somit gilt

Gign="J' o fotha . hmbifa. . fi

oder
gl~'~gn:f];1~c~f51hmh1~~hm71f2~~~fk

und mit Induktion folgt m = n und dass g1 ...g, und hq...h, zyklische Per-
mutationen voneinander sind. O

Definition. Ein Element einer Gruppe heifit Torsionselement, falls es endli-
che Ordnung hat. Eine Gruppe heifit torsionsfrei, falls ihr einziges Torsions-
element das neutrale Element ist.

Wir werden zwei Resultate iiber Torsionselemente bzw. das Fehlen selbiger
in (Unter-)Gruppen von freien Produkten zeigen.

Satz 2.5.11. Sei (G;)icr eine Familie von Gruppen. Dann ist jedes Torsions-
element von *;c1G; zu einem Torsionselement eines der G; konjugiert.

Beweis. Sei g € x;¢;G; konjugiert zu einem Element i mit zyklisch reduzierter
Normalform h = hy...h,,. Das Element h existiert nach Lemma . Es
geniigt, n = 1 zu zeigen. Ist n > 1, so ist hy ...~y ...~y ... h, die Normalform
von hF. Sie ist also von 1 verschieden und damit haben sowohl h als auch g
unendliche Ordnung. O
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Satz 2.5.12. Seien G und H endliche Gruppen. Dann ist jede torsionsfreie
Untergruppe von G x H eine freie Gruppe.

Beweis. Zunichst konstruieren wir einen Baum, auf dem G x H operiert. Sei T'
der Graph mit Eckenmenge

V(T)={9G,gH | g€ G+ H},

d.h., die Ecken sind die Linksnebenklassen von G und H. Die Kantenmenge
von T ist
E(T)={{yG,gH} | g€ G=H}.

Um den Zusammenhang von T zu zeigen, reicht es aus, fiir jede Ecke gG oder
gH einen Weg von G nach gG bzw. gH zu finden. Sei g; ... g, eine Normalform
von g. OBdA sei g; € H. Dann ist

G, H=g1H, .G = 192G, 9192H = g19293H, ..., (91 ... 9)G

ein Weg, der in G beginnt und mit (g1 ...¢,)G = ¢gG endet (oder wahlweise
bei (¢1...9n)H = gH). Also ist T zusammenhéngend. Andererseits definiert
jeder Weg von G nach gG eine Folge h; ... h,, mit h,, ¢ G und so, dass zwei
aufeinanderfolgende h;, h; 11 nicht beide aus G und nicht beide aus H kommen.
Also ist hy...h,, eine Normalform eines Elements aus gG und es existiert ein
hmt1 € G mit hy...~hy,e1 = g. Aus der Eindeutigkeit der Normalform von g
(Satz folgt somit, dass der Weg von G nach gG in T eindeutig bestimmt
sein muss. Also ist 7" ein Baum. Nach Beispiel ) operiert G x H durch
Linksmultiplikation auf T

Nun zeigen wir, dass jede Ecke und jede Kante einen endlichen Stabilisator
in G H hat. Wir betrachten als erstes die Ecken. Da G * H sowohl transitiv auf
den Linksnebenklassen von G als auch denen von H operiert, geniigt es nach
Lemma|1.1.10| zu zeigen, dass die Stabilisatoren von G und von H endlich sind.
Der Stabilisator von G in G % H ist aber genau G, da gG = G genau dann gilt,
wenn g € G ist, und somit endlich. Analog ist der Stabilisator von H in G * H
nur A und damit endlich. Aus der Definition der Kanten folgt unmittelbar, dass
G * H transitiv auf den Kanten operiert. Also ist nach Lemma [1.1.10| nur zu
zeigen, dass der Stabilisator von {G, H} endlich ist. Aus Satz folgt, dass
fiir kein g € G * H gelten kann: gG = H oder gH = G. Also ist der Stabilisator
von {G, H} eine Untergruppe sowohl von G als auch von H, insbesondere also
endlich. Es sind also die Stabilisatoren von allen Ecken und allen Kanten endlich.

Sei nun F' eine torsionsfreie Untergruppe von G * H. Dann operiert F' auf T'
und diese Operation muss frei sein, weil die Elemente in den Stabilisatoren der
Ecken oder Kanten endliche Ordnung haben, aber F aufler der 1 keine solche
besitzt. Mit Satz [2.1.9] folgt, dass F' eine freie Gruppe ist. O

Bemerkung. Satz ist auch fiir freie Produkte beliebig vieler endlicher
Gruppen und fiir freie Produkte beliebig vieler endlicher Gruppen mit Amalga-
mation giiltig. Allerdings muss im Beweis die Konstruktion des Baumes dafiir
abgewandelt werden.
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2.5.2 HNN-Erweiterungen

In diesem Abschnitt werden wir eine Erweiterung einer Gruppe definieren, die
kein Produkt ist. Die Idee dieser Erweiterung ist, isomorphe Untergruppen mit-
tels eines neuen Gruppenelements als in der gréfleren Gruppe konjugiert zu
finden.

Definition. Sei G = (S | R) eine Gruppe, seien A, B < G, und sei p: A — B
ein Isomorphismus. Dann nennen wir die Gruppe G*, mit Prisentation

(SU{t} | RU{a" = p(a) | a € A})
die HNN—ErweiterundEI von G.

Bemerkung 2.5.13. In Hinblick auf die Sétze und und das Ko-
rollar erhalten wir die Existenz von HNN-Erweiterungen, ihre universelle
Eigenschaft und ihre Eindeutigkeit (bis auf Isomorphie).

Als néchstes definieren wir uns im Zusammenhang mit HNN-Erweiterungen
eine ,Normalform*“ (wie wir es bereits bei freien Produkten mit Amalgamation
gemacht haben).

Definition. Sei G*, mit ¢: A — B eine HNN-Erweiterung von G. Sei X eine
Transversale von A und Y eine Transversale von B. Eine reduzierte Form
ist eine endliche Folge got°'g; ...t g, mit n > 0 und &; = £1, sodass es keine
Teilfolge t~'g;t mit g; € A und keine Teilfolge tg;t~! mit g; € B gibt. Eine
Normalform iiber G und ¢ ist eine endliche Folge got*'g; ...t*"g, mit n > 0
und €; = 1, wobei gy € G beliebig ist und die weiteren folgenden Eigenschaften
gelten:

(i) Fallse; =1,s01ist g; € Y.
(ii) Fallse; = —1,s0ist g; € X.
(iil) Ist g; = 1 fiir ein 4 > 0, so gilt €; # —e;11.

Wir nennen n die Ldnge der (reduzierten Form) Normalform. Eine (reduzierte
Form) Normalform ist trivial, falls n = 0 und go = 1 gilt.

Wir werden zeigen, dass jedes Element aus G*,, eine eindeutige Normalform
besitzt. Dies wird es uns ermdglichen einzusehen, dass G kanonisch in Gx,
eingebettet werden kann.

Satz 2.5.14. Sei Gk, = (SU{t} | RU{a' = ¢(a) | a € A}) eine HNN-Erwei-
terung der Gruppe G = (S | R) mit Isomorphismus ¢: A — B. Dann besitzt
jedes g € G*,, genau eine Normalform.

3HNN steht fiir die Autoren des Artikels, in dem diese Erweiterung zuerst vorkommt:
Graham Higman, Bernhard H. Neumann und Hanna Neumann.
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Beweis. Sei X eine Transversale von A und Y eine Transversale von B in G.
Erneut teilen wir den Beweis in zwei Teile: die Existenz und die Eindeutigkeit
der Normalform. Zunéchst zeigen wir die Existenz einer Normalform zu jedem
g € Gx,. Wir konnen g als Produkt der Erzeuger von Gx, darstellen. Also
existieren g; € G und ¢; = +1 mit g = got1g; ...t g,. OBdA koénnen wir
annehmen, dass got*'g; . ..t g, eine reduzierte Form ist, da wir ansonsten jedes
at oder ' mit a € A, b € B durch ¢(a) bzw. ¢ ~1(b) ersetzen kénnen. Wir
betrachten zunéchst den Fall ¢, = —1. Sei h, € X und a € A mit ah,, = g,.
Dann existiert b € B mit b = a'. Es gilt somit t"‘ah, = t"tatt~‘h, = bt~ h,
und wir setzen g,,_; := gn—1b. Der Fall €, = 1 verlduft analog. Mit Induktion
iiber n folgt nun, dass got* g ...t°"~1g/,_; eine Normalform hot! ... h,, besitzt
und damit auch g, ndmlich hot®! ... h,t°"—1g! ;. Zu beachten ist noch, dass
der Fall h,, = 1 und ¢,, = —e&,,_1 nicht auftreten kann: wére h,, = 1, so folgt
nach Induktion, dass g,,_; € B (falls ¢, = —1) bzw. g,_; € A (falls e, = 1)
und damit auch g,—1 € B bzw. g,—1 € A, was aber einer reduzierten Form
widerspricht. Beachte, dass wir zudem m = n — 1 haben miissen, da sich die
Anzahl der Vorkommen von ¢ oder t~! im Induktionsschritt nicht #ndert.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit der Normalform. Dafiir wéhlen wir erneut
die gleiche Methode wie in den Beweisen der Sitze und Sei Q die
Menge der Normalformen iiber G und ¢. Wir definieren eine Operation von G,
auf €2. Dazu definieren wir fiir g € G die Abbildung ¢g4: @ — Q mittels

got®r g1 -t gn > (990)t° g1 - 7 g,

fiir ¢ definieren wir @;:  — € mittels

ag1t®2gs ... t°7g,, fallsy=1und gy = —1,
got®rgr ... t°"gn — < atytigy ... t°7g,, fallsy # 1 und e; = —1,
atyt®igy ...t°"g,, fallse; =1,

wobei go = by mit b € B und y € Y und a® = b sind, und fiir ! definieren wir
pi—1: Q — Q mittels

bg1t®2gy .. . t°" gy, falls x =1 und 1 =1,
got®r gy ... 15" gy > bt attigy .. tong,, fallsxz # 1und e =1,
bt~lattig, ...t°ng,, fallse; = —1,

wobei go = az mit a € A und 2 € X und b* ' = a sind. Offenbar sind die g
Elemente aus Sq, da ¢4 und ¢,-1 zueinander inverse Funktionen sind. Aber
es ist ebenfalls leicht einzusehen, dass ¢; und ;-1 zueinander inverse Funk-
tionen sind, also auch ¢, ;-1 € Sq gilt. Wir betrachten die Untergruppe
H = (pg | g € GU{t}) von Sq. Wir bemerken zum einen, dass von jedem
g € G sein Bild ¢, € Sq definiert ist, und zum anderen, dass fiir ¢ € A und
b = ¢(a) gilt: p = Pi—1par. Wie im Beweis von Satz kénnen wir jetzt
die kanonische Abbildung S U {t} — H, g — ¢, mittels der universellen Eigen-
schaft fiir Présentationen von Gruppen (Satz zu einem Homomorphismus
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Gx, — H fortsetzen. Also ist fiir jedes g € G*, sein Bild ¢, € H eindeutig
bestimmt. Falls ggt¢tg; . ..t°" g, eine Normalform von g ist, so gilt offenbar

©g(1) = gy Pte1 gy - - - Pren Pg,, (1) = got™ g1 .. . 15" gn.
Ist nun hot®'hy ...t% h,, eine weitere Normalform von g, so gilt

hot® hy ...t By,
= PhoPis1 Phy - - Peom Phy, (1)
= @g(l)
= PgoPte1Pgy - - - Pten Py, (1)
= g1t gy ...t g,.

Die beiden Elemente hgt’*h; ...t h,, und gottlgy ...t g, miissen also das
geiche Element in 2 und damit die gleiche Normalform sein. Also gilt m = n,
g; = h; und ¢; = §; fiir alle 0 < 4 < n. Damit haben wir die Eindeutigkeit der
Normalform gezeigt. O

Korollar 2.5.15. Sei G*, eine HNN-Erweiterung gegeben durch den Isomor-
phismus p: A — B. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Die kanonische Abbildung v: G — Gx ist ein Monomorphismus und t er-
zeugt eine unendliche Untergruppe.

(2) (Brittons Lemma) Sei w := got°'gy ...t°"gy eine reduzierte Form dber G
und t. Falls n > 1 ist, so gilt w # 1.

Beweis. Fiir jedes g € G ist g eine Normalform. Wiire g € ker(y), also g = 1
in G, so hitte 1 zwei verschiedene Normalformen: 1 und g, was Satz
widerspricht. Fiir n € N hat jedes t" bzw. t~" die Normalform 1¢1¢...1¢1 bzw.
1t~ 11¢~1...1¢t71. Daher hat ¢t unendliche Ordnung. Dies zeigt (1).

Um (2) einzusehen, sei got®'g; . ..t" g, eine reduzierte Form iiber G und t.
Bei der Konstruktion einer Normalform aus der reduzierten Form im Beweis
von Satz[2.5.14] haben wir die Anzahl der ¢ in der Normalform nicht veréndert.
Da 1 € G*, nach Satz keine nicht-triviale Normalform hat, folgt (2). O

Korollar 2.5.16. Sei G*, eine HNN-Erweiterung von G mit dem Isomorphis-
mus ¢: A — B. Dann ist die von G und G* erzeugte Untergruppe von Gx,
isomorph zum freien Produkt der beiden Gruppen mit Amalgamation tber A,
wobei 11 = ¢ und 13 die Konjugation mit t sind, d. h. (G,G?) = G x4 G*.

Beweis. Zunichst halten wir fest, dass die Relatoren in der Definition des freien
Produktes mit Amalgamation von G und G* bereits in (G, G?) erfiillt sind. Also
ist K := (GUG") ein homomorphes Bild von G *4 G*. Sei nun ag1hlgs ... gmht,
eine nicht-triviale Normalform in G x4 G* mit m > 1, wobei vielleicht g; = 1
oder A, = 1 gelten kann. Dies ist in G*,, eine reduzierte Form und nach Brittons
Lemma (Korollar 2.5.15|(2)) ist diese von 1 verschieden. Also ist K bereits das
freie Produkt mit Amalgamation von G und G®. O
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Theorem 2.5.17 (Higman-Neumann-Neumann). Sei G eine abzihlbare Grup-
pe. Dann existiert eine Gruppe H, die ein Erzeugendensystem von zwei Elemen-
ten hat, sodass G < H.

Beweis. Sei G = {go,¢1,...} mit go = 1 und mit Wiederholungen, falls es
notwendig ist. Sei F' eine freie Gruppe mit freiem Erzeugendensystem {a, b}. Die
Mengen {b~‘ab’} und {a~"ba’} erzeugen jeweils eine freie Untergruppe A bzw.
B von F (vgl. Aufgabe 2 auf Ubungsblatt 2). Wir betrachten die Untergruppe
K von G x F, die von {g;a~"ba’ | i € N} erzeugt wird. Dann ist die Erweiterung
der Funktionen ¢: G — F, g — 1 und der Identitdt auf F' ein Homomorphismus
von G * F' — F nach Satz die Projektion auf F. Also wird jedes nicht-
triviale reduzierte Wort in K, das 1 entspricht, auf ein nicht-triviales Wort in B
abgebildet. Weil B frei ist, zeigt dieser Widerspruch, dass K auch frei sein muss
und {g;a"*ba’ | i € N} als ein freies Erzeugendensystem hat.

Wir betrachten die Funktion ¢: A — K, die durch ¢ (b~tab’) = g;a‘ba’
eindeutig induziert wird. Sei H die HNN-Erweiterung von G * F' mit dem Iso-
morphismus 7. Nach den Korollaren und finden wir einen kanoni-
sches isomorphes Bild von G in G x F und in H. Weil das Bild jedes g, von
t,a,b erzeugt wird, gilt (¢, a,b) = H. Wegen go = 1 gilt zudem

t~tat =t tgob %ab’t = a %ba® = b.

Somit gilt H = (t,a). Also liegt (ein isomorphes Bild von) G in einer Gruppe,
die von zwei Elementen erzeugt wird. O
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Kapitel 3

Quasi-Isometrien

3.1 Wortmetrik und Quasi-Isometrien

Definition. Sei G eine Gruppe und S ein Erzeugendensystem von G. Die
Wortmetrik dgs von G beziiglich S ist die Metrik des Cayley-Graphen von G
und S.

Bemerkung 3.1.1. Sei G eine Gruppe und S ein Erzeugendensystem von G.
Fiir alle g, h € G ist ds(g,h) die Linge eines kiirzesten Wortes, das g~ *h dar-
stellt, d. h., es gilt

ds(g,h) =min{n € N|3s;...5, € SUS 1 gt h=51...5,}.

Bemerkung 3.1.2. Sei G eine Gruppe und sei S ein Erzeugendensystem von G.
Links- /Rechtsmultiplikation ist eine Operation von G auf dem metrischen Raum
(G, ds). Insbesondere induziert also die Links-/Rechtsmultiplikation eines Ele-
mentes eine Isometrie auf G.

Wir beobachten direkt, dass verschiedene Erzeugendensysteme verschiedene
Wortmetriken liefern:

Beispiel 3.1.3. Seien S; = {1} und Sy = Z zwei Erzeugendensysteme von Z.
Dann gilt dg, (g, h) = |g — h| und dg, (g, h) =1 fiir alle g # h € Z.

Wenn wir uns verschiedene lokal-endliche Cayley-Graphen zur gleichen end-
lich erzeugten Gruppe ansehen, so sind die Wortmetriken jedoch ,,im Wesentli-
chen* gleich. Um dies genau zu fassen, benotigen wir die folgende Definition.

Definition. Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Rédume.
(1) Sei f: X =Y eine Abbildung.

— Die Abbildung f heifit quasi-isometrische Einbettung, falls es Kon-
stanten v € R>q und ¢ € Ry( mit

%dm,x’) e < dy (f(2), (') < vdx(z,a") + ¢

35
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fiir alle z, 2" € X gibt.
— Die Funktion f heifit quasi-dicht, falls es eine Konstante ¢ € R>( mit

dy (y, f(X)) < ¢

fiir alle y € Y gibt.
— Die Abbildung f heift eine Quasi-Isometrie, falls es eine quasi-dichte
quasi-isometrische Einbettung ist.

(2) Die Rdume X und Y heiflen quasi-isometrisch, falls es eine Quasi-Isome-
trie f: X — Y gibt. Wir schreiben in diesem Fall X ~q; Y.

(3) Seien f: X —» Y und g: Y — X Quasi-Isometrien. Sie sind Quasi-Inverse
zueinander, falls es ein ¢ > 0 gibt, sodass fiir alle x € X und y € Y gilt:

d(z,g(f(x))) < cund d(y, f(g(y))) < c

Proposition 3.1.4. (i) Die Relation ~qy ist eine Aquivalenzrelation auf der
Klasse der metrischen Rdume

(ii) Jede Quasi-Isometrie besitzt ein Quasi-Inverses.

Beweis. Ubung 0

Proposition 3.1.5. Sei G eine endlich-erzeugte Gruppe und seien S, S zwei
endliche Erzeugendensysteme von G. Die Identitit idg: (G,ds,) — (G, ds,) ist
eine Quasi-Isometrie zwischen den beiden metrischen Rdumen.

Beweis. OBdA sei G nicht-trivial. Somit sind sowohl S als auch Sy nicht leer.
Da idg surjektiv ist, ist es offensichtlich quasi-dicht, und wir brauchen nur noch
zu zeigen, dass es eine quasi-isometrische Einbettung ist. Sei

71 = sup{ds,(1,s) | s € S; U S '}

Weil S; endlich aber nicht leer ist, gilt 71 € N~ {0}. Seien g,h € G. Seien
$1,...,8, € S1UST! mit n =dg, (g,h) und gs; ...s, = h. Dann gilt

dSZ(g’h’) = dSz(gagsl cee Sn)

< ds,(9,951) +ds, (951, gs152)
+...4+ds,(gs1..-5n—-1,981 .- 5n)

= ds,(1,81) +ds,(1,82) + ... +ds, (1, s,)

< mn

= mds, (g, h).

Analog finden wir ein
v 1= sup{dg, (1,5) | s € Sy U Sy '}.

Fiir dieses gilt dg, (g, h) < y2ds, (g, h). Setzen wir v := max{vy1,v2}, so ist idg
eine quasi-isometrischen Einbettung fiir die Konstanten v und ¢ = 0. 0

IStreng genommen sind Relationen i. A. nur auf Mengen definiert; wir meinen hier die
kanonische Erweiterung ihrer Definition auf Klassen.
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Da ~gr eine Aquivalenzrelation ist und eine Gruppe beziiglich verschiedener
Wortmetriken quasi-isometrische Raume liefert, sind wir zur folgenden Defini-
tion berechtigt.

Definition. Seien G und H endlich-erzeugte Gruppen.

(1) Wir nennen G quasi-isometrisch zu einem metrischen Raum X, falls fir
einﬂ endliches Erzeugendensystem S von G der Raum (G, dg) (und damit
auch der Cayley-Graph von G und S) quasi-isometrisch zu X ist.

(2) Die Gruppen G und H heilen quasi-isometrisch, falls es einen metrischen
Raum X gibt, zu dem beide Gruppen quasi-isometrisch sind.

Beispiel 3.1.6. Fiir jedes n € N ist die Gruppe Z"™ quasi-isometrisch zu dem
euklidischen Raum R™, da die kanonische Einbettung eine quasi-dichte Abbil-
dung ist und beziiglich der Wortmetrik fiir das Standard-Erzeugendensystem S
von Z™ die kanonische Einbettung auch eine quasi-isometrische Einbettung ist.

Beispiel 3.1.7. Seien G und H endliche Gruppen. Dann sind G und H quasi-
isometrisch mit Konstanten v = 1 und ¢ = max{|G/|, |H|}.

3.2 Svarc-Milnor-Lemma

Definition. Sei X ein metrischer Raum.

(1) Sei £ € Rxp. Eine Geodite der Lénge ¢ ist eine isometrische Einbettung
f:[0,£] = X. Der Startpunkt ist f(0) und der Endpunkt ist f(¢).

(2) Der Raum X heifit geodétisch, falls fiir je zwei Punkte z,y € X eine
Geodite der Linge d(z,y) mit Startpunkt 2 und Endpunkt y existiert.

(3) Eine Quasi-Geodite ist eine quasi-isometrische Einbettung f: I — X
eines abgeschlossenen Intervals I = [t1,t2] € R. Der Startpunkt ist f(¢;)
und der Endpunkt ist f(t2).

(4) Der Raum X heifit quasi-geodétisch, falls es zwei Konstanten ¢ € R>4
und v € R>( gibt, sodass fiir je zwei Punkte z,y € X eine Quasi-Geodéte
mit Startpunkt x und Endpunkt y mit den Konstanten + und ¢ gibt.

Bemerkung. (1) Jeder geodétische Raum ist quasi-geodétisch.

(2) Ist ein Raum quasi-geodétisch mit Konstanten v = 1 und ¢ = 0, so ist er
geodétisch.

Beispiel 3.2.1. (1) Sei I' ein Graph. Dann existiert fiir je zwei Ecken z,y
ein Weg der Linge d(z,y) zwischen ihnen. Dieser verifiziert, dass Graphen
quasi-geodétische Rdume sind beziiglich der Konstanten v = 1 = ¢. Im
Allgemeinen ist T' jedoch kein geodétischer Raum. Trotzdem verstehen wir

2und damit nach Proposition fiir alle
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Graphen als geodiitische Rdume: dazu miissen wir allerdings die Kanten als
isometrische Kopien von [0, 1] auffassenﬁ

(2) Der Raum R? mit der euklidischen Metrik ist ein geodétischer Raum.

(3) Der Raum R? \ {0} mit der durch R? induzierten euklidischen Metrik ist
kein geodétischer Raum, aber ein quasi-geodétischer Raum fiir v = 1 und
jedes ¢ > 0.

Satz 3.2.2 (Svarc-Milnor-Lemma). Die Gruppe G operiere auf einem metri-
schen Raum XE| Der Raum X sei quasi-geoddtisch mit Konstanten v € Rxq
und ¢ € Ry und es existiere eine Teilmenge B C X mit den folgenden Eigen-
schaften:

(i) der Durchmesser von B ist endlich;
(i) Uyec 9B = X
(iii) fir B':=={x € X |d(z,B) < 2c} ist S:={g€ G| B' NgB' # 0} endlich.
Dann gelten die folgenden Aussagen:
(1) Die Menge S erzeugt G, insbesondere ist G endlich erzeugt.
(2) Fiir alle x € X st die Abbildung v,: G — X, g — gx eine Quasi-Isometrie.

Beweis. Die Aussage (1) zeigen wir auf dhnlichem Weg, wie wir den Satz m
bewiesen haben. Sei g € G. Wir wollen g als endliches Produkt von Elementen
aus S schreiben. Sei € B und ¢: [0,¢] — X eine Quasi-Geodite mit Konstan-
ten v und ¢ und mit Anfangspunkt z und Endpunkt gz. Setze n := [%ﬁ Es
sei tj :=j- £ fiir alle j € {0,...,n — 1} und ¢, := {. Desweiteren definieren wir
x; = (t;) fur alle j € {0,...,n}. Wegen (ii) finden wir fiir jedes 0 < j < n
ein g; € G mit x; € g;B. OBdA koénnen wir gy = id und g, = g wéhlen, weil
xo = x und z,, = gx gilt.
Es gilt
a%wﬁoszw—wm+csW§+c=%.

Also liegt =11 in g;B’. Da es auch in g;4+1 B’ liegt, folgt
9;B'Ngjs1B" # 0

und somit s; := g;lgjﬂ € S. Es folgt g = so---sp—1 € (S) und damit (1),
wobei der Zusatz eine direkte Konsequenz aus (iii) ist.

Fiir (2) diirfen wir nach (ii) oBdA annehmen, dass z € B gilt. Aus (i) und
(ii) folgt direkt, dass v, quasi-dicht in X mit der Konstante diam(B) ist: fiir
jedes y € X existiert nach (ii) ein ¢ € G mit y € gB und nach (i) folgt damit
d(y, ¥=(G)) < d(y, gz) < diam(B).

3Dies wird aber im Laufe der Vorlesung nicht wichtig sein.
4Beachte, dass jedes g € G also eine Isometrie auf X induziert.
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Sei ¢: [0,¢] — X eine Quasi-Geodéite von z nach gx mit Konstanten v und ¢
wie im ersten Teil des Beweises und sei n € N wie dort. Dann folgt

d(wz(l)a¢l(g)) = d(x,gm)
= d(¢(0), »(0))

1

> —(—c
v

> l'c(n—l)_c
Y Y

< c

= Wn— $+C

c c
> ?ds(l,g) - (,}/2 +C> .

Fiir die zweite zu zeigende Ungleichung seien sy ...s, € S mit g =s;...s, und
n=ds(1,g). Wegen s;B'’ N B’ # () fiir alle 1 < j <n—1 gilt

d(¢2(1),¥2(g)) = d(x,gx)

< d(z,s12) + d(s12,51822) + . ..
+d(s1...8,-12,81...8,T)
d(x,s12) + d(x, s92) + ... + d(x, $,x)
n - 2diam(B’)
2diam(B’) - ds(1, g).

INIA

Mit den Konstanten ' := max{%zﬂdiam(B’)} und ¢ = -5 + ¢ ist ¥, eine

quasi-isometrische Einbettung und damit folgt (2). O

Korollar 3.2.3. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe und H eine Untergruppe
endlichen Indexes von G. Dann ist H endlich erzeugt und es gilt H ~qr G.

Beweis. Sei S ein endliches Erzeugendensystem von G. Die Linksmultiplikation
von H auf dem metrischen Raum (G,dg) ist eine Operation von H auf dem
metrischen Raum G. Dieser ist geméfl der Definition der Wortmetrik dg nach
Beispiel ein quasi-geodéitischer Raum mit Konstanten v = c=1. Sei B
eine Rechtstransversale von H in G. Da |G : H| endlich ist, ist B auch endlich.
Aus der Endlichkeit von B und von S folgt, dass B’ := {g € G | ds(g, B) < 2}
endlich ist. Somit und weil H frei auf G operiert, ist auch {h € H | B'NhB’ # 0}
endlich. Weil HB = G gilt, sind alle Voraussetzungen von Satz[3.2.2] erfiillt und
wir erhalten direkt, dass H endlich erzeugt ist und die Einbettung id: H — G
eine Quasi-Isometrie ist. O

Korollar 3.2.4. Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe endlichen Indexes
von G. Genau dann ist G endlich erzeugt, wenn H endlich erzeugt ist. O
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3.3 Quasi-Isometrie-Invarianten

Im restlichen Teil dieses Kapitel beschéftigen wir uns mit Eigenschaften, die
durch Quasi-Isometrien erhalten bleiben Dies koénnen sowohl algebraische als
auch geometrische Eigenschaften sein. Fiir die geometrischen Eigenschaften wer-
den wir uns auch ansehen, welche algebraischen Ergebnisse sie implizieren.

Definition. Eine Quasi-Isometrie-Invariante (mit Werten in einer Men-
ge U) ist eine Zuordnung P von endlich erzeugten Gruppen in U mit P(G) =
P(H) fiir alle endlich erzeugten Gruppen G ~g; H.

Wir haben im Beispiel gesehen, dass Endlichkeit eine Quasi-Isometrie-
Invariante ist. Jetzt werden wir zeigen, dass endliche Présentierbarkeit dies auch
ist.

Satz 3.3.1. Endliche Prdsentierbarkeit ist eine Quasi-Isometrie-Invariante fir
endlich erzeugte Gruppen.

Beweis. Sei G eine endlich prisentierte Gruppe und H eine endlich erzeugte
Gruppe. Seien Sg und Sy endliche Erzeugendensysteme fiir G bzw. H und
sei R¢ eine endliche Menge von Relatoren von G, sodass G = (S¢ | Rg). Sei
p: G — H eine Quasi-Isometrie und sei ¥: H — G ein Quasi-Inverses von ¢,
wobei v > 1 und ¢ > 0 die Konstanten fiir die Quasi-Isometrien sind und ¢ auch
die Konstante fiir das Quasi-Inverse. Wir kénnen annehmen, dass ¢(1) = 1 und
(1) = 1 gelten. Fiir alle g, h € G sei wy,j, ein kiirzestes Wort iiber SHUSI_{1 mit
0(g)wgn = p(gh). Wir wihlen wy p,, sodass wgy, -1 das inverse Wortﬂ von Wg.p
ist. Analog definieren wir Worter vy j, iber Sg U 551 fir g,h € H.

Sei w = s1...8, ein Wort iiber Sy U Sg,l mit w = 1. Wir ersetzen jeden
Buchstaben s; durch wg, .. s, ;- Dadurch erhalten wir ein Wort v = v; ... v
iiber Sg U Sgl mit v = 1. Wir bemerken, dass es Teilworter vy ... v;; fiir alle
J < n gibt, sodass vi...v;; = ¥(s1...5;5) und i; < ij fiir j < j'. Wir sagen,
dass v alle ¥(0),...,¥(s1...s,) in dieser Reihenfolge besucht.

Da v im Normalteiler der durch Sg erzeugten freien Gruppe liegt, der von
R¢ erzeugt wird, erhalten wir Worter rq,...7, € Rg und Worter p1,...pm,
sodass pl_lrlpl ... p,’nlrmpm als freie Reduktion v hat. Wir wenden die gleiche
Methode an, die wir benutzt haben um v aus w zu erhalten, um aus den Wortern
r; und p; mittels der vy, s die Wérter r; und p/ iiber Sy U S;Il zu erhalten. Dann
ist w' = py~ripy ..ol pl, ein Wort iiber Sy U Si', das 1 reprisentiert.
Wir bemerken, dass w’ die ¢(¢(0)),...,@(t(s1...5,)) in dieser Reihenfolge
besucht.

Fiir 1 <4 < n sei z; ein kiirzestes Wort mit s1...s;2; = @(¥(s1...5;)).
Dann hat z; die Lénge hochstens ¢, da ¢ und @ quasi-invers sind. Sei y;
das Teilwort von w’ von dem Wort, das ¢(1(s1...s;-1)) prisentiert zu dem
fiir o(1(s1...8;)). Dann hat y; die Lidnge hochstens v + ¢. Dann ist z; :=
xiyiﬂx;}ls;}l ein Wort der Lénge hochstens v 4+ 3¢ + 1, das 1 représentiert.

n —€1

5Wenn s{'...s" ein Wort ist, dann nennen wir das Wort s, " ...s; ! sein Inverses.



3.4. ENDEN VON GRUPPEN 41

Wir betrachten das Wort

w” = 20(812187") . (51 Sn_1Zn_185,"1 .. 871 )81 ... 5,

welches zu w’ reduziert werden kann. Daher liegt w in dem Normalteiler der
durch Sy frei erzeugten freien Gruppe, der durch alle z; und alle r} erzeugt
wird. Weil alle z; die Lange hochstens v + 3¢ + 1 haben und alle r} die Lénge
hochstens ¢(y + ¢) haben, wobei ¢ die Lénge des lingsten Relators in R¢ ist.
Da es nur endlich viele Worter iiber Sy U Sgl gibt, deren Linge hochstens
max{f(y + ¢),y + 3c+ 1} ist, ist H endlich priisentiert. O

3.4 Enden von Gruppen

In diesem Abschnitt werden wir Enden von (endlich erzeugten) Gruppen unter-
suchen. Wir stiitzen uns bei der Definition der Enden von Gruppen auf die der
Enden von Graphen, werden dabei aber auf eine formale Definition von Enden
von Gruppen verzichten und stattdessen lediglich deren Anzahl definieren.

Definition. SeiI' = (V, E) ein Graph. Ein Strahl in T ist ein einseitig unendli-
cher Weg. Fiir jeden Strahl R in I" und jede endliche Menge U C V gibt es genau
eine Komponente C' von I'— U, die unendlich viele Ecken von R enthélt. Wir sa-
gen dann, dass R schliefllich in C liege. Zwei Strahlen in I' heiflen &quivalent,
falls es keine endliche Teilmenge U C V gibt, sodass die Strahlen schliefllich in
verschiedenen Komponenten von I' — U liegen. Es kann leicht tiberpriift werden,
dass dies eine Aquivalenzrelation definiert. Thre Aquivalenzklassen heifien die
Enden von I.

Wir zeigen zunéchst, dass sich Enden robust in Bezug auf Quasi-Isometrien
verhalten.

Lemma 3.4.1. Seien I' und A zwei lokal-endliche Graphen. Ist f: I' — A eine
Quasi-Isometrie, so induziert f auf den Enden der Graphen eine Bijektion.
Insbesondere haben beide Graphen die gleiche Anzahl an Enden.

Beweis. Seien v > 1 und ¢ > 0, sodass f eine (v, ¢)-Quasi-Isometrie ist. Sei R
ein Strahl von I'. Indem wir je zwei Ecken von f(R) durch einen Weg der Linge
hochstens v + ¢ verbinden, erhalten wir einen einseitig unendlichen Kantenzug
W. Wir merken an, dass der Abstand zwischen zwei verschiedenen Vorkommen
der gleichen Ecke durch einen Konstante s beschrinkt ist, da f eine Quasi-
Isometrie ist. Daher sind je zwei Strahlen in W &dquivalent.

Sei @ ein Strahl, der zu R &quivalent ist. Dann gibt es fiir jedes r € N
einen Weg, der die beiden Strahlen auflerhalb des Balls mit Radius r um die
Anfangsecke von R verbindet. Dies impliziert, dass wir fiir je zwei Strahlen
R, @', die durch f(R) und f(Q) in A definiert sind, Wege in A finden, die
auflerhalb jedes Balls mit Radius /v — ¢ um das f-Bild der Anfangsecke von R
liegen und R’ und Q' verbinden. Daher wird jedes Ende von I' auf ein Ende
von A abgebildet.
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Weil f ein Quasi-Inverses g hat, definieren auch je zwei dquivalente Strahlen
in A dquivalente Strahlen in I'. Daher ist die auf den Enden induzierte Abbil-
dung bijektiv. O

Trotzdem wir nicht von einem konkreten Ende einer Gruppe sprechen wer-
den, folgt aus Lemma dass die Anzahl der Enden fiir jeden Cayley-
Graphen einer endlich erzeugten Gruppe beziiglich eines endlichen Erzeugen-
densystems die gleiche ist.

Definition. Sei GG eine endliche erzeugte Gruppe. Die Anzahl der Enden
von G ist die Anzahl der Enden von eines jeden Cayley-Graphen von G beziiglich
eines endlichen Erzeugendensystems. Wir bezeichnen diese Anzahl mit e(G).

Aus Lemma folgt noch mehr als nur die Grundlage der Definition von
Anzahlen von Enden von Gruppen, wie wir im néchsten Korollar sehen werden.

Korollar 3.4.2. Die Anzahl an Enden ist eine Quasi-Isometrie-Invariante fiir
endlich erzeugte Gruppen. O

Es stellt sich natiirlich die Fragen, welche Werte e(G) annehmen kann und
ob wir die Gruppen mit einer bestimmten Endenanzahl charakterisieren kénnen.

Lemma 3.4.3. Sei I ein zusammenhdingender lokal-endlicher Graph, auf dem
eine Gruppe G Ecken-transitiv operiert. Wenn I' mindestens drei Enden hat, so
hat T bereits unendlich viele Enden.

Beweis. Nehmen wir an, dass I' nur endliche viele aber mehr als zwei Enden hat.
Dann existiert ein endlicher Teilgraph A von I', sodass fiir jede Komponente C'
von I' — A alle Strahlen in C' dquivalent sind. Weil I" lokal-endlich ist, existiert
in jeder Komponente C' von I' — A eine Ecke z, sodass d(z, A) grosser ist als
der Durchmesser von A. Wir kénnen y € V(A) mittels eines Automorphismus
o auf z abbilden und erhalten, dass A N @(A) nach der Wahl von z leer ist.
Es gibt mindestens drei unendliche Komponenten von I' — p(A), die Enden
enthalten. Da von diesen zwei in der gleichen Komponente von I' — A liegen
miissen, widerspricht dies der Wahl von A, dass er alle Enden trennt. O

Wir schlieflen aus Lemma den folgenden Satz.
Satz 3.4.4. Flir eine endlich erzeugte Gruppe G gilt e(G) € {0,1,2,00}. O
Beispiel 3.4.5. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe.
(1) Genau dann gilt e(G) = 0, wenn G endlich ist.
(2) Ist G = Z™ fiir ein n € Nx>o, so gilt e(G) = 1.
(3) Ist G =7Z, so gilt e(G) = 2.
(4)

4) Ist G eine freie Gruppe vom Rang mindestens 2, so gilt e(G) = cc.
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Wir werden in einem spéteren Kapitel beweisen (Satz von Stallings), dass
sich eine endlich erzeugte Gruppe mit mehr als einem Ende stets als freies Pro-
dukt mit Amalgamation zweier Gruppen oder HNN-Erweiterung einer Gruppen
iiber jeweils einer endlichen Gruppe schreiben lésst.

Dem Rest dieses Abschnitts widmen wir der Charakterisierung endlich er-
zeugter Gruppen mit genau zwei Enden.

Definition. Eine Gruppe heifit virtuell zyklisch, falls es eine zyklische Un-
tergruppe von endlichem Index gibt.

Satz 3.4.6. Sei G eine endlich erzeugte unendliche Gruppe. Die folgenden Aus-
sagen sind dquivalent:

(1) G ist virtuell zyklisch;
(2) G ~orZ;
(3) e(G) =2.

Beweis. Die Implikation :> folgt aus Korollar Korollar und
Beispiel implizieren die Implikation :>.

Wir nehmen nun an, dass e(G) = 2 gilt. Sei I' = (V, E) ein Cayley-Graph
von G und einem endlichen Erzeugendensystem S von G. Dann existiert ein
endlicher zusammenh#ngender Teilgraph A C T, sodass I' \ A genau zwei Kom-
ponenten C', C5 hat und diese beiden unendlich sind.

Behauptung 1. Fiir jedes g € G sind entweder C7 N gCy und Cs N gCs oder
C1 N gCy und Cy N gC7 unendlich. Die anderen beiden Schnitte sind endlich.

Beweis von Behauptung[ll Da AUgA die vier involvierten Schnitte trennt,
zusammen mit diesen die Eckenmenge von I iiberdeckt und bereits A zwei
unendlich Komponenten hinterlédsst, miissen genau zwei der vier Schnitte
unendlich sein. Da diese aber weder beide in C; noch gC7 noch C5 noch
gCs liegen konnen, da dessen Komplement auch unendlich ist, folgt die
Behauptung. O

Sei
H:={ge€ G| CinNgC; und Cy N gCy sind unendlich}.

Behauptung 2. Die Menge H ist eine Untergruppe von G mit |G : H| < 2.

Beweis von Behauptung [2l Offenbar enthdlt H zu jedem Element auch
dessen Inverses. Wenn g, h € H, dann ist g(C; N hC}) unendlich. Weil
C3 N g(Cy N hCy) nach Behauptung [1] endlich ist, erhalten wir, dass C; N
9(C1 N hCY) und somit Cy N ghCy endlich sind. Also ist H abgeschlossen
unter Multiplikation und ist eine Untergruppe.

Nehmen wir an, dass G # H gilt. Wir wollen |G : H| = 2 zeigen. Seien
g,h € G~ H. Nach Behauptung [l| und Definition von H sind C; N gCy
und C5 N gC; unendlich und gleiches gilt fiir h statt g. Somit muss die
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Menge C1Ng(C1NhCy) C C1NgCy endlich sein. Da auch C;Ng(CaNAhCy)
endlich ist, folgt, dass C1 NghCy endlich ist. Nach Behauptung [1]liegt also
gh in H. Damit sind g und A in der gleichen Nebenklasse von H und es
folgt also |G : H| = 2. O

Behauptung 3. Fiir h € H mit ANhA = () und fiir C; := V\.C} gilt entweder
(i) C1NACy; =0 und C; NACy # O oder
(11) Cl n h@l 7é @ und 61 N hCl = @

Beweis von Behauptung [3] Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem
Zusammenhang von A. O

Nach der Wahl von H und wegen Behauptung |1]ist |C; N hC1| — |C1 N ACY ]|
endlich fiir alle h € H. Wir definieren eine Funktion

o: H— 17, o(h) :=|C; NhCy| —|C1 NhCY|.
Behauptung 4. Die Funktion ¢ ist ein Homomorphismus.
Beweis von Behauptung[d Seien g,h € H. Es gilt
¢(gh) = |C1NghCy|—|C1 N ghCh]
= |C1NgCyNghCy| +|C1 N gCy N ghCy]
—|C1 N gCy N ghCy| —|C1 N gCy1 N ghCy]
= |C1NgCyNghCy|+ |01 NgCy N ghC]
—|C1 N gCy N ghCy| —|C1 N gCy N ghCh|
+1C1 N gCy N ghCy| + |C1 N gCy N ghCy|
—|C1NgC1NghCy| —|C1 N gCyr N ghCh]|
= |01 NgCy| —|Cy1NgCy]
+ |gC1 N ghC1| — |gC1 N ghCy |
= ¢(g) +|C1 NhCy| = |C1 N ACY|
= ¢(9) + @(h).
Also ist ¢ ein Homomorphismus. O
Behauptung 5. Der Kern von ¢ ist endlich.

Beweis von Behauptung 5} Weil A ein endlicher Teilgraph von I' ist und
G frei auf T" operiert, gibt es nur endlich viele h € H, fiir die A NhA # ()
gilt. Fiir alle anderen h € H folgt aus Behauptung |3} dass ¢(h) von 0
verschieden sein muss. O

Sei h € H ~ ¢ 1(0). Dann hat ¢(h) und damit auch h unendliche Ord-
nung. Also gilt (h) = Z. Da der Index von (¢(h)) in Z endlich ist und ker(p)
nach Behauptung [5| auch endlich ist, hat (h) endlichen Index in H und nach
Behauptung [ auch in G. O
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3.5 Gruppenwachstum

Definition. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe und S ein endliches Erzeugen-
densystem von G. Fiir » € N und g € G definieren wir

BF5(g) :=={h € G|ds(g,h) <r}.

Die Funktion
Ba.s: N—= N, r— [B&5(e)|

nennen wir die Wachstumsfunktion von G beziiglich S.
Beachte, dass |[BS(e)| = |BS%(g)| fiir alle g € G gilt.

Beispiel 3.5.1. (1) Sei G eine endlich erzeugte Gruppe und S eine endliches
Erzeugendensystem von G. Genau dann ist G endlich, wenn g g schliefllich
stationdr ist.

(2) Sei Sy das Standard-Erzeugendensystem von Z. Dann gilt 8z g, (1) = 2r+1
fiir alle r € N.

(3) Sei Sy :={2,3} ein weiteres Erzeugendensystem von Z. Dann gilt

1, falls r =0,
Bz,s,(r) =< 5, falls r = 1,
6r +1 sonst.

(4) Sei S das Standard-Erzeugendensystem von Z2. Dann gilt

Bras(r)=1+4-> j=2r"+2r+1.
j=1

(5) Sei F eine endlich erzeugte freie Gruppe vom Rang mindestens 2 und S ein
freies Erzeugendensystem von F. Dann ist p g eine exponentielle Funkti-

OI’IE

Beispiel zeigt, dass verschiedene Erzeugendensysteme der gleichen
Gruppe zu verschiedenen Wachstumsfunktionen fithren. Wir werden jedoch spéter

einsehen, dass all diese Funktionen zu gegebener Gruppe im Wesentlichen sehr
ghnlich sind.

Proposition 3.5.2. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe und S ein endliches
Erzeugendensystem von G.

(1) (Submultiplikativitéit) Fir alle r,r" € N gilt

Ba,s(r+r") < Ba,s(r) - Ba,s(r').

6Beweis: Ubung
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(2) Sei F' eine freie Gruppe mit freiem Erzeugendensystem S. Fir alle r € N
gilt
Ba,s < Br,s-

Beweis. Ubung O
Definition. Seien f,g: R>g — R>o Funktionen.
(i) Ist f steigend, so heiflt sie verallgemeinerte Wachstumsfunktion.

(ii) Seien f und g verallgemeinerte Wachstumsfunktionen. Die Funktion g do-
miniert f, falls es ¢ € R>o und v € Ry gibt, sodass

flr) <vglyr+c)+c
fiir alle » € R>q gilt. Wir schreiben f < g.

(iii) Seien f und g verallgemeinerte Wachstumsfunktionen. Die Funktionen f
und ¢ heiflen &quivalent, falls f < g und g < f gelten. Wir schreiben

[~y

Beispiel und Definition 3.5.3. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe und S
ein endliches Erzeugendensystem von G. Dann ist die Funktion

f:Rs0 = Rxo, 7= Ba,s ([7])

eine verallgemeinerte Wachstumsfunktion. Ist H eine weitere endlich erzeugte
Gruppe und T ein endliches Erzeugendensystem von H, so nennen wir B¢ g
dominierend/&quivalent zu S 1, falls gleiches fiir die zugehorigen verallge-
meinerten Wachstumsfunktionen gilt.

Lemma 3.5.4. (1) Dominanz von (verallgemeinerten) Wachstumsfunktionen
18t eine Quasiordnungm

(2) Aquivalenz von (verallgemeinerten) Wachstumsfunktionen ist eine Aquiva-
lenzrelation.

Beweis. Ubung O

Nun wollen wir zeigen, dass verschiedene endliche Erzeugendensysteme der
gleichen Gruppe im Wesentlichen die gleichen Wachstumsfunktionen liefern,
d. h., dass sie dquivalente Wachstumsfunktionen liefern.

Proposition 3.5.5. Seien G und H endlich erzeugte Gruppen mit endlichen
Erzeugendensystemen S von G und T von H. Falls es eine quasi-isometrische
Einbettung ¢: (G,ds) — (H,dr) gibt, so gilt

Ba,s < Bur.

"Eine Quasiordnung ist eine reflexive und transitive Relation.
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Beweis. Seien v € R>; und ¢ € R>( die zur quasi-isometrischen Einbettung ¢
gehorigen Konstanten. Sei e := ¢(1g). Dann gilt
dr(e,¢(9)) <vds(la,g) +e<yr+c
fiir alle g € BS¥(1¢) und damit
H,T
SD(B?’S(]-G)) - B’yr+c(e)'

Seien g,¢’ € G mit ¢(g) = p(g¢’). Dann gilt

%ds(g,g') —c<dr(p(9),¢(9)

und damit
ds(g,9") < v(dr(p(9), v(g") +¢) = e
Es folgt
Ba,s(r) = |BSS(1q)|

< |BS5(1 2T

= | ye ( G)l ! |B'yr+c(e)|

< |BSS(16)] - 1By Lo (1n)]

= Ba,s(ve) - Bua,r(yr + ).
Weil der erste Faktor von r unabhéngig ist, folgt S¢. s < Bu,T. O

Proposition liefert uns folgende Korollare:

Korollar 3.5.6. Quasi-isometrische Gruppen haben dquivalente Wachstums-
Sfunktionen. O

Korollar 3.5.7. Verschiedene Wachstumsfunktionen der gleichen endlich er-
zeugten Gruppe sind dquivalent. O

Definition. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe. Der Wachstumstyp von G
ist die Aquivalenzklasse der verallgemeinerten Wachstumsfunktionen, die alle
Wachstumsfunktionen von G (beziiglich endlicher Erzeugendensysteme) enthélt.
Die Gruppe G hat ...

(i) ...exponentielles Wachstum, falls der Wachstumstyp die Funktion
x +— e enthélt;

(ii) ...polynomielles Wachstum, falls fiir eine endliche Erzeugendenmenge
S von G ein a € R>¢ mit

Ba,s < (x+ z%)
existiert;

(iii) ...mittleres Wachstum, falls das Wachstum weder exponentiell noch
polynomiell ist.
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Beispiel 3.5.8. (1) Sei n € N. Der Wachstumstyp der Gruppe Z™ ist polyno-
miell F]

(2) Sei F eine endlich erzeugte freie Gruppe vom Rang n > 2. Der Wachstums-
typ von F' ist exponentiell.

Bemerkung 3.5.9. (1) Nach Korollar ist der Wachstumstyp einer end-
lich erzeugten Gruppe eine Quasi-Isometrie-Invariante.

(2) Da freie Gruppen vom Rang mindestens 2 exponentielles Wachstum ha-
ben, folgt aus Proposition [3.5.2] dass jede Gruppe hichstens exponentielles
Wachstum hat. Andererseits folgt aus einem Satz von van den Dries und
Wilkies, dass jede polynomielle Funktion von Wachstumsfunktionen endlich
erzeugter Gruppen mit mittlerem Wachstum dominiert wird.

Bemerkung 3.5.10. Wir kennen Gruppen mit polynomiellem und mit expo-
nentiellem Wachstum. Es gibt auch Gruppen mit mittlerem Wachstum, z. B. die
sogenannte Grigorchuk-Gruppe.

Satz 3.5.11. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe mit endlichem Erzeugenden-
system S und sei H eine endlich erzeugte Untergruppe von G mit endlichem
Erzeugendensystem T'. Dann gilt

Bur < Ba,s.

Beweis. Die Menge S’ := SUT ist ein endliches Erzeugendensystem von G. Sei
r € N. Dann gilt fiir alle h € BET(1):

ds/(l,h) S dT(l,h) S T.

Also gilt BT (1) € BS'(1) und zusammen mit Korollar folgt
Ba,r < Ba,s' < Ba,s- O

Korollar 3.5.12. Besitzt eine endlich erzeugte Gruppe G eine freie Untergrup-
pe vom Rang 2, so hat G exponentielles Wachstum. O

Definition. Sei G eine Gruppe.

(i) Sei G := G. Fiir n € N definieren wir rekursiv G,, als den Kommutator
[Gre1,Gl:={h""g" hg | h € Gu-1,9 € G}

von G,—1 und G. Die Gruppe G heifit nilpotent, falls es ein n € N mit
G, =1 gibt. (Die Folge (G, )nen heifit absteigende Zentralreihe.)

(ii) Die Gruppe G heifit virtuell nilpotent, falls sie eine nilpotente Unter-
gruppe von endlichem Index hat.

Ohne Beweis zitieren wir einen der bedeutendsten Sitze auf dem Gebiet des
Gruppenwachstums:

8Beweis: Ubung
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Theorem 3.5.13 (Gromov). Fine endlich erzeugte Gruppe hat genau dann po-
lynomielles
Wachstum, wenn sie virtuell nilpotent ist.

Korollar 3.5.14. Virtuell nilpotent zu sein ist eine quasi-isometrische Invari-
ante fiir endlich erzeugte Gruppen. O
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Kapitel 4

Bass-Serre-Theorie

Definition. Eine Gruppe G operiert inversionsfrei auf einem Graphen, falls
jedes Element aus G, das eine Kante xy fixiert, bereits ihre beiden inzidenten
Ecken x und y fixiert.

4.1 Gruppenoperationen auf Bidumen

In der Ubung haben wir bereits gesehen, dass jede endliche Gruppe, die auf ei-
nem Baum operiert, einen Fixpunkt hat und dass wir das gleiche nicht von belie-
bigen Gruppenoperationen auf Bdumen erwarten kénnen. Wir werden im Laufe
dieses Abschnitts das Analogon dieser Ubungsaufgabe fiir unendliche Gruppen
beweisen.

Wir bendtigen zunéichst einen Begriff der unendlichen Graphentheorie.

Definition. Sei I' = (V, E) ein Graph. Eine Folge ...z _ 2o ... von paarweise
verschiedenen Ecken mit z;x;41 € F fiir alle ¢ € Z ist ein Doppelstrahl.

Definition. Die Gruppe G operiere inversionsfrei auf dem Baum T'. Fiir g €
G sei R = ...x_j1xpxy ... ein g-invarianter Doppelstrahl, i.e. gR = R. Dann
operiert g als Translation auf R, falls es ein z € Z mit gz; = x;4, fiirallei € Z
gibt, und g operiert als Reflexion auf R, falls es ein z € Z mit gz,_; = x4,
fiir alle ¢ € Z gibt.

Fiir jedes g € G setzen wir |g| := min{d(v,gv) | v € V(T')} und nennen
diesen Wert die Translationslinge von g. Das Gruppenelement g heif3t ellip-
tisch, falls |g| = 0 gilt, und sonst hyperbolisch.

Bemerkung 4.1.1. Jedes elliptisches Element hat einen Fixpunkt.

Notation. Fiir zwei Ecken x,y in einem Baum sei [z,y] der eindeutige Weg
zwischen ihnen.

Wir beschreiben zunéchst einige Eigenschaften hyperbolischer Elemente.

51
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Lemma 4.1.2. Die Gruppe G operiere auf dem Baum T inversionsfrei. Dann
gelten die folgenden Aussagen fiir jedes hyperbolische g € G:

(i) Es existiert genau ein g-invarianter Doppelstrahl R in T. Auf diesem ope-
riert g als Translation.

(i1) Die Ordnung von g ist unendlich.
(i) Es gilt d(v, g*v) = |z| - |g| + 2d(v, R) fiir alle v € V(T') und z € Z ~. {0}.
(iv) Es gilt |g%| = |2| - |g]| fiir alle z € Z.

Beweis. Sei v € V(T) mit d(v,gv) = |g| und sei R := (J,,[9%v, 9T v]. Als
erstes zeigen wir, dass R ein Doppelstrahl ist. Dazu reicht es zu zeigen, dass
[¢°~ 1w, g*v] und [g*v, g*T1v] sich nur in g*v schneiden, und somit reicht es aus
zu zeigen, dass [g~1v,v] und [v, gv] sich nur in v schneiden. Angenommen, es
existiert eine von v verschiedene Ecke in dem Schnitt der beiden Wege. Dann
ist der Nachbar w von v auf [v, gv] auch in dem Schnitt [v, g~'v] N [v, gv]. Dann
liegt g~ 'w ebenfalls in [¢g7 v, gv] und wegen d(w, gw) = d(w, g~ w) < d(v, gv)
folgt aus der Wahl von v, dass w = ¢ 'v und ¢~ 'w = v gilt, was aber ein
Widerspruch zur inversionsfreien Operation von G auf T liefert, da g die Kante
vw fixiert, aber nicht die beiden mit ihr inzidenten Ecken v und w. Also ist R
ein Doppelstrahl.

Da R offensichtlich g-invariant ist und g auf R als Translation operiert, ist
fiir nur noch die Eindeutigkeit von R zu zeigen. Sei dazu R’ ein von R
verschiedener Doppelstrahl. Dann gibt es eine Ecke u auf R mit minimalem
Abstand zu R’ und, weil R und R’ verschieden sind, gibt es eine Ecke auf R mit
beliebig groffem Abstand zu R’, die zudem in der gleichen g-Bahn wie u liegt.
Dann kann aber R’ nicht von g invariant gelassen werden. Dies zeigt .

Da R ein Doppelstrahl ist, miissen unendlich viele g*v verschieden sein.
Deswegen kann g nicht endliche Ordnung haben, was zeigt.

Wir bemerken, dass aus der Definition von R folgt, dass fiir alle Ecken
auf R gilt. Sei x € V(T) und z € Z \ {0}. Es existiert eine eindeutige Ecke
y € R mit d(z,y) = d(z, R). Dann gilt [z, ¢g°z] = [z, y] U [y, ¢°y] U [¢%y, g°x] und
damit folgt .

Die Aussage ist eine direkte Folgerung von (iii). O

Eine im Beweis von Lemma [4.1.2] verwendete Eigenschaft hyperbolischer
Elemente ist sogar schon hinreichend fiir eine Charakterisierung dieser Elemente.

Lemma 4.1.3. Die Gruppe G operiere inversionsfrei auf dem Baum T. Sei
g € G. Genau dann ist g hyperbolisch, wenn es eine Ecke v € V(T) mit v # gv
gibt, sodass [v, gv] N [gv, g?v] nur gv enthilt.

Beweis. Ist g hyperbolisch, so haben wir bereits im Beweis von Lemma
gesehen, dass fiir jedes v € V(T') mit d(v, gv) = |g| der Schnitt [v, gv] N [gv, g?v]
nur gv enthélt. Fiir die andere Richtung folgt aus der Voraussetzung, dass
U.ezlg?v, g° 0] ein Doppelstrahl ist, auf dem g als Translation operiert. Ins-
besondere kann g keine Ecke fixieren und es folgt |g| > 0. Also ist g hyperbo-
lisch. O
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Falls zwei elliptische Elemente einen gemeinsamen Fixpunkt haben, so fixiert
deren Produkt diese Ecke ebenfalls. Dieses offensichtliche Hindernis dafiir, dass
das Produkt elliptischer Elemente hyperbolisch ist, ist sogar das einzige, wie das
néchste Lemma zeigt.

Lemma 4.1.4. Die Gruppe G operiere inversionsfrei auf dem Baum T. Seien
g, h elliptische Elemente aus G. Dann ist gh genau dann hyperbolisch, wenn g
und h keinen gemeinsamen Fixpunkt haben.

Beweis. Es reicht, die Riickrichtung zu zeigen. Sei z ein Fixpunkt von ¢ und
y ein Fixpunkt von h, sodass d(z,y) minimal ist. Nach Voraussetzung gilt
d(x,y) > 0. Dann enthilt [z, y] N [gz, gy] = [z,y] N [z, gy] nur die Ecke 2 wegen
der Minimalitdt von d(z,y). Analog enthélt [z, y] N [hz, hy] = [z, y] N [ha, y] nur
die Ecke y und beide Aussagen gelten auch fiir g~' statt g bzw. h™! statt h.
Da x die Ecken y und g~ 'y trennt, erhalten wir, dass h~'y = y und h=tg~ 'y
durch h~'z getrennt werden. Daher und weil A~ 'z und = durch y getrennt
werden und y und gy = ghy durch z getrennt werden, folgt, dass y die Ecken
h~lg=ly und ghy = gy trennt. Dies impliziert zusammen mit Lemma die
Behauptung. O

Definition. Die Gruppe G operiere auf X. Mit Fix(g) bezeichnen wir die Menge
der Fixpunkte von g € G, d.h. Fix(g) = {x € X | gz = z}.

Lemma 4.1.5. Fine endlich erzeugte Gruppe G operiere inversionsfrei auf dem
Baum T. Ist jedes Element aus G elliptisch, so gibt es ein x € V(T') mit Gz =

Hinweis. Wir werden spiter (Lemma [4.1.9)) sehen, dass Lemma ohne die
Voraussetzung, dass G endlich erzeugt ist, nicht gilt.

Beweis von Lemmal[4.1.5 Sei S ein endliches Erzeugendensystem von G. Fiir
jedes g € G erzeugt Fix(g) einen nicht-leeren Teilbaum von T. Lemma
impliziert Fix(g) N Fix(h) # 0 fiir alle g, h € G. Damit ist der endliche Schnitt
N,cs Fix(s) ebenfalls nicht leer und jedes Element aus diesem Schnitt wird von
ganz G fixiert. O

Lemma 4.1.6. Die Gruppe G operiere inversionsfrei auf dem Baum T'. Seien
g,h € G hyperbolisch. Sei Ry der eindeutige g-invariante Doppelstrahl und Ry,
der eindeutige h-invariante Doppelstrahl. Wenn der Schnitt RgN Ry, endlich ist,
dann existieren m,n € N, sodass g™ und h™ eine freie Gruppe vom Rang 2
erzeugen.

Beweis. Wir setzen P := R;NRy,. Seien m,n € N mit |P|+2 < min{|g™|, |h"|}.
Falls P # (), seien z4,y, die beiden Nachbarn der Endecken von P auf R, \ P,
sodass g"z4 in der Komponente von Ry~ P liegt, die y, enthélt. Ansonsten seien
a auf R, und b auf Rj, mit d(a, b) kleinst moglich und seien x4, und y, Nachbarn
von @ mit der genannten Eigenschaft. Falls P # (), sei A; die Komponente von
T \ P, die y4 enthilt, und sei By die Komponente von 7'\ P, die x4 enthilt.
Ansonsten seien A, und B, die entsprechenden Komponenten von T' — z4y,.
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Analog wiahlen wir uns Ecken x,, yp, auf Rj, und Komponenten Ay, By, von T\ P.
Weil g™ als Translation auf Ry operiert mit Translationsldnge |g™| > d(z4,y,),
folgt (T'\ By)g™ C A,. Analog gilt (T'\ Bp)h™ C Aj. Mit Lemma folgt,
dass ¢™ und h™ eine freie Untergruppe von G frei erzeugen. O

Satz und Definition 4.1.7. Die Gruppe G operiere inversionsfrei auf dem
Baum T. Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(1) G operiert trivial auf T, d. h., es existiert ein v € V(T) mit Gv = {v}.
Wir nennen diese Operation elliptisch.

(2) Es gibt zwei hyperbolische Elemente g,h in G, die eine freie Untergruppe
vom Rang 2 erzeugen und sodass der g-invariante und der h-invariante
Doppelstrahl sich nur in einem endlichen Weg treffen. Wir nennen diese
Operation hyperbolisch.

(3) Die Operation von G auf T ist nicht elliptisch und es ezistiert ein G-
invarianter Doppelstrahl in T, auf dem alle Elemente aus G als Translation
operieren. Wir nennen diese Operation zyklisch.

(4) Die Operation von G auf T is nicht elliptisch und nicht zyklisch und es exi-
stiert ein G-invarianter Doppelstrahl in T, auf Elemente aus G als Trans-
lation und als Reflexion operieren. Wir nennen diese Operation diedrisch.

(5) Die Operation von G ist weder elliptisch noch zyklisch und es existiert ein
Strahl R, sodass fir jedes g € G der Schnitt RN Rg ein Teilstrahl von R
ist. Wir nennen diese Operation parabolisch.

Beweis. Offenbar kénnen keine zwei der fiinf Aussagen gleichzeitig eintreten.
Daher miissen wir nur noch zeigen, dass fiir die Operation von G auf T" eine der
genannten Aussagen gilt.

Zunéchst betrachten wir den Fall, dass alle Elemente aus G elliptisch sind.
Wir nehmen an, dass nicht gilt, und wollen zeigen. Dazu konstruieren
wir zwei Folgen: eine Folge (z;);eny von Ecken und eine Folge (g;)ien von Grup-
penelementen. Sei gg € G beliebig und zy € Fix(go). Fiir ¢ € N sei g; € G so,
dass g;x;—1 # ;1 gilt, und z; € V(T) so, dass gjz; = x; fiir alle j < ¢ gilt und
d(x;, x;—1) minimal mit dieser Eigenschaft ist. Da G nach Lemma nicht
endlich erzeugt ist aber nach gleichem Lemma der endliche Schnitt (1, ; Fix(g;)
nicht leer ist, finden wir die beiden Folgen. Wir setzen

R= [.130,%‘1] U [331,.132] U...

Dann ist R wegen der Minimalitdt von d(x;,z;—1) und wegen Lemma
ein Strahl. Nun wollen wir zeigen, dass fiir jedes ¢ € G der Schnitt R N gR
wiederum ein Strahl ist. Falls dies fiir ein ¢ € G nicht der Fall ist, dann muss
R N gR endlich sein. Da g elliptisch ist, existiert ein Fixpunkt von g. Sei x
ein solcher, der minimalen Abstand zu R hat und sei y die Ecke auf R, die
diesen Abstand realisiert. Sei ¢ € N mit gz; # x; und d(zo, z;) > d(zo,y). Wir
haben bereits im Beweis von Lemma bemerkt, dass Fix(g;+1) und Fix(g)
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jeweils einen Teilbaum erzeugen. Da g;112; # x; # ga; gilt und 2,41 und z in
verschiedenen Komponenten von 7' — z; liegen, haben g und g;4; somit keinen
gemeinsamen Fixpunkt. Lemma impliziert also, dass gg;+1 hyperbolisch
ist, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist die Operation von G auf T'
parabolisch.

Wir betrachten nun den Fall, dass G hyperbolische Elemente enthélt. Daher
kann die Operation von G auf T nicht elliptisch sein. Falls es zwei hyperbo-
lische Elemente g, h gibt, sodass der Schnitt ihrer beiden invarianten Doppel-
strahlen endlich ist, so impliziert Lemma die Aussage . Also nehmen
wir im Folgenden an, dass fiir je zwei hyperbolische Elemente g, h der Schnitt
deren invarianter Doppelstrahlen R, und Rj; unendlich ist. Da R, N Ry zu-
sammenhingend sein muss, ist es also entweder ein Strahl oder ein Doppel-
strahl. Falls es fiir zwei hyperbolischen Elemente stets ein Doppelstrahl ist, so
muss Ry = Ry, gelten fiir alle hyperbolischen g, h € G. Da fiir ein elliptisches
Element f € G dann g/ ebenfalls hyperbolisch ist und Ry = /'R, wegen
g’ (f'R,) = f~'gR, = f'R, fiir den eindeutigen g/-invarianten Doppel-
strahl R s gilt, lassen auch die elliptischen Elemente R, invariant. Damit gilt
entweder oder . Also nehmen wir an, dass g und h existieren, sodass
R' := Ry N Ry, ein Strahl ist und wir setzen f := g". Dann ist f hyperbo-
lisch und es gilt wie eben Ry = h™'R,. Weil h~' R’ N R' unendlich ist und in
h~'R, liegt, enthélt R; ein unendliches Teilstiick von R'. Sei R := R’ N Ry.
Angenommen, gilt nicht, d.h., es existiert ein e € G, sodass eR N R end-
lich ist. Es ist eR = R;.-1 N R _.-1 N R,.-1 und damit muss einer dieser drei
Doppelstrahlen Rfe—l, Rg€_1 oder Rhe_1 endlichen Schnitt mit R haben und
damit auch mit einem der drei (verschiedenen!) Doppelstrahlen Ry, R, oder Ry,.
Dieser Widerspruch zeigt . O

Aus der Ubung wissen wir bereits:

Lemma 4.1.8. Inversionsfreie Operationen endlicher Gruppen auf Bdumen
sind stets elliptisch.

Beweis. Sei G eine endliche Gruppe, die auf einem Baum T inversionsfrei ope-
riert. Sei ¢ € V(7). Dann ist die Bahn von ¢ endlich. Der minimale Teilbaum 7’
von T, der diese Bahn enthélt, ist damit auch endlich und G operiert auf ihm.
Die mittlere Ecke oder Kante (abhiingig davon, ob T” gerade oder ungeraden
Durchmesser hat) eines lingsten Weges in 7" muss von G fixiert werden, da
wir ansonsten einen Widerspruch zur Maximalitédt seiner Linge erhielten. Da
die Operation von G auf T und damit auch auf T” inversionsfrei ist, muss dies
eine Ecke sein und damit ist die Operation von G auf 7" und damit auch auf T’
elliptisch. [

Lemma 4.1.9. Fir jede abzihlbare Gruppe, die nicht endlich erzeugt ist, gibt
es einen Baum, auf dem sie ingversionsfrei parabolisch operiert und sodass sie
beziiglich dieser Operation nur elliptische Elemente hat.

Beweis. Sei G eine abzéhlbare Gruppe, die nicht endlich erzeugt ist. Dann exi-
stieren abzihlbar viele Untergruppen Uy < Uy < ... mit |J;cyUs = G: da G
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abzéhlbar ist, finden wir ein abzéhlbares Erzeugendensystem S = {s; | ¢ € N}
von G; wir setzen V; := (s; | j < i) und wéhlen dann eine strikt aufsteigen-
de unendliche Teilfolge. Wiirde diese unendliche Teilfolge nicht existieren, gibt
es also bereits ein n € N mit (s1,...,$,) = G, was nach Voraussetzung nicht
moglich ist.

Wir betrachten den Graphen T, dessen Eckenmenge aus den Nebenklassen
der U; bestehen, d.h. V(T) = {gU; | g € G,i € N}. Zwei Ecken gU,, und
hU,, seien genau dann benachbart, wenn |m — n| = 1 und gU,, C hU, oder
hU, C gU,, gelten. Zunichst zeigen wir, dass T' zusammenhéngend ist. Wegen
Uien Ui = G, existiert ein 4 € N mit g, h € U;. Dann enthélt

9Unm, 9Ums1, ..., gU; = Uy = WU, hU; 1, ..., hU,

einen Weg von gU,,, nach hU,,.

Jedes gUj hat genau einen Nachbarn, da die Nebenklassen von U; eine Par-
tition von G bilden und gUp und gU; offenbar benachtbart sind. Zudem hat
jedes gU; genau einen Nachbarn in den Nebenklassen von U;;;. Daraus folgt,
dass T kreisfrei ist.

Mittels Linksmultiplikation operiert G auf T'. Da fiir jedes g € G ein i € N
mit g € U; existiert und somit gU; = U; gilt, ist g elliptisch. Andererseits gibt
es fiir jedes U; ein Element g in U; 1 \ U;. Fiir dies gilt dann gU; # U;. Ferner
gilt h=1(hU;) # hU; fiir jede von U; verschiedene Nebenklasse hU;. Somit gibt
es keinen Fixpunkt von ganz G. Nach dem Beweis von Satz muss die
Operation von G auf T somit parabolisch sein. O

Zum Abschluss dieses Abschnittes werden wir aus der Kenntnis aller Ope-
rationen einer gegebenen Gruppe auf Baumen Riickschliisse iiber die Gruppe
selber ziehen.

Definition. Eine Gruppe heifit noethersch, falls es keine unendliche echt auf-
steigende Folge an Untergruppen gibt.

Eine Gruppe habe die Eigenschaft (AR), falls jede ihrer inversionsfreien
Operationen auf Badumen entweder elliptisch, zyklisch oder diedrisch ist.

Satz 4.1.10. Sei G eine Gruppe. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) G ist noethersch.

(b) Jede Untergruppe von G ist endlich erzeugt.

(c¢) Jede Untergruppe von G hat die Figenschaft (AR).

Beweis. Die Implikation (a)=-(b) folgt unmittelbar, da jede Gruppe, die nicht
endlich erzeugt ist, eine unendliche echt aufsteigende Folge von Untergruppen
hat.

Um (b)=-(c) zu zeigen, nehmen wir an, dass eine Untergruppe H von G nicht
die Eigenschaft (AR) hat. Also existiert ein Baum T, auf dem H inversionsfrei
und entweder hyperbolisch oder parabolisch operiert. Als erstes betrachten wir
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den Fall, dass H hyperbolisch auf T operiert. Damit enthélt U eine freie Un-
tergruppe F' vom Rang 2 und somit eine Untergruppe von F'; die nicht endlich
erzeugt ist, im Widerspruch zu (b). Also sei die Operation von H auf T para-
bolisch. Sei R = zgxy ... ein Strahl, sodass fiir alle h € H der Schnitt hRN R
wieder ein Strahl ist. Die Untergruppe U := |J;cy Hz; von H ist endlich erzeugt
nach Voraussetzung. Also existiert ein n € N mit H,, = H,, fiir alle ¢ > n.
OBdA gelte n = 0. Ist g € H elliptisch, so fixiert es eine Ecke v € V(T'). Da
RN gR ein Strahl ist und d(gx;,v) = d(x;,v) fiir das ¢ € N mit minimalem
Abstand zu v gilt, muss gx; = x; fiir alle j > 4 gelten. Also gilt ¢ € U und
damit ist U die Gruppe aller elliptischen Elemente von H. Da T keinen Punkt
hat, der von ganz G fixiert wird, aber Uz; = {z;} gilt, existiert ein hyperbo-
lisches Element i in H. Sei Ry der h-invariante Doppelstrahl in T'. Fiir jede
Ecke x auf Ry, existiert ein z € Z ~\ {0}, sodass h*r und h?*z auf R liegen.
Aus Hp:, = Hjp2-, = U folgt H, = U. Also ist Ry invariant unter U. Sei nun
g ein weiteres hyperbolisches Element und R, der eindeutige g-invariante Dop-
pelstrahl in 7. Durch Ersetzen von g durch ¢g—! oder h durch h™!, falls nétig,
diirfen wir annehmen, dass gx; = ;44 fiir alle x; auf RN R, und hx; = x4
fir alle z; auf RN Ry, gilt. Setze f := h=19lgI" Dann ist f elliptisch, also in U.
Insbesondere gilt Ry, = hl9 fR), = ¢g!" R;,. Also ist Rj, invariant unter ¢/"! und
damit auch unter g. Somit ist Ry invariant unter ganz H und die Operation
von H auf T nicht parabolisch. Dies zeigt die Implikation (b)=-(c).

Es bleibt, die Implikation (c)=-(a) zu zeigen. Nehmen wir dazu an, G wéire
nicht noethersch. Wir finden also eine echt aufsteigende unendliche Folge
(H;)ien von Untergruppen von G. Sei sg € Hy und fiir ¢ > 1 sei s; € H; ~ H;—1.
Dann ist (U;)ien mit U; := (s; | j < 1) eine unendliche Folge echt aufsteigender
abzéhlbarer Untergruppen von G und U := |J;c U; ist ebenfalls eine abzéhlbare
Untergruppe von G. Da jede endliche Teilmenge von U in einem U; liegt, ist U
nicht endlich erzeugt. Aus Lemma folgt nun, dass es einen Baum gibt, auf
dem U parabolisch operiert. Also hat U nicht die Eigenschaft (AR). O

Nun werden wir freie Produkte mit inversionsfreien Operationen auf Baumen
in Beziehung setzen. Dazu betrachten wir zunéchst die Situation, dass wir ein
freies Produkt gegeben haben (Proposition und anschliefend gehen wir
von einer Operation mit gewissen Eigenschaften aus und zeigen, dass die ope-
rierende Gruppe ein freies Produkt ist (Propositionen [4.1.13| und [4.1.14)).

Proposition 4.1.11. Seien A und B Gruppen. Dann existiert ein Baum T, auf
dem G := A x B operiert, sodass diese Operation die folgenden Eigenschaften
hat:

(1) Die auf den Kanten induzierte Operation ist frei und transitiv.
(2) Die Operation ist inversionsfrei.

(3) Es gibt genau zwei Bahnen auf der Eckenmenge.

(

4) Es gibt eine Kante uv € E(T) mit A = G, und B = G,,.
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Beweis. Sei T der Graph mit Eckenmenge aus den Linksnebenklassen von A
und von B besteht, sodass zwei Ecken gA und hB benachbart sind, falls g = h
gilt. Der Beweis, dass T ein Baum ist, folgt seinem Analogon im Beweis von
Satz 2.5.12} wir beachten dazu, dass wir in dem Abschnitt nicht verwendet
haben, dass die dort betrachteten Gruppen endlich sind.

Dort haben wir ebenfalls gesehen, dass G4 = A und G = B gilt. (Ebenfalls
wurde hierfiir die Endlichkeit der involvierten Gruppen nicht gebraucht.) Weil
A und B benachbart sind, folgt (4). Die Operation von G auf T' hat auf den
Ecken genau zwei Bahnen: die Linksnebenklassen von A bilden eine Bahn und
die Linksnebenklassen von B bilden die zweite Bahn. Es folgen (2) und (3). Es
bleibt (1) zu zeigen, wobei dort die Transitivitéiit eine direkte Folgerung aus der
Definition der Kanten ist. Der Stabilisator einer Kante uv muss wegen (3) im
Schnitt von G, und G, enthalten sein. Da dieser trivial ist, folgt, dass G frei
auf den Kanten von T operiert. O

Wir benétigen die folgende Variante des Ping-Pong-Lemmas.

Lemma 4.1.12. Die Gruppe G operiere auf X . Seien Hy, Hy < G mit |H1| > 3.
Seien A, B zwei nicht-leere disjunkte Teilmengen von X. Es gelte gB C A fiir
alle g € Hy mit g # 1 und gA C B fiir alle g € Hy mit g # 1. Dann ist die von
H, und Hy erzeugte Untergruppe von G isomorph zu Hy * Hs.

Beweis. Ubung 0

Proposition 4.1.13. Sei T ein unendlicher Baum. Die Gruppe G operiere
auf T mit den folgenden Eigenschaften:

(1) G operiere transitiv und frei auf den Kanten von T.
(2) G operiere transitiv auf den Ecken von T.
Sei vw € E(T) und g € G mit gv = w. Dann gilt G = G, x (g).

Beweis. Da die Operation von G auf T inversionsfrei ist, folgt aus Lemma [£.1.3]
wegen ge #* e fiir alle Kanten e, dass g hyperbolisch ist und daher nach Lem-
ma unendliche Ordnung hat.

Sei e = vw. Offensichtlich ist ({v}, ) ein Fundamentalbereich der Operation
von G auf T. Mit Satz folgt also

G = (G, U{h € G |vhve E(T)}).

Beachte, dass es hochstens zwei GG,,-Bahnen auf den mit v inzidenten Kanten gibt
und daher auch héchstens zwei G,,-Bahnen auf den Nachbarn von v. Falls g~ 'v
und gv in der gleichen G,-Bahn liegen, dann erhalten wir einen Widerspruch,
da die Existenz eines h € G, mit hgv = g~ ‘v impliziert, dass hg die Kante e fest
lésst, was wegen hg # 1 nicht moglich ist. Daher gibt es genau zwei G,-Bahen
auf den Nachbarn von v. Diejenigen Ecken in der gleichen Bahn wie w kénnen

als Bild von v unter hg fiir ein geeignetes h € G, erhalten werden und diejenigen
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Ecken in der gleichen Bahn wie g~ v konnen als Bild von v unter hg~' fiir ein

geeignetes h € G, erhalten werden. Somit haben wir folgendes gezeigt:

G = (G, U{g}).

Sei A die Menge all derjenigen Ecken, die von v aus nur durch Wege erreich-
bar sind, die entweder gv oder g~ v enthalten, und sei B die Menge all derjenigen
Ecken, die von v aus durch einen Weg erreichbar sind, der weder gv noch g~ 'v
enthélt. Offenbar ist g*B C A fiir alle z € Z ~ {0}. Da G frei auf den Kanten
von T operiert und g ¢ G, ist, gilt hgv ¢ {gv, g~ v} und hg~— v ¢ {gv, g~ 'v} fiir
alle h € G,. Daraus folgt hA C B. Lemma impliziert G = G, x (g). O

Eine Modifikation des Beweises von Proposition [4.1.13] liefert die folgende
Proposition.

Proposition 4.1.14. Sei T ein vom Doppelstrahl verschiedener unendlicher
Baum. Die Gruppe G operiere auf T, sodass diese Operation transitiv und frei
auf den Kanten von T ist. Dann gilt G = G, * Gy, fir benachbarte Ecken
v,we V(T).

Beweis. Ubung O

4.2 Fundamentalgruppen von Graphen

Definition. Ein Graph mit Involution ist ein gerichteter Multigraph I' zu-
sammen mit einer Abbildung ~: E(I') — E(I') mit € # e und € = e und so,
dass, falls e eine Kante von w nach v ist, € eine Kante von v nach u ist. Mit
i(e) bezeichnen wir die Anfangs- und mit ¢(e) die Endecke von e. (Es soll also
t(e) = i(e) und t(e) = i(e) gelten.)

Beispiel 4.2.1. In einem (Multi-)Graphen kénnen wir jede Kante durch je
eine Orientung pro Richtung von ihr ersetzen und die Involution vertauscht
die beiden Orientungen der Kante. Dadurch erhalten wir einen Graphen mit
Involution.

Definition. Sei I' ein Graph mit Involution. Sei K = wvgeqvy ...er_1v; ein
gerichteter Kantenzug in I', d. h., die Kante e; mit i(e;) = v; und t(e;) = viy1.
Gilt é; = e; 11, so nennen wir v;v;41v;42 einen Stachel. Hat K keinen Stachel,
so ist K stachelfrei. Ist v;v;41v;42 ein Stachel, so ist

/
K = Vo€p .. .€;—1Vi€j42 ... Vk

durch das Entfernen eines Stachels aus K entstanden. Gegeben seien zwei
gerichtete Kantenziige K1 = vgeguy - .. ex—1vx und Ko = wq fows .. . fr—1wy mit
v = wg. Dann ist

KlKg = Vp€pl1 - .. ek,lkaowl . fgfl’wg

ebenfalls ein gerichteter Kantenzug, die Komposition von K; und K.
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Bemerkung 4.2.2. In einem Graphen mit Involution kann jeder gerichtete
Kantenzug durch eine endliche Folge von Entfernen von Stacheln in einen sta-
chelfreien gerichteten Kantenzug iiberfithrt werden.

Definition. Seien K, K’ zwei gerichtete Kantenziige eines Graphen I' mit In-
volution. Wir schreiben K ~ K’, falls es eine Folge K = K, ..., K, = K’ von
gerichteten Kantenziigen gibt, sodass entweder K; aus K;_; oder K; 1 aus K;
durch Entfernen eines Stachels entstanden ist.

Bemerkung 4.2.3. Die Relation ~ auf den gerichteten Kantenziigen in einem
Graphen mit Involution ist eine Aquivalenzrelation.

Lemma 4.2.4. SeiI' = (V, E) ein zusammenhingender Graph mit Involution.
Dann enthilt jede Aquivalenzklasse von ~ genau einen stachelfreien Kantenzug.

Beweis. Ubung O

Lemma 4.2.5. Seien Ky, Ko, Ly, Lo vier gerichtete Kantenziige eines Graphen
mit Involution, fir die die Kompositionen K1Ky und Ly Lo existieren. Wenn
Ky ~ Ly und Ky ~ Ly gelten, so gilt auch K1 Ko ~ Lq1Ls.

Beweis. Sei K1 = M, ..., M,, = L, eine Folge an gerichtete Kantenziigen, die
Ky ~ Lj verifiziert, und sei Ko = Np,..., N, = Ly eine ebensolche Folge fiir
Ky ~ Ly. Dann ist My Ny, ..., M, Ny,..., M, N, eine Folge, die K1 Ko ~ L1Lo
zeigt. O

Definition. Sei I' ein Graph mit Involution. Sei 71 (I',v) mit v € V(I') die
Menge der Aquivalenzklassen beziiglich der Relation ~ auf den gerichteten Kan-
tenziigen in I', die bei v starten und enden. Auf 71(I',v) definieren wir eine
Multiplikation mittels [K][L] := [KL]. Lemma impliziert, dass diese Mul-
tiplikation wohldefiniert ist.

Lemma 4.2.6. Sei I' ein zusammenhdngender Graph mit Involution und sei
ve V().

(1) m(T,v) ist eine Gruppe.
(2) Ist u e V(I'), so sind w1 (T',v) und w1 (T, u) isomorph.

Beweis. Die Aussage (1) ist durch die Wohldefiniertheit der Multiplikation of-
fensichtlich.

Fiir (2) wihlen wir uns einen gerichteten v—u-Kantenzug K und bemerken,
dass jedes Element [L] aus 71 (I, v) durch ,Konjugation mit K*“ zu einem Ele-
ment [K~1LK] aus 71(T',u) wird, wobei K~! die Umkehrung des Kantenzugs
K ist, in der wir jede Kante e auf K durch € ersetzen. Da wir umgekehrt aus
jedem Element [M] aus 71 (I',u) durch ,Konjugation mit K~!“ ein Element
[KMK~1] aus m(T',v) wird, sind die entsprechenden Abbildungen invers zu-
einander. Ferner sind sie offensichtlich Homomorphismen, also gilt (2). O
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Definition. Die Fundamentalgruppe 71 (I') eines zusammenhéngenden Gra-
phen I" mit Involution ist ein Element Isomorphismenklasse der Gruppen 71 (T, v)
mit v € V/(T').

Hinweis. Auch wenn die Elemente der Fundamentalgruppe Aquivalenzklas-
sen von gerichteten Kantenziigen sind, so betrachten wir in der Regel Re-
prisentanten solcher Aquivalenzklassen als Elemente der Fundamentalgruppe
und verstehen darunter die kanonischen Bilder.

Bemerkung 4.2.7. Durch Beispiel iibertragen sich unsere Definitionen
auch auf (Multi-)Graphen.

Beispiel 4.2.8. Ist T ein Baum, so gilt m (7') = 1.

Definition. Fiir einen (gerichteten) Multigraphen I" und eine Teilmenge F' C
E(T) sei I'/F der (gerichtete) Multigraph, dessen Eckenmenge die Menge der
Komponenten von (V(I'), F) ist. Fiir jede Kante in E(T") \ F fiigen wir eine
Kante zwischen den Komponenten, die ihre Endecken enthalten, hinzu. Wir
beachten, dass dadurch Schlaufen und Mehrfachkanten entstehen kénnen.

Lemma 4.2.9. Sei ' ein zusammenhdngender Multigraph und sei T ein Teil-
baum von T'. Dann gilt 71(I") =2 71 (T/E(T)).

Beweis. Es reicht, die Behauptung fiir Graphen mit Involutionen zu zeigen,
wobei dann der ,Baum“ zu jeder Kante e auch e enthalte. Wir betrachten die
Fundamentalgruppe 71 (T', ) beziiglich einer Ecke € V(T') und die Fundamen-
talgruppe 71 (I'/ E(T)) beziiglich der Ecke vy aus I'/E(T), die alle Ecken von T
enthélt. Wir definieren eine Abbildung ¢7: m (") — m(I'/E(T)). Fiir einen
geschlossenen gerichteten Kantenzug K = vgegvy ... v, mit vg = & = v in I sei
o1 (K) das kanonische Bild von K in I'/E(T'): zuerst ersetzen wir alle maxima-
len Teilkantenziige in T durch v; und anschlieffend ersetzen wir alle Kanten mit
genau einer inzidenten Ecke in T' durch ihr kanonisches Bild T'/E(T). Offenbar
ist o ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus. Es bleibt, die Bijektivitéit
von T zu zeigen.

Sei K = wvgegus . . . ex—1vk ein geschlossener gerichteter Kantenzug in I'/ E(T).
Durch Ersetzen der Ecke v; = vy fiir 4 # 0 und ¢ # k durch einen Kantenzug,
der die Endecken der Kanten e; und e; 41 in T verbindet und Hinzufiigen eines
gerichteten Kantenzuges von z zur Endecke von ep in V(') und eines von der
Endecke in V(T') von ej_; nach z erhalten wir einen geschlossenen gerichteten
Kantenzug in T', der bei x beginnt und endet. Dieser wird offenbar durch o
auf K abgebildet. Also ist @ surjektiv.

Sei nun K = wvgegvy ... ex_1v; ein stachelfreier gerichteter Kantenzug im
Kern von ¢ mit vg = x = vg. Dann kénnen wir K als eine Komposition
K L1Ks...Ly_1K,, von gerichteten Kantenziigen ansehen, wobei die K; Kan-
tenziige in T und die L; Kantenziige in I' \T" sind. Wir nehmen an, dass K nicht
trivial ist. Da Li1Lg...L,, in I'/E(T) dquivalent zum trivialen Kantenzug ist
und nach Lemma der triviale Kantenzug der eindeutige stachelfreie Kan-
tenzug in seiner Aquivalenzklasse ist, enthélt LiLs ... L,, einen Stachel. Dieser
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kann in keinem der L; enthalten sein, ist also bei der Komposition von einem
L; mit L;;; entstanden. In I' entspricht der Stachel einem Kantenzug veweéwv.
Somit muss K11 ein geschlossener Kantenzug in T' mit Anfangs- und Endecke
w sein. Da my (T') nach Beispiel [1.2.§| trivial und K1 stachelfrei ist, ist K, der
triviale Kantenzug. Dies widerspricht der stachelfreien Wahl von K und damit
ist 7 injektiv. O

Lemma 4.2.10. Fir jeden zusammenhingenden Multigraphen T' = (V, E) ist
71(T) eine freie Gruppe.
Ist T endlich, so ist |E| — |V| 41 der Rang von 71 (T).

Beweis. Fiir den ersten Teil reicht es erneut, die Behauptung fiir Graphen mit
Involution zu zeigen. Also nehmen wir an, dass I' ein solcher sei. Sei T' ein
Spannbaum von I'. (Erneut enthalte diese fiir jede Kante e auch e.) Nach Lem-
ma gilt m(T') = m(T'/T) und wir kénnen uns auf den Fall beschréinken,
dass I genau eine Ecke hat.

Sei S eine minimale Teilmenge von E(I") mit der Eigenschaft

E(T)=SU{5|seS}

Wir zeigen, dass m1(T") und die freie Gruppe mit freiem Erzeugendensystem S
isomorph sind. Jedes Element aus 71 (I') hat nach Lemma einen eindeu-
tigen gerichteten Kantenzug als Représentanten, der stachelfrei ist. Indem wir
jede Kante 5 durch s~! ersetzen und die Ecken fallenlassen, entspricht dieser
Kantenzug einem reduzierten Wort aus S U S~!, das genau dann trivial ist,
wenn der Kantenzug trivial ist. Umgekehrt entspricht jedes reduzierte Wort
iiber SUS™! einem gerichteten Kantenzug in I', indem wir s~! durch 5 ersetzen
und die entsprechenden Ecken einfiigen. Da diese Zuordnungen Kompositionen
von Kantenziigen und Konkatenationen von Woértern respektieren, sind m (I")
und die freie Gruppe mit freiem Erzeugendensystem S isomorph.
Sei nun I' lediglich ein zusammenhéngender Multigraph. Dann gilt

[El = VI+1=|ET/ET)| - [VI/ET)| +1

nach unseren Uberlegungen fiir den erste Teil und damit folgt der Zusatz un-
mittelbar. O

Hinweis. Die Existenz eines Spannbaumes kann mit dem Lemma von Zorn
gezeigt werden. Es ist sogar so, dass iiber dem Axiomensystem ZF die Existenz
von Spannbdumen fiir alle (Multi-)Graphen dquivalent zum Auswahlaxiom ist.

Definition. Eine Gruppe G operiere auf einem Graphen I'. Dann ist der Quo-
tientengraph T'/G definiert als Multigraph, dessen Eckenmenge die Bahnen
von G in V(T') bilden und dessen Kantenmenge durch die Bahnen von G in E(T")
induziert ist [

ID.h., es existiert eine Bijektion zwischen den Kanten von I'/G und den Bahnen der Kanten
in I, sodass iir jede Kante e in I'/G ihre inzidenten Ecken genau die Bahnen der inzidenten
Ecken einer Kante f aus dem Bild von e ist. Beachte, das dies unabhingig von der Wahl von f
ist.
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Beispiel 4.2.11. Sei G eine Gruppe mit Erzeugendensystem S und sei I' der
Cayleygraph von I' und S. Dann ist I'/G ein Graph mit genau einer Ecke und
hochstens |S| vielen Schlingen. (Beachte, dass es weniger Schlingen geben kann,
falls S N S~! nicht leer ist.)

Bemerkung 4.2.12. Die Gruppe G operiere auf dem Graphen I'. Dann ist die
kanonische Projektion g: I' — T'/G ein surjektiver Graphenhomomorphismus,
d. h., benachbarte Ecken werden durch g auf benachbarte Ecken abgebildet.

Proposition und Definition 4.2.13. Fir jeden zusammenhdngenden Gra-
phen T' ezistiert ein Baum Tt und eine freie Operation von m1(I') auf Tr mit
Tr/m(T) 2 T. Der Baum Tt heifit die universelle Uberlagerung von T'.

Beweis. Sei T ein Spannbaum von I'. Ist S eine Orientierung der Kanten von
I' — T, so haben wir im Beweis von Lemma gesehen, dass m (I') isomorph
zur freien Gruppe mit freiem Erzeugendensystem S ist. Insbesondere gibt es eine
kanonische Abbildung ¢: S — 71 ("), die jedem s € S den eindeutigen Kreis in
T + s zuordnet. (Beachte, dass wir formal gesehen jede Kante aus T' durch zwei
entgegengesetzt orientierte Kanten ersetzen miissen, um einen gerichteten Kreis
hier zu erhalten.) Wir definieren einen Graphen Tt wie folgt: seine Eckenmenge
sei

U {(g.0) [veV(D)}

gem(T)

und seine Kantenmenge sei die Vereinigung der Mengen

Ev= |J g, (v} {uv} € BT)}

gemi(T)

und

B= ) U Hew o)

s=(u,v)eS gem(T")

Beachte, dass Ey uns liefert, dass Tt aus Kopien von T besteht, und E5 uns
sagt, wie die Kanten zwischen einelnen Kopien von T aussehen.

Zu zeigen, dass Tt tatsdchlich die geforderten Bedingungen erfiillt, verbleibt
als Ubungsaufgabe. O

Das folgende Korollar haben wir im Beweis von Proposition eingese-
hen.

Korollar 4.2.14. Sei I' ein Graph, T ein Spannbaum von I' und Tt die uni-
verselle Uberlagerung von T’ (konstruiert beziiglich des Spannbaums T ). Dann
enthdlt Tt eine isomorphe Kopie von T, die durch die kanonische Projektion
o: Tt — T auf T abgebildet wird. O
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4.3 Graphen von Gruppen

Bemerkung 4.3.1. Die inversionsfreie Operation einer Gruppe G auf einem
Graphen I liefert uns folgende Aussagen:

(1) /@ ist ein Multigraph T.

[

(2) Fiir jede Ecke v € V(') existiert eine Gruppe G* mit G* = G, fiir alle
z € V(I') mit Gz = v.

(3) Fiir jede Kante e € E(I') existiert eine Gruppe G¢ mit G¢ = Gy fir alle
f € E(I"), die auf e abgebildet werden.

~

(4) Fiir jede Kante e € E(I") gibt es die beiden injektiven Gruppenmonomor-
phismen ¢¢ ;(.): G¢ = G und ¢, 41 G¢ = GH®).

In Analogie zu der vorigen Bemerkung machen wir nun folgende Definition.

Definition. Ein Graph von Gruppen ist ein Paar G = (G,T', A), wobei I ein
zusammenhéngender Graph mit Involution ist und G eine Funktion, die jeder
Ecke v eine Gruppe G, und jeder Kante e eine Gruppe G, zuordnet, sodass
Ge = Gg gilt, und A eine Familie von Monomorphismen a.: Ge — Gy ist,
einer fiir jede Kante e. Die Gruppen G, nennen wir Eckengruppen und die
Gruppen G. Kantengruppen.

Beispiel 4.3.2. Sei G eine Gruppe, die inversionsfrei auf einem Graphen I'
operiert.

(1) Ist G eine Funktion, die jeder Ecke v und jeder Kante e ihren Stabilisator
G, bzw. G, zuordnet, und ist Adie Familie der kanonischen Abbildungen
vom Stabilisator von e in den Stabilisator von v fiir jede mit e incidente
Ecke v, so ist (G,T', A) ein Graph von Gruppen.

(2) Der Quotientengraph I'/G wird gemifl Bemerkung zu einem Graphen
von Gruppen.

Bemerkung 4.3.3. In der Regel werden wir mit G,, und G, die Ecken- bzw.
Kantengruppen bezeichnen. Dies kollidiert mit der Notation fiir Stabilisatoren
der Ecken bzw. Kanten. Zudem wird der Fall, dass die Stabilisatoren der Ecken
oder Kanten genau die Ecken bzw. Kantegruppen sind, eine fiir uns wichtige
Rolle spielen. Sollte es in der jeweiligen Situation nicht klar sein, auf welche
Notation wir uns beziehen, so werden wir dies extra herausstellen.

Als n#chstes werden wir zwei Definitionen der Fundamentalgruppe von Gra-
phen von Gruppen angeben und zeigen, dass beide definierten Gruppen in natiir-
licher Art und Weise isomorph zueinander sind. Eine neue Definition der Fun-
damentalgruppe (im Vergleich zum Abschnitt ist notig, um die Funktion G
mit einzubeziehen.
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Definition. Sei G = (G,T',A) ein Graph von Gruppen und sei T' ein Spann-
baum von I'. Fiir jedes e € E(T') enthalte T' dieses Mal héchstens ein Element
aus {e,e}. Fiir jede Eckengruppe G, sei eine Présentation (S, | R,) und fiir
jede Kantengruppe G, ein Erzeugendensystem S, gegeben. Dann ist die Fun-
damentalgruppe von G (beziiglich T') definiert durch die Priisentation

1 (G, T) = <Uvev<r>5v Ufge lec B} | R UN>,

veV (T)

wobei die g, neue Erzeuger sind und die Menge N der Relatoren folgendermafien
definiert ist:

N i={g. | e € B(T)} U{goge | e € E(D)}
U {g.(e(s))g; H(e(s) " | e € B(T),s € S.).

Wir betrachten nun Beispiele von solchen Fundamentalgruppen und zwar
habe darin der Graph im Wesentlichen eine Kante. Dies soll heiflen, dass seine
Kantenmenge {e, e} fiir ein e ist.

Beispiel 4.3.4. Sei G = (G,T', A) ein Graph von Gruppen mit E(T') = {e, e}.
Sei T ein Spannbaum von I' und seien Prisentationen und Erzeugermengen
der Ecken- und Kantengruppen wie in der Definition der Fundamentalgruppe
gegeben.

(1) Hat T' genau zwei Ecken u,v, so enthilt T' ein Kante von I' und es gilt
in der Présentation von 71 (G,T), dass alle go mit e € E(I") trivial sind.
Mit Tietze-Transformationen (Entfernen der Erzeuger g.) erhalten wir die
Prisentation

(G, T) = (S, US, | Ry UR, U{(azs(s))(ae(s)) "' | e € E(I'),s € Se}).

Es folgt
(G, T) = Gy *g, G,

wobei die fiir das freie Produkt mit Amalgamation notwendigen Monomor-
phismen durch a. und az gegeben sind.

(2) Hat I" genau eine Ecke v, so sind die Kanten von I' Schlingen. Mittels
Tietze-Transformationen konnen wir den Erzeuger gz (aber nicht gleich-
zeitig auch g.) aus der Présentation der Fundamentalgruppe entfernen und
erhalten

m1(G,T) = (Sy U{ge} | Ry U{ge(ae(s))g: (ae(s)) ™" | s € Se}).

Also gilt
Wl(G,T) = Gv*aflae7

wobei der fiir die HNN-Erweiterung benétigte Isomorphism durch o o
gegeben ist und die Bilder von G, unter a, und az aufeinander abbildet.
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Nun kommen wir zur zweiten Definition der Fundamentalgruppe eines Gra-
phen von Gruppen. Wihrend die erste Definition von der Wahl eines Spann-
baums abhéngt, wird dies in der zweiten Definition nicht der Fall sein. Wenn
wir spéter die Aquivalenz dieser beiden Definitionen zeigen, werden wir damit
zeigen, dass die Gruppen aus der ersten Definition fiir verschiedene Spannbdume
isomorph sind. Mit der zweiten Definition der Fundamentalgruppe verfolgen wir
die in Abschnitt benutzte Strategie fiir Graphen, die wir allerdings etwas an
unsere neue Definition anpassen miissen.

Definition. Sei G = (G, T, A) ein Graph von Gruppen. Ein G-Kantenzug (der
Linge |P| = k) von u € V(T') nach v € V(') ist eine Folge P = goes . .. exGk,
wobei ej ...ex einen gerichteten Kantenzug in I' induziert und ¢go € G, und
gk € Gy sowie g; € Gye,) = Gy(e,,y) fiiralle 0 < i < ksind. Fir 0 <:<j <k
ist gieir1...€;9; ein G-Teilkantenzug von P. Ist P = ggei ...exgr ein G-
Kantenzug von w nach v und Q = hqofi ... fehe ein G-Kantenzug von v nach w,
so ist die Konkatenation von P und @ der G-Kantenzug

PQ = go€1 ... ek(gkho)fl - fghe

von u nach w. Zwei G-Kantenziige P und @ heiflen elementar dquivalent, falls
@ aus P durch eine der beiden folgenden Operationen oder ihrer Umkehrungen
entstanden ist:

(i) Ersetze einen G-Teilkantenzug ge(az(c))eg’ mit e € E(T'), mit ¢ € G, und
mit g, 9" € Gj(e) durch g(ac(c))g’.

(ii) Ersetze einen G-Kantenzug geg’ mit e € E(T'), mit g € Gy und mit
g’ € Gyey durch (g(ae(c)))e((ae(c))~'g’), wobei ¢ € G ist.

Sei ~ auf den G-Kantenziigen eine Relation, sodass fiir zwei G-Kantenziige
P, @ genau dann P ~ @ gilt, wenn es eine Folge P = P, ... P, = @ von G-
Kantenziigen gibt, sodass P; und P;; fiir alle 1 < ¢ < k elementar dquivalent
sind. Offenbar ist ~ eine Aquivalenzrelation.

Um die Elemente der Aquivalenzklassen werden wir uns spiter genauer
kiimmern und zeigen, dass die beziiglich der Operation (i) entstandenen minima-
len Elemente einer Aquivalenzklasse alle modulo der Operation (ii) dquivalent
sind. Aber zuniichst sind wir an der zweiten Definition der Fundamentalgruppe
und der Aquivalenz beider Definitionen interessiert.

Definition. Sei G = (G, T, A) ein Graph von Gruppen und sei v € V(I'). Dann
ist die Fundamentalgruppe 71 (G, v) von G (beziiglich v) auf den Aquivalenz-
klassen von G-Kantenziigen von v nach v definiert, wobei die Multiplikation
mittels [P][Q] := [PQ)] gegeben ist.

Bemerkung 4.3.5. Dass die Multiplikation auf 7 (G, v) wohldefiniert ist, folgt
mit einer Argumentation #hnlich der im Beweis von Lemma[£.2.5] Damit haben
wir dann auch direkt gegeben, dass die Fundamentalgruppe beziiglich einer Ecke
v € V(T') eine Gruppe ist.
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Proposition 4.3.6. Sei G = (G,I', A) ein Graph von Gruppen, v € V(I') und
T ein Spannbaum von I'. Dann ist die Abbildung

p: m(G,v) = m1(G,T), [goer - . . €kgr] = GoGe, - - - Ge, Ik
ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Aus der Definition der Relation ~ und der dritten Menge in der Defi-
nition von N in der Definition von 1 (G, T') folgt, dass ¢ wohldefiniert ist. Aus
der Definition der Konkatenation von G-Kantenziigen folgt, dass ¢ ein Homo-
morphismus ist. Wir brauchen also nur noch zu zeigen, dass ¢ bijektiv ist. Dazu
konstruieren wir die Umkehrabbildung von ¢.

Wir konstruieren eine Abbildung des Erzeugendensystems von 71 (G, T') nach
71 (G, v). Fiir u € V(T') sei P, = zpe1xy ... epxy, der eindeutige Kantenzug in T’
von v nach v und sei P, ¢ = lejl...e;l der zugehdrige G-Kantenzug. Fiir
g € Gy mit u € V(I') definieren wir als Bild von g die Aquivalenzklasse von

P, 9P, & Fiir e € E(T') definieren wir als Bild von s, die Aquivalenzklasse von
—1
Pie)cePy) -
Es ist leicht einzusehen, dass die Relatoren in der Definition von m1 (G, T)

alle auf die Aquivalenzklasse des trivialen G-Kantenzuges abgebildet werden.
Mit der universellen Eigenschaft der Prisentation einer Gruppe (Satz [2.3.4)
folgt, dass die definierte Abbildung zu einem Homomorphismus

Y: m(G,T) = m(G,v)
fortgesetzt werden kann, der offenbar die Umkehrabbildung von ¢ ist. O

Korollar 4.3.7. Sei G = (G,T',A) ein Graph von Gruppen, v € V(T') und T
ein Spannbaum von I'. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Propositi-

on ist die Menge
{[PucgPygl lueV(D),g € Gy U{[PyocePr) ) e € EXNT)}

ein Erzeugendensystem von m1 (G, v).

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Beweis von Proposition da die
angegebene Menge das Bild des Erzeugendensystems von m(G,T') aus dessen
Definition ist. O

Durch wiederholtes Anwenden von Proposition bekommen wir folgende
Folgerung:

Korollar 4.3.8. Sei G = (G,T',A) ein Graph von Gruppen, seien v,w € V(I')
und seien T,T" Spannbiume von T'. Dann gilt
71'1(@,’0)%7'(1(@,11))gﬁl(G,T)g’iTl(G,T/). ]

Definition. Die Fundamentalgruppe 71 (G) eines Graphen von Gruppen G
ist eine Gruppe aus der Isomorphieklasse der Fundamentalgruppen beziiglich
eines beliebigen Spannbaums (bzw. einer beliebigen Ecke).
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Definition. Wir nennen einen G-Kantenzug G-reduziert, falls wir keine Ope-
ration vom Typ (i) bei der Definition der elementaren Aquivalenz durchfithren
koénnen. Fiir jede Kantengruppe G sei X, eine Transversale (beziiglich der
Rechtsnebenklassen) von a.(G.) in Gje). Ein G-reduzierter G-Kantenzug
goeidi - - . exgx ist eine Normalform, falls g; € Xg, fiir alle 0 < ¢ < k gilt.

Wir werden (wie auch in fritheren Situationen) zeigen, dass es genau eine
Normalform in jeder Aquivalenzklasse gibt:

Satz 4.3.9. Sei G = (G, T, A) ein Graph von Gruppen und seien P = gge; . . . exgx
und Q = hof1 ... fehe zwei ~-dquivalente G-reduzierte G-Kantenzige. Dann gilt
k=20 unde; = f; fir alle 1 <1i <k und es existieren a; € G., mit:

1. go = ho(ae, (ag)) und
2. gi = (e, (a; )hi(e,,, (aiv1)) fir alle 1 <i <k und

3. gk = (e (")) hy.
Insbesondere existiert in jeder Aquivalenzklasse genau eine Normalform.

Beweis. Es geniigt den Zusatz zu zeigen, da dann zwei dquivalente G-reduzierte
G-Kantenziige dquivalent (mittels Operationen vom Typ (ii)) zu der gleichen
Normalform sind. Die entsprechenden Operationen hintereinander gesetzt (mit
Invertierung in dem zweiten Fall) liefert, dass die beiden G-reduzierten G-Kan-
tenziige mittels der Operation (ii) dquivalent sind. — Und genau das wird in der
Aussage dieses Satzes behauptet.

Offenbar ist jeder G-Kantenzug dquivalent zu einem G-reduzierten G-Kan-
tenzug und auch zu einer Normalform, wobei die zweite Aussage dadurch folgt,
dass wir g; als ag,(¢;)z; mit z; € Xz, und ¢; € Gg, = G, schreiben und dann
ag, (¢;) mittels der zweiten Operation iiber die Kante e; zuriickschieben kénnen.
Induktiv folgt dann die Aussage.

Fiir Ecken u,v € V(TI') sei Pg(u,v) die Menge der G-Kantenziige von u nach v
und Ng(u,v) die Menge der Normalformen von u nach v. Fiir eine Normalform
P = gpe; . ..exgr von u nach v und fiir g € G, setzen wir

©(9, goer - - - exgr) == (9go)ei - . - exgr

und, falls e eine Kante mit ¢(e) = u ist, setzen wir

(e(ge)gaes ... exgr, fallse=e; und z, =1,

p(lel, goeq - .. ergr) := {
ae(ge)exees ... exgy, sonst,

wobei g, € G, und z. € X, mit (geae)ze = go sind. Jeden G-Kantenzug kénnen

wir als Konkatenation von G-Kantenziigen g € G, oder lel schreiben. Fiir eine

Normalform N von w nach v und einen G-Kantenzug P mit P = Py ... P,

wobei die P; die eben beschriebene Form haben, definieren wir nun rekursiv

SO(P’N) = @(P1a<p(P2~--Pn7N))'
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Mit dieser Definition gilt offenbar
@(N,1) =N

fiir jede Normalform N von w nach v mit dem trivialen G-Kantenzug 1 von v
nach v. Wir wollen auch einsehen, dass fiir zwei dquivalente G-Kantenziige Py, P
von u nach v und jede Normalform N von v nach w gilt:

(P(PDN) = (p(PQ,N)7
denn dann folgern wir fiir zwei dquivalente Normalformen N7, N von u nach v:
N1 =(N1,1) = p(N2,1) = Ny

und damit liegt in jeder Aquivalenzklasse von ~ genau eine Normalform. Es
reicht, die Gleichung
SD(PMN) :(p(PQvN)

fiir G-Kantenziige P, P> zu verifizieren, die durch eine Operation in einander
iiberfithrbar sind. Sei dazu zunichst ein G-Kantenzug P = Pjge(az(c))eg’ Py
gegeben. Wenn wir

p(geaz(c)ég’, N) = p(gae(c)g’, N)

fiir Normalformen N von v nach t(e) zeigen, dann folgt fiir Normalformen N
von v nach der Endecke von P:

P1, p(geae(c)eg, (P, N)))
Pr,p(gac(c)g’, ¢(P2, N)))
Pigac(c)g' P2, N).

Nun zeigen wir die in diesem Fall noch verbleibende Gleichung. Sei dafiir
N =gneig: ... exgx eine Normalform und N~ := leygy ... exgi. Sei geas(c)eg’
wie oben gegeben und sei x. € Xe, der Transversalen von ag(Ge) in Gy, und
b € Ger mit ¢'gy = ae(b)x.. Dann gilt, falls e # e;:

= p(gae(c)g’, N).

Der Fall e = e; folgt mit einer analogen Argumentation. Ebenso ist der Fall der
zweiten moglichen Operation mit einer dhnlichen Argumentation einsehbar. [
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Wir ziehen aus Satz noch zwei Korollare, die die Fundamentalgruppe
von Graphen von Gruppen betreffen.

Korollar 4.3.10. Sei G = (G,T',A) ein Graph von Gruppen, seiv € V(I') und
sei P = ggeq ... exgr ein G-reduzierter G-Kantenzug von v nach v. Genau dann
gilt [Pl =1€m(T,v), wenn k =0 und go =1 € G, gilt. O

Korollar 4.3.11. Sei G = (G,T', A) ein Graph von Gruppen, seien u,v € V(T)
und sei P = ggeq ... exgr ein G-Kantenzug von v nach w. Dann ist die Abbildung

Gu — Wl(GvU)a g [ngil]

ein Gruppenmonomorphismus. O

4.4 Struktursatz der Bass-Serre-Theorie

Unser nichstes Ziel ist es, in Analogie der universellen Uberlagerung fiir Gra-
phen durch Biume (mittels der Fundamentalgruppe von Graphen, vgl. Propo-
sition eine solche auch fiir Graphen von Gruppen und deren Fundamen-
talgruppe zu definieren.

Definition. Sei G = (G,T', A) ein Graph von Gruppen und sei v € V(T'). Auf
der Menge der G-Kantenziige, die in v starten, definieren wir eine Relation =
mittels P; =~ P genau dann, wenn

e P, und P, in der gleichen Ecke w enden und
e ein g € G, mit P; ~ P,g existiert.

Offenbar ist &~ eine Aquivalenzrelation auf den G-Kantenziigen, die in v starten.
Wir notieren die Aquivalenzklasse eines G-Kantenzuges P von v nach w mit PE.
Analog wie im Beweis von Satz enthilt jede Aquivalenzklasse PS von ~
genau einen Repréisentaten der Form xpeix ... zp_1€,]1 mit z; € X;, wobei X;
fiir 4 > 0 eine Transversale von ag, (Ge,) in Gjg,) ist.

Wir definieren jetzt einen Graphen @U: seine Eckenmenge sei die Menge
der Aquivalenzklassen von ~. Zwei Ecke PC.QC seien durch die Kante f :=
(PC,e,Q%) mit e € E(T) benachbart, falls i(e) = u und t(e) = w und falls
es ein g € G, mit Pgel € Q% gibt. (Beachte, dass diese Definition nicht von
der Wahl von P abhiingt.) Es sei i(f) = P¢ und ¢(f) = Q%. Die Involution ist

u w*

durch (PS¢, e, Q%) := (Q%, e, P®) gegeben.

Bemerkung 4.4.1. Sei G = (G,T', A) ein Graph von Gruppen und seiv € V(T').
Seien P = goey ...exgr und Q = hofi ... frhy zwei G-reduzierte G-Kantenziige
von v nach u bzw. nach w, sodass P® und Q% in G, benachbart sind. OBdA
gelte k < £. Sei (PY,e,Q%) die entsprechende Kante. Dann existiert ein g € G,,
sodass Pgel =~ @ gilt. Sowohl P als auch @ sind G-reduziert und deshalb folgt
mit Satz[£:3.9] dass k+1 = ¢ und f, = e gelten.

) 2Mit der Bezeichnung PC fiir Ecken wihlen wir uns sogleich einen Reprisentaten P der
Aquivalenzklasse und definieren u als letzte Ecke des G-Kantenzuges P.
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Satz und Definition 4.4.2. Sei G = (G,I',A) ein Graph von Gruppen und
v € V(T). Dann ist der Graph G, ein Baum. Er wird universeller Uber-
lagerungsbaum oder auch Bass-Serre-Baum genannt.

Beweis. Offenbar ist jede Ecke in der gleichen Komponente von G, wie 18. Also
ist der Graph zusammenhéngend, und wir miissen nur noch die Kreisfreiheit
nachweisen.
Sei
P=(Py)Ser...en(P)s,

ein geschlossener nicht-trivialer Kantenzug in @v, wobei jedes P; ein G-reduzier-
ten G-Kantenzug sei. (Beachte, dass dies keine Einschrinkung an den G-Kantenzug
an sich ist.) Wenn wir zeigen, dass P einen Stachel

(Pifl)(s’i_lei(Pi)ﬁei+1(Pi+1)ﬁ+1

hat, dann folgt die Kreisfreiheit unmitelbar. Sei 0 < ¢ < k derart, dass die Linge
von P; maximal ist. Durch zyklisches Permutieren des Kantenzuges P diirfen
wir annehmen, dass 0 < i < k gilt. Wir betrachten (P;_1)$  und (PZ-H)S;H.
Aus Bemerkung folgt, dass beide Ecken einen gemeinsamen G-Kantenzug
enthalten. Somit liegen sie in der gleichen Ecke in G,, und es gilt ebenfalls mit

Bemerkung [£.4:1}
ei = ((Pic1)s_, i (P)S)

und

ei1 = ((P)5, fir (Pig1)y,,,)-
Also gilt e; = €;41 und damit haben wir in P einen Stachel und damit die
Kreisfreiheit von @U nachgewiesen. O

Bemerkung. Es ist leicht zu iiberpriifen, dass Bass-Serre-Bidume zu verschiede-
nen Ecken v, w aus I' isomorph sind: Wihle einen G-Kantenzug P von v nach w.
Dann induziert die Abbildung @ — PQ von der Menge der G-Kantenziige, die
in w beginnen, zu der Menge der G-Kanteziige, die in v beginnen, einen Isomor-
phismus der entsprechenden Bass-Serre-Baume G,, und G,,.

Lemma 4.4.3. Sei G = (G,T', A) ein Graph von Gruppen und v € V(T'). Dann
wird durch

[PlQs = (PQ);
und

[QI(PL)G e, (Po)in) = ([QI(P)u, e, [Q1(P2)w)

eine inversionsfreie Operation von w1 (G,v) auf G, definiert.

Beweis. Aus der Definition der Ecken von @U folgt, dass die Zuordnung eine
wohldefinierte Operation auf der Eckenmenge und auf der Kantenmenge ist. Da
direkt aus der Definition der Zuordnung folgt, dass Kanten und Nicht-Kanten
durch diese Zuordnung erhalten bleiben, folgt die Behauptung. O
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Wir machen noch zwei kleine Aussagen iiber die Stabilisatoren der Ecken
und Kanten des universellen Uberlagerungsbaumes in der Fundamentalgruppe
des Graphen von Gruppen:

Lemma 4.4.4. Sei G = (G,T',A) ein Graph von Gruppen und v € V(I'). Fir

die in Lemma u 3| definierte Operation von 71 (G,v) auf GU gelten folgende
Aussagen:

(1) Der Stabilisator einer Ecke PS ist {{PgP™] | g € Gy}
(2) Der Stabilisator eine Kante (PS, e, (Pgeg')%) mit g € G, ist

{[Pgac(c)g™' P7'] = [Pgeaz(c)eg ' P'] | c € G.}.

Beweis. Folgt durch einfaches Nachrechnen. O

In volliger Analogie zur universellen Uberlagerung von Graphen erhalten wir
auch fiir Graphen von Gruppen folgfende Aussage, deren Beweis dhnlich wie bei
den Graphen gefithrt wird und als Ubung verbleibt.

Lemma 4.4.5. Sei G = (G,I',A) ein Graph von Gruppen und v € V(T'). Sei
G :=m(G,v) und T := G,. Dann gilt T/G =T. O

Definition. Eine Gruppe G operiere auf einem Baum 7T und eine Gruppe H
operiere auf einem Baum 7”. Dann sind T und 77 isomorph beziiglich der
Operationen von G und H, falls es einen Gruppenisomorphismus ¢: G - H
und einen Graphenisomorphismus f: T — T mit f(gv) = ¢(g)f(v) fir alle
g € Gund v € V(T) gibt. Wir nennen (¢, f) einen Isomorphismus von (G, T)
nach (H,T").

Sei G eine Gruppe, die inversionsfrei auf einem Baum T operiere. Sei G =
(G,T,A) der Graph von Gruppen aus Beispiel -. ) mit I' = T/G und sei
v € V(). Setze H := 71(T',v). Sei T ein Spannbaum von I'. Nach der Ubung
gibt es einen Monomorphlsrnus t: T — T. Somit ist ¢ auf allen Ecken von I', aber
nur auf den Kanten in 7 definiert. Wir wollen ¢ auf ganz I fortsetzen. Dabei ist
dann aber zu beachten, dass wir nur Bilder von Ecken und Kanten definieren,
dies jedoch im Allgemeinen nicht zu einem Homomorphismus fiihrt. Fiir jedes
e € E(T')\ E(T) setzen wir (e) so, dass neben t(€) = ¢(e) auch i(c(e)) = ¢(i(e))
oder t(t(e)) = t(t(e)) giltﬂ und auBerdem e die Bahn von ¢(e) unter G ist. Falls
i(t(e)) # w(ie)), so sei g € G mit i(e(e)) = get(i(e)) und, falls i(c(e)) = ¢(i(e)),
SO sei g = ggl. Fiir jeden stachelfreien Kantenzug P = wvgey...epvp in T
setzen wir Pg := legl...exl. _

Wir werden eine Abbildung von H nach G und eine Abbildung von G,
nach 7T definieren, von denen wir anschlieend zeigen werden, dass es Isomor-
phismen sind. Wir definieren ¢: H — G. Zunéchst setzen wir

P([PegPg]) = Yulg)

3Beachte, dass wir hier nicht beides verlangen.
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fiir alle stachelfreien Kantenziige P in 7 von v nach u, fiir alle g € G,, und fiir
den kanonischen Isomorphismus v, : G, — G (); ferner setzen wir

(p([Pi(e),Geptzel)@]) = Je

fir alle e € E(I' \ T), wobei g. € G wie oben gewihlt ist (d.h. mit i(c(e)) =
get(i(e))). Nach Korollar haben wir damit ¢ auf einem Erzeugendensy-
stem von H definiert. Sei ¢ der in Proposition [£:3.6] konstruierte Isomorphismus
von 71 (G, T') nach 71 (G, v). Offenbar werden die Bilder unter ¢ von den Relato-
ren in der Definition von 71 (G, 7) durch die Abbildung ¢ auf 1 abgebildetﬁ Wir
konnen ¢ zu einem Homomorphismus H — G erweitern nach der universellen
Eigenschaft fiir Gruppenpriisentationen, Satz

Nun definieren wir eine Abbildung f: G, — T mittels f(P%) := i(u) fiir alle
u € V(T') und alle G-reduzierten G-Kantenziige P in 7 von v nach v und setzen
F(RPS) := @(h)f(PP) fiir alle u € V(T), alle G-reduzierten G-Kantenziige P
in 7 von v nach u und alle h € H. Offenbar ist f wohldefiniert und erhélt sowohl
Kanten als auch Nicht-Kanten; f ist also ein Graphenhomomorphismus.

Beachte, dass ¢ in kanonischer Art und Weise Isomorphismen von Ecken-
und Kantenstabilisatoren induziert.

Proposition 4.4.6. Die Gruppe G operiere inversionsfrei auf dem Baum T. Sei
G = (G,T',A) der Graph von Gruppen aus Beispiel mit T =T/G und
seiv € V(). Dann ezistiert ein Isomorphismus von (m1(G,v), G,) nach (G, T).
Beweis. Wir wihlen T, ¢ und f wie in der Diskussion vor der Proposition und
wollen zeigen, dass (¢, f) ein Isomorphismus von (71 (G, v),G,) nach (G, T) ist.
Dazu miissen wir nur noch zeigen, dass ¢ und f bijektive Abbildungen sind,
da nach Definition von f bereits f(hP®) = @(h)f(P) fiir alle h € H und alle
PS € V(G,) gilt.

Wir zeigen, dass f surjektiv ist. Nach Definition gilt o(H)u(V(T)) = f(G,).
Also reicht es, die Gleichung o(H)u(V(T)) = V(T') einzusehen. Nehmen wir
an, es gilt p(H)(V(T)) # V(T). Dann existiert eine Kante er € FE(T) mit
i(er) € o(H)(V(T)) und tler) ¢ ¢(H)(V(T)). Wir kénnen er durch p(h)er
ersetzen, um i(er) € «(V(T)) anzunehmen. Sei e € E(I') mit G(c(e)) = Gerp.
Dann gilt entweder i(er) = i(c(e)) oder geri(er) = i(c(e)). Also gilt entweder
ger = i(e) oder ggerer = i(e) fiir ein g € Gy e)) < @(H) und damit folgt
er € p(H)(E(T")) und insbesondere t(er) € ¢(H)t(V(T')). Dieser Widerspruch
zeigt, dass f surjektiv ist.

Wir zeigen, dass f injektiv ist. Zunéchst zeigen wir, dass es keine zwei Kanten
e1,ea € E(G,) mit i(e;) = iey) gibt, fiir die f(e;) = f(es) gilt. Existierten
solche Kanten ey, ez, so existiert ein h € H mit he; = ep. Es gilt ¢(h) € Gf(e,) =
G'f(e,)- Dies widerspricht unserer fritheren Beobachtung, dass ¢ Isomorphismen
von Kantenstabilisatoren induziert. Also gilt f(e1) # f(e2). Da sowohl G, als

auch T" Baume sind (nach Satz bzw. nach Voraussetzung), folgt dann
sofort, dass f injektiv ist.

4Damit meinen wir konkret: Ist 51 ... sp ein Relator, so ist ¢(¢(s1))...o(¢(sn)) =1 in G.
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Wir zeigen, ¢ surjektiv ist. Da ¢ Isomorphismen der Eckenstabilisatoren
induziert, gilt G, < @(H) fir alle v € V(T). Sei g € G und w € «(V(T)).
Da o(H)(V(T')) = V(T) gilt, existiert ein h € ¢(H) mit hgw € V(T'). Je
zwei verschiedene Ecken von «(V(T')) liegen in verschiedenen Bahnen von G.
Deswegen gilt hgw = w und hg € G, < p(H). Es folgt g = h™1(hg) € p(H) -
Gy = @o(H). Also ist ¢ surjektiv.

Wir zeigen, ¢ injektiv ist. Dazu zeigen wir, dass der Kern von ¢ trivial
ist. Sei h € H ~ {1}. Wenn h einen Fixpunkt hat, dann folgt unmittelbar aus
der Beobachtung, dass ¢ Isomorphismen auf den Stabilisatoren induziert, dass
p(h) # 1 ist. Also nehmen wir an, dass h keinen Fixpunkt hat. Dann gilt hv # v
fiir alle v € V(T') und deswegen (h)f(v) = f(hv) # f(v), da f injektiv ist.
Also folgt ¢(h) # 1 und ¢ ist injektiv. O

Satz 4.4.7 (Struktursatz). Die Gruppe G operiere inversionsfrei auf dem Gra-
phen X. Sei G = (G,T,A) der Graph von Gruppen aus Beispiel mat
I'=X/G, seiv € V(') und seien ¢ und f wie in der Diskussion vor Proposi-
tion[£:4.6] Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) X ist ein Baum;
(2) f: Gy — X ist ein Isomorphismus;
(3) ¢: m(G,v) — G ist ein Isomorphismus.

Beweis. Ist X ein Baum, so gelten (2) und (3) nach Proposition Da G,
nach Satz ein Baum ist, folgt aus (2) bereits (1). Die letzte Implikation
(3)=(2) folgt direkt aus der Definition von f. O

Bemerkung 4.4.8. Sei G = (G,T',A) ein Graph von Gruppen mit G, = 1 fiir
alle v € V(I"). Dann gilt 71 (G) = 1 (T).

Als direktes Korollar aus Satz erhalten wir mittels Bemerkung [£.4.8}

Korollar 4.4.9. Fine Gruppe, die frei auf einem Baum operiert, ist frei. [

4.5 Minimale Operation

Definition. Eine Gruppe G operiert auf einem Baum T minimal, falls es
keinen nicht-leeren G-invarianten echten Teilbaum von 7' gibt. Ein Graph von
Gruppen heifit minimal, falls seine Fundamentalgruppe auf seinem Bass-Serre-
Baum minimal operiert.

Bemerkung 4.5.1. Eine Gruppe G operiere auf einem Baum T'. Existiert in G
ein hyperbolisches Element g, so gibt es einen g-invarianten Doppelstrahl R.
Damit ist der Schnitt iiber alle G-invarianten Teilbdume von T', die R enthalten,
nicht-leer und nach Lemma muss R in dem Schnitt aller nicht-leeren
G-invarianten Teilbdume enthalten sein. Auf diesem Schnitt operiert G minimal.
Enthélt die Gruppe nur elliptische Elemente, so wissen wir aus dem Beweis von
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Satz dass die Operation von G auf T entweder elliptisch ist, wobei wir
dann auch einen Teilbaum, z. B. einen Baum mit nur einer Ecke nehmen kénnen,
auf dem G minimal operiert, oder parabolisch ist. In dem letzten Fall enthalt T’
keinen nicht-leeren minimalen G-invarianten Teilbaum, da der Schnitt iiber alle
G-invarianten Teilbdume leer ist (vgl. Ubung).

Diese Uberlegungen implizieren also, dass bei einer minimalen parabolischen
Operation hyperbolische Gruppenelemente existieren miissen.

Proposition 4.5.2. Sei G = (G,T',A) ein minimaler Graph von Gruppen und
sei v € V(T'). Dann ist die Operation von m(G,v) auf G,. ..

(i) elliptisch genau dann, wenn T' aus genau einer Ecke besteht und keiner
Kante;

(ii) zyklisch genau dann, wenn T ein Kreis ist und alle Monomorphismen von
den Kantengruppen in die Eckengruppen Isomorphismen sind;

(iil) diedrisch genau dann, wenn T' ein nicht-trivialer Weg ist und die Mono-
morphismen der Kantengruppen in die Eckengruppen der inneren Ecken
surjektiv ist und die Bilder der Monomorphismen in die Endecken des
Weges jeweils Untergruppen vom Index 2 sind;

(iv) parabolisch genau dann, wenn T ein Kreis ist und fir einen geschlossenen
stachelfreien Kantenzug voeq . .. ex—1vg gilt, dass o, surjektiv fir alle 1 <
i < n ist, aber mindestens ein ag, nicht surjektiv ist;

(v) hyperbolisch sonst.

Beweis. In allen Situationen ist die Riickrichtung einfach. Deswegen beschrén-
ken wir uns jeweils auf die Hinrichtung. Sei G := 71(G,v) und T := G,,. Falls
die Operation von G auf T elliptisch ist, so hat T' genau eine Ecke aufgrund der
minimalen Operation. Also hat I auch nur eine Ecke und keine Kante.

Sei nun die Operation von G auf T zyklisch. Wegen der Minimalitit der
Operation ist T ein Doppelstrahl und G operiert als Translation auf 7. Somit
ist T/G ein Kreis. Da jedes Gruppenelement, das eine Ecke aus T fixiert, bereits
beide mit ihr inzidenten Kanten fixieren muss (da es als Translation auf T
operiert), sind die Monomorphismen der Kantengruppen in die Eckengruppen
surjektiv.

Nehmen wir an, dass die Operation von G auf T' diedrisch sei. Wie in der
vorigen Situation ist 7" ein Doppelstrahl. Da es ein Element gibt, das als Refle-
xion auf T operiert, ist T/G ein Weg, der nicht-trivial ist (also mindestens zwei
Ecken hat), da die Operation inversionsfrei ist. Jedes Gruppenelement, dass ei-
ne Kante stabilisiert, muss bereits ganz T fixieren. Da die Stabilisatoren der
Endecken von T'/G Index 2 in der Fixgruppe von T haben (ein Element aus so
einem Stabilisator fixiert bereits ganz T" oder operiert als Reflexion auf T'), folgt
die Aussage in (iii).

Als néchstes sei die Operation von G auf T’ parabolisch. In dem Fall, dass
jedes Element aus G elliptisch auf T' operiert, folgt aus Bemerkung dass
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die Operation nicht minimal gewesen sein kann. Also existiert ein hyperbolisches
Element. Sei g € G ein solches minimaler Translationsldnge. Dann enthélt T
nach Lemma einen g-invarianten Doppelstrahl R,4. Dieser Doppelstrahl
enthélt einen Teilstrahl R, fiir den R N AR wieder ein Strahl ist fiir alle h € G.
Der Teilgraph (J, o hRy ist somit zusammenhéngend, also ein Teilbaum. Da er
auch G-invariant ist, folgt aus der Minimalitédt der Operation, dass er bereits T'
ist. Jede Kante von T ist daher in einer gemeinsamen Bahn mit einer Kante
aus R,. Dann folgt aus der Minimalitét von |g|, dass T'/G ein Kreis mit |g|
Kanten ist. Offenbar muss der Stabilisator einer Ecke u auf R, auch die inzidente
Kante fixieren, die u von unendlich vielen Ecken auf R trennt. Also gibt es eine
Orientierung des Kreises T', fiir dessen Kantengruppen die Monomorphismen in
die Eckengruppen surjektiv sind. Desweiteren muss fiir eine Kante e von diesen
gelten, dass a; nicht surjektiv ist, weil die Operation nach (ii) sonst zyklisch
wire.

Der letzte Fall folgt aus Satz [£.1.7] O

Definition. Sei G = (G,T',A) ein Graph von Gruppen. Ein Paar (v,e) mit
v e V(I') und e € E(T'), sodass v den Grad 2 hatﬂ und i(e) = v # t(e) gilt, heifit
unbedeutend, falls a. surjektiv ist. Ein Graph von Gruppen heif3t reduziert,
falls er kein unbedeutendes Paar enthélt.

Bemerkung 4.5.3. Ist G = (G,I', A) ein Graph von Gruppen und (v, e) ein
unbedeutendes Paar, so kénnen wir im Graphen v und e unterdriicken, d. h., wir
entfernen v und sowohl e als auch € aus der Ecken- bzw. Kantenmenge und setzen
t(f) = t(e) fiir alle Kanten f in T mit ¢(f) = v und i(f) = i(€) fiir alle Kanten f
inT'mit i(f) = vﬁ Fiir die Monomorphismen ayf: Gy — G, setzen wir den neu-
en Monomorphismus als a} := agay tay. Es ist leicht zu iiberpriifen, dass bei
dieser Operation die Fundamentalgruppe erhalten bleibt — oder préziser: dass
die Fundamentalgruppen vor und nach dieser Operation isomorph zueinander
sind. Ein Weg dies einzusehen ist, einen Spannbaum von I' zu betrachten, der e
enthilt. Dann kénnen die Relatorn geaz(s)gs (e (s)) ™! zu aes(s)(ae(s)) ™! re-
duziert werden und wir kénnen diese Information fiir die Relatoren der anderen
Kante mit Anfangsecke i(e) nutzen. Mittels Tietze-Transformationen erhalten
wir die Fundamentalgruppe nach dieseer Operation.

Insbesondere konnen wir einen Graphen von Gruppen G = (G,T,A) mit
endlichem Graphen I'" durch mehrere solcher Operationen in einen reduzierten
Graphen von Gruppen {iiberfiihren, der eine isomorphe Fundamentalgruppe hat.

Mit der vorstehenden Bemerkung kénnen wir in Proposition die
erhaltenen Méglichkeiten fiir T' in den Fillen (ii)—(iv) genauer formulieren. Wir
notieren hier noch diese Neuformulierung, wobei die Aussagen iiber die Grup-
penstruktur zum Teil aus Beispiel {.3.4] folgen.

5Das bedeutet fiir uns, dass es genau zwei Kanten gibt, die in v enden (oder dquivalent
genau zwei Kanten gibt, die in v starten).

5Dies entspricht im Fall eines Graphens genau G/e. Nur miissen wir an dieser Stelle auf
die Involution, die Richtungen der Kanten und Kantengruppen aufpassen.
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Proposition 4.5.4. Sei G = (G,T',A) ein minimaler reduzierter Graph von
Gruppen und sei v € V(T'). Sei G := 71(G,v) und T := G,. Dann ist die
Operation von G auf T'. ..

(i) elliptisch genau dann, wenn T aus genau einer Ecke besteht und keiner
Kante. Dann ist G genau der Kern der Operationm

(ii) zyklisch genau dann, wenn T aus genau einer Ecke und genau einer Kantﬂ
besteht und die Monomorphismen der beiden Kantengruppen in die Ecken-
gruppe Isomorphismen sind. Dann gilt G = Gy*,, wobei v die Ecke von I’
ist, e die Kante von T und ¢ = aga?

e *

(iii) diedrisch genau dann, wenn T' aus genau zwei Ecken und einer Kante
besteht und die Bilder der beiden Monomorphismen der Kantengruppen
i die Eckengruppen jeweils Untergruppen vom Index 2 sind. Dann gilt
G 2 Gy *xg, Gy, mit |Gy : Ge| =2 = |G, : G|, wobei u und v die beiden
Ecken von T sind und e € E(T') eine Kante.

(iv) parabolisch genau dann, wenn T' aus genau einer Ecke und genau einer
Kante besteht und genau einer der beiden Monomorphismen von den Kan-
tengruppen in die Eckengruppe surjektiv ist. Dann gilt G = Gy*,,, wobei v
die Ecke von T ist, e die Kante, sodass az: Gz — G, nicht surjektiv ist,

und ¢ = aga;t

(v) hyperbolisch sonst. O

Definition. Ein freies Produkt mit Amalgamation A x¢ B heifit echt, falls
keiner der Monomorphismen ¢4: C' — A und tg: C — B surjektiv ist.

Proposition 4.5.5. Sei G = (G, T, A) ein minimaler Graph von Gruppen, so-
dass T' mindestens eine Kante hat. Dann ist 71 (G) ein echtes freies Produkt mit
Amalgamation oder eine HNN-Erweiterung.

Beweis. Ubung O

Definition. Eine Gruppe habe die Eigenschaft (FA), falls jede inversionsfreie
Operation von ihr auf jedem Baum elliptisch ist.

In der Ubung haben wir bereits gesehen, dass endliche Gruppen immer die
Eigenschaft (FA) haben. Wir wollen nun eine gruppentheoretische Charakteri-
sierung von Gruppen mit der Eigenschaft (FA) angeben.

Satz 4.5.6. Genau dann hat eine abzihlbare Gruppe G die Eigenschaft (FA),
wenn die folgenden Aussagen gelten:

(1) G ist endlich erzeugt;

"Der Kern der Operation besteht aus den Elementen, die jede Ecke und jede Kante von T'
fixieren.
8bis auf ihr Bild unter der Involution
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(2) G ist kein echtes freies Produkt mit Amalgamation;

(3) G ist keine HNN-Erweiterung.

Beweis. Nach Lemma [4.1.9)impliziert die Eigenschaft (FA) bereits, dass G end-
lich erzeugt ist. Nehmen wir an, dass G ein echtes freies Produkt mit Amal-
gamation G & A x¢ B fiir Gruppen A, B, C ist. Dann bilden wir den Graphen
von Gruppen G = (G,T', A) mit genau zwei Ecken und einer Kante, wobei die
Kantengruppen jeweils C' sind und die Eckengruppen A bzw. B. Nach Bei-
spiel [4.3.4 j 1) gilt G = 7,(G). Die Operation von m1(G) auf G, mit v € V(I)
ist inversionsfrei, aber nicht elliptisch. Also ist G kein echtes freies Produkt mit
Amalgamation. Analog kénnen wir zeigen, dass G' auch keine HNN-Erweiterung
ist.

Fiir die Riickrichtung nehmen wir an, dass (1)-(3) gelten. Sei T' ein Baum,
auf dem G inversionsfrei operiert. Nach Lemma [£.1.5] geniigt es zu zeigen, dass
jedes Element aus G elliptisch ist. Nehmen wir an, es giibe ein hyperbolisches
Element in G. Geméfl Bemerkung 1] gibt es einen minimalen G-invarianten
Teilbaum von T und wir diirfen annehmen dass die Operation von G auf T
minimal ist. Nach Satzkonnen wir annehmen, dass G = 71 (G) und T = G,
mit G = (G,T') und v € V(T'), wobei G der in Belsplel-. ) definierte Graph
von Gruppen mit I' = T//G ist. Da G ein hyperbolisches Element enthilt, ist die
Operation von G auf T nicht elliptisch und nach Proposition ( ) hat T" also
eine Kante. Somit folgt aus Proposition ein Wlderbpruch zu (2) oder (3).
Also operiert G elliptisch auf T'. O

4.6 Satz von Kurosh

Beispiel 4.6.1. Sei G = (G,I', A) ein Graph von Gruppen mit G, = 1 fiir alle
e € E(T") und sei T ein Spannbaum von I'. Seien G, = (S, | R,) Présentationen
der Eckengruppen. Dann gilt

m(G,T) = < U SvU{gelec BIT) N E(T)}|

veV(T)

U RoU{gege | e € BT~ E(T)}> .
veV (T')

Es existiert also eine freie Gruppe F mit 7 (G, T) = (*,ev()Gv) * F
Beispiel 4.6.2. Sei G = (G,I', A) ein Graph von Gruppen, wobei I' ein Stern
sei. Es gelte G, = A fiir alle e € E(T") und G, = A fiir die zentrale Ecke z von I
Seien G, = (S, | R,) Prisentationen der Eckengruppen. Dann hat m1 (G, T") die
Prisentation

<USU|URD

veV (D), v#z veV (D), v#z
U{ac(a)(ae(a))™" e € E(T') und i(e) = z;a € A}).
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Es gilt also 71 (G, T') & x4 G,.

Satz 4.6.3. Sei G = *4,c1G; ein freies Produkt mit Amalgamation iber A
einer Familie (G;)ier von Gruppen. Sei H < G eine Untergruppe, die sich
mit jedem A9 mit g € G trivial schneidet. Fir x € G und i € I sei H; 5 :=
HnNzGz~t. Sei X; ein Repdsentantensystem der Doppelnebenklassen HgG;.
Dann existiert eine freie Gruppe F' mit

H = (xicreex, Hig) * F.

Beweis. Sei G = (G, X, A) ein Graph von Gruppen, wobei X ein Stern mit
Zentrum v, ist und fiir jedes i € I ein Blatt v; existiert. Die Kantengruppen
seien alle A und die Eckengruppe des Zentrums ebenfalls. Die Eckengruppe
zum Blatt v; sei G;. Die Abbildungen «, seien die Identitit, falls i(e) = v4 und
ansonsten der Monomorphismus von A in G}, der durch das freie Produkt mit
Amalgamation gegeben ist. Sei 7' := G, ,. Nach Beispiel gilt m(G) = G.
Also operiert G und damit auch H inversionsfrei auf 7' und wir kénnen die
Ecken- bzw. Kantenstabilisatoren von Ecken oder Kanten aus T in m(G) als
Stabilisatoren in G auffassen (vgl. Lemmas und . Insbesondere sind
die Kantenstabilisatoren zu A konjugierte Untergruppen von G.

Sei I' := T/H und T ein Spannbaum von I'. Sei Gy = (Gy,T',Ay) der
durch die Operation von H auf T induzierte Graph von Gruppen: es sei G2 =
G, N H und G = G, N H fiir alle Ecken v und Kanten e von I'. Dann gilt
H = m(Gpy,T) nach Satz Die Voraussetzung, dass H jedes Konjugierte
von A trivial schneidet, impliziert G = 1 fiir alle Kantengruppen von T'. Nach

Beispiel [£.6.1] folgt
H= 71'1((GHa T) = (*UEV(F)Gf) * I

wobei F' eine freie Gruppe ist.
Die Ecken von T' entsprechen der Mengeﬂ

G/Aul JG/a,

i€l
und die Ecken von I" und damit von 7 entsprechen damit der Mengdﬂ
H\G/AU|JH\G/G;,

iel
da wir die Bahnen unter H jeweils zusammenfassen. Die Einbettung von 7
in T definiert dann ein Représentantensystem X4 C G/A von H\G/A und ein
Reprisentantensystem X; C G/G; von H\G/G,. Falls © € X4, dann ist die
entsprechende Gruppe G,, genau H NzAr~! und, falls z € X;, dann ist die
entsprechende Gruppe G, genau H NzG;z~ 1. Weil H NzAx~! =1 gilt, folgt
die Behauptung. O

9Beachte, dass Normalformen von G-Kantenziigen in kanonischer Art und Weise (durch
Entfernen der Kanten in der Folge) reduzierten Formen im freien Produkt G entsprechen.

10Fiir Untergruppen H,U einer Gruppe G ist H\G/U die Menge der Doppelnebenklassen
HgU mit g € G.
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Satz mit A = 1 liefert uns den Untergruppensatz von Kurosh.

Korollar 4.6.4 (Kuroshs Untergruppensatz). Sei G = *;c;G; ein freies Pro-
dukt einer Familie (G;)ic; von Gruppen. Sei H < G eine Untergruppe. Fiir
re€Gundi €l sei Hy , := HnNxGiz—'. Sei X; ein Reprisentantensystem der
Doppelnebenklassen HgG;. Dann existiert eine freie Gruppe F mit

H = (*iEI,IEXiHi,fE) * I O

Beachte, dass aus Korollar [£.6.4] insbesondere folgt, dass die Ordnung jedes
Elements von H, sofern sie endlich ist, bereits die Ordnung eines Elements aus
einem der G; sein muss.

4.7 Satz von Stallings

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass endlich erzeugte mehr-endige Grup-
pen immer iiber einer endlichen Gruppe zerfallen, entweder als HNN-Erweiterung
oder freies Produkt mit Amalgamation.

Satz 4.7.1 (Stallings Theorem). Sei G eine endlich erzeugte Gruppe mit mehr
als einem Ende. Dann gilt eine der folgenden Aussagen.

(1) Es existieren drei Untergruppen A, B, H von G, sodass H endlich und Ax g
B = G ein echtes freies Produkt mit Amalgamation ist.

(2) FEs existiert eine Untergruppe H von G und ein Isomorphismus ¢ zwischen
zwei endlichen Untergruppen von G mit G = Hx,,.

Wir erhalten Satz als Folgerung aus Proposition wie wir gleich
sehen werden.

Proposition 4.7.2. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe mit mehr als einem
Ende. Dann ezistiert ein Baum, auf dem G inversionsfrei und Kanten-transitiv
operiert, sodass die Kantenstabilisatoren endlich sind und kein Eckenstabilisator
bereits ganz G ist.

Beweis von Satz[{. 7.1 Sei T der Baum aus Proposition [1.7.2] Der Graph von
Gruppen beziiglich der Operation von G auf T' besteht aus nur einer Kante und
hochstens zwei Ecken wegen der Transitivitdt von G auf den Kanten von T.
Mit Beispiel folgt Satz direkt, da nach der Aussage iiber die Ecken-
stabilisatoren die Monomorphismen der Kantengruppe in die Eckengruppen in
Beispiel [4.3.4] nicht surjektiv sind. O

Somit ist es also unser Ziel, einen Baum zu konstruieren, auf dem G geeignet
operiert.

Beweis von Proposition[{.7.4. Sei I = (V, E) ein lokal-endlicher Cayley-Graph
von G. Dieser hat mehr als ein Ende, da G mehr als ein Ende hat. Zunéchst
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betrachten wir den Fall, dass I' mindestens drei Enden hat. Nach Lemma [3.4.3
hat I" dann bereits unendlich viele Enden. Wir setzen

Bi:={UCV||Ul=00=|V~U|und |[E{U,V\U)| <i}.

Weil T' mehr als ein Ende hat, gibt es eine endliche Menge S C V', sodass
zwei Strahlen schliefflich in verschiedenen Komponenten von G — S liegen. Ist ¢
die Anzahl der Kanten von S in eine dieser Komponenten, so folgt B; # (). Sei
m € N minimal mit B, # (. Die Minimalitit von m impliziert, dass alle U € By,
zusammenhiingend sind. Ist U C V, so sei U := V \ U.

Behauptung 1. Ist U; 2 Us 2 ... eine Kette in By, so ist ;o Ui = 0.

Beweis von Behauptung [Il Angenommen, es existiert in B,, eine Kette
Uy 2Us D ..., sodass U := ﬂiGN U; nicht-leer ist. Dann finden wir eine
Kante e; mit einer inzidenten Ecke in U und einer inzidenten Ecke in Uy
aber auflerhalb von U und es gibt einen Index i; € N mit

e € E(Uill, U) AN E(Uilfl, U)

Analog finden wir eine Kante e2 € E(U;, ) mit genau einer inzidenten Ecke
in U. Sei i9 € N mit

ey € E‘((Jilz7 U) AN E(Uw,l, U)
Dann gilt 45 > i; und sowohl e; als auch ey liegen in E(U;,,U). Wir
konnen auf diesem Wege beliebig viele Kanten konstruieren und fiir jedes
n € N gibt es ein i, sodass die ersten n dieser so konstruierten Kanten in

E(U;, ,U) liegen. Dies widerspricht fiir n > m der Wahl der U; € B,,,. O

n?

Wegen Behauptung [1] existiert ein minimales W € 5, mit 1 € W.

Behauptung 2. Fiir jedes U € B,, ist eine der folgenden vier Mengen endlich:
UnW, UnW, UnW, UnW.

Beweis von Behauptung[2] Angenommen, alle vier Schnitte sind unendlich.
Dann muss jeder Schnitt einen Strahl enthalten, weil I' lokal-endlich ist
(vgl. Ubung). Fiir alle A € {U,U} und B € {W, W} gilt somit

E(ANB,ANB)>m

wegen der Minimalitdt von m. Andererseits liegt jede Kante aus F (U,U)U
E(W,W) in genau zwei der Mengen E(AN B, AN B). Wir erhalten

4m

< Y |E(AnBANB)|

Ac{UU},
Be{W,W}

< 2(E(UU)| +2|E(W,W)]
< 4m,
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weswegen bei dieser Ungleichungskette iiberall Gleichheit gelten muss und
alle unendlichen Komponenten dieser Schnitte in B,, liegen miissen.
OBdA liege 1 in UNW. Wegen U NW € B, und der Minimalitédt von W
beziiglich 1 enthalten haben wir U N W = U, woraus U N W = () folgt.
Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung. O

Wir definieren auf B, eine Aquivalenzrelation 2 mittels
Uy 2 Uy :<= Uy NUy und U; N U, sind endlich
und eine strikte Ordnun@ mittels
U, < Uy :<= U, N U, endlich, aber U; % Us,.

Der Nachweis, dass diese beiden Relationen die gewiinschten Eigenschaften ha-
ben, ist einfach und wir verzichten an dieser Stelle darauf.

Behauptung 3. Seien A,U € B, mit W < A < U. Dann ist existieren nur
endlich viele g € G mit W < gA < U.

Beweis von Behauptung [3] Sei A C T' ein endlicher zusammenhéngender
Teilgraph, der F(X,X) fiir alle X € {A,U, W} enthilt. Fiir alle g € G
auBer endlichen vielen ist dann ANgA = 0. Sei g € G mit ANgA = () und
nehmen wir an, dass W < gA < U gilt. Dann sind U N gA4 und gANW
endlich. Weil A zusammenhingend ist und E(gA, gA) vermeidet, liegt A
entweder in gA oder in gA. Zunichst liege A in gA. Dann gilt entweder
W C gA oder W C gA, da W und W zusammenhingend sind. Weil
gANW endlich ist, muss W C gA gelten. Dies impliziert aber gANW = ()
und damit gA = W, was ein Widerspruch zu W < gA ist. Mit einem
dhnlichen Argument erhalten wir einen Widerspruch im Fall, dass A in
gA liegt. O

Wir setzen o
T :={gW,gW | g € G}/=.

Wir setzen die Definition vom Komplement und von < auf T fort: fiir Uy, Us € T
sei
171:: {71‘ U, 6111}

und
Uy Uy <= TFU; e U1, Uy eUsy: Uy < Us.

Behauptung 4. Das Tripel (7,7, <) ist eine Baum-Menge, d.h., es hat die
folgenden Eigenschaften:

(1) t=tund t £7 fiir alle t € T;

(2) < ist eine strikte Ordnung auf T

also eine asymmetrische, transitive Relation
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(3) t1 <ty < tay < 1 fiir alle ty,t5 € T}
(4) fur tq,ty € T gilt genau einer der folgenden Fille

t1 =to, &1 =1, t1 <ta, t1 <12, Ty <t2, 1 < 1lo;

(5) fiir kein ¢t € T enthilt die Menge 7" := {t' € T | t' < t} eine unendliche
Kette t1 <ty < ---.

Zudem hat die Baum-Menge die folgende Eigenschaft.

(6) es existieren keine maximalen und keine minimalen Elemente beziiglich <.

Beweis von Behauptung , Die Aussage (1) folgt direkt aus der Definiti-
on des Komplements und (3) folgt direkt aus der Definition von <. Da
< eine strikte Ordnung auf B,, ist, gilt dies auch fiir < auf 7. Wegen
Behauptung [2 folgt (4) und Behauptung [3| impliziert (5).

Angenommen, U € B, ist maximal beziiglich <. Insbesondere ist U un-
endlich. Sei A ein endlicher Teilgraph von I'; sodass I' — A drei unendliche
Komponenten hat. Sei g € G, sodass gA in U liegt. Dieses g existiert, da
I" lokal-endlich ist. Sei nun h € G, sodass hE(W, W) in einer unendlichen
Komponente von I — gA liegt, die U trivial schneidet. Dann gilt U < hIW
oder U < hW, was der Maximalitéit von U widerspricht. Analog erhal-
ten wir einen Widerspruch, falls U minimal beziiglich < ist. Also hat T'
beziiglich < keine maimxalen und minimalen Elemente. O

Mit einer Ubungsaufgabe folgt die Existenz eines Baumes 7 mit Kanten T
und Ecken T'/~, wobei

thtgi<:>t1:t2\/(t1%t_gAﬁEtETitl-<t-<{2)

ist. Da T invariant unter G istIEL operiert G auf dem Baum 7. Auf der Baum-
Menge hat die Operation von G héchstens zwei Bahnen, da sie aus Aquivalenz-
klassen von Elementen gW oder gW besteht. In der Ubungsaufgabe haben wir
auch gesehen, dass gW und gW die gleiche Kante beschreiben (modulo deren
Richtung). Also operiert G Kanten-transitiv auf 7. Ist diese Operation nicht
inversionsfrei, so unterteilen wir jede Kante einmal und erhalten eine inversi-
onsfreie Operation. Der Stabilisator von W ist endlich, weil er genau der Stabi-
lisator der endlichen Kantenmenge E(W, W) ist und G frei auf T' operiert. Um
dann zu zeigen, dass die Stabilisatoren der Kanten aus 7, also der Elemente
aus T auch endlich sind, reicht es einzusehen, dass nur endlich viele Elemente
aus {gW,gW | g € G} #quivalent beziiglich 2 sind. Dies ist aber eine unmit-
telbare Folgerung aus Behauptung |3 zusammen mit Behauptung (6) Somit
folgt die Aussage iiber alle Kanten-Stabilisatoren aus Lemma [I.1.10] weil jedes
Element aus 7" in der Bahn der Aquivalenzklasse von W oder von W liegt.

~

12Beachte, dass die Aquivalenzrelation 2 invariant unter G ist.
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Da es keine maximalen oder minimalen Elemente beziiglich < gibt nach
Behauptung (6), gibt es einen Weg der Linge mindestens 3 in 7 und daraus
und der Kanten-Transitivitat folgt, dass es keine Ecke gibt, die von ganz G
fixiert wird.

Zum Abschluss diskutieren wir noch kurz den Fall, dass I" genau zwei Enden
hat. Der Grund, warum wir den gerade durchgefithrten Beweis nicht einfach
iibertragen konnen, ist, dass der Beweis von Behauptung (6) fehlschlégt, die
Menge T aus hochstens zwei Elementen besteht und wir deshalb nicht folgern
konnen, dass die gewonnene Zerlegung echt ist. In dieser Situation miissen wir
uns noch etwas mehr anstrengen, um ein U € B, zu finden, sodass fiir U und
gU Dbereits einer der Fille aus Punkt (4) der Definition einer Baum-Menge mit <
ersetzt durch C gilt. Damit bekommen wir dann ebenfalls einen Baum, der einen
Weg der Lénge 3 enthélt, womit wir wieder zeigen konnen, dass die erhaltene
Zerlegung echt ist[T] O

Korollar 4.7.3. Die Eigenschaft, ein echtes freies Produkt mit Amalgamation
oder eine HNN-FErweiterung iber einer endlichen Gruppe zu sein, ist eine Quasi-
Isometrie-Invariante. O

Wir haben also gezeigt, dass wir Gruppen mit mehr als einem Ende zerlegen
konnen, z.B. als freies Produkt mit Amalgamation A xgy B. Allerdings kann
es hierbei durchaus passieren, dass eine der beiden oder gar beide Gruppen A
und B selbst wieder mehr als ein Ende haben. Kénnen wir dieses Spiel unend-
lich fortsetzen? Kann es sogar passieren, dass immer wieder eine der bei der
Zerlegung involvierten Gruppen mehr als ein Ende hat?

Definition. Eine endlich erzeugte Gruppe G nennen wir O-erreichbar, falls
sie hochstens ein Ende hat. Fiir n € N\ {0} heifit sie n-erreichbar, falls sie
isomorph zu A xy B fiir Untergruppen A # H # B ist, wobei H endlich ist
und A und B beide i4 bzw. ig-erreichbar fiir i 4,75 < n sind, oder isomorph zu
Asx,, fiir eine (n—1)-erreichbare Gruppe A und einen Isomorphismus ¢ endlicher
Untergruppen ist. Wir nennen die Gruppe G erreichbar, falls sie n-erreichbar
fiir ein n € N ist.

Erreichbarkeit von Gruppen lisst sich in der Bass-Serre-Theorie folgender-
mafen charakterisieren.

Proposition 4.7.4. Eine endlich erzeugte Gruppe ist genau dann erreichbar,
wenn sie die Fundamentalgruppe eines endlichen Graphen von Gruppen ist, des-
sen Kantengruppen endlich sind und dessen Eckengruppen endlich erzeugt sind
und héchstens ein Ende haben.

Beweis. Ubung O

Wall vermutete folgendes:

13Diese Verschirfung der Forderungen an ein Element aus By, ist aber nicht mehr Gegen-
stand dieser Vorlesung.
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Vermutung 4.7.5 (Wall 1971). Jede endlich erzeugte Gruppe ist erreichbar.
Ein erstes positives Resultat konnte Dunwoody zeigen:

Satz 4.7.6 (Dunwoody 1985). Jede endlich prisentierte Gruppe ist erreichbar.
Die allgemeine Vermutung wurde jedoch schlielich widerlegt:

Satz 4.7.7 (Dunwoody 1991). Es existieren endlich erzeugte Gruppen, die nicht
erreichbar sind.

Ein weiteres wichtiges Ergebnis zur Erreichbarkeit folgt aus einem Satz von
Thomassen und Woess.

Theorem 4.7.8 (Thomassen und Woess 1993). FEine endlich erzeugte Gruppe
ist genau dann erreichbar, wenn ein (und damit jeder) ihrer lokal-endlichen
Cayley-Graphen die folgende FEigenschaft hat: es existiert ein n € N, sodass je
zwet Enden durch héchstens n Kanten getrennt werden kdnnen.

Korollar 4.7.9. FErreichbarkeit ist eine Quasi-Isometrie-Invariante.
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Kapitel 5

Hyperbolische Gruppen

5.1 Hyperbolische Graphen und Gruppen

Definition. Sei I' = (V, E) eine Graph und sei 6 € R>q. Seien x1, 22,23 € V
und sei P; ein kiirzester Weg zwischen x; und x;11 (mod 3). Wir nennen das
Tupel

($1,$2,$3;P1,P2,P3)

ein geodétisches Dreieck. Es heifit §-diinn, falls fiir jedes x € V(F;) ein y €
U#j V(P;) mit d(z,y) < 0 existiert. Der Graph I" heifit é-hyperbolisch, falls
jedes geoditische Dreieck 4-diinn ist, und hyperbolisch, falls es §’-hyperbolisch
fiir ein ¢’ € R> ist.

Beispiel 5.1.1. (1) Bdume sind 0-hyperbolisch.
(2) Das Gitter Z? ist nicht hyperbolisch.

Bemerkung. In der Literatur wird Hyperbolizitdt in der Regel fiir metrische
Réume definiert. In dem Zusammenhang werden dann Graphen samt [0, 1]-
Bilder der Kanten aufgefasst, #hnlich wie bei plittbaren Graphen. Dadurch
ergeben sich leichte Verschiebungen der Konstanten d. So ist das héufig gefun-
dene Resultat Bdume sind die 0-hyperbolischen Graphen mit unserer Definition
falsch.

Direkt aus der Definition von §-diinnen geodétischen Dreiecken erhalten wir,
dass in hyperbolischen Graphen geodétische Wege zwischen den gleichen Ecken
nah beieinander liegen.

Lemma 5.1.2. Sei I' ein §-hyperbolischer Graph und seien x,y € V(G). Seien
Py, Py zwei geoddtische x—y-Wege. Es gilt d(v, P;) < ¢ fir alle v € V(P;) mit
i,je{1,2}. 0

Das vorige Lemma gilt sogar fiir quasi-geodétische Wege. Bevor wir das
jedoch zeigen konnen, miissen wir zunédchst etwas {iber die Divergenz von geoda-
tischen Wegen zeigen.

87
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Definition. Sei I' ein Graph. Eine Funktion f: N — R ist eine Divergenz-
funktion fir T, falls fiir alle geoddtischen Wege P; = xg...z, und P, =
Yo ... Ym mit g = yo und fiir alle 7, R € N mit r + R < min{m,n} folgendes
erfiillt ist, sofern d(zg,ygr) > f(0): fiir alle Wege @ auBerhalb von Bgry,_1(z0)
von xgi, nach yri, gilt £(Q) > f(r).

Wir sagen geoditische Wege divergieren exponentiell, falls es eine
exponentielle Divergenzfunktion gibtﬂ

Proposition 5.1.3. Genau dann ist ein Graph hyperbolisch, wenn geodditische
Wege in thm exponentiell divergieren.

Beweis. Zunéchst sei I' ein hyperbolischer Graph. Seien P = zg...xp4, und
Py = yo...Yr+r zwei geodiitische Wege mit gemeinsamer Startecke xg = yo
und Linge R + r mit r, R € N, sodass d(zgr,yr) > 20 gilt. Sei Q ein xpi,—
Yr+r-Weg, der auflerhalb von Bri,_1(x¢) liegt, und sei (), ein geodétischer
xR+r7yR+r‘W6g'

Sei v € V(Qg) und sei w € V(Q) mit

d
et ) = [ltmsmn) ]
Sei )1 ein geodétischer zp4,.—w-Weg und Qs ein geodétischer w—ypr,-Weg.
Dann existiert ein u € V(Q1) UV (Q2) mit d(v,u) < 6. OBdA nehmen wir an,
dass u auf Q1 liegt. Per Induktion folgt

d(U, Q) S 0 IOgQ(dQ (-TR+T7 yR+T))~

Wegen d(zg, yr) > 20 kann es keine Ecke a auf Py geben mit d(zg,a) < §: diese
hitte Abstand mindestens R — ¢ und héchstens R+ 6§ zu zg und damit Abstand
hochstens ¢ zu yr. Also gibt es eine Ecke auf (), mit Abstand héchstens § zu zg.
OBdA sei diese v. Es folgt

Also gilt
r+8
UQ) =27
und somit divergieren geodétische Wege exponentiell in T'.

Nun setzen wir voraus, dass I' ein Graph ist, in dem geodétische Wege ex-
ponentiell divergieren. Sei dazu f eine exponentielle Divergenzfunktion fiir T'.
Sei (x,y,z; P1, Py, P3) ein geodétisches Dreieck in I'. Seien 21 € V(P;) und
xo € V(P3) mit d(z,z1) = d(x,z3) maximal, sodass d(u,v) < f(0) fiir alle
u € V(Py) und alle v € V(Ps) mit d(z,z1) > d(z,u) = d(z,v) gilt. Analog
definieren wir y; und yo auf P bzw. P; und z; und 25 auf P3 bzw. P».

IDamit meinen wir streng genommen, eine Divergenzfunktion ist dquivalent zu einer ex-
ponentiellen Funktion in dem Sinne, wie (verallgemeinerte) Wachstumsfunktionen dquivalent
zueinander sind.
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Zuerst betrachten wir den Fall, dass P; keine Ecke aufierhalb von P2, oder
y2 Pry hat: dann existieren z3 € V(xPsxzy) und y3 € V(yPay;) mit

d(z3,y3) <2f(0) +1
Die Wege P, und Ps sind geodétisch und deswegen folgt

d(z,z3) +2f(0)+ 1> d(z,y3).

Da f eine exponentielle Divergenzfunktion ist, sind die Abstéinde d(z1,x3) und
d(z9,y3) durch f~1(4f(0)+2) beschriinkt. Somit sind die Abstéinde d(21, z2) und
d(z2,y1) durch den gleichen Wert beschrinkt. Es folgt, dass unser geodétisches
Dreieck A-diinn ist, wobei

A= fH4f(0) +2) +2f(0) +1

gewdhlt werden kann.
Nun betrachten wir den Fall, dass es eine Ecke auf P; auflerhalb von x Pz
und yo P1y gibt und analoges fiir die anderen beiden Seiten gilt. Wir setzen

Kl = d(xlay2)7
K5 :=d(y1, 22) und
Kg = d(Zl,ZL'Q).

OBdA gelte K1 > Ky > K3. Sei v € V(Py) mit d(x1,v) = [d(x1,y2)/2].
Behauptung 1. Der Weg 22 P32 liegt aulerhalb von By(y,»)—1(y)-

Beweis von Behauptung . Nehmen wir an, dass es eine Ecke u € V(22 P52)
mit d(u,y) < d(y,v) — 1 gibt. Wegen

d(y,v) +d(z,v) — 1 < d(z,y)

gilt u & By(yv)(z) und somit d(u, r2) > K1 /2. Wegen Ky > K3 finden wir
ein w € V(Py) mit d(u, z) = d(w, z). Es folgt

Kl/QS d U71:2)

(
= d(zq,z) — d(u, 2)
= d(x9,21) +d(21,2) — d(u, 2)
< d(22,y1) +d(22,2) — d(z,w)
= d(z,y1) — d(z,w)
= d(w,y1).

Also liegt w nicht in By, )—1(y). Wir folgern
d(y, 2) = d(z, w) + d(w, y)
< d(z,u) +d(u,y)
<d(z,w) +d(w,y)

=d(y, 2).
Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung. O
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Sei s € V(P>) mit d(y, s) = d(y,v). Beachte, dass Behauptung|]die Existenz
von s impliziert. Es existiert ein v—s-Weg im Komplement von By, ,)—1(y) der
Lange hochstens

d(v, 1) + f(0) + K3 + 3f(0) + d(z2, 5)
[K1/2]+4f(0) + K1 + [K1/2]
2K, +Af(0) + 1.

VANVAN

Also haben wir %
f Q;J) < 2K, +4f(0) 4 1.

Da f eine exponentielle Funktion ist, existiert ein (von K3 unabhéingiges) K € N
mit K1 /2 < K. Es folgt, dass mit X' := 4K+4f(0)+1 unser geoditisches Dreieck
N-diinn ist. Mit § = max{\, X'} folgt, dass I" ein d-hyperbolischer Graph ist. O

Proposition 5.1.4. Sei I' ein hyperbolischer Graph und seien z,y € V(G).
Seien Py ein geoddtischer und Py ein (v, c)-quasi-geoddtischer x—y-Weg mit
v € Ry und ¢ € Rxg.

(1) Es emistiert ein A € N, das nur von (8,7, c) abhingt, mit d(v, Py) < X\ fiir
alle v € V(Py).

(2) Es existiert ein & € N, das nur von (8,7,c) abhdngt, mit d(v, P;) < k fiir
allev e V(P;) miti,j € {1,2}.

Beweis. Nach Proposition [5.1.3| existiert eine exponentielle Divergenzfunktion
f:N—=R.Sei D :=max{d(v,P) | v € V(P1)}undseiv € V(P) mit d(v, P») =
D. Sei v eine Ecke auf zPyv mit d(v',v) = 2D, falls es moglich ist, und v’ = x
sonst. Analog wihlen wir w’ auf vP;y. Beachte, dass nach der Wahl von v

d(v,2) > D < d(v,y)

gilt. Wir wihlen v € V(v/'Pyv) mit d(u,v) = D und w € V(vPiw') mit
d(v,w) = D. Aufgrund der Wahl von D existieren a € V(P;) N Bp(u') und
b € V(P;) N Bp(w'). Somit gilt d(a,b) < 6D und dp,(a,b) < 6yD + ¢, weil
P, ein (v, ¢)-quasi-geoditischer Weg ist. Wir finden also einen Weg der Linge
hochstens 4D + 6D + ¢ von u nach w, der auerhalb von Bp_1(v) liegt. Weil
f eine exponentielle Divergenzfunktion ist, aber die Linge des Weges nur linear
in D ist, folgt die Existenz einer oberen Schranke A, die nur von (4, ~, ¢) abhéngt
mit D < A. Damit folgt (1)

Fiir den Beweis von (2)) nehmen wir an, dass P, Ecken aulerhalb von B (P;)
hat. Sei P’ ein maximaler Teilweg von P,, sodass das innere von P’ aufierhalb
von By (P;) liegt. Die Endecken von P’ seien v und v. OBdA liege u auf zPyv.
Nach Wahl von P’ existieren a,b € V(P;) mit a € By(u) und b € By(v). Wegen
hat jede Ecke auf aP;b Abstand hochstens A zu einer Ecke auf P, die nach
Wahl von P’ in z PouUvPyy liegt. Insbesondere finden wir eine Ecke z auf aP;b,
die Abstand hochstens A zu einer Ecke z; auf xPu und Abstand hochstens
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A+ 1 zu einer Ecke zo auf vPoy hat. Es folgt d(z1,22) < 2A + 1 und damit
dp,(z1,22) <v(2A+ 1)+ ¢, weil P, ein (v, ¢)-quasi-geodétischer Weg ist. Damit
ist die Linge von P’ beschrinkt durch v(2\ + 1) + ¢ und es folgt Behauptung
@) mit K =X +A+ [(v+0)/2]. O

Lemma 5.1.5. Seien T' und A zwei Graphen, sei p: T’ — A eine (v, ¢)-quasi-
isometrische FEinbettung mit v > 1 und ¢ > 0 und sei P = xg...x, ein
geoditischer Weg in T'. Dann induziert o(P) einen (v, c’)-quasi-geoditischen
Top—rnp-Weg Q in A, sodass jede Ecke von QQ Abstand hidchstens a zu einer
Ecke aus o(P) hat, wobei v, ¢ und a nur von v und ¢ abhingen.

Beweis. Wihle zwischen ¢(x;) und ¢(x;1) einen geoditischer Weg @; und in
der Vereinigung der @;, die einen zop—xnp-Kantenzug bildet, einen zop—xn¢p-
Weg. Dass dieser Weg die Behauptung erfiillt, wird in der Ubung gezeigt. [

Proposition 5.1.6. Seien I' und A zwei Graphen. Existiert eine (v, ¢)-quasi-
isometrische Finbettung p: I' — A firv > 1 und ¢ > 1 und ist A hyperbolisch,
so ist I' hyperbolisch.

Beweis. Sei (z1, 22, x3; P1, Py, P3) ein geoditisches Dreieck in I'. Sei y; := o(z;)
fir alle 4 € {1,2,3}. Dann induziert ¢(P;) gemifl Lemma einen (v, c)-
quasi-geoditischen y;—y;4+1-Weg P/, wobei 4/ und ¢’ nur von v und ¢ abhéngen.
Seien @); geoditische y;—y;1-Wege fiir alle ¢ € {1,2,3}. Sei € V(P;). Nach
Proposition existiert ein x, das nur von (6,7, c) abhingt, sodass ein
' € V(Q;) mit d(p(z),2") < k existiert. Da A d-hyperbolisch ist, finden wir
ein y' € V(Q;) fiir ein j # i mit d(z’,y’) < 0 und ein y” € P} mit d(y',y") < k.
Nach Lemma existiert dann ein y € V(P;) mit d(y”, ¢(y)) < v+ c. Also
gilt

%d@s,y) oy < d(p(x), p(y) < 2+ 6+ e

und damit
d(z,y) <v2k+ 6+ v+ 2c).

Also ist T §’-hyperbolisch mit ¢’ := v(2x + 6 + v + 2¢). O

Korollar 5.1.7. Seien I’ und A zwei quasi-isometrische Graphen. Genau dann
ist T' hyperbolisch, wenn A hyperbolisch ist. O

Definition. Eine endlich erzeugte Gruppe heifit hyperbolisch, falls einer (und
damit nach Proposition und Korollar jeder) ihrer lokal-endlichen
Cayley-Graphen hyperbolisch ist.

Beispiel 5.1.8. (1) Endliche Gruppen sind hyperbolisch.
(2) Freie Gruppen sind hyperbolisch.

(3) Die Gruppe Z? ist nicht hyperbolisch.
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Lemma 5.1.9. Sei I' ein d-hyperbolischer Graph und K = xzgeqy...x, ein
geschlossener Kantenzug in I' mit n > 46 + 4. Dann existieren zwei Ecken
x;,xj, sodass d(x;,x;) kleiner ist als die Linge von sowohl x;e;...x; als auch
Tj€5...T4.

Beweis. Wir nehmen an, dass die Behauptung falsch ist. Fiir alle z;,z; ist
dann z;e;...x; oder zje;...x; ein Kantenzug, der einem geoditischen Weg
entspricht. Insbesondere entspricht K einem Kreis C.

Seien nun y1, Yo, y3 € V(C) mit

dyr,y2) = [4(C)/2],
d(y2,y3) = [€(C)/4] und
d(ys, y1) = 4(C) — d(y1,y2) — d(y2,ys)-

Sei P; das Teilstiick von C von y; nach yi+1E|, das diesen Abstand realisiert. Die
Wege P; sind also geodiitische Wege und (y1, yo, ys3; P1, P2, P3) ist ein geoditi-
sches Dreieck. Wegen der Wahl von y; und y2 und wegen ¢(C) > 46 +4 existiert
eine Ecke v € V(P;) mit

d(v,y1) > 6 < d(v,y2).

Da I o-hyperbolisch ist, existiert also ein w € V(P) U V(Ps) mit d(v,w) < 0.
Dies widerspricht der Voraussetzung d(v, w) = d¢ (v, w). O

Satz 5.1.10. Hyperbolische Gruppen sind endlich prisentiert.

Beweis. Sei G = (S | R) eine d-hyperbolische Gruppe, wobei S ein endliches
Erzeugendensystem ist. Sei I' der Cayley-Graph von G und S. Jeder Relator
entspricht einem geschlossenen Kantenzug in I'. Enthélt R einen Relator w mit
Lénge mehr als 46 +4, so entspricht dieser einem Kantenzug K = xgeq ... x, der
Linge mehr als 46 4 4. Nach Lemma [5.1.9] existieren Ecken z;, z; auf K, sodass
d(z,y) kleiner ist als die Langen von z;e;...x; und xje;...x;. Sei Yo fo ... Um
mit yo = x; und y,, = x; ein kiirzester Kantenzug zwischen x; und z;. Dann sind
Zi€;i . Tjfm—1... foyo und yofo... frm—1yYme;...; geschlossene Kantenziige,
die Wortern entsprechen, deren Konkatenation nach elementaren Reduktionen
genau w ist. Damit liegt w im Normalteiler, der von den beiden Wortern zu
diesen kiirzeren Kantenziigen erzeugt wird. Induktiv folgt, dass R als NOrmal-
teiler von Wortern der Lange hochstens 49 + 4 erzeugt wird. Da es nur endliche
viele solcher Worter iiber S U S~ gibt, folgt die Behauptung. O

5.2 Untergruppen hyperbolischer Gruppen
Wir wollen zeigen, dass unendliche hyperbolische Gruppen immer Elemente un-

endlicher Ordnung enthalten. Dafiir miissen wir allerdings noch etwas Vorarbeit
leisten.

2bzw. nach yi, falls i = 3
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Definition. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe, S ein endliches Erzeugenden-
system von G und g € G. Der Konus von g beziiglich S ist die Menge

Cones(g) :=={h € G | ds(1,gh) > ds(1,9) +ds(1,h)}.

Beispiel 5.2.1. Sei F eine freie Gruppe vom Rang n € N mit freiem Erzeugen-
densystem S. Dann hat F' genau 2 - |S| + 1 viele Konen: neben Coneg(l) = F
noch Coneg(s) = {s1...8, | s; € SUS™!, 51 # s7'} fiir jedes s € SU S

Offensichtlich sind diese Konen verschieden (in Cones(s) ist s~1 als eindeu-
tiges Element aus S U S~! nicht enthalten) und fiir jedes Wort sy ...s,, iiber
SUS mit n > 2 gilt Coneg(sy...s,) = Cones(sy,).

Definition. Eine Gruppe heifit Torsionsgruppe, falls jedes ihrer Elemente ein
Torsionselement ist.

Proposition 5.2.2. Sei G eine endlich erzeugte unendliche Gruppe, die nur
endlich viele Konen beziiglich eines endlichen Erzeugensystems S hat. Dann ist
G keine Torsionsgruppe.

Beweis. Wir setzen
= [{Cones(g) | g € G}|.

Die Endlichkeit von S impliziert, dass der Cayley-Graph I" von G und S lokal-
endlich ist. Somit folgt aus der Unendlichkeit von G die Existenz eines g € G
mit d(1,g) > k. Sei 1 = go, g1,...,9m = g ein kiirzester Weg in T von 1 zu g.
Wegen m > k existieren auf diesem Weg zwei Ecken g; # g; mit ¢ < j, die den
gleichen Konus haben. Wir behaupten, dass h := g; 1gj unendliche Ordnung
hat. Dazu werden wir per Induktion zeigen, dass

ds(1,g;h") > ds(1,9;) +n-ds(1,h)

fiir alle n € N gilt. Die Proposition folgt direkt aus dieser Aussage, weil die
Elemente g;h™ fiir alle n € N somit verschieden sein miissen.

Fiir n = 1 folgt die Behauptung direkt aus der Wahl von k. Sei also n € N
so, dass die Aussage fiir n gilt. Dann folgt dg(1,h"™) =n - dg(1,h) wegen

ds(1,9:) +ds(1,h") > ds(1,g;h")
> dS(lvgi) +n- dS(lv h)
Z dS(ng) +dS(13hn)

Auflerdem gilt h™ € Conegs(g;) = Cones(g;h). Es folgt

ds(1,g:h" ) = ds(1, g;hh™)
>ds(1,g:h) +ds(1,h™)
st(l gl)-i-ds(l h)+n ds(l h)
=ds(1,9:) + (n+1) -ds(1,h),

was die Induktion zeigt. O
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Proposition 5.2.3. Sei G eine hyperbolische Gruppe mit endlichem Erzeugen-
densystem S. Dann hat G beziiglich S nur endlich viele verschiedene Konen.

Beweis. Fiir g € G und r € N definieren wir die Menge
PP(g) = {h € B7S(1) | ds(1,gh) < ds(1,9)}.

Sei I' der Cayley-Graph von G und S. Nach Voraussetzung existiert ein
0 € R>g, sodass I' 6-hyperbolisch ist. Setze r := 26 + 1.

Wenn wir zeigen, dass die Menge P (g) eines Gruppenelements g € G bereits
seinen Konus bestimmt, so folgt aus der Tatsache, dass jedes P (g) Teilmenge
der endlichen Menge BS5(1) ist, dass es nur endlich viele Konen geben kann.
Also wollen wir jetzt zeigen, dass fiir alle g,¢’ € G aus P?(g) = P(g’) bereits
Coneg(g) = Coneg(g') folgt.

Seien also g, ¢’ € G mit P?(g) = P?(¢’) und h € Coneg(g). Per Induktion
iiber dg(1, h) zeigen wir h € Coneg(g’).

Ist ds(1,h) = 0, so gilt A = 1 und offenbar gilt h € Coneg(g’). Ist ds(1,h) =1,
so impliziert h € Coneg(g) zusammen mit den Definitionen eines Konus und von
P3(g), dass h nicht in P (g) = P2(g') liegt, und folglich muss es in Cones(g’)
liegen.

Sei nun dg(1,h) > 1. Dann existiert s € SUS™ und // € G mit h = h's
und dg(1,h’) = ds(1,h) — 1. Da h € Coneg(g) gilt, gilt auch b’ € Cones(g)
und nach Induktion A’ € Coneg(g’).

Wir nehmen an, dass h ¢ Coneg(g’) gilt. Dann gilt also

dS(L.glh) < dS(lag/) + dS(L h)

Seien s1,...,8, € SUS™! mit s;...8, = ¢’h und n = dg(1,g'h). Sei ky =
51...544(1,) und kg := ki 'g'h. Dann gilt

dS(Lglh) = dS(lakl) + dS(]-akQ) und
ds(lakl) = ds(lvg/)

und aus die Annahme an h (ndmlich h ¢ Coneg(g’)) folgt
ds(1 k) < ds(1,h) — 1.
Wir betrachten das Element h” := ¢’ ~'k;. Es gilt

ds(1,h") = ds(1,¢9' " k1)
=ds(¢', k1)
<2+1
<r,

wobei die vorletzte Ungleichung dhnlich wie eine Ubungsaufgabe gefolgert wird:
die s1...s, definieren einen geoditischen Weg und ein weiterer wird durch g’
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und h definiert. Deren Endecken haben Abstand 1 und wir kénnen eine Argu-
mentation wie in der Ubung benutzen, um dg(g’, k1) < 26 + 1 zu folgern. Somit
liegt A" in BS9(1).
Auflerdem gilt
dS(17 glh//) = dS(la kl) = dS(la g/)

und deswegen folgt h”” € P2 (g') = P?(g). Es folgt wegen h € Coneg(g):

ds(1,9) +ds(1,h) < dg(1,gh)
=ds(1,99' "g'h)
=ds(1,99 11311f2)
<ds(1,gh") +ds(1, ko)
(

<ds(1,9) +ds(1,h) — 1.

Dieser Widerspruch beweist die Induktion und damit wie bereits besprochen die
Proposition. O

Es folgt direkt aus Propositionen [5.2.2] und [5.2.3}
Satz 5.2.4. Unendliche hyperbolische Gruppen sind keine Torsionsgruppen. [

Unser nichstes Ziel ist einzusehen, dass keine hyperbolische Gruppe Z? als
Untergruppe enthélt. Dazu zeigen wir zunéchst, dass jede unendliche zyklische
Untergruppe ein quasi-isometrisches Bild von Z in der hyperbolischen Gruppe
ist.

Proposition 5.2.5. Sei g ein Element unendlicher Ordnung in einer hyperbo-
lischen Gruppe G. Dann ist die Funktion

V:Z =G, z—¢°
eine quasi-isometrische Finbettung.

Beweis. Sei S ein endliches Erzeugendensystem von der hyperbolischen Grup-
pe G und sei I' der Cayley-Graph von G und S. Sei § > 0, sodass der Graph
d-hyperbolisch ist, und sei n := [{g € G | ds(1,9) < 46 + 1}|. Hier bezeichne
ein Mittelpunkt eines Weges eine (von den héchstens zwei) mittleren Ecken.
Unser erstes groBeres Ziel wird sein, dg(1,¢™") > r fiir alle r € N zu zeigen.
Dafiir sei 7 € N mit » > 0 und k& € N mit

ds(1,g") > 8r + 46 4 1.

Sei P ein geodétischer 1-g*-Weg, x ein Mittelpunkt von P und P, ein Teilweg
von P der Lénge 2r, sodass x ein Mittelpunkt von P, ist. Zunéchst zeigen wir
die folgende Behauptung:

Behauptung 1. Sind u € B,.(1) und v € B,.(g"*), so gilt ds(y, P;) < 45 + 1 fiir
jeden Mittelpunkt y eines geoditischen u—v-Weges P’.
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Beweis von Behauptung , Sei P” ein geoditischer 1-v-Weg. Es gilt
|ds(1vgk) - ds(].,’l))| <r

und
|ds(1,gk) —dg(u,v)| < 2r.

Somit muss der Mittelpunkt y von P’ mehr als § von B,(1) und B,(g*)
entfernt sein und, weil T' 0-hyperbolisch ist, existiert eine Ecke z auf P”
mit dg(y,z) < ¢. Da sich die Lingen von P’ und P” um héchstens r
unterscheiden, gilt dg(y, 2’) < [r/2] + 8, wobei 2’ ein Mittelpunkt von P”

ist. Analog finden wir eine Ecke x’ auf P, die Abstand héchstens § zu 2
hat und sodass

d(z,2) <2([r/2]4+0) <r+25+1

gilt. Es folgt die Behauptung. O

Wegen n = |Bys1+1(1)|, haben hochstens 2nr viele verschiedene Ecken Ab-

stand 45 +1 oder weniger zu P,. Da alle g° verschieden sind und G frei auf I ope-
riert, sind auch die Bilder von z unter den g° verschieden. Es kénnen héchstens
2nr von diesen Bildern Abstand hochstens 46 + 1 von P, haben. Deswegen und
wegen dg(1,g') = ds(1,97%) muss es ein f(r) < nr mit 0 < f(r) geben, sodass
g’ ¢ B.(1) und g"*/ (") ¢ B, (g*) gelten.

Behauptung 2. Es gilt dg(1,¢"") > R fiir alle R € N mit R > 0.

Beweis von Behauptung 2l Wir nehmen an, dass die Behauptung falsch
sei. Es existiert also ein R € N mit dg(1,¢"") < R. Fiir jedes m € N
mit m > nR seien Ny, 7 € N mit m = n,,nR + rp,, und 0 < r,,, < nR.
Da n,, beliebig grofl werden kann, es aber nur endlich viele Werte fiir r,,
gibt, existiert fiir jedes € > 0 ein ¢. mit n,e > dg(1,¢™) fiir alle m mit
Nm > @e. Sei nun m derart, dass n,, > ¢. gilt, wobei € := R — dg(1, g"?)
sei. Es folgt

ds(1,9™) < ds(1,g" ") +ds(1,9"™)
< npds(1, g"%) +ds(1,g™™)
<npm(R—¢)+ds(l,9™)
< nn,R.

Sei M € N, sodass f(M) > nRund ngy > g.. Dann gelten f(M) <nM
und dg (1, g/™)) > M nach der Wahl von f(M). Es folgt nach der vorigen
Rechnung:

ds(1,9") < npnR < f(M)/n < M.
Dies widerspricht der Wahl von f(M) und zeigt die Behauptung. O
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Jetzt kénnen wir zeigen, dass 1) eine quasi-isometrische Einbettung ist. Seien
daftr 4,7, m,r;; € Z mit 0 < m < n und |t — j| = nry; +m und sei K € R>q
mit d(1,¢™) < K fiir alle 0 < m’ < n. Dann gilt

1
ﬁ'i_‘ﬂ —(n+K)<ry+m-—(m+K)
= Tij - K
< ds(1,g") — K
< ds(1,g"*")
= ds(1,9"7)
und
ds(1,91"771) = ds(1,g"+™)
< dS(LgnTu) + d5<1agm)
< n{ride(]-?g) + mdS’(lvg)
< ds(1,g)(nri; +m)
=ds(1,9)li —jl.
Wenn die Konstanten fiir die potentielle quasi-isometrische Einbettung als v :=

max{n,ds(1,9)} und ¢ := n + K gewihlt werden, zeigt dies die behauptete
Aussage. O

Wir werden nun die Zentralisatoren der Elemente unendlicher Ordnung in
hyperbolischen Gruppen untersuchen.

Definition. Sei GG eine Gruppe und g € G. Der Zentralisator von g ist die
Untergruppe
Ca(9) = {h € G | hg = gh}[]

Satz 5.2.6. Sei G eine unendliche hyperbolische Gruppe und g € G ein Element
unendlicher Ordnung. Dann gilt

[Ca(g) : (g)] € N.

Beweis. Sei S ein endliches Erzeugendensystem von G und sei § € R, sodass
der Cayley-Graph I' von G und S §-hyperbolisch ist. Nach Proposition [5.2.5
existieren v € R>; und ¢ € R>, sodass

7Z— G, z+— g*

eine (7, c)-quasi-isometrische Einbettung ist. Sei h € Cg(g). Da die Ordnung
von g unendlich ist, existiert ein m € N mit

ds(1,¢™) > 2dg(1,h) + 46 + 2.

Wir wihlen geoditische Wege

3Es ist leicht einzusehen, dass der Zentralisator wirklich eine Untergruppe ist.
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e P zwischen 1 und ¢,

e P, zwischen ¢™ und hg™,
e P3 zwischen hg™ und h,
e P, zwischen h und 1 und
e Ps zwischen 1 und hg™.

Sei z ein Mittelpunkt von P;. Dann existiert eine Ecke y auf Ps mit Abstand
hochstens § zu x, da nach der Wahl der Linge von P; jede Ecke auf P, weiter
als 0 von x entfernt ist. Analog finden wir eine Ecke z auf P mit ds(y, z) < 0.
Es gilt also dg(z, z) < 24.

Sei k die Konstante aus Proposition [5.1.4(2). Dann existieren also i,j €
{0,...,m} mit dg(z,¢") < k und dg(z, hg’) < k. Es folgt

ds(l,hgj_i) =ds(g',hg’) < 2K+ 26

und damit enthilt die Nebenklasse h(g) eine Ecke aus dem Ball B, 25(1).
Da dies fiir alle Nebenklassen von (g) gilt und der Ball endlich ist, folgt die
Behauptung. O

Korollar 5.2.7. Keine hyperbolische Gruppe hat Z? als Untergruppe. O

Im Allgemeinen trifft es aber nicht zu, dass eine Gruppe, nur weil sie nicht
hyperbolisch ist, keine Untergruppe einer hyperbolischen Gruppe sein kann. So
gilt:

Satz 5.2.8 (Rips). Fs existiert eine hyperbolische Gruppe, die eine nicht-hyper-
bolische endlich erzeugte Untergruppe hat.

Und es gilt sogar:

Satz 5.2.9 (Brady). Es existiert eine hyperbolische Gruppe, die eine nicht-
hyperbolische endlich prdsentierte Untergruppe hat.

Die Beweise fiir diese Aussagen lassen wir weg.

5.3 Hyperbolischer Rand

Definition. Sei I' ein hyperbolischer Graph. Ein (Doppel-)Strahl R heifit geo-
datisch, falls

dR(xa y) = d(xa y)
fiir alle z,y € V(R) gilt. Er heilt quasi-geodétisch, falls es Konstanten v €
R>; und c € Rxq gibt, sodass fiir je zwei Ecken z,y auf R gilt:

dr(z,y) < vd(z,y) +ec.

Zwei quasi-geoditische Strahlen R;, R, heiflen dquivalent, falls es eine Kon-
stante m gibt, sodass fiir alle ¢ # j € {1,2} der Strahl R; unendlich viele Ecken
vom Abstand héchstens m zu R; hat.
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Lemma 5.3.1. Sei " ein d-hyperbolischer Graph. Sind Ry und Ry zwei dquiva-
lente quasi-geoditische Strahlen, so existiert ein m € N mit d(x, R;) < m fir
alle x € V(R;) mit i # j € {1,2}.

Beweis. Seien R; und Ry zwei (7, ¢)-quasi-geoditische Strahlen. Sei m die Kon-
stante aus der Aquivalenz der beiden Strahlen R; und Ry. Seien x1, x5 € V(R;)
und yi,y2 € V(R2) mit d(z;,y;) < m und sei P; ein kiirzester x;—y;-Weg fiir alle
1 € {1,2}. Dann ist Q := z1Pyy1 Roya Paxo ein (7, ¢ + 2m)-quasi-geoditischer
Weg und es existiert nach Proposition eine Konstante x, die nur von ~,
c und m abhéngt, sodass x1 Rjxs vollstindig in einer k-Umgebung von @ liegt
und umgekehrt. Da die x; beliebig waren, folgt die Behauptung. O

Lemma 5.3.2. Sei T’ ein hyperbolischer Graph. Aquivalenz quasi-geoditischer
Strahlen in T ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Dies ist eine direkte Folgerung aus Lemma [5.3.1 O

Bemerkung 5.3.3. Gemi Lemma und Proposition ist die Defi-
nition von der Aquivalenz quasi-geodétischer Strahlen invariant unter Quasi-
Isometrien.

Lemma und Bemerkung bringen uns zu folgender Definition:

Definition. Sei I' ein hyperbolischer Graph und G eine hyperbolische Gruppe.
Der hyperbolische Rand 9, (I") von I ist die Menge der Aquivalenzklassen der
Aquivalenzrelation auf den quasi-geoditischen Strahlen. Der hyperbolische
Rand von G ist der hyperbolische Rand eines lokal-endlichen Cayley-Graphens
von G.

Wir erhalten direkt das folgende Ergebnis.

Proposition 5.3.4. Die Kardinalitit des hyperbolischen Randes hyperbolischer
Gruppen st eine Quasi-Isometrie-Invariante. O

Beispiel 5.3.5. (1) Die Gruppe Z hat genau zwei hyperbolische Randpunkte.
(2) Ist F eine freie Gruppe von endlichem Rang, so gilt |0, (F)| = e(G).
Bemerkung 5.3.6. Sei I' ein lokal-endlicher §-hyperbolischer Graph.

(1) Ahnlich wie wir in einer Ubungsaufgabe gezeigt haben, dass in jedem Ende
ein geodatischer Strahl liegt, konnen wir zeigen, dass in jedem hyperboli-
schen Randpunkt ein geodétischer Strahl R liegt und sogar dass in jeder
Ecke des Graphens ein geodiitischer Strahl startet, der schliefilich mit R
iibereinstimmt.

(2) Seien Ry = zpz1... und Ry = yoy1 ... zwel geodiitische Strahlen, die in
der gleichen Ecke x¢ = yo starten, aber nicht #quivalent (bzgl. quasi-geodé-
tischer Strahlen) sind. Sei 7; der durch R; definierte hyperbolische Rand-
punkt. Dann existiert ein r € N mit d(z,., y,) > 2§ und es gilt d(x,., R2) > 4.
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WEeil geoditische Dreiecke d-diinn sind, existiert fiir jedes geodétische Drei-
eck mit den Ecken xq,x;,y; mit ¢ > r eine Ecke des geodétischen x;—y;-
Weges in Bs(z,). Da es nur endlich viele solche Ecken in Bs(x,) gibt, liegt
eine davon, nennen wir sie z, auf solchen z;—y;-Wegen fiir unendlich vie-
le i > r. Damit finden wir (dhnlich wie in einer Ubungsaufgabe) einen
geodétischen Doppelstrahl, der einen Teilstrahl in 7; und einen in 7y hat.

(3) Seien nun R, Ro zwei geodiitische Doppelstrahlen, sodass die durch R
definierten hyperbolischen Randpunkteﬂ die gleichen sind, wie die durch
Ry definierten. Dann existiert also eine Konstante m, sodass R; ganz in
By, (Rs) liegt und umgekehrt. Wihlen wir Ecken x1, z2 auf Ry vom Abstand
mindestens 2m + 2§ in ' und Ecken y,ys auf Ry mit d(x;,y;) < m, so
konnen wir die Definition d-diinner geodétischer Dreiecke anwenden, um
einzusehen, dass zu jeder Ecke x von xz1R;xs, die mehr als m + 2§ von
jedem z; entfernt ist, eine Ecke y auf y; Roys mit d(x,y) < 20 existiert.
Somit kénnen wir m = 26 wahlen.

(4) Seien Ry, R zwei (v, ¢)-quasi-geodétische Doppelstrahlen, sodass die durch
R, definierten hyperbolischen Randpunkte die gleichen sind, wie die durch
Ry definierten. Dann existiert also eine Konstante m, sodass R; ganz in
B,,,(R2) liegt und umgekehrt. Wéhlen wir Ecken x1, 2o auf R; von Abstand
mindestens 2m + 2§ (in I') und y1,y2 auf Ry mit d(z;,y;) < m, so kénnen
wir Proposition und die Eigenschaft -diinner geodétischer Dreiecke
anwenden, um einzusehen, dass zu jeder Ecke z von x1R;xs, die mehr als
m+24 von jedem x; entfernt ist, eine Ecke y auf y; Roys mit d(z,y) < 2042k
existiert, wobei x die Konstante aus Proposition ist. Somit kénnen
wir m = 2k + 26 wiéhlen.

Satz 5.3.7. Sei G eine hyperbolische Gruppe. Dann gilt |0,(G)| € {0,2, c0}.

Beweis. Ist G endlich, so ist der hyperbolische Rand von G leer. Sei also G
unendlich. Dann enthélt G ein Element g unendlicher Ordnung nach Satz
Die quasi-isometrische Einbettung 14: Z — G, z +— ¢* (vgl. Proposition
definiert uns einen quasi-geodétischen Doppelstrahl ...x_j1x9xy ... geméifl Lem-
malb.1.5] Beachte, dass aus der Definition eines quasi-geodétischen Doppelstrah-
les folgt, dass die Strahlen xzgx; ... und xgx_1 ... nicht dquivalent sind. Also gilt
0n(G)] > 2.

Sei nun |9, (G)| > 3. Wir wollen zeigen, dass der hyperbolische Rand unend-
lich ist. Sei S ein endliches Erzeugendensystem von G und I' der Cayley-Graph
von G und S. Dieser sei d-hyperbolisch. Nehmen wir an, dass der hyperboli-
sche Rand endlich ist. Beachte, dass zu je zwei verschiedenen hyperbolischen
Randpunkten ein geodatischer Doppelstrahl existiert, der diese Randpunkte de-
finiert (Bemerkung[5.3.6](2)). Da geodétische Dreiecke é-diinn sind, und wegen
Bemerkung 5.3.6@ finden wir eine endliche Teilmenge B von V(I'), sodass
jeder geodétische Doppelstrahl zwischen je zwei hyperbolischen Randpunkten

4Das sollen die hyperbolischen Randpunkte sein, die einen Teilstrahl von R; enthalten.
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B trifft. Sei R ein geodétischer Doppelstrahl. Wegen |0, (G)| > 3 existiert ei-
ne Ecke x auf einem der anderen geodeétischen Doppelstrahlen, die mehr als
2diam(B) + 20 von R entfernt ist. Da G transitiv auf I' operiert, existiert ein
g € G mit z € gB. Dann vermeidet gB aber den geodétischen Doppelstrahl
R, was der Wahl von B widerspricht: der hyperbolische Rand ist G-invariant
und damit muss auch gB jeden geoditischen Doppelstrahl treffen. Dieser Wi-
derspruch zeigt die Behauptung. O

Satz 5.3.8. Sei G eine hyperbolische Gruppe.
(1) Ist |On(G)| =2, so ist G virtuell Z.
(2) Ist |On(G)| = o0, so hat G eine freie Untergruppe vom Rang 2.

Beweis. Sei G eine unendliche hyperbolische Gruppe mit endlichem Erzeugen-
densystem S. Fiir Aussage sel |0n(G)| = 2. Dann existiert ein geodétischer
Doppelstrahl R zwischen den beiden hyperbolischen Randpunkten von G nach
Bemerkung und wegen Aussage dieser Bemerkung liegt jeder geodé-
tische Doppelstrahl (der ja zwangsldufig zwischen den gleichen Randpunkten
verlaufen muss) innerhalb Bos(R). Dann kann es wegen der Transitivitéit von T’
keine Ecke geben, die grofieren Abstand zu R hat. Somit gilt e(G) = 2 und die
Aussage folgt mit Satz [3.4.6]

Fiir den Beweis von setzen wir |0p(G)| = oo voraus. Nach Satz
existiert ein g € G unendlicher Ordnung. Wir betrachten die quasi-isometrische
Einbettung von (g) in G gemif Proposition Diese induziert nach Lem-
ma einen (7, ¢)-quasi-geodétischen Doppelstrahl R, und nach Bemerkung
gibt es einen geoditischen Doppelstrahl R, der die gleichen Randpunk-
te definiert. Beachte, dass diese hyperbolischen Randpunkte g-invariant sind.
Sei g™ der hyperbolische Randpunkt, der durch den Teilstrahl von R definiert
wird, der nah bei den ¢° mit i € N liegt und sei g~ zweite durch R definierte
hyperbolische Randpunkt.

Sei f € G, sodass d(f,R) > 2§ gilt. Dann hat h := g/ ebenfalls unendli-
che Ordnung und f~!R ist ein geoditischer Doppelstrahl und f~'R ein (v, c)-
quasi-geoditischer. Wir setzen h™ := f gt und h~ = f’lg’ Dann existiert
zwischen je zwei Randpunkten aus

Y :={g",g7,h",h}

ein geodétischer Doppelstrahl. Nach der Wahl von f gilt |Y'| > 3, da nicht alle
geoditischen Strahlen in f~!R nach Bemerkung dquivalent zu R sein
kénnen. Nehmen wir an, dass |Y| = 3 gilt. Dann existieren 41,42, j1,Jj2 € Z,
sodass d(g*,h’*) < m mit £ € {1,2} und m wie in der Definition #quivalenter
quasi-geoditischer Strahlen gilt und sodass d(g®, g*2) und d(h7t, h72) beliebig
groB ist. Es folgt

d(gi1+k|i1*i2|’ hj1+k|j17j2\) <m

5Dies sei die kanonische Fortsetzung des Automorphismus f von T' auf 9, (T): Bilder
dquivalenter quasi-geoditischer Strahlen sind wieder dquivalent und deswegen kénnen wir
jeden Automorphismus auf den Rand von T" fortsetzen.
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fiir alle k € Z. Aber dann gilt |Y| = 2, was wir bereits ausgeschlossen haben.

Wir finden nach Bemerkung [5.3.6] und weil geoditische Dreiecke d-diinn
sind, eine Konstante K, sodass Bk(1) alle (v, c¢)-quasi-geoditischen Doppel-
strahlen zwischen Elementen aus Y trifft und von jedem weiteren hyperbolischen
Randpunkt zu hochstens einem Element aus Y geodétische Doppelstrahlen nicht
getroffen werden. Sei B := Bai (1). Wir definieren:

Ay == {n € 0,,(G) | 3 geod. Doppelstrahl von  zu g* in T \ B},

By :={n € 0,(GQ) | 3 geod. Doppelstrahl von 1 zu h™ in I \ B},

(@)

As :={n € Ox(G) | 3 geod. Doppelstrahl von n zu ¢~ in ' \ B},
(@)

By :={n € On(G) | 3 geod. Doppelstrahl von 1 zu A~ in I" \ B}.

Sei nun n € N mit
d(B,¢"B) > diam(B) + 20 < d(B,h"B)

und sei n € 9p(T') \ Az. Sei @ ein geoditischer Doppelstrahl zwischen g¢"n
und g". Falls dieser B trifft, so ist er dort bereits diam(B) nah an R und dann
muss er auf dem Weg nach g% noch ¢g"B treffen (sagen wir in der Ecke z).
Andererseits lauft jeder geodétische Doppelstrahl P von g~ nach g™n durch B
und anschliefend durch g™ B. Da geoditische Dreiecke d-diinn sind, existiert
eine Ecke y auf @) zwischen ¢g"n und B, die 2§ dicht an PN g¢" B liegt. Dann gilt
aber

d(z,y) <26 +diam(B) < d(B,¢"B) < d(y,B) + d(B,x) < d(z,y).

Dieser Widerspruch zeigt @ N B = () und damit ¢g"n € A;. Analog folgen die
weiteren Inklusionsbedingungen, um das Ping-Pong-Lemma (Lemma|2.1.12)) an-
wenden zu kénnen. Damit folgt, dass g™ und h™ eine freie Gruppe frei erzeu-
gen. O

Zusammen mit Korollar [3.5.12] schlieSen wir aus Satz £.3.8

Korollar 5.3.9. Ist eine hyperbolische Gruppe weder endlich noch virtuell Z,
so hat sie exponentielles Wachstum. ]

5.4 Quasi-konvexe Untergruppen

Definition. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe und sei H eine Untergruppe
von G. Sei I ein lokal-endlicher Cayley-Graph von G und einem endlichen Erzeu-
gendensystem S. Sei k > 0. Dann ist H k-quasi-konvez, wenn jeder geodétische
Weg in I' mit Endecken in H in der K-Nachbarschaft von H liegt. Sie ist quasi-
konvezx, wenn sie (-quasi-konvex fiir ein £ > 0 ist.

Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass quasi-konvexe Untergruppen hyperbolischer
Gruppen wieder hyperbolisch sind.
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Lemma 5.4.1. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe und sei H eine quasi-
konveze Untergruppe von G. Dann ist H endlich erzeugt und die kanonische
Abbildung H — G ist eine quasi-isometrische Einbettung.

Beweis. Sei I ein lokal-endlicher Cayley-Graph und sei k > 0, sodass H k-quasi-
konvex fiir diesen Cayley-Graphen ist. Sei S die Menge aller elemente von H,
die Abstand hochstens 2k 4+ 1 zu 1 in I' haben.

Sei P = xg...x, ein geoditischer Weg zwischen 1 und h € H in I'. Fiir
jedes x; existiert ein y; € H mit d(z;,y;) < k. Daher gilt d(y;, yiv1) < 2k + 1.
Wir nehmen an, dass yp = 1 und y, = h gelten. Dann ist yoy; ...y, ein Weg
im Cayley-Graphen von H und S, was zeigt, dass S tatséchlich ein Erzeugen-
densystem von H ist.

Nach Konstruktion gilt

1

[ < < .
ST 1d(a,b) < ds(a,b) < d(a,b)

Daher ist die kanonische Einbettung von H nach G eine quasi-isometrische Ein-
bettung. O

Lemma 5.4.2. Sei H eine endlich erzeugte Untergruppe einer hyperbolischen
Gruppe G. Genau dann ist H quasi-konvex, wenn die kanonische Finbettung
H — G eine quasi-isometrische Einbettung ist.

Beweis. Wenn H quasi-konvex in G ist, dann impliziert Lemma [5.4.1] dass die
canonische einbettung eine quasi-isometrische Einbettung ist. Fiir die andere
Richtung nehmen wir an, dass die kanonische Einbettung ¢: H — G eine quasi-
isometrische Einbettung ist. Sei P ein geodétischer Weg im Cayley-Graphen A
von H beziiglich eines endlichen Erzeugendensystems Sy von H. Dann defi-
niert sein ¢-Bild einen quasi-geoditischen Weg @ im Cayley-Graph I'" von G
und einem endlichen Erzeugendensystem Sg von G nach Lemma Somit
impliziert Proposition [5.1.4] die Existenz einer Konstante r, die nur von der
hyperbolischen Konstante und der Konstante fiir die Quasi-Isometrie abhingt,
sodass jeder Weg in I' mit den gleichen Anfangs- und Endecken wie @ in der
k-Nachbarschaft von @ liegt. Daher ist H quasi-konvex. O

Korollar 5.4.3. Jede quasi-konvexr Untergruppe einer hyperbolischen Gruppe
st hyperbolisch.

Beweis. Sei H eine quasi-konvexe Untergruppe einer hyperbolischen Gruppe G.
Dann ist H endlich erzeugt nach Lemma und die kanonische Einbet-
tung H — G ist eine quasi-isometrische Einbettung. Dann impliziert Propo-
sition dass H hyperbolisch ist. O

Proposition 5.4.4. Sei G entweder ein freies Produkt mit Amalgamation oder
eine HNN-FErweiterung von endlich erzeugten Gruppen tber endlichen Unter-
gruppen. Dann sind die Faktoren quasi-konvez in G.
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Beweis. Offenbar ist auch G endlich erzeugt. Zuerst sei G = A x¢ B, wobei C
endlich ist. Sei S ein endliches Erzeugendensystem von G, das aus genau den
Elementen eines endlichen Erzeugendensystems fiir A und eines fiir B besteht.
Sei I' der Cayley-Graph von G und S. Sei P ein gedétischer Weg in I', dessen
Endecken in A liegen. Sei £ die grofite Entfernung in T" zwischen Ecken aus C.
Jedes Mal, wenn P die Eckenmenge A durch eine Nebenklasse von C' verliisst,
muss es durch die gleiche Nebenklasse wieder nach A reinkommen. (Dies folgt
aus der Existenz von Normalformen.) Die letzte Ecke, bevor der Weg A verlisst
und die erste Eckebeim Wiedereintritt nach A haben also Abstand hochstens £.
Daher hat jede Ecke aus P hochstens den Abstand ¢/2 zu A.

Ein dhnliches Argument gilt in dem Fall einer HNN-Erweiterung. O

Jetzt werden wir einen Satz beweisen, der ein Analogon von Satz fiir
freie Gruppen von beliebigem endlichen Rang ist.

Satz 5.4.5. Genau dann ist eine endlich erzeugte Gruppe quasi-isometrisch
zu einer endlich erzeugten freien Gruppe, wenn sie eine endlich erzeugte freie
Gruppe als Untergruppe mit endlichem Index hat.

Beweis. Beachte, dass wir nach Satz annehmen diirfen, dass die involvier-
ten freien Gruppen Rang mindestens 2 haben. Die Riickrichtung folgt aus Korol-
lar[3:2:3] Also nehmen wir an, dass G eine endlich erzeugte Gruppe ist, die quasi-
isometrisch zu einer endlich erzeugte freien Gruppe ist. Da freie Gruppen vom
Rang mindestens 2 unendlich viele Enden haben, hat auch G unendlich viele En-
den und wir kénnen Satz anwenden. Freie Gruppen sind hyperbolisch und
damit ist G nach Korollar auch hyperbolisch. Weil hyperbolische Gruppen
endlich prisentiert sind (Satz , sind sie nach Satz erreichbar und wir
konnen G als freie Produkte mit Amalgamation und HNN-Erweiterungen iiber
endlichen Gruppen schreiben, sodass die Faktoren hochstens ein Ende haben
(Proposition ??), oder dquivalent als Fundamentalgruppe eines Graphen von
Gruppen mit endlichem Graphen, endlichen Kantengruppen und Eckengrup-
pen, die hochstens ein Ende haben. Nach Proposition5.4.4] sind die Faktoren
quasi-konvex in G und daher hyperbolisch nach Korollar

Beachte, dass die Enden von G mit seinen hyperbolischen Randpunkten im
wesentlichen iibereinstimmen: es gibt eine natiirliche Bijektion zwischen ihnen.
Daher hat jede Eckengruppe maximal einen hyperbolischen Randpunkt und so-
mit nach Satz[5.3.7 keinen. Also sind alle Eckengruppen endlich. Also betrachten
wir gerade einen endlichen Graphen von Gruppen mit endlichen Eckengrup-
pen (und endlichen Kantengruppen). Aus der Ubung wissen wir, dass dessen
Fundamentalgruppe eine freie Untergruppe von endlichem Index hat. Gemé&f
Korollar ist diese freie Gruppe endlich erzeugt. O
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