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Riickblick

Erinnerung

Wie waren wir von der Lagrangeschen Mechanik zur
Hamiltonschen Mechanik auf symplektischen oder
Poisson-Mannigfaltigkeiten gelangt 7
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Riickblick

Erinnerung

Wie waren wir von der Lagrangeschen Mechanik zur
Hamiltonschen Mechanik auf symplektischen oder
Poisson-Mannigfaltigkeiten gelangt 7

Lagrange |

Mechanische Systeme werden durch ihren Konfigurationsraum @
und eine Lagrange-Funktion L : TQ — R auf dem Zustandsraum
TQ modelliert.
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Uberblick Riickblick Wa edingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleic

Lagrange |l

m Die zeitliche Entwicklung der Konfiguration wird durch eine
Kurve g(t) im Konfigurationsraum @ modelliert, die das
Wirkungsfunktional /(q(-)) :== [ L(g(t))dt minimiert oder die
Euler-Lagrange Gleichung

doL_oL
dtog 0Oq

[Ost.
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Uberblick Riickblick ingungen Dirac-Strukturen

Lagrange |l

m Die zeitliche Entwicklung der Konfiguration wird durch eine
Kurve g(t) im Konfigurationsraum @ modelliert, die das
Wirkungsfunktional /(q(-)) :== [ L(g(t))dt minimiert oder die
Euler-Lagrange Gleichung

doL_oL
dtog 0Oq

[Ost.

m Ist @ Riemannsch und F = grad U ein Potentialfeld auf Q, so
sind die Newtonschen Gleichungen F = ma = mgq aquivalent
zu den Euler-Lagrange-Gleichungen mit

L(q) := |gl> = U(q).
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Uberblick Riickblick ingungen Dirac-Strukturen

(Hyper-)Regulire Lagrange-Funktionen

m Ist L reguldr, d.h. die geschlossene 2-Form (LL)*wr=( ist
nichtdegeneriert oder LL ist ein lokaler Diffeomorphismus, so
ist die Euler-Lagrange-Gleichung eine Gleichung zweiter
Ordnung auf Q und zur Hamiltonschen Gleichung § = Xg(§)
auf TQ bzgl. der symplektischen Form w; := (LL)*wT+¢g und
der Energie E(q) := LL(§)g — L(g) aquivalent.
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Uberblick Riickblick wang gunge Dirac-Strukturen

(Hyper-)Regulire Lagrange-Funktionen

m Ist L reguldr, d.h. die geschlossene 2-Form (LL)*wr=( ist
nichtdegeneriert oder LL ist ein lokaler Diffeomorphismus, so
ist die Euler-Lagrange-Gleichung eine Gleichung zweiter
Ordnung auf Q und zur Hamiltonschen Gleichung § = Xg(§)
auf TQ bzgl. der symplektischen Form w; := (LL)*wT+¢g und
der Energie E(q) := LL(§)g — L(g) aquivalent.

m Ist L hyperreguldr, d.h. LL ist ein globaler Diffeomorphismus,
so liegt sogar Aquivalenz zur Hamiltonschen Gleichung
p = Xu(p) auf T*Q bzgl. der iiblichen symplektischen Form
wT+q und der Energie H := E o (LL)~! vor.
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Uberblick Riickblick wang gunge Dirac-Strukturen

(Hyper-)Regulire Lagrange-Funktionen

m Ist L reguldr, d.h. die geschlossene 2-Form (LL)*wr=( ist
nichtdegeneriert oder LL ist ein lokaler Diffeomorphismus, so
ist die Euler-Lagrange-Gleichung eine Gleichung zweiter
Ordnung auf Q und zur Hamiltonschen Gleichung § = Xg(§)
auf TQ bzgl. der symplektischen Form w; := (LL)*wT+¢g und
der Energie E(q) := LL(§)g — L(g) aquivalent.

m Ist L hyperreguldr, d.h. LL ist ein globaler Diffeomorphismus,
so liegt sogar Aquivalenz zur Hamiltonschen Gleichung
p = Xu(p) auf T*Q bzgl. der iiblichen symplektischen Form
wT+q und der Energie H := E o (LL)~! vor.

m Man kann die symplektische Form als Abbildung
w: TM — TM~* auffassen, im stark nichtdegenerierten Fall ist
w ein Isomorphismus.
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Riickblick

m Mechanische Systeme werden durch eine symplektische
Mannigfaltigkeit (M, w) als Zustandsraum und eine
Hamilton-Funktion H : M — R modelliert.
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Riickblick

m Mechanische Systeme werden durch eine symplektische
Mannigfaltigkeit (M, w) als Zustandsraum und eine
Hamilton-Funktion H : M — R modelliert.

m Die zeitliche Entwicklung mechanischer Systeme wird durch
den symplektischen FluB zum durch w(Xy, -) = dH definierten
Hamiltonschen Vektorfeld Xy modelliert.
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Uberblick Riickblick 7 ingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsct

Poisson

m Zu einer symplektischen Form w definiere die
Poisson-Klammer {F, G} := w(Xg, X¢), dann Uibersetzen sich
Schiefsymmetrie und Geschlossenheit von w zu
Schiefsymmetrie und Jacobi-Identitat fiir {-,-}.
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Uberblick Riickblick Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsche Glei

Poisson

m Zu einer symplektischen Form w definiere die
Poisson-Klammer {F, G} := w(Xg, X¢), dann Uibersetzen sich
Schiefsymmetrie und Geschlossenheit von w zu
Schiefsymmetrie und Jacobi-Identitat fiir {-,-}.

m Mechanische Systeme werden durch ihren Zustandsraum, eine
Poisson-Mannigfaltigkeiten (M, {-,-}), und eine
Hamilton-Funktion H : M — R auf M modelliert.
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Uberblick Riickblick Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleic

Poisson

m Zu einer symplektischen Form w definiere die
Poisson-Klammer {F, G} := w(Xg, X¢), dann Uibersetzen sich
Schiefsymmetrie und Geschlossenheit von w zu
Schiefsymmetrie und Jacobi-Identitat fiir {-,-}.

m Mechanische Systeme werden durch ihren Zustandsraum, eine
Poisson-Mannigfaltigkeiten (M, {-,-}), und eine
Hamilton-Funktion H : M — R auf M modelliert.

m Die zeitliche Entwicklung mechanischer Systeme wird durch
den symplektischen FluB zum durch Xy(F) = {F,H}
definierten Hamiltonschen Vektorfeld Xy modelliert.

Jochen Merker
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Riickblick

Poisson-Tensor und Symplektische Stratifizierung

Es gibt einen antisymmetrischen und der Jacobi-ldentitat
geniigenden 2-Tensor B : T*M x T*M — R mit

{F,G} = B(dF,dG). Ist B als Abbildung T*M — T**M = TM
ein Isomorphismus, so ist M symplektisch mit B als Inverser zu w,
i.a. hat man aber nur eine symplektische Blatterung von M in
symplektische und injektiv immersierte Untermannigfaltigkeiten.
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Uberblic Riickblick Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleict

Poisson-Tensor und Symplektische Stratifizierung

Es gibt einen antisymmetrischen und der Jacobi-ldentitat
geniigenden 2-Tensor B : T*M x T*M — R mit

{F,G} = B(dF,dG). Ist B als Abbildung T*M — T**M = TM
ein Isomorphismus, so ist M symplektisch mit B als Inverser zu w,
i.a. hat man aber nur eine symplektische Blatterung von M in
symplektische und injektiv immersierte Untermannigfaltigkeiten.

Bemerke

Durch den Ubergang von symplektischen zu
Poisson-Mannigfaltigkeiten hat man im Prinzip darauf verzichtet,
daB w iiberall auf TM definiert ist.
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Riickblick

m Kann man auch noch auf die Nichtdegeneriertheit von w
verzichten 7
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m Kann man auch noch auf die Nichtdegeneriertheit von w
verzichten 7

m Beispielsweise: Kann man die Hamiltonsche Mechanik auch
auf den Fall nichtregularer Lagrange-Funktionen
verallgemeinern, wo ja w; degeneriert war ?
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Riickblick

m Kann man auch noch auf die Nichtdegeneriertheit von w
verzichten 7

m Beispielsweise: Kann man die Hamiltonsche Mechanik auch
auf den Fall nichtregularer Lagrange-Funktionen
verallgemeinern, wo ja w; degeneriert war ?

m Nocheinmal mit anderen Worten: Kann man die Hamiltonsche
Mechanik auch auf den Fall nichtholonomer
Zwangsbedingungen verallgemeinern ? (Die Begriindung, daB
solche Zwangsbedingungen gerade bei Degeneriertheit
vorliegen, folgt sofort.)
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Riickblick

m Kann man auch noch auf die Nichtdegeneriertheit von w
verzichten 7

m Beispielsweise: Kann man die Hamiltonsche Mechanik auch
auf den Fall nichtregularer Lagrange-Funktionen
verallgemeinern, wo ja w; degeneriert war ?

m Nocheinmal mit anderen Worten: Kann man die Hamiltonsche
Mechanik auch auf den Fall nichtholonomer
Zwangsbedingungen verallgemeinern ? (Die Begriindung, daB
solche Zwangsbedingungen gerade bei Degeneriertheit
vorliegen, folgt sofort.)

Ja, mittels Dirac-Mannigfaltigkeiten als Zustandsraumen kann man
Mechanik auch bei degeneriertem w formulieren.

Jochen Merker
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Zwangsbedingungen

Definition

Ist L eine Lagrange-Funktion auf dem Konfigurationsraum @ und
R eine Untermannigfaltigkeit von Q, so spricht man von
holonomen Zwangsbedingungen, wenn man das mechanische
System zwingt, nur Zustdnde in R anzunehmen.
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Uberblic Riickblick Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleic

Bewegung in einem Potentialfeld unter holonomen
Zwangsbedingugen:

m Sei L: TQ — R eine reguldre Lagrange-Funktion auf einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit @ von der Form kinetische
Energie + potentielle Energie: L(g) = 3|4[|> — U(q).

Jochen Merker
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Uberblick Riickblick Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleic

Bewegung in einem Potentialfeld unter holonomen
Zwangsbedingugen:

m Sei L: TQ — R eine reguldre Lagrange-Funktion auf einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit @ von der Form kinetische
Energie + potentielle Energie: L(g) = 3|4[|> — U(q).

m Betrachte eine Untermannigfaltigkeit R C @ und die darauf
eingeschrankte Lagrangefunktion, so ist
Xe, = Sr(R) — ver(grad UR) das zugehdrige Hamiltonsche
Vektorfeld auf TQ mit dem Spray Sg bzgl. der auf R
induzierten Riemannschen Metrik, der Einschrankung Ugr des
Potentials auf R und dem vertikalen Lift ver.

Jochen Merker
Dirac-Mannigfaltigkeiten



Uberblic iickblic Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsc

m Konkreter gelten mit der orthogonalen Projektion
P: TQ — TR die Gleichungen grad Ugr = P o grad U und
Sr=TPoS.
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Uberblic Riickblick Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen

m Konkreter gelten mit der orthogonalen Projektion
P: TQ — TR die Gleichungen grad Ugr = P o grad U und
Sk =TPoS.

m Noch konkreter ist (S — Sg)(v) = ver(Z(v)) mit dem Vektor
Z(v) = P(V,v) — V,v (damit diese Gleichung Sinn macht,
muB man den Vektor v € TR zu einem Vektorfeld auf @
erweitern, daB zu R tangential ist).
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Uberblick Riickblick Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen

m Konkreter gelten mit der orthogonalen Projektion
P: TQ — TR die Gleichungen grad Ugr = P o grad U und
SR =TPoS.

m Noch konkreter ist (S — Sg)(v) = ver(Z(v)) mit dem Vektor
Z(v) = P(V,v) — V,v (damit diese Gleichung Sinn macht,
muB man den Vektor v € TR zu einem Vektorfeld auf @
erweitern, daB zu R tangential ist).

m Es gilt also Xg, = S — ver(P ograd U — Z), d.h. durch die
Einschrankung der méglichen Konfigurationen von @ auf R
entsteht eine Zwangskraft Z, die auf das mechanische System
wirkt.

Jochen Merker
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Zwangsbedingungen

Definition

Allgemeiner spricht man von holonomen Zwangsbedingungen,
wenn man ein mechanisches System mit einer symplektischen
Mannigfaltigkeit M als Zustandsraum dazu zwingt, nur Zustande
in einer symplektischen Untermannigfaltigkeit N anzunehmen, d.h.
mit der inklusion ¢ : N — M ist wy = t*wps nichtdegeneriert und
somit symplektisch.

Jochen Merker
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Uberblic Riickblicl Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleic

Definition

Allgemeiner spricht man von holonomen Zwangsbedingungen,
wenn man ein mechanisches System mit einer symplektischen
Mannigfaltigkeit M als Zustandsraum dazu zwingt, nur Zustande
in einer symplektischen Untermannigfaltigkeit N anzunehmen, d.h.
mit der inklusion ¢ : N — M ist wy = t*wps nichtdegeneriert und
somit symplektisch.

Example

Ist R C @ und L reguliare Lagrangefunktion, so ist
TR C (TQ,w|.) symplektische Untermannigfaltigkeit.

Jochen Merker
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Zwangsbedingungen

Definition

Zwingt man ein mechanisches System, nur Zustande in einer
nichtsymplektischen Untermannigfaltigkeit N C M anzunehmen, so
spricht man von nichtholonomen Zwangsbedingungen. Dann ist
also wy = t*wyy degeneriert, man bendtigt also wieder die
Dirac-Strukturen.

Jochen Merker
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Dirac-Strukturen

Eine Dirac-Struktur auf einer Mannigfaltigkeit M ist ein
Unterbiindel D von TM x TM*, das

Jochen Merker
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Uberblick Riickblick Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleichungen

Eine Dirac-Struktur auf einer Mannigfaltigkeit M ist ein
Unterbiindel D von TM x TM*, das

m maximal isotrop ist, d.h. D = D= gilt mit
Dt = {(X,a)V(Y,B) € D:< (X,a),(Y,B) >= 0} und
<(X,@),(Y.0) >= 3 (a(Y )+ﬂ(X))
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Uberblick Riickblick Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleichungen

Eine Dirac-Struktur auf einer Mannigfaltigkeit M ist ein
Unterbiindel D von TM x TM*, das

m maximal isotrop ist, d.h. D = D= gilt mit
D+ = {(X,a)V(Y,B) € D :< (X,a),(Y,3) >= 0} und
<(X,@),(Y.0) >= 3 (a(Y )+ B(X))

m integrabel ist, d.h. [[(D),I(D)] C T(D) gilt fiir die Menge der
Schnitte (D) von D, wobei [-, -] die Courant-Klammer ist, die
schiefsymetrisch die Form
[(X,a),(Y,B)] := (X, Y], LxB — Lya — 3d(ix3 — iya)) hat
und nichtschiefsymmetrisch die Form
[(X7a)7 (Y,ﬂ)] = ([X7 Y]7 LxB— ina)'

Jochen Merker
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Dirac-Strukturen

m Der Graph graphw einer symplektischen Form ist eine
Dirac-Struktur.
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Dirac-Strukturen

m Der Graph graphw einer symplektischen Form ist eine
Dirac-Struktur.

m Der Cograph cograph(B) eines Poisson-Tensors ist eine
Dirac-Struktur.
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Example

m Der Graph graph w einer symplektischen Form ist eine
Dirac-Struktur.

m Der Cograph cograph(B) eines Poisson-Tensors ist eine
Dirac-Struktur.

Beweis fiir symplektische Formen w:
Es gilt D = D+ wegen w(X)(Y) +w(Y)(X) =0
(Schiefsymmetrie). O

Jochen Merker
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Uberblick Riickblick Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleichungen

m Fiir [[(D),[(D)] C (D) muB man zeigen:
(X, Y], Lx(w(Y)) = ivd(w(X))) = ([X, Y], (X, Y]))

Ol
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Uberblick Riickblick Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleichungen

m Fiir [[(D),[(D)] C (D) muB man zeigen:
(X, Y], Lx(w(Y)) — ivd(w(X))) = (IX, Y],w([X, Y]))

m Dies folgt aus
iyd(w(X)) = (dixw)(Y) = (Lxw — ixdw)(Y) = (Lxw)(Y)
(Cartan's magische Formel Lx = dix + ixd und dw = 0)

Ol
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Uberblick Riickblick Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleichungen

m Fiir [[(D),[(D)] C (D) muB man zeigen:
(X, Y], Lx(w(Y)) — ivd(w(X))) = (IX, Y],w([X, Y]))

m Dies folgt aus
iyd(w(X)) = (dixw)(Y) = (Lxw — ixdw)(Y) = (Lxw)(Y)
(Cartan's magische Formel Lx = dix + ixd und dw = 0)

m Es gilt namlich
Lx(w(Y)) = (Lxw)(Y) = w([X, Y])

wegen der algebraischen Definition
Lx(iyw) = iy(Lxw) + i, yw der Lie-Klammer auf Formen
hoherer Ordnung und wegen Lx Y = [X, Y] gilt.

Ol
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Dirac-Strukturen

Presymplektische Blatterung

Nicht jede Dirac-Struktur auf einer Mannigfaltigkeit ist Graph einer
symplektischen Form oder Cograph eines Poisson-Tensors, jedoch
ist jede Dirac-Struktur durch eine presymplektische Blatterung
charakterisiert.

Jochen Merker
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Uberblick Riickblick Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleic

Presymplektische Blatterung

Nicht jede Dirac-Struktur auf einer Mannigfaltigkeit ist Graph einer
symplektischen Form oder Cograph eines Poisson-Tensors, jedoch
ist jede Dirac-Struktur durch eine presymplektische Blatterung
charakterisiert.

Proof.

m Sei L := m1p(D) das Bild von D unter
vt TM x TM* — TM.

Ol
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Uberblick Riickblick Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleict

Presymplektische Blatterung

Nicht jede Dirac-Struktur auf einer Mannigfaltigkeit ist Graph einer
symplektischen Form oder Cograph eines Poisson-Tensors, jedoch
ist jede Dirac-Struktur durch eine presymplektische Blatterung
charakterisiert.

Proof.

m Sei L := m1p(D) das Bild von D unter
vt TM x TM* — TM.

m Wegen der Integrabilitdt von D ist L involutiv, d.h. [X, Y] € L
gilt fiir alle Schnitte X, Y von L.

Ol
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Uberblick Riickblick /A g gungen Dirac-Strukturen

Presymplektische Blatterung

Nicht jede Dirac-Struktur auf einer Mannigfaltigkeit ist Graph einer
symplektischen Form oder Cograph eines Poisson-Tensors, jedoch
ist jede Dirac-Struktur durch eine presymplektische Blatterung
charakterisiert.

Proof.
m Sei L := m1p(D) das Bild von D unter
M TM x TM* — TM.

m Wegen der Integrabilitdt von D ist L involutiv, d.h. [X, Y] € L
gilt fiir alle Schnitte X, Y von L.

m In der Tat, es gilt [rrp(F(D)), 7rm(T(D))] C mrm(T(D)).
[]
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Dirac-Strukturen

Theorem

Frobenius: Jede involutive Distribution L (von konstantem Rang)
ist integrabel, d.h. fiir jedes m € M gibt es eine

Untermannigfaltigkeit N C M durch m mit T,N = L,, fiir jedes
neN.

Jochen Merker
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Riickblick L N Dirac-Strukturen

Theorem

Frobenius: Jede involutive Distribution L (von konstantem Rang)
ist integrabel, d.h. fiir jedes m € M gibt es eine
Untermannigfaltigkeit N C M durch m mit T,N = L,, fiir jedes
neN.

Proof.

m Daher induziert L eine (singuldre) Blatterung von M.
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Riickblick en Dirac-Strukturen

Theorem

Frobenius: Jede involutive Distribution L (von konstantem Rang)
ist integrabel, d.h. fiir jedes m € M gibt es eine
Untermannigfaltigkeit N C M durch m mit T,N = L,, fiir jedes
neN.

Proof.

m Daher induziert L eine (singuldre) Blatterung von M.

m Auf dieser singuldren Blatterung ist w(X, Y) := a(Y) mit «
so, daB (X, a) € D, eine presymplektische Form.
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Riickblick en Dirac-Strukturen

Theorem

Frobenius: Jede involutive Distribution L (von konstantem Rang)
ist integrabel, d.h. fiir jedes m € M gibt es eine
Untermannigfaltigkeit N C M durch m mit T,N = L,, fiir jedes
neN.

Proof.

m Daher induziert L eine (singuldre) Blatterung von M.

m Auf dieser singuldren Blatterung ist w(X, Y) := a(Y) mit «
so, daB (X, a) € D, eine presymplektische Form.

m Inder Tat, w: L @& L — R ist wohldefiniert, denn einerseits
folgt aus X € L = (D) die Existenz von a mit (X, ) € D
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Uberblick Riickblick w gen Dirac-Strukturen Hamiltonsche

Theorem

Frobenius: Jede involutive Distribution L (von konstantem Rang)
ist integrabel, d.h. fiir jedes m € M gibt es eine
Untermannigfaltigkeit N C M durch m mit T,N = L,, fiir jedes
neN.

Proof.

m Daher induziert L eine (singuldre) Blatterung von M.

m Auf dieser singuldren Blatterung ist w(X, Y) := a(Y) mit «
so, daB (X, a) € D, eine presymplektische Form.

m Inder Tat, w: L @& L — R ist wohldefiniert, denn einerseits
folgt aus X € L = (D) die Existenz von a mit (X, ) € D

m Andererseits impliziert (X, @), (X,a’) € D auch
d(Y)=d(Y)+ B(X)+ a(Y) = a(Y) fiir jedes (Y,3) € D
wegen der Isotropie a(Y) + 3(X) =0 = /(Y) + B(X).

Jochen Merker
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Dirac-Strukturen

m w ist schiefsymmetrisch wegen

a(Y) = a(Y) = (a(Y) + B(X)) = =B(X).

Jochen Merker
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Dirac-Strukturen

m w ist schiefsymmetrisch wegen
a(Y) = a(Y) — (a(Y) + 5(X)) = =B(X).

m AuBerdem gilt dw = — T |, mit der Torsion T von D, und da
Integrabilitdt dquivalent zu T = 0 ist, ist w auch geschlossen,
also eine presymplektische Form.

0J
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Uberblic Riickblick Zwa vedingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleic

m w ist schiefsymmetrisch wegen
a(Y) = a(Y) — (a(Y) + 5(X)) = =B(X).

m AuBerdem gilt dw = — T |, mit der Torsion T von D, und da
Integrabilitdt dquivalent zu T = 0 ist, ist w auch geschlossen,
also eine presymplektische Form.

0J

Degeneriertheit: Der Kern K := m1p(D N (TM & 0)) von
w: L — L* ist gerade der Annihilator von wp«(D).

Jochen Merker
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Dirac-Strukturen

Proof.

Sei (X, ) € D, dann gilt a|; = w(X) = 0 genau dann wenn

a(Y) =0 fir alle Y € L, oder dquivalenterweise 3(X) = 0 fiir alle
B € mrm=(D) gilt, d.-h. wenn X € (m7pm+(D))° gilt. O
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Dirac-Strukturen

Sei (X, ) € D, dann gilt a|; = w(X) = 0 genau dann wenn
a(Y) =0 fir alle Y € L, oder dquivalenterweise 3(X) = 0 fiir alle
B € mrm=(D) gilt, d.-h. wenn X € (m7pm+(D))° gilt. O

K ist trivial, d.h. w ist eine symplektische Form, genau dann wenn
D der Cograph eines Poisson-Tensors ist.

Jochen Merker

Dirac-Mannigfaltigkeiten



Uberblic tickblic AV ing r Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleict

Poisson-Blatterung

m Dual zur symplektischen Blatterung kann man
Dirac-Mannigfaltigkeiten (M, D) auch durch cosymplektische
Blatterungen charakterisieren:
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Poisson-Blatterung

m Dual zur symplektischen Blatterung kann man
Dirac-Mannigfaltigkeiten (M, D) auch durch cosymplektische
Blatterungen charakterisieren:

m Die Projektion mry+(D) von D auf TM* kann mit dem Dual
von TM/K und somit mit K® = {a € TM|a|kx = 0}
identifiziert werden,
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Poisson-Blatterung

m Dual zur symplektischen Blatterung kann man
Dirac-Mannigfaltigkeiten (M, D) auch durch cosymplektische
Blatterungen charakterisieren:

m Die Projektion mry+(D) von D auf TM* kann mit dem Dual
von TM/K und somit mit K® = {a € TM|a|kx = 0}
identifiziert werden,

m Die Dirac-Struktur induziert einen Poisson-Tensor
B:(TM/K)* & (TM/K)* — R.
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Hamiltonsche Gleichungen

Erinnerung

Auf einer Poisson-Mannigfaltigkeit (M, B) haben die
Hamiltonschen Gleichungen die Form m = w(dH)(m).
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Hamiltonsche Gleichungen

Erinnerung

Auf einer Poisson-Mannigfaltigkeit (M, B) haben die
Hamiltonschen Gleichungen die Form m = w(dH)(m).

Auf einer Dirac-Mannigfaltigkeit mit K £ 0 miissen wir diese
Gleichungen modifizieren, da B nur auf (TM/K)* = K° definiert
ist.
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Uberblic tickblic VAWE ing r Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleichungen

Lagrange-Multiplikatoren

m Sei H die Hamilton-Funktion auf M. Durch Subtraktion eines
eindeutigen Aoy € K* kann man dH — Aoyt € KO erreichen.
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Lagrange-Multiplikatoren

m Sei H die Hamilton-Funktion auf M. Durch Subtraktion eines
eindeutigen Aoy € K* kann man dH — Aoyt € KO erreichen.

m Die Hamiltonsche Gleichung [m]py/k = B(dH — Aout) macht
nun Sinn.
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Hamiltonsche Gleichungen

Lagrange-Multiplikatoren

m Sei H die Hamilton-Funktion auf M. Durch Subtraktion eines
eindeutigen Aoy € K* kann man dH — Aoyt € KO erreichen.

m Die Hamiltonsche Gleichung [m]py/k = B(dH — Aout) macht
nun Sinn.

m Verlangt man auch noch m — X\, € (K*)°, so gibt es
hochstens eine Kurve, die diese beiden Gleichungen [6st.
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Lagrange-Multiplikatoren

m Sei H die Hamilton-Funktion auf M. Durch Subtraktion eines
eindeutigen Aoy € K* kann man dH — Aoyt € KO erreichen.

m Die Hamiltonsche Gleichung [m]py/k = B(dH — Aout) macht
nun Sinn.

m Verlangt man auch noch m — X\, € (K*)°, so gibt es
hochstens eine Kurve, die diese beiden Gleichungen [6st.

m Die Lagrange-Multiplikatoren \;, € K, Aoyt € K* beschreiben,
wieviel Energie ins bzw. aus dem System gepumpt wird.
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Itonsche Gleichungen

Energibilanz

Fiir die Anderung der Energie H entlang des Flusses gilt
dH(m) = Aout(Ain)

Jochen Merker
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Energibilanz

Fiir die Anderung der Energie H entlang des Flusses gilt
dH(m) = Aout(Ain)

Proof.

m Es gilt (dH — Aout)(m — Ain) = (dH — Aour)(m) = 0 wegen
dH — Aour € KO und \j, € K, sowie wegen
[M]7m/k = B(dH — Aout) und B(dH — Aout, dH — Aout) = 0.

Ol
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Energibilanz

Fiir die Anderung der Energie H entlang des Flusses gilt
dH(m) = Aout(Ain)

m Es gilt (dH — Aout)(m — Ain) = (dH — Aour)(m) = 0 wegen
dH — Aour € KO und \j, € K, sowie wegen
[M]7m/k = B(dH — Aout) und B(dH — Aout, dH — Aout) = 0.

m Daher gilt

dH(m) = _)\out()\in) + dH()\in) aF )\out(m) — >\out(>\in)

wegen Aoyt (M) = Aout(Ain) aufgrund von m — \j, € (K*)O,
und wegen dH(\in) = Aout(Ain) aufgrund von dH — Aoy € KO,

Ol
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Hamiltonsche Gleichung

Sei H Hamilton-Funktion. Die Hamiltonschen Gleichungen fiir eine
Kurve (Ain, Aout) € K @ K* mit m als FuBpunkt lauten

[M]7m/k = B(dH — Aout)(m)
dH(m) — Aout € K°
m— Aip € (K*)°
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Hamiltonsche Gleichung

Sei H Hamilton-Funktion. Die Hamiltonschen Gleichungen fiir eine
Kurve (Ain, Aout) € K @ K* mit m als FuBpunkt lauten

[M]7m/k = B(dH — Aout)(m)
dH(m) — Aout € K°
m— Aip € (K*)°

Alternativ
(i — Ajn, dH(m) — Aout) € D N (K & K*)°
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Hamiltonsche Gleichungen

m Endlichdimensional: z.B. Kirchhoffsche Gesetze in
Schaltkreisen (Zwangsbedingungen)
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m Endlichdimensional: z.B. Kirchhoffsche Gesetze in
Schaltkreisen (Zwangsbedingungen)

m Unendlichdimensional: Austausch von Energie iiber Rander
von Gebieten hinweg (z.B. in der Stromungsmechanik)
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m Endlichdimensional: z.B. Kirchhoffsche Gesetze in
Schaltkreisen (Zwangsbedingungen)

m Unendlichdimensional: Austausch von Energie iiber Rander
von Gebieten hinweg (z.B. in der Stromungsmechanik)

m Modellierung des Zusammenfiigens von mechanischen
Systemen: Stecke die Energie, die aus System A
herauskommt, in System B hinein, und umgekehrt.

Jochen Merker
Dirac-Mannigfaltigkeiten



Uberblick Riickblick Zwangsbedingungen Dirac-Strukturen Hamiltonsche Gleichungen

m Endlichdimensional: z.B. Kirchhoffsche Gesetze in
Schaltkreisen (Zwangsbedingungen)

m Unendlichdimensional: Austausch von Energie iiber Rander
von Gebieten hinweg (z.B. in der Stromungsmechanik)

m Modellierung des Zusammenfiigens von mechanischen
Systemen: Stecke die Energie, die aus System A
herauskommt, in System B hinein, und umgekehrt.

m Modellierung von mechanischen Systemen mit
nichtholonomen Zwangsbedingungen
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Hamiltonsche Gleichungen

Dirac-Mannigfaltigkeiten sind eine sinnvolle Verallgemeinerung von
symplektischen und Poisson-Mannigfaltigkeiten, die zusatzlich den
Austausch von Energie beschreiben.
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