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1 Halbgruppen von Operatoren

1.1 Stark stetige Halbgruppen

Definition 1.1. Eine Familie Stetiger Operatoren {U (¢) };>¢ auf einem Banach-
Raum X bezeichnen wir eine stark stetige Halbgruppe, falls gilt:

(i) U(0) =1
(i) U(s)U(t) = U(s +t) fiir alle t,s > 0,
(i) U(t)r — z fir t — 0+ fur alle x € X.

Der infinitesimale Erzeuger A einer analytischen Halbgruppe ist definiert als:

Az = lim 1(U(t) —I)x.

t—0+ ¢

Dabei ist der Definitionsraum D(A): alle x € X, so dass der Grenzwert
existiert. Wir schreiben dann:

e A= U(t).

Lemma 1.2. Sei A ein abgeschlossener Operator auf einem Banachraum X
mit dem Definitionsbereich D(A) dicht in X. Es gelete:

(1) {eR: ¢ <0} Cp(A),
(ii) ||p(=€)|| = [[(A+ €D < % fir alle £ > 0 und ein M > 0.

Dann sind die Abbildungen:
Voi]0,00) = B(X), Vu(t):= (]I+ EA) (1.1.1)
n

gleichmdfig beschrinkt, und bilden eine Cauchy-Folge.

Beweis. Aus der zweiten Annahme folgt:
[T+ )T <M = |[Va®)[| <M, Vt>0,VneN.

Nach Satz 1.15 ist die Resolvente holomorph, also folgt aus der ersten An-
nahme: V,, differenzierbar fiir alle ¢ > 0. Wir zeigen: {V/,}, oy ist eine Cauchy-
Folge.



Fiir t > 0 und z € D(A?) gilt:
Va(t)x — Vi, (t)z

t—e
) d
= ll_r}(l) T [(Vo(8)Vin(t — s)z] ds
t—e
= lir% (V! ($)V(t —s) — Vo (s)V! (t — s)] x ds
e—
t—e

—n—1 t— —m—1
— lim —A(11+5A) Vm(t—s)+Vn(s)A(]I+ SA) ]mds

e—0 n m

e L
t—e

r _ ) _ —m—1
~ lim —(]I+t—SA>A+(]I+fA>A} (]1+5A) (]1+t SA) 2 ds
e—0 i m n n m
_ —n—1 _ —m—1
— lim (f—t S) A2 (11+5A) (11+t SA) v ds
e—0 n m n m

_ —n—1 _ —m—1
= lim (f — t S) <]I + fA) (]I + t SA) A%z ds.
e—0 n m n m

Daher folgt fiir ¢t € (0,7) mit 0 < T < oo und = € D(A?), m > n:

Va(t)z = Vin(t)]

t
t_
§M2||A2x||/<f— S) ds
n m
0

271 1
= M?||A%x||—~ (— — —) — 0 fir m,n — oo.
2\n m

Weiter ist V,,(t) — I fiir ¢ — 0+. Also, insgesammt folgt: {V,,(¢)x},en ist
eine Cauchy-Folge fiir jedes z € D(A?), und konvergiert gleichmifig in ¢, auf
jedem endlichen Interval in [0, 00).

Wegen D(A?) = (A+ &) 'D(A), und R ((A+ &)™) = D(A) sowie D(A)
dicht in X, folgt D(A?) dicht in X. Also konvergiert {V,,(¢)x},en fiir jedes
x € D(A) gleichméBig in ¢. O



Satz 1.3. Der Operator A habe die Eigenschaften aus Lemma 1.2. Dann
erzeugt —A eine stark stetige Halbgruppe.

Beweis. Fiir die Folge {V,,(t)},cy aus Lemma 1.2 gilt: {V,,(¢)x}, o konver-
giert gleichméfig auf jedem endlichen Interval in ¢ und fiir jedes x € D(A).
Wir definieren:

U(t)x := lim V,(t)x, fiir allet >0, und alle z € D(A). (1.1.2)

n—oo

Da V, stetig in t, folgt aus der gleichméfigen konvergenz auf jedem endlichem
Interval, dass auch U(t) stetig in ¢. Weiterhin gilt:

UO0)=1, [[U®)| <M, Ult)r—a firt—0+. (1.1.3)

Wie im Beweis des Lemmas 1.2 bereits ausgerechnet haben wir:
—1

d t N\ t

wobei wir verwendet haben dass die Resolvente (bzw. V,,(t)) mit A kommu-
tiert. Also folgt:

U(t)Az = AU (t)x. (1.1.4)

Weiter gilt:

t

Vat)r —x = —/tA (]I + %A)_l Va(s)xzds = —/ (]I + %A>_1 Va(s)Az ds.

0

Durch Grenziibergang erhalten wir:

t t

Ult)r —z=— / U(s)Axds = —/AU(s)x ds, (1.1.5)

0 0

furallet € [0,7] mit 0 < T < oo, z € D(A). Unter verwendung der stetigkeit



von U(t) in t rechnet man:

t+h ¢
]llir%|h|_1||— / U(s)Axds—l—/U(s)Amds + U(t)Azhl||
—

0
t+h

— lim |41 [ () - U(s)) Aw |

< lim |h|~"e(h)| k][] Az|| = lim e(h)|| Az| = 0.
h—0 h—0

Also folgt fiir alle z € D(A):

d
pm U(t)=-U(t)Ax = —AU(t)xz, Vt>0. (1.1.6)
Fir alle 0 < s <t < T gilt:
d
T Ut —s)U(s)x = AU(t — s)U(s)x — AU(t — s)U(s) = 0.

Also folgt fiir alle 0 < 7,5 <t < T und alle x € D(A):
Ut—s)U(s)x=Ut—7)U(r)e=U(t)x < Ut —1)U(1) =U(t).
Also mit s :=t — 7 folgt:
U(t+s) =U(T)U(s). (1.1.7)

Nach annahme ist aber D(A) dicht in X, und somit ist {U(t)},,, eine stark
stetige Halbgruppe.

Es ist noch:
. -1 . _ -1 .
tlir(ﬂt (Ut)—-I=zx tli%it (U(t)—-U(0)) =z
d
= EU(tﬂt:ox = —AU(0)z = —Ax,
d.h. —A ist der Erzeuger der Halbgruppe geméfl der Definition 1.1. O

Lemma 1.4. Der Operator U(t) : D(A) — X sei definiert wie in (1.1.2).
Dann ist:
¢

p(—€) = (A+6) 7" = /e—ftU(t) dt, Veep(A),R(E)>0.  (118)

0
Insbesondere ist fir A # B: e 4t £ =Bt
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Beweis. Es ist: 4 e U (t)y = —e U (t) (A + €) y also:

o0

[d
—/Ee_&(](t)ydt =y= /e‘gtU(t) (A4 &) ydt.
0

0

Daher, mit =z := (A4 )y folgt die Behauptung fiir alle x € D(A) =
R((A+&™). O

Satz 1.5. Seit A : X — X ein Abgeschlossener, dicht definierter linearer
Operator auf dem Banachraum X. Fs gibe eine Zahl € R mit:

{eR: &< B} Cp4),
und sei:
A+ <ME-pB) ", VeE>B k=123, ... (1.1.9)
Dann generiert —A eine stark stetige Halbgruppe.

Beweis. Setzen wir Ag := — (A + ), dann erfiillt Ag offensichtlich die Vor-
aussetzungen in Lemma 1.2. Damit ist Ug(t) := e~“#¢ definiert, und mit den
selben Argumenten wie in dem Beweis von Satz 1.3 definiert eine stark stetige
Halbgruppe.

Setzen wir:

e M= U(t) := LU (L) = Ple=AA1 (1.1.10)

dann erfiilt U(t) die Eigenschaften in Definition 1.1 und erzeugt eine stark
stetige Halbgruppe, die allerdings nicht mehr beschréinkt ist. Es gilt ndmlich:

U] < Me™.



1.2 Analytische Halbgruppen

Definition 1.6. Eine Familie Stetiger Operatoren {U (¢) };>0 auf einem Banach-
Raum X bezeichnen wir eine analytische Halbgruppe, falls gilt:

(i) U0) =1, U(s)U(t) = U(s +t) fir alle ¢, s > 0,
(ii) U(t)x — x fir t — 0+ fiir alle z € X,

(iii) t — U(t)z ist reel analytisch fiir jedes z € X und alle ¢ € (0, 00).

Der infinitesimale Erzeuger A einer analytischen Halbgruppe ist definiert als:

o1
Az = tl—lg}f—; (U(t) = 1) .

Dabei ist der Definitionsraum D(A): alle x € X, so dass der Grenzwert
existiert. Wir schreiben dann:

e = U(t).

Definition 1.7. Sei X ein Banachraum und A ein linearer Operator auf X.
Wir sagen X ist ein sektorieller Operator falls gilt:

(i) A ist abgeschlossen und D(A) ist dicht,
(ii) Es gibt ein M > 0, ein ¢ € (0, 7) und ein a € R, so dass der Sektor:
Sap = {£ € Clo < Jarg({ —a)| <7}

eine Teilmenge der Resolvente von A ist, d.h.: S, 5 C p(A), und es gilt:

A—e) !t M
A-97< o

fir alle § € Sg 4.

Voo




Lemma 1.8. Sei A ein sektorieller Operator auf X mit dem Sektor S, 4. Es

gebe Konstanten ¢y € (0,5) und Ry, C' > 0 mit:

lA(A-9 I <C

fir alle & # o(A) mit | arg(§)| > ¢o und || > Ro. Sei B ein linearer Operator
auf X mit D(A) C D(B) und gelte:

||Ba|| < ef| Az + K-||z[|

fir alle x € D(A) und mit e, K. > 0, so dass eC' < 1.
Dann ist A+ B sektoriell.

Beweis. Es ist:

M
1BA =7 < el A = 7+ Kll(A = 7 <0+ Ko

Wegen:
NT=F) T > I=Fl| > 1= [|F]| & QA= [|F])~ = [|(T-F)7]
fiir alle beschrénkte lineare Operatoren auf X mit ||F|| < 1, folgt:

1A+ B) = | <||[(T-BA-)™) (A= ¢7

1
S M (]. — EC — KE—M ) S C 3
€ —a € —al € —a
wobei wir || gro§ genug wihlen. SchlieBlich ist: o(A + B) = o(A4) No(B),
und damit gilt die Behauptung. O]

Satz 1.9. Ist A ein sektorieller Operator, so ist —A erzeuger der analytischen
Semigruppe {e=4}i>0, mit:

1

—At _ —1 et

= — A d€. 1.2.1

R (12,0
T

Dabei ist I' eine Kurve in der Resolvente p(—A) mit argé — 0 € (5, m) fiir

Weiter kann e~ 4t

analytisch erweitert werden auf einen Sektor:

{zeC||argz| <e} DR, (1.2.2)



und falls R (0(A)) > a, so gillt:
e < Gl Ae)| < e

fiir eine Konstante C'.

SchliefSlich gilt:

—e M = — A=
dt

fiir alle t > 0.

Beweis. Mit Lemma 1.8 konnen wir die Betrachtung auf a = 0 einschrianken,
denn mit A ist auch A — al sektoriell.
Wiéhlen wir £ € C mit |7 — arg| > ¢, dann gilt:

M
A+ < =
&
|m — arg Al :i)
2 A

Es ist dann:

1
e = 5 / (6+ A) et

M Mat
—/ a)leflde|| = =5 < 00, Vi >0
2 27

I

Verschieben wir die Kurve I' nach Rechts um einen kleinen Abstand und
bezeichnen wir diese mit . Das Integral bleibt davon unverédndert, und wir

10



erhalten fiir ¢, s > 0:

e~ M em A = (27i)? / / eSters(A+ &) A+ p)tdedu

r I

— (2mi)? / [emete—m (97 = A+ ded

wobei wir die Resolventen Gleichung (1.3.1) verwendet haben. Aber es gilt:

/€€t+us<5_ﬂ)_l (A_i_lu)*l dgzo V/.LGF/’
T
/em“s(é W) A+ du=2mi et (A+ )T vEel
I

Eingesetzt in die ursprungliche Gleichung erhalten wir:

1
efAt 67As _ : /€£(t+s) (A + 5)—1 df _ e*A(f‘FS)'
2m
r

Der Ausdruck (1.2.1) ist definiert sogar fiir ¢ € C mit argt < &, denn wir

kénnen stets I' so wihlen dass argt > 7, d.h. Rt < 0 fiir alle { € T

Weiterhin kénnen wir (1.2.1) unter dem Integral differenzieren und damit ist
(1.2.1) analytisch auf (1.2.2). Wie in Lemma 1.14 haben wir auch Ae~4! =

e~ 4t A und:

d

1 - 1 t -
%eAt_ﬁ/ﬁeft(AJrf) ldf—ﬁ/eg ([—AA+&)™) de
T

r

1
= —,/egt dé — Ae™ M = —Ae 4,
211
r

Setzen wir nun g := t&, so erhalten wir:

—1
e At = L et (A—i— H) d_,u
271 t t
T

Andererseits haben wir:

(o2 s

t
§M|—|, fiir ¢t mit |argt| < eg < e.
i

11



Daher folgt:

g MOl M
H H_Qﬂ‘ |M| 'u_27r'

Also ist e~ gleichmiBig beschrinkt. Weiter haben mit:

py -
HA(A+;> H]I——(A+ ) <14 M,
erhalten wir auch die Abschétzung:
ie_At = ||A6_AtH = /e“A Yy t_l du
dt
1+ M
/ w dy = +t :

r

Wir bemerken:
A+ =T-AA+ T & A+ -l =-¢AA+
Damit rechnen wir:

lea - af| = — /e& (A+ &) —e ) ade

r

_ L / AT A+ &) de

r

1 # 1
< — ||Ax]|t /e—du < — || Az||t — 0, fiir t — 0+
2 12 2

r

Und daher folgt:
e M ST firt — 0+,

auf D(A). Aber D(A) ist dicht in X und somit ist U(t) — I fiir t — 0+. O

12



1.3 Anhang

Definition 1.10. Sei X ein linearer Raum, dann schreiben wir Z(X) fiir
die Menge stetiger linearer Operatoren auf X.

Definition 1.11. Sei X ein linearer Raum, und sei A : X — X ein linearer
Operator. Dann definieren wir die Mengen:

(Definitionsbereich) D(A) :={z € X : Av € X},
(Bild) R(A) :={y e X :Jx € X : Az =t},
(Nullraum) N(A) :={z € X : Az = 0},
(Resolventenmenge) p(A) := {\ € C: A — Al ist invertierbar},
(Spektrum) o(A) :={A € C: A — Al ist singulédr} .

Definition 1.12. Sei X ein linearer Raum, und sei A : X — X ein linearer
Operator. Dann definieren wir die Resolvente p(A) von A durch:

pp(A) = BX), p(N) = (A D)

Lemma 1.13. Fiiré;, & € p(A) erfillt die Resolvente die erste Resolventen-
Gleichung:

p(&2) — p(&1) = (&2 — &) p(&1)p(&2)- (1.3.1)
Insbesondere kommutieren die Operatoren p(€1), p(&s) fiir alle &, & € p(A).
Beweis. Es gilt:
p(&2) — p(&1) = p(&) (T — &) p(&2) — p(&1) (T — &) p(&2) = (&2 — &) p(&1)p(&2)-
[
Lemma 1.14. Die Resolvente kommutiert mit A.

Beweis. Es ist:
Ap(§) = (A= &L+ €D)p(§) =1+ ¢p(€) = D (Ap(¢)) = X.
—_——
D(...)=D(A)
Daher gilt p(§)A C Ap(€). Aus einer analogen Rechnung folgt: p(§)A =
Ap(8). =

13



Satz 1.15. Die Resolvente ist holomorph auf p(A).
Beweis. Aus der Darstellung (1.3.1) folgt:

p(&o) = (&) = (S0 = &) p(§)p(&0) & p(&o) = [T = (& = &) p(&0)] P(&)-

Also, fiir | — &l[lp(&0)[] < 1 gilt:

[e.9]

p(&) =T — (£ = &) p(&)] " p(&) =D (€= &)" (p(&))" .

n=0

Fiir & € p(A) hat also die Resolvente eine Potenzreihen darstellung in ei-
ner Umgebung von &;. Damit ist p(A) offen und die Resolvente stiickweise
holomorph. O

14



2 Potenzen sektorieller Operatoren

2.1 Potenzen sektorieller Operatoren

Definition 2.1. Sei A ein sektorieller Operator mit R (X,4) > 0. Dann defi-
nieren wir fiir alle o > 0:

1 oo
= F—/ta—l et at. (2.1.1)
0
Bemerkung 2.2.

(i) Sei X =R dann ist A =a € R und fiir alle & € N haben wir:

1 T e-atpa—l|t7 0 T
— tafl —at dt - _ —1 /tOéQ —at dt
(o) / ‘ al@) |, T ‘
0 N ~— . 0

=0
00

_ (Oé — 1)' a—(a—l) /e—at dt.

0

Ser()e-5(i0)r e

wobei
( ;a ) = (—1)"% _ (_1)n(a+n)(a+n;!1) R et 1).
(2.1.3)

15



(iii) Ist A beschréinkt und in (2.1.4) @ = 1, so ist A~! die inverse von A:

[e.9]

1
AA™? T= o (A+67 [ eftwdtde = — | ETAA+ &) wde
F/ / 27m/

0

2m/§—1 & -5 [(Are)tade =a,

T

wobei wir PX = ker A benutzen fiir die Projektion P definiert durch:

= QL/ )z dE.
I

Lemma 2.3. Sei A sektoriell mit R(X4) > 0 und o > 0, dann ist A=*
beschrankt und injektiv. Weiter gilt fir alle o, f > 0:

A"9A P = A*(aJrﬁ)’
und fir 0 < a < 1:

Sll’l yiyes

2 [eeer e
0
Beweis. Es ist ®(X4) > 0 > 0, also gilt nach Satz 1.9:

e < Ce A
e~

Daher haben wir:

< ¢

471 < 55

t e dt = 6 < o0,

und A% ist beschrankt fiir alle a > 0.

16



Fur «, 8 > 0 rechnen wir:

[ elne e}

AaABZW//talﬁl S+td8dt
0 0

/t"‘ 1/ e~ A% du dt

a1+616Au/Z 6 Lol dz du
0

a+p-1 _AUF(Oé)F(ﬁ) _ A—(a+p)
utP-le —F(a—i—ﬂ)du_A ),

Il
=3
£
Pt —
=
o\g 0?8 0\8
|

Sei z € X mit A%z = 0, dann folgt fir alle n € N mit n > a:
Ap = A~ 470 = 0.
Aber wegen A™™ = (A™!)", und da A~! injektiv, folgt: x = 0. Also ist A=
injektiv.

o0

Esist: (A+&)" = [e ¢ e 4 dt, also haben wir:

0/ e (Ao de = / / g—ae—@fe—f‘“dtz O/ eI (1 - a) dt

1
u —/e‘AttO‘_ldt: L)
~ sinTa D(a) sin T
0

firalle 0 <a<1,dal'(l —a)'(a) = 7/sinma. O
Definition 2.4. Sei A ein sektorieller Operator mit R (34) > 0. Dann defi-

nieren wir fir alle a > 0:
A% = (A~*)"' | fiir alle o > 0 wobei: D(A®) := R(A™®),
AV =T.

[e=]

(2.1.4)

17



Lemma 2.5. Es gilt:
(i) Fir a >0 der Operator A* ist abgeschlossen und D(A®) ist dicht.
(ii) Fiir o > B gilt: D(A%) € D(AP).

(iii) Es gilt: A*AP = AP in D(AY) mit v = max {a, 3, a + B}.

(iv) Es gilt: A%~ 4t = =4 AY in D(A®) fiir t > 0.

Beweis.

(i) Sei y € R(A™) und z € X mit A~*x = y. Dann gilt: A%y = z, und
daher: R(A™*) = A=*X C D(A®). Aber da A~ injektiv, folgt D(A®)
dicht.

Wir zeigen noch: R(A~%) = D(A®). Dazusei x € D(A%), und y = A%x.
Dann folgt: A=y = z, also v € R(A™%). Zusammen mit dem Resultat
vorher, erhalten wir R(A~%) = D(A?%).

(ii) Seien o > > 0, und wahlen wir ein y € R(A™%). Dazu gibt es ein
xr € X mit A=% = y und es gilt:

y=A"r=AP Py = AP A=)y,
Und da A=(@=#) beschrinkt, folgt:
APy =A"Fyr c X = ye D(AP).

Mit (i), erhalten wir: R(A~%) = D(A%) C D(AP).

(iii) Mit (i7) folgt fir x € D(AY), v = max {a, B, a + B}:
AAPy = (A_BA_O‘)_l r= APy,
(iv) Folgt aus der Definition.
[l

Satz 2.6. Sei A sektoriell und gelte R (X4) > 6 > 0. Dann gibt es fir >0
ein Cy > 0, so dass firt > 0 gilt:

| A% || < Cat™ ™. (2.1.5)
Ist 0 < a <1 so folgt:

1
H (e —T) ZL‘” < EC’l_ato‘ |A%z|| . (2.1.6)

18



Beweis. In Satz 1.9 haben wir gezeigt: ||[Ae=|| < €e™ fiir ¢t > 0. Damit
gilt fiir m € N, ¢t > 0:

e = ey < (G eos

Fiir 0 < @ < 1 und ¢ > 0 folgt wiederum:

. g R
Jare=) = e tae=o = ot fommaeeona
0

o

1 —a - s
S m/s HA@ Alt+ )H ds

o0t %
/ 765 dS
1—a 5+t
0

o0

C —ot —a
_ e / s~ / S =05 ¢
Il —«) s+t” s+t
L0 t
O st t 0
-
< t*l 7Oéd 70471d
_—F(l—a) /s s+/s S
L o t
76t + «
<
“I'l—aw {1 -« ]
<= e aefét.

(1—a) o o
Schlieflich, wegen:
HAa+ﬁefAt|| < ||Aoz€fAt/2H HA,BefAt/2|| < Cacrﬁtf(a+ﬁ)efz5t2a+ﬁ’

folgt die Behauptung fiir a > 0.
Schreiben wir nun:

t t

t
d
(e’At —Dz= /d—eAS rds = — / Ae M pds = — / Al A% ds.
s
0

0 0

19



Dann folgt fiir 0 < o < 1:

¢ t
[(e= = 1) z|| < ||A%z]] / A e || ds < || A%z C’l_a/sa_le_‘ss ds
0

0

t
tOé
< JJA%x|| C’la/sal ds < ||[A%%|| C—0—.
a
0

Satz 2.7. Sei x € D(A), dann gilt fir 0 < o < 1:
|A%| < CllAz]” ||l
bzw. dann:
1A% < e | Azl + C'e™ ™= 2],

fiir alle e > 0, wie es aus der Young’schen' Ungleichung folgt. Man beachte
lediglich: am== st beschrdinkt fir 0 < a < 1.

Beweis. Fiir alle € > 0 gilt:

o0

HF(ﬁ)A’ﬁxH = /+/tﬁle’4txdt
0

3
3

< o/tﬁ—l || dt + H—tﬁ—le—AtA—lﬁ;“xH
0

+||(B — 1)/15/3_2 e MA Y dt

£

8
< c% ]| +2C5 || A7 || =: y(e).

"'Wegen ab < % + % fir 1/p+1/q = 1, folgt a®b' = < aa + (1 — a)b. Daher folgt die

Behauptung fiir a := =2, b= b?“ durch einsetzen.

20



Der minimierer von y(e) ist:

A ] b
=2(1—-p)—F—— =1 k-
also gilt:
_ C _ _
4] < Ss(e ! (elel + 284714
kA1 a8 [ b
_ QCﬁal_ﬁbﬁ
ST I(B+)
2(1— B))" .
=20 B ol 4]

Aber wegen (1 — ﬁ)f(lfﬁ ) < e folgt die Behauptung durch einsetzen von
a:=pf—1und Az fir z. ]

Korollar 2.8. C(«) aus Satz 77 ist beschrinkt fir jedes o in einem be-
schranktem Interval in (0,00), und beschrinkt auch fir oo — 0+.

Beweis. Sei He‘AtH < Che™% und ||A6_AtH < Oyt~ e, Dann gilt mit Satz

Ave | < || Ae || |le || < CcopteCiTe T — OChe ™,
| e
fir o — 0+. [

Korollar 2.9. Sei A sektoriell, mit R(3X4) > 0, und sei B linear, so dass
BA~% beschrankt ist auf X fir ein o € (0,1). Dann ist A+ B sektoriell.

Bewess. Es ist:
|Ball = | BA %] < |[BA=| [5 )| Ax] + C'575 |la]]] < e | Aa] + K. [lo].

Damit folgt aus Lemma 1.8 die Behauptung. O]
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2.2 Die Interpolationsrdume

Satz 2.10. Seien A,B sektoriell mit R(X4), R(Xp) > 0, und sei (A— B)A™®
beschrankt fir ein o € [0,1). Dann sind fir jedes B € [0,1] die Operatoren
APB=P und BPA=P beschrinkt.

Beweis. Wir notieren zuhéchst fiir 8 € [0, 1]:
|AP(A+ )7 < [|AA+ )\)_IH’B (A + A)_lHl_B < MNP

Dann auch:

[e.9]

B = a7 = S [ (B (A= B) (4407
0

Dann folgt néamlich:

1478 ]| =

Fﬂﬁh/}ﬂBﬂB+A)%AmAOA%A+M1]mm

0
00

U/A_ﬁBﬁ(B—%A)1(A——B)Af“AaL4+nwldi

0

sin O

< |l=]l +

< < .
< ||| +C’/ ) |z|| dX < ||zl (1 +C/ /\7+5d)\) < 00
0

0

Dann ist noch:

[T+ A“(A+ X" (B—-A)A ] A" (B+ )"
—A(A+ N A+ N +B-A A (B+ XN
= A" (A+ N7,

und wegen:
|T—[I+A*(A+ XN (B-A)A™]|| <CA*" =0 fiir A — o0,
folgt:

A (A+ N7 = [T+ A% (A+ N (B -AA] A (B+ N = [|[A* B+
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Daher schliefien wir: ||A* (B + A7 | = O (A1) fiir A = oo und vertauschen
von A mit B fiihrt die Behauptung fiir B°A~7 auf das, im wesentlichen selbe
Integral zuriick. [

Definition 2.11. Sei A sektoriell auf einem Banach-Raum X und a > 0.
Setzen wir Ay := A+ a mit a € R so gewahlt dass, R (34) > 0 gilt. Dann
definieren wir:
X := D(AY)
[z, == |ATz|  fir x € D(AY).

Lemma 2.12. X aus Definition 2.11 ist ein Banachraum. Dieser ist un-
abdngig von gewdhlten a € R.

Beweis. Es ist klar dass X ein Banachraum ist. Fiir a,b € R wie in der
Definition, sei {z,} C X“ eine Cauchy-Folge. Es gilt: D(A+a) = D(A+b) =
D(A) und fiir alle a > 0ist (A+a— (A+b)) A= = (a—b)A™“ beschréankt.
Aus Satz 2.10 folgt: (A +b)*(A+a) " und (A + a)*(A + b)~® beschrénkt.
Daher gilt:

(A4 b) %2, || < |[(A+b)*(A+a)~*|| I(A+ a)*z,| — 0,fiir n — oo.
[

Satz 2.13. Sei A sektoriell auf X, X* fir o > 0 wie in Definition 2.11.
Dann ist X° = X, X8 c X® fir B > a, X? dicht in X*. Hat A eine
kompakte Resolvente, so ist die Inklusion X? — X® kompakt fiir 3 > a > 0.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus den Definitionen, Séatzen, Lemmata
und Ubungen die bereits bewiesen wurden. O

2.3 Anhang

Definition 2.14. Fiir o > 0 definieren wir die Gamma Funktion durch:

[e.e]

MNa) = /ta_l et dt. (2.3.1)

0

Lemma 2.15. Fir alle n € N gilt:
I'(n)=(n-1)L (2.3.2)
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Beweis. Es ist:

t—»00 oy
+at /t‘x e”tdt =a 'T'(a+1).
t=0
0

«

i 1
MNa) = /t"‘_l e tdt = —te!
0

Also folgt wegen I'(1) = 1 die Behauptung induktiv. O

Definition 2.16. Sei A € #(X) und B € .. Wir sagen A kommutiert mit
B, falls gilt:

AB C BA.

Definition 2.17. Sei X ein linearer raum und X = U @ V. Dann sagen wir:
P ist ein stetiger Projektor auf U ldangs V| falls P ein Projektor ist, und gilt:

R(P)=U A N(P)=V.

Lemma 2.18. Sei X ein Banach-Raum und seien U,V C X komplementire
abgeschlossene Unterrdume, d.h. es gelte:

X=UasV AUNV =0.

Dann gibt es einen stetigen Projektor P auf U lings V.

Beweis. Definieren wir: Pz := P(u+v) = u. Sei {x, }nen C X eine konver-
gente folge, so dass die Folge { Pz, } konvergiert. Setzen wir y,, := Px,, und
bezeichen wir mit x, y jeweils die Grenzwerte. Setzen wir noch z,, := z,— Pz,
so folgt:

Pz, = Pz, — P*z, =y, —y, =0, VneN.

Also folgt {z}neny C V, und da V' abgeschlossen folgt: Pz = 0, wobei wir
mit z den Grenzwert bezeichnen. Dann folgt:

z=x—y & 0=Pz= Pxr— Py & Px = Py.

Aber es ist {y, fnen C U, und da U abgeschlossen folgt: y € U, d.h. Py =y,
und damit Pz = y.

Dann ist P abgeschlossen und definiert auf ganz X, und mit Satz iiber
abgeschlossenen Graphen folgt: P stetig. O
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Definition 2.19. Sei A ein Operator auf einem linearem Raum. Wir sagen
D(A) wird durch U,V C A zerlegt falls gilt:

i) X=UaV.
(ii) Fir den Projektor P : X — U auf U ldngs V gilt:
PD(A) C D(A) N AU CU N AV C V.

Definition 2.20. Das Spektrum eines Abgeschlossenen Operators ist sepa-
riert, wenn es eine geschlossene, rektifizierbare Kurve I' C p(A) gibt, so dass
gilt: in beiden Zusammenhangskomponenten von C \ I" hat 3 4 nichttriviale
Anteile und es ist ' NX4 = 0.

Definition 2.21. Sei A ein Operator auf einem linearem Raum. Wir sagen
D(A) wird durch U,V C A zerlegt falls gilt:

i) X=UaV.
(ii) Fiir den Projektor P : X — U auf U langs V gilt:
PD(A) C D(A) A AU CU A AV C V.

Lemma 2.22. Sei A ein Operator. Genau dann wird D(A) durch U,V zer-
legt, wenn gilt: AP C PA.

Beweis. Werde D(A) durch U,V zerlegt. Dann gilt:
D(PA) = A'D(P) = A'X = D(A),
und:
D(AP) =P 'D(A)= P 'D(A)NU = D(A)NU C D(A).

Also vertauschen P und A.
Es gelte P ist ein stetiger Projektor von U lings V', und P und A kom-
mutieren. Dann gilt:

PD(A)=PD(A)NU =D(A)NU C D(A)
AU = APU = PAU C U.
Und weiter:
AV = A(I- P)V = AV — APV
= AV — PAV < {0} = APV = PAV = AV C V.
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Definition 2.23. Sei D(A) zerlegt durch U, V. Wir definieren:

Ay :U = U, D(Ay)=D(A)NU, Ayu = Au.
AV V= V, D(Av> = D(A) N V, A\/U = Av.

Lemma 2.24. Ist A abgeschlossen, U,V eine Zerlegung von A, so sind auch
Ay, Ay abgeschlossen.

Beweis. G(Ay) = G(A)NU x U. O

Satz 2.25. Sei A abgeschlossen und Y4 sei separiert in oy,09 mit o in
der beschrdnkten Zusammenhangskomponente. Dann gibt es eine Zerleqgung
X =U@V und eine Zerlegung A = Ay + Ay mit X4, = 01 und 4, = 0.
Dabei ist Ay € B(U).

Beweis. O

2.4 Ubungen

Aufgabe 1. Sei A sektoriell, selbstadjungiert und positiv definit. Dann hat
A® fiir alle o die selben Eigenschaften.

Beweis. Zunéchst bemerken wir:
(A_lAa:,Ay) = (z, Ay) = (Az,y) = (Am,A_lAy) ,

fir alle z,y € D(A). Aber da A~ beschriinkt, folgt R(A) = X, d.h. A™!
selbstadjungiert auf X.
Weiter aus:

(A el) ™ <l A%,
und:

2
)

(A_lx,x) = (AA_lx,A_lx) > ¢ HA_lx‘

folgt:

(A ', x)

> Al x) > 6|z
(e = ° W) 2 ol
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mit § = ¢ |A~L)* > 0.
D.h., wir haben gezeigt: A~! selbstadjungiert und positiv definit.
Weiter gilt:

(A+Nz,y)=(z,(A+Ny) = ((A + )\)_1 x,y) = (x, (A+ )\)_1 y) ,
und:
(A+ XNz, 2) > ellz|® + Al [|lz]* > max {|A[, e} ||z,

fiir alle A € p(A).
Aber insgesamt folgt die Behauptung. O

Aufgabe 2. Sei A scktoriell mit R(X4) > 0. Dann ist A~' genau dann
kompakt, wenn A~ fiir alle o > 0, kompakt, genau dann kompakt wenn e~
fiir alle t > 0 kompakt.

Beweis. Zunéchst ist fiir alle o € N die Aussage trivial. Sei 0 < a < 1 und
U C X beschriankt. Dann ist:

AU = A A-(-o)U.

D.h. A~! genau dann kompakt wenn A~ oder A~('=%) kompakt. Aber da
dies fur alle a € (0, 1) gilt, so folgt A~ kompakt fir alle e € (0,1). Fiir « > 0
folgt aber die Aussage aus A= = APA™ a=[a]+a—[a] = m+ 3> 0.

Aber aus A~* kompakt folgt das zweite Teil der Behauptung sofort. [J

Aufgabe 3. Fiir alle v € X ist t v tAe 'z stetig auf [0,00). Es gilt auch
tAe Mx — 0 firt — 0+.

Beweis. Es gilt:
1
HtlAe_Atlx _ ter_AtOxH =5 / (tle’\tl — toe)‘to) A(A+ /\)_1 T d)\
r

1
(tl—to) Q—i/eAtlA(A‘i—)\)_l x d\
T
r

= (tl — to) HAG_AtlfL'H

IN

c _
< (t1 —to) € el
1
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fir tl 2 to Z 0.
Weiter gilt:

1 M
tAe Azl <t— [ teM d\ t—/ AeM 1+ |2 d\
Jeae el < o [t fall an o5 [N (14 A2 ) el

r
<Ct—0, firt—0+.

]

Aufgabe 4. Sei A selbstadjungiert und positiv definit auf einem Hilbertraum
H. Dann gilt:

|A%z]| < || Az|* |||, V& € D(A).
Vergleiche auch mit Satz 2.7.
Beweis. Der Operator A hat die Darstellung:

(e 9]

A= /AdEA,

0

mit {F)} Ael0,00) €INE einparametrige Zerlegung der Einheit. Schreiben wir
E(A) := E\, — E), fir A\;, Ay € [0,00), dann ist uns bekannt:

B(A)E(A) =0, falls () M) 1 (%, A2) = 0.
Daher folgt fiir z € D(A):

[e. 9]

Jal = [ AP d | Esal*

0

Setzen wir g(t) := ta fiir 0 << a < 1. Die Funktion g ist konvex, und aus
der Jensens-Ungleichung? folgt:

T IAZ dp(n) -

(M) = o | iy / o) 4 = (1)

0

2Fiir Q C R™ offen und beschrinkt, g : R — R konvex, u : Q@ — R gilt:

o7 [ < i f oo
Q Q Q Q
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mit du()\) = d ||Exz|”. Aber damit haben wir bereits die Behauptung. [
Aufgabe 5. Sei A sektoriell mit R (X 4) > 0, dann gilt fir jedes 0 < a < 1:
e ||Aa6_Ata:|| -0 firt—0+.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 2.6 rechnen wir:

]| A%z < C || Az ta/

0

—Q

S
t+ s

ds.

Mit substitution v := t%*s erhalten wir fiir 0 < o < 1:

(07 Sa
t
t+ s
0

o0

t ')
u ¢ 2 u-¢
ds:to‘2+1/—du:t“+1 +/—du
ta+1 +U taJrl +u
0 0 t

tlfa (oY t72a +o
S ta2+1 |:t—0£—1— + _:| — ta2+1 |: 4 _:|

l—« o l—« a
t(a—1)2 toc2+a

= + — 0, firt—0+.
11—« «

Schliellich, mit o« — 1 erhalten wir die Behauptung fiir 0 < o < 1. O

Aufgabe 6. Sei A sektoriell mit R(X4) > 0 auf einem Banachraum X. Sei
B: X =Y linear, Y ein Banachraum. Es gelte D(A) C D(B) und fiir ein
ael0,1):

1Bl < C || Az]* ||z

fiir eine konstante C > 0. Dann besitzt B eine eindeutige Erweiterung zu
einem beschrinkten Operator Bg : XP — 'Y fiir alle 8 € (o, 1].

Beweis. Es ist X# = R(A~F), d.h. Bs beschriinkt genau dann wenn BA~?
beschrénkt. Es ist auch:

|BA x| < Cll=|* || A7} '™ < C ]|,
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fir x € AD(B)N D(A) = R(A) = X, d.h. BA™! ist beschréinkt. Daher gilt
fir x € D(A):

o0 oo
/tﬁ_lBe_Atxdt < C"/tﬁ_1 HB@‘A%H dt
0 0

1

_51_ _
342 = | 2

<o / 571 Ae A ||* [l Atal ™ dt
0

< C HxH /tﬁl (tflefét)a efé(l—a)t dt

0
e}
=C||z|l /t(ﬁ_o‘)_le_& dt < oo,
0

fir alle 5 € (o, 1]. O
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3 Die Formel der Variation der Konstanten

3.1 Das Cauchy Problem

Definition 3.1. Sei X ein Banachraum, A sektoriell in X. Betrachte das
lineare Cauchy-Problem:

dx _
{dt(t)—i—A:c 0,t>0, (3.11)

z(0) = zo.

Eine Losung des Problems (3.1.1) auf 0 < t < T ist eine stetige Funktion
x:[0,T) — X, stetig differenzierbar auf (0,7") fir die gilt:

z(t) € D(A) fir alle t € (0,7)
x(t) — xo fiir t — 0+,

fl—f(t) + Az =0, fur t € (0,7).

Lemma 3.2. Sei X ein Banachraum, A sektoriell in X. Dann ist:
z:00,T) = X, z(t) := e M,
eine eindeutige Losung von (3.1.1).

Beweis. Wegen Satz 1.9 ist klar: z(t) = e~ *x ist eine Losung. Wir zeigen x
eindeutig. Sei z(t) eine Losung auf [0, T) und setzen wir y(t, s) := e~ 4¢=%) 2(s)
fir 0 < s <t < T. Dann gilt:

Osy(t,s) = Ae 479 2(s) — Ae =9 2(s) = 0,
fiir alle 0 < s <t < T. Daher folgt:
2(t) = y(t,t) = y(t,0) = e Mg = 2(t),
auf (0,7). O

Definition 3.3. Sei X ein Banachraum, A sektoriell in X. Betrachte das
inhomogene Problem:

o v
{ ;t(é’;)i;i‘ f®), >0, (3.1.2)
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Eine Losung des Problems (3.1.1) auf 0 < ¢t < T ist eine stetige Funktion
x:[0,T) — X, stetig differenzierbar auf (0,7") fiir die gilt:

z(t) € D(A) fir alle t € (0,7)

x(t) — xo fiir t — 0+,

Z—j(t) + Az = f(t), firt € (0,7).

Lemma 3.4. Sei f : (0,T) — X lokal Holder-stetig zum exponenten 6 €
(0,1] mit e, == [||f(s)|| ds < oo fiir ein 7 > 0. Fiirt € (0,T) setze:
0

t

z(t) == e My + /eA(tS)f(s) ds, (3.1.3)
0

dann ist F' eine Lisung des Inhomogenen Cauchy-Problems (3.1.2).

Beweis. Setzen wir:
t—1

2, (t) == e My + /e‘A(t_S)f(s) ds,
0

mit f(s) =0 fiir s <0. Dann gilt:

t

lx(t) — - (V)] < / He’A(t’s)H | f(s)|| ds <7 — 0 fiir 7 — 0+,

t—7

gleichméBig auf [0, ¢o] fiir alle tg < T'. Weiter ist x, ist stetig, da:

t+h—T1

s [ e sl as

t—T

(t—7)*!

e
< A 1<T 6 "
< C||Azol|h+ C 1 h" +C".h =0,
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fiir h — 0+ nach Satz 2.6. Daher ist auch z(t) stetig auf [0,7") und es gilt:

o) = 2] < [ = Do+ [ e 15(5)] ds

< ||Azo|| Ct + C'e,t — 0, fiir t — 0+,

auch nach Satz 2.6.
Fiir 0 < s <t < T ist e ag+e 2% f(s) € D(A), also gilt auch fiir die
Riemann-Summen: ez + Y e 4079 f(s;,)A,, € D(A). Dann folgt:

t—s;>T

t—1

Al e Mo+ Jim 3 A f(s) | = Aeag + / A=) f(5) ds,

t—s;>T 0

da A abgeschlossen. D.h. wir haben z,(t) € D(A) fiir alle t € [0,7). Nun
gilt:

Az, (t) = Ae~Aag + / Ae™ 72 f(s) ds
0
t—7 tde
= Ae Mg+ [ AN (f(s) = f(8) ds— | e M f(t) d
f [
Ae g+ [ A (1) = 1) ds— (e - ) £0)
0

Also gilt fur alle 7 > 0, und alle t € [0,7):

[Az-(t) — Az (0)] < [|A (7 = T) wo[ + / [Ae= 4[| f(s) = (D) ds

+ e = e 1@l

t—1
< Ct7 || Ao || + C/ (t—s)"" ds < co.
0
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Dann aber, da A abgeschlossen, folgt:
t

A () =AMy [ AN (1(5) = F(0) ds = (= 1) 10

0
t

= Ae Mgy + /AeA(ts)f(s) ds = Ax(t),
0

d.h. z(t) € D(A) fiir alle ¢t € [0, 7).

Nun bemerken wir:

t t

e (t) = Ac@)] < | [ 4 (1) = f0)) s + | [ G0 pte)ds

—r —r
t

§C/(s—t)1_6 ds+ ||[(T—e™7) f(t)|| — 0 fiir 7 — 0,

t—1

gleichméBig auf [tg, ;] C (0,T). Wie im Beweis von Satz 2.6 fiir z € X',
« € (0,1] rechnen wir:

t

t s
H(e’At—]I—i-At) IL’” = /A(]I—eAs)xds = A//AeA”deds
0 0

0

t s
Jatse] [ [ flaree | avas
00
t s t
< ||A1+°‘xHC//1/O‘1dVds— ||A1+°‘:UHg/sads
00

0
G
a(l+a)

IN

= [|[A || >t — 0, fiir t — 0+ .
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Und da X' dicht in X*, gilt dies fiir alle x € D(A). Damit folgt fiir ¢ > 7:

t—1 t+h—T

% (e —1) / e AU £(s) ds + / e AU £ () ds
0 t—r
t—7
+ Ah / e A=) f(s)ds — e AT f(t —T)h
0
t—7 1 t+h—1
1 _ s - —s
= (e — T+ Ah) /eA(t Vf(s)ds + / e~ MTh=) (f(s) — f(t — 7)) ds
0 t—T1
] t+h—1
+ 5 / e~ AUTh=8) _ o= AT s f(t — 1)
t—1
o t—1 1 t+h—T1
1
<1 6+1 _ (04D ds + = / —t GH d
e i KSR NOTRE By (SRR
0 t—T1
1 h?
— t—
2w
Cre 1 Ko+l
< “_h? 4+ — Wl f(t— 0, fiir b — 0.
< G hag = T = 0. ik

Insgesamt folgt:

Canlt) = A, (1) + T~ 7) = ~Alt) + (1) = ),
auf (0,7). O
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