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Dieses Skript ist noch in Arbeit.

1. Einleitung: Was sind dynamische Systeme?

Dynamische Systeme sind die Lehre von allen Dingen, die sich mit
der Zeit andern. Das beinhaltet das Universum, das Leben und den
ganzen Rest. Folgendes sind typische Beispiele, die untersucht wer-
den:

e Das Wetter,

¢ Planetensysteme,

e physikalische Pendel,

e Computersimulationen wie “game of life”,

e Computer selbst,

e mathematische Iterationsverfahren, z.B. das Newton-
Verfahren.

Allgemein werden hier insbesondere folgende zwei wichtige mathe-
matische Objekte behandelt:

(1) Losungen von Differentialgleichungen

dx
% = f(x)v

(2) Iteration von Abbildungen
f:X—=X,
also
Toa1 = fxn).

Hier werden einige typische Konzepte erklart, z.B.

e Chaos,

e Ordnung,

e Vorhersagbarkeit,

e Stabilitat und

e Instabilitit,

e Attraktoren,

e Schmetterlingseffekt,
e Information und

e Entropie.



3. GRUNDBEGRIFFE

2. Vorkenntnisse

e Analysis
— Satz liber implizite Funktionen
— Differenzieren im R”
— elementare Maftheorie
e Lineare Algebra
— Konjugation und Aquivalenz von Matrizen
— Jordan-Normalform

3. Grundbegriffe

DEFINITION 3.1. Fiir eine Abbildung f : X — X auf einer Menge X
schreiben wir f2:= fo f, f3:= fo fo f,

ffi=fo-.of (k-malige Verkettung von f).
Denn wir werden die k-malige Verkettung von Abbildungen oft
brauchen, die Multiplikation von Werten dagegen selten (und fiir

letztere kann man ohnehin problemlos f(z)* schreiben, da dies
kaum mit f(2*) zu verwechseln ist).

Wir nennen f* auch die k-fache Iteration von f.
DEFINITION 3.2. Das Orbit von z € X einer Abbildung f ist die
Folge
(z, f(2), f(2),...) = (f*(2))ren-
Dabei muss f nicht invertierbar sein; ist das aber der Fall, so ist f*

fiir alle &k € Z definiert und wir konnen das Orbit von x unter der
invertierbaren Abbildung f definieren als

(fk(x))kez-
In diesem Fall heif3t (f*(z))xren, das positive Semiorbit von x unter
f.

Manche Leute sagen statt ,das Orbit” auch , der Orbit”.

DEFINITION 3.3. Ein Fixpunkt von f ist ein Punkt z € X mit

fa) = .
Ein Punkt x heifst periodisch mit Periode k, wenn gilt
FH(a) = .

Das ist offensichtlich genau dann der Fall, wenn z ein Fixpunkt von
f* ist. Es ist nicht nétig, dass k den kleinsten moglichen Wert hat;
wenn doch, heifst £ die minimale Periode von z.

Es gilt also:



4. KONTRAKTIONEN

LEMMA 3.4. Wenn ein Punkt periodisch ist mit Periode k € N, dann auch
mit | - k fiir alle | € N.

DEFINITION 3.5. Ein Fluss ¢ auf einer Menge X ist eine Abbildung
X xR — X, (z,t) — ¢ (z),50 dass gilt:

® g = 1d7
o fiir alle s,t € R gilt ps 0 o = gy

Ublicherweise wird gefordert, dass ¢ mindestens C ist (in (z, ), also
beiden Variablen); in vielen Fallen ist ¢ glatt. Sinn macht die Defini-
tion auch, wenn ¢ nur CY ist.

Fliisse treten auf natiirliche Weise auf, wenn wir Differentialglei-
chungen untersuchen:

EXAMPLE 3.6. Wenn & = f(x) eine Differentialgleichung auf dem R"
ist mit der Eigenschaft, dass jede Losung = = z(¢) sich auf ganz R
fortsetzen lidsst, also fiir alle Zeiten ¢t € R definiert ist, dann konnen
wir einen Fluss definieren durch

pi(o) == x(t),
wobei z = z(t) diejenige Losung von & = f(x) ist mit z(0) = .

DEFINITION 3.7. Fiir einen Fluss ¢ heifst ¢, die Zeit-t-Abbildung
von ¢.

LEMMA 3.8. Wenn ¢ ein C*-Fluss ist, dann ist fiir alle t € R die Zeit-t-
Abbildung ¢, ein C-Diffeomorphismus.

BEWEIS. ¢, ist invertierbar mit Umkehrabbildung ¢_;, da ¢_; o
01 = @111 = po = id . Mit ¢ ist auch ¢, und p_; eine C*-Abbildung.
O

4. Kontraktionen

DEFINITION 4.1. Ein metrischer Raum ist eine Menge X und eine
Abbildung d : X x X — R, so dass fiir alle z, y, z € X gilt:

e d(z,y) =0z =y,

o d(x,y) = dl(y,x),
o d(x,y) < d(z,z)+d(y, 2).

Daraus kann man die iiblichen Folgerungen ziehen, wie z.B.
d(z,y) > 0 (was oft tiberfliissigerweise in die Axiome geschrieben
wird) usw.

DEFINITION 4.2. Sei X ein metrischer Raum. Eine Kontraktion auf
X ist eine Abbildung f : X — X, fiir die es c < 1 gibt, so dass fiir
alle z,y in X gilt:
d(f(z), f(y)) < cd(z,y).
4



4. KONTRAKTIONEN

Wie schon aus Analysis 1 bekannt, ist dies viel starker als die Bedin-
gung d(f(x), f(y)) < cd(x,y), ¢ < 1.Es ist auch viel starker als ,fiir
alle z,y in X gibtes ¢ < 1, so dass gilt d(f(x), f(y)) < cd(z, y)*.

Es gilt der Kontraktionssatz (auch Fixpunktsatz von Banach ge-
nannt):

THEOREM 4.3. Sei X vollstindiger metrischer Raum, f Kontraktion auf
X. Dann hat f einen eindeutigen Fixpunkt, d.h. einen Punkt mit

f(ﬂUO) = Zo.

Fiir alle » € X gilt: f*(z) konvergiert gegen x fiir n — oo. Es gilt die
Abschitzung

d(f"x,xo) < d(x, xo).

THEOREM 4.4. Wenn X eine kompakte Teilmenge des R" ist, f : X — X
differenzierbar und ||D f|| < 1 auf ganz X gilt, dann ist f eine Kontrakti-
on.

DEFINITION 4.5. Die C'-Norm einer differenzierbaren Funktion f :
X — R™ mit Definitionsbereich X C R" ist

[ fller == sup [[f ()] + sup || Df (z)]]-
reX zeX

(Das ist endlich fiir X kompaktund f € C'(X).)

THEOREM 4.6. Wenn f : X — X eine Kontraktion eines metrischen
Raumes X ist, dann gibt es ¢ > 0, so dass jede Abbildung f mit ||f —
fller < € auch eine Kontraktion ist.

Der Fixpunkt einer Kontraktion hiangt stetig von Parametern ab:

THEOREM 4.7. Sei f : X xY — X stetig, X ein vollstindiger metrischer
Raum, Y ein beliebiger metrischer Raum, und fiir alle y € Y sei f, :=
f(,y) « © — f(x,y) eine A\-Kontraktion. Dann hingt der (existierende
und eindeutige) Fixpunkt g(y) der Abbildung f, stetig von y ab.

BEWEIS. Esist
Z fz-‘rl )) md(x,fy(l’))
i=0

und daher gilt fiir x = g(y), dass

d(g(y), 9(y)) < ﬁd( (1), fy(9(m))) = %d(fg(g@)),fy(g(ﬂ))),

was wegen der Stetigkeit von f beliebig klein wird fiir § — y. O
5



5. IRGENDWANN KONTRAHIERENDE ABBILDUNGEN

5. Irgendwann kontrahierende Abbildungen

DEFINITION 5.1. Eine Abbildung f : X — X eines metrischen
Raums X heifst irgendwann kontrahierend, wenn es A < 1 und
C € R gibt, so dass fiir alle z,y € X ein ny € N gibt, so dass fiir
alle n > ny gilt:

d(f"(x), [*(y)) < CX"d(z,y).

Die Eigenschaft einer Abbildung, irgendwann kontrahierend zu
sein, ist robuster als die Eigenschaft, kontrahierend zu sein. Zum Bei-
spiel bleibt sie erhalten, wenn die Metrik sich ,uniform &dndert”:

DEFINITION 5.2. Die Metriken d und d auf einer Menge X heifien
uniform dquivalent, wenn es ¢ < oo gibt, so dass fiir alle z,y € X
gilt:

%d(m,y) <d(z,y) < cd(z,y).

Offensichtlich ist dies nur mit ¢ > 1 moglich.

LEMMA 5.3. Wenn f irgendwann kontrahierend ist beziiglich der Metrik
d, und wenn d eine andere Metrik ist, die zu d uniform dquivalent ist, dann
ist f auch beziiglich d irgendwann kontrahierend.

BEWEIS. In der Notation der vorigen Definition gilt
d(f" (@), f*(y) < cd(f"(x), ["(y)) < cCON'd(z,y) < FON'd(w,y).

g

THEOREM 5.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine irgendwann kon-
trahierende Abbildung f : X — X ist uniform dquivalent zu einer Kon-
traktion auf X. Das heift, es gibt eine Metrik dy, auf X, die zu d uniform
dquivalent ist, so dass f beziiglich d, eine Kontraktion ist.

BEWEIS. Die Abbildung f erfiillt
A(f (@), () < CA"
mit Konstanten C' < oo, A < 1. Wadhle i € (A, 1) und n so grofs, dass
CA/ )" < 1.

Definiere

dule,y) = 3 (), (),

6



6. LINEARE SYSTEME

Dann gilt

du(f(2), () = nd_p'd(f (@), f(y)
- (Z P @), £ () - d(ay) + T d (), f"(y))>

= [ (i ptd(f (), f1(y) — d(a,y) + e(N/ p)"d(a, y))

/LdL(:u y)

IN

g

DEFINITION 5.5. Sei f eine irgendwann kontrahierende Abbildung
mit d(f"(z), f"(y)) < CA". Eine Metrik

=Y WA @), f )

mit ¢ € (A, 1) und n so grofs, dass C'(A\/u)" < 1, heifit eine Lyapunov-
Metrik (auch: angepasste Metrik).

Es gibt mehr als eine Lyapunov-Metrik, da ;s und n frei wahlbar sind.

Oft wird auch der Fall n = oo betrachtet und ebenfalls als Lyapunov-
Metrik bezeichnet. !

6. Lineare Systeme

Es gilt fiir eine lineare Abbildung A : R® — R™:
Rn — Es D Eu D EO

E° = FE*(A) = @ Ey® @ Ey 5,

mit

[A|<1,AeR [A|<1,AgR
E'=EA)=E*= @ Exo @ B

[A|>1,AeR [A|>1, R
E°=E(A @ E\® @ Ey 5

[A|=1,A€R A|=1,AgR

IFiir Lyapunov nehmen wir als Schreibweise die Standardtranskription ins
englische Alphabet. Auch zu sehen sind die Schreibweisen Ljapunov, Liapunov,
Liapunow, Liapunoff, ... sowie die einzig wirklich korrekte:

Anekcanpp Muxainosud JlsanyHos

7



7. MASSERHALTENDE SYSTEME

Fiir eine Matrix A ist die Einschrankung von A auf E° irgendwann
kontrahierend. Fiir alle § > 0 gibt es eine Norm ||.||, mit

1A ) + 6.

L<T(A

ES

Wenn A invertierbar ist, so ist die Einschrinkung von A~! auf E“
irgendwann kontrahierend. Fiir alle 6 > 0 gibt es eine Norm ||.||
mit

|| Apgs

ps) + 6, AL <r(Az) +6.
||| heifst Lyapunov-Norm.

L<T(

Analog gilt fiir eine lineare Differentialgleichung & = Az :
R"=FE*® E*@ E°

mit
E*=FE*(A) = @ Ey & @ By 5
A<0,MeR Re(A)<0,A¢R
E* = E"(A) = @ Ex® @ Ey 5
A>0,AeR Re(\)>0,A¢R
E°=E°(A = P Be P Ex
A=0,\cR Re(\)=0,A¢R

Fiir alle 2, € E* gilt: Die Losung x(t) von ¢ = Az, z(0) = z( konver-
giert gegen 0 fiir t — oo.

Fir alle z, € E* gilt: Die Losung z(t) von & = Az, z(0) = x¢ konver-
giert gegen 0 fiir t — —oo.

Fiir alle zy € E°\ {0} gilt: Es gibt 0 < C < o0, so dass die Losung x(t)
von & = Ax, x(0) = x fiir alle ¢t € R erfiillt, dass 1/C < ||z(t)|| < C.

7. Mafierhaltende Systeme

Zunichst zur Wiederholung;:

DEFINITION 7.1. Sei X eine Menge. Eine o-Algebra A auf X ist eine
Menge von Teilmengen von X mit

e ) e X,
e wenn A € A, dann auch X \ A € A,
e wenn A; € Afiirallei € N, dann auch (J, . 4; € A.

DEFINITION 7.2. Sei nun X eine Menge und A eine o-Algebra dar-
auf. Ein Maf§ auf X ist eine Abbildung

w: A — [0, 00,
so dass gilt:
i :U(@) =0,
e fir alle Al, A2 € A gllt ,u(Al U AQ) S ,u(Al) + ,U(AQ),
8



7. MASSERHALTENDE SYSTEME

e wenn A; € Afiirallei € Nund A;NA; =0 firallei,j € N
mit ¢ 7# j, dann gilt M(UieN Ay) = Zz‘eN 1(4;).

Es ist tiblich zu sagen: ,Sei X ein Mafiraum”, obwohl ;1 und nicht
X das Objekt ist, das die Information tiber das Maf3 enthélt, damit
auch tiber die zugehorige o-Algebra (was der Definitionsbereich des
Mafes ist) und damit iiber X (was die Vereinigung aller Elemente in
der o-Algebra ist).

EXAMPLE 7.3. Lebesgue-Mafi im R™ (im folgenden Volumen ge-
nannt, geschrieben vol).

DEFINITION 7.4. Sei p ein Maf$ auf X. Dann heifst eine bijektive Ab-
bildung f : X — X maflerhaltend, wenn gilt:

p(f(A)) = p(A)
fir alle A € A.

Bei dieser Definition wird erstens die o-Algebra A in den Voraus-
setzungen gar nicht erwdhnt; das ist korrekt, denn . enthélt diese ja
schon als Definitionsbereich. Zweitens wird stillschweigend voraus-
gesetzt, dass f die o-Algebra wieder auf sich abbildet. Das stimmt
nicht fiir jede Abbildung und jede o-Algebra. Fiir die Abbildungen
und o-Algebren, die wir betrachten (z.B. stetige Abbildungen im R"
und Lebesgue), ist das aber immer erfiillt.

Diese Definition ist ein Spezialfall der folgenden:

DEFINITION 7.5. Sei p ein Maf$ auf X. Dann heifst eine Abbildung
[+ X — X maflerhaltend, wenn gilt:

pu(f71(A)) = p(A)
fir alle A € A. Wir sagen dann auch, das Maf 1 sei invariant unter
f.
Gemaf} dieser Definition ist die Abbildung
f:10,1) = [0,1), f(z) = 2x mod 1
maferhaltend fiir das Langenmafs (Lebesguemafs) auf R.

DEFINITION 7.6. Die Jacobische bzw. Jacobi-Determinante einer
differenzierbaren Abbildung f : R" — R" ist

Jf:=detDf.

THEOREM 7.7. Eine differenzierbare Abbildung f : U — R", U C R
offen, ist volumenerhaltend genau dann, wenn

|det Df| =1

ist.



7. MASSERHALTENDE SYSTEME

Aus der Definition fiir Abbildungen erhalten wir sofort eine fiir Fliis-
se:

DEFINITION 7.8. Ein Fluss ¢ auf einem Mafsraum heifSst mafSerhal-
tend, wenn fiir jedes ¢t € R die Abbildung ¢, maflerhaltend ist. D.h.,
tur beliebiges A € A ist (¢ (A)) unabhédngig von t.

THEOREM 7.9. Ein Fluss auf R" (oder auf einer Teilmenge davon) ist vo-
lumenerhaltend genau dann, wenn das zugehorige Vektorfeld

flz) = %@t(ﬂf”t:o

iiberall verschwindende Divergenz hat, d.h.

: N Ofi)
div f (.— 2 ai> =0.

THEOREM 7.10. (Poincaré-Rekurrenz) Sei y endliches Maf$ auf X und
invariant unter f : X — X. Wenn A C X die Bedingung u(A) > 0
erfiillt, dann gibt es n € N mit

AN fM(A) # 0.
DEFINITION 7.11. Sei f : X — X eine Abbildung (bzw. ¢ ein Fluss)

auf X. Ein Punkt = € X heifit positiv rekurrent, wenn es eine Folge
(tk)keN glbt mit

f*(x) - 2 und t; — +oo firk — oo

bzw. ¢ (z) -z und t; — +oo firk — oo,
wobei t;, € N (bzw. t;, € R fiir einen Fluss).
Analog heifst ein Punkt z € X unter einer invertierbaren Abbildung
oder einem Fluss negativ rekurrent, wenn es eine Folge (tx)ren gibt
mit

f*(z) -2 und t, —» —oo fiirk — oo

bzw. ¢ (x) =z und t — —oco furk — oo
mit ¢, € —N (bzw. ¢, € R). Wenn ein Punkt positiv und negativ
rekurrent ist, heifst er rekurrent.

DEFINITION 7.12. Die w-Limesmenge eines Punktes z ist die Menge
der Haufungspunkte des positiven Semiorbits fN(x) bzw. %) (z):

w(x) = {y : El(tk)keN : ftk<33) — vy, tpy — oo flr k — oo}
bzw. w(z) = {y: I(tr)ken : 1, () =y, try — +oo flur k — oo}

Die a-Limesmenge eines Punktes z ist die Menge der Haufungs-
punkte des negativen Semiorbits f~N(z) bzw. p(=0():

a(z) = {y: Itp)ren : f*(x) =y, tp — —oc0 fiir k — oo}
bzw. «a(z) :={y: I(tk)ken : 1, (z) — y, t, = —o0 fur k — oo}

10



8. PHYSIKALISCHE SYSTEME (THEORETISCHE MECHANIK)

LEMMA 7.13. Es gilt:

e 1 ist positiv rekurrent <= x € w(x),
e 1 ist negativ rekurrent <= = € a(x),
o 1 ist rekurrent <= x € w(x) N a(x).

Weiterhin gilt:

o Wenn das positive Semiorbit von x einen Limes y hat, dann ist

w(z) = {y}.

o Wenn das negative Semiorbit von x einen Limes y hat, dann ist
a(z) = {y}.

THEOREM 7.14. Sei X C R™ oder T", vol(X) < oo, f : X — X volume-
nerhaltend. Dann gilt: Fiir alle v € X gibt es Folgen y;, — x, mj — 00, 50
dass f™ (yx) — x fiir k — oo.

BEWEIS. U

THEOREM 7.15. Sei X eine abgeschlossene Teilmenge von R™ oder T",
[+ X — X volumenerhaltend und invertierbar. Dann ist die Menge der
rekurrenten Punkte dicht in X.

BEWEIS. U

8. Physikalische Systeme (theoretische Mechanik)

8.1. Newton-Systeme, klassische Mechanik. Die von Newton
beschriebenen Systeme haben die Form

f = ma, wobei a = & = ‘2737 die Beschleunigung und f = f(z)
die Kraft am Punkt z ist. Typischerweise handelt es sich um einen

Massepunkt, der sich unter der Bewegung einer Kraft bewegt.

Dies ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung in z, die sich aber
leicht in eine 1. Ordnung umwandeln l4f3t:

T v

/().

In der Newton-Mechanik ist m konstant und wird manchmal zu 1
normiert.

Wir erhalten eine DGL 1. Ordnung;:

d 1

S@v) = (0, — /(@)

Hierbei sind z € R",v € R". In der Physik ist oft n = 3, aber es
macht Sinn, allgemeines n zu betrachten. Der Raum R*" heif3t der
Phasenraum des Systems. Die Differentialgleichung hat fiir glattes

11
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8. PHYSIKALISCHE SYSTEME (THEORETISCHE MECHANIK)

[ eindeutige Losungen und definiert einen Fluss ¢ im Phasenraum:
©i((zo,v0)) = (z(t),v(t)) =die Losung mit Anfangswerten z(0) = o,
v(0) = w.

THEOREM. Fiir ein Newton-System ist das Phasenraumuvolumen invari-
ant, d.h. dvol := dxdv erfiillt vol(yp,(A)) = vol(A) fiir alle messbaren A
und allet € R.

BEWEIS. Die Differentialgleichung ist = = F'(u) mit v = (z,v),
F(U,l, Ug) = (F1 (Ul, Ug), F2(U17 UQ)) = (UQ, f(ul)/m) Der LéSUHgSﬂUSS
ist volumenerhaltend, wenn die Divergenz Null ist. Das ist der Fall,
da8F1/8u1:O:8Fg/8u2. O

DEFINITION. Der Impuls ist p := muv.

Die kinetische Energie ist

1 1
Fxin(v) := §m|\vH2 =gm<v,v>.
Wenn zusitzlich f ein Gradientenvektorfeld ist, d.h. f = —gradV

mit einer Funktion V' : R" — R, so heifit V' = V(x) das Potential
oder die Potentialenergie. f heifst dann Potentialfeld. Die Funktion

H(l‘, U) = Ekin(v) + V(l’)
heifit die Gesamtenergie.

THEOREM. Fiir ein Potentialfeld ist die Gesamtenergie H invariant. Jedes
Orbit liegt auf einer Kurve, entlang welcher H konstant ist.

BEWEIS. ¥ =m < v,% > + < gradV, i >=< v, mv + gradV >=

0, damv = —gradV. O

EXAMPLE. Das Pendel & = —sinz: Hier ist x € S!, da der Winkel
periodisch ist. v ist dennoch ein Element in R”. Dies ist ein Potenti-
alfeld mit V(z) = —cosx. Esist H = v?/2 — cosz. Fir H € (—1,1)
sind die Losungskurven periodische Orbits. Fiir H = 1 ergibt sich
ein homoklines Orbit.

REMARK. Die Orbits schneiden sich nicht. Wo es aussieht, als wiir-
den sie sich kreuzen, haben wir in Wirklichkeit mehrere Orbits: einen
Fixpunkt im , Kreuzungspunkt” sowie andere Orbits, die darauf zu-
oder davon weglaufen, die aber den Fixpunkt nicht in endlicher Zeit
erreichen.

Global verhalten sich die Losungen mit # > 1, die mit # = 1 und
die mit 4 < 1 deutlich verschieden. Das hiangt damit zusammen,
dass die Funktion H bei H = 1 einen Sattelpunkt hat.

12



8. PHYSIKALISCHE SYSTEME (THEORETISCHE MECHANIK)

8.2. Lagrange-Gleichung und Variationsmethoden.
DEFINITION 8.1. Fiir ein Potentialsystem heifst

1
L(z,v) := 5 <mu,v> —V(z)

die Lagrange-Funktion.
DEFINITION 8.2. Die Gleichung

d 0 0
dtov” " b
heifst Euler-Lagrange-Gleichung.

THEOREM 8.3. Die Losungen der Newton-Gleichung mi = —VV sind
genau die Losungen der Euler-Lagrange-Gleichung.

BEWEIS. 221 =myund 2L =-VL. O

DEFINITION 8.4. Fiir eine C?-Kurve c : [0, 7] — R" ist eine Variation
von c eine Schar von Kurven ¢, = ¢,(t),t € [0,T], s € (—¢,¢), so dass
die Abbildung (¢, s) — c¢,(t) in C? ist und so dass ¢ = ¢ gilt.

DEFINITION 8.5. Wenn F eine reellwertige Abbildung auf der Men-
ge der Kurven ist, heifit ¢ kritischer Punkt von F, wenn fiir jede
Variation (c;)se(—c) gilt

0
—Fl|.=0.
0s |
THEOREM 8.6. Sei
L:R"xR"—=R, L=L(z,v)

eine C*-Funktion, a,b € R", T > 0. Dann erfiillt die C*-Kurve c :
0, 7] — R™ die Euler-Lagrange-Gleichung genau dann, wenn c kritischer
Punkt des Funktionals

auf der Menge
{¢ € C*([0,T],R") : &(0) = a, &T) = b}

ist.
13



9. MANNIGFALTIGKEITEN

BEWEIS. c ist kritisch genau dann, wenn fiir alle solchen Varia-
tionen (c,); gilt:
o)

0 = —F|
(9s|

a T
—a/OLdt

_ /T a_Lg | _|_8_Lg’ dt
)y \oz 9s S50 T 5 s ls=0

T
_ [aL 9, ’szo} (was wegen den Randbedingungen verschwindet)

ov Os =0

(D g (39) 21
o \ Oz 8305 s=0 dt Ov 6505 s=0

— /T %_ia_[’ 2 | dt
o dr  dtow ) 9s )

Dies ist sicherlich 0 fiir Losungen der Euler-Lagrange-Gleichung.
Umgekehrt folgt aus dieser Gleichung auch die Euler-Lagrange-
Gleichung, denn wenn

an einer Stelle ¢, langs c nicht 0 ist, also einen Wert Z # 0 hat, dann
wihle eine kleine )-Umgebung von ¢, so dass dieser Term dort anné-
hernd konstant ist, und wihle eine Variation (c;), mit

0
%CS(t”s:O =Z
furallet € (ty — /2,19 +6/2) und
0
sres(tlio =0
fur alle ¢ au8erhalb von (ty — d,ty + 0); dann ist fiir diese Wahl der
Variation auch das obige Integral nicht 0. O

8.3. Hamilton-Systeme. siehe Aufgabenblatt

9. Mannigfaltigkeiten

Im Folgenden brauchen wir den Begriff der differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten. Typische Beispiele sind der bekannte euklidische
Raum R" und der n-dimensionale Torus T" sowie die n-Sphédre S™.
Dies sind Spezialfélle der folgenden allgemeinen Definition. Zuerst
bendtigen wir allerdings noch ein paar weitere (leider etwas techni-
sche) Definitionen:
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9. MANNIGFALTIGKEITEN

DEFINITION. Ein topologischer Raum ist eine Menge X mit einer
Menge 7" von Teilmengen von X, genannt eine Topologie auf X, fiir
die gilt:

e )cT, XeT.

e Die Vereinigung von beliebig vielen Mengen aus 7' liegt wie-
derinT.

e Der Durchschnitt von zwei Mengen aus 7' liegt wieder in 7T'.

Ein topologischer Raum (X, T") heifst Hausdorff-Raum (bzw. hat die
Hausdorff-Eigenschaft), wenn gilt: Fiir alle z,y € X gibtesU,V € T
mitz e U,y e VundUNV = 0.

Wir sagen, ein topologischer Raum erfiille das zweite Abzahlbar-
keitsaxiom, wenn gilt: Es gibt eine abzadhlbare Teilmenge von 7', so
dass die Vereinigung von Mengen daraus alle Mengen von 7' erge-
ben.

Es ist tiblich, statt ,, (X, T") ist ein topologischer Raum” zu sagen: , X
ist ein topologischer Raum”, obwohl die Information in 7" und nicht
in der Menge X enthalten ist.

Jetzt konnen wir uns endlich den erwiinschten Mannigfaltigkeiten
zuwenden:

DEFINITION. Eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit ist ein Tu-
pel (M, (U)ier, (hi)ier), wobei M eine Menge ist (die Menge der
Punkte auf der Mannigfaltigkeit), I eine Indexmenge, jedes U; eine
offene Teilmenge von M und h; eine Bijektion von U; auf eine offene
Teilmenge von R”, so dass gilt:

e 1 ist ein topologischer Raum und erfiillt das zweite Abzdhl-
barkeitsaxiom.
e Furallei,j € I ist

1/%‘]' = hj ¢ h;l . hz(UZ N UJ> — hJ(Ul N UJ)
ein C*-Diffeomorphismus.

Die h; heiflen Karten, die U; Kartenumgebungen und die ¢;; Kar-
tenwechsel.

Die Mannigfaltigkeit heifit glatt, wenn sie C* ist. Eine C°-
Mannigfaltigkeit heifst topologische Mannigfaltigkeit.

Meist wird statt ,,(M, (U;)ier, (hi)ier) ist eine Mannigfaltigkeit” ein-
tach gesagt , M ist eine Mannigfaltigkeit, d.h wie bei Mafirdumen
und bei topologischen Riumen kommt das relevante Objekt in der
Notation nicht vor.
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EXAMPLE. R" ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit Karte h : R — R",
h(z) = .

o T" (der n-dimensionale Torus) ist eine glatte Mannigfaltig-
keit mit 2" Karten. Alle deren Kartenwechsel sind Transla-
tionen auf dem R".

e S" (die n-dimensionale Sphére) ist eine glatte Mannigfaltig-
keit mit 2 Karten, den sogenannten stereographischen Pro-
jektionen vom R"™! in den R".

e Fiir jede glatte Funktion f : R" — Rist

Graph(f) := {(z, f(z))}
eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Graph( f) ist ei-
ne Teilmenge von R™*'.

e Fiir jede beliebige Funktion f : R®™ — R ist Graph(f)
eine glatte Mannigfaltigkeit, mit einer einzigen Karte h :
Graph(f) — R", h((z, f(z))) := x. Allerdings ist hier
Graph(f) weder ,eingebettet” noch ,Untermannigfaltig-
keit” (fiir diese Begriffe siehe ein Buch {iber Differentialto-
pologie, z.B. [Janich, Klaus: Vektoranalysis]).

Letzteres Beispiel ist recht exotisch; die Mannigfaltigkeiten, die wir
wirklich brauchen, “sehen auch glatt aus”. Allgemein reicht es aus,
sich “glatte” Untermengen des R™ vorzustellen, denn es kann ge-
zeigt werden, dass alle Mannigfaltigkeiten der Dimension n in einen
R™ eingebettet werden konnen. Dabei ist fast immer m > n.

Weiterhin benétigen wir Abbildungen von/auf differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten:

DEFINITION. Eine Abbildung f : M — N mit (M, U;, h;), (N, V;, h;)
Mannigfaltigkeiten heiit C*, wenn fiir jede Kartenumgebung U; von
x in M und jede Kartenumgebung V; von f(x) in N gilt, dass f|y,
,beziiglich Karten C* ist”, d.h. wenn h; o f o h;! eine C*-Abbildung
ist.

Allgemeiner gilt folgende , Meta-Definition”:

DEFINITION. Ein Objekt auf einer Mannigfaltigkeit ist ein Diffeo-
morphismus / ein Homéomorphismus / eine glatte Abbildung /
eine C*-Kurve / etc. genau dann, wenn dies beziiglich Karten gilt.

D.h. f : M — N ist ein Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und
fiir alle Karten &, h auf M, N gilt: ho foh™!istein Diffeomorphis-
mus (als Abbildung einer Teilmenge vom R"). Das klingt erst einmal
etwas verwunderlich, da fiir die Karten £ ja gar nicht vorausgesetzt
ist, dass diese C* sind. Es ist auch gar nicht moglich, das voraus-
zusetzen, denn auf der Punktemenge M kann man ja erst einmal
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10. VON FLUSS ZU ABBILDUNG UND ZURUCK

nicht differenzieren. Dennoch macht diese Definition Sinn. Denn ob
ho foh™! ein Diffeomorphismus ist, hingt nicht von h, h ab, und
daher kdnnen wir testen, ob es fiir ein (dann alle) , h gilt.

DEFINITION. Der Tangentialraum 7,/ an die Mannigfaltigkeit M/
am Punkt z ist die Menge von stetig differenzierbaren Kurven c :

(=1,1) — M mit ¢(0) = 2 modulo der Aquivalenzrelation ¢; ~ c, fiir
(hoe1)'(0) = (hoc)'(0).

Dabei muss genaugenommen c in einer Kartenumgebung liegen;
dies kann aber auch nachtréaglich durch Einschrankung des Definiti-
onsbereichs von c sichergestellt werden.

EXAMPLE. Fiir eine glatte Funktion f : R — R der Graph von f, d.h.
{(z, f(z))} eine glatte Mannigfaltigkeit // und der Tangentialraum
davon am Punkt z ist eine Gerade mit Steigung f’(z).

10. Von Fluss zu Abbildung und zuriick

10.1. Poincaré-Abbildungen. Sei ¢ ein Fluss auf einer Mannig-
taltigkeit M (insbesondere M = R" oder M = T"). Das zugehorige
Vektorfeld heifse f, d.h.

d
flz) = E|t:090t(x)'
Eine Hyperflache S ist eine Untermannigfaltigkeit von M (also Teil-

menge und Mannigfaltigkeit) mit dim S = dim M — 1.

Wenn M = R, so ist jeder (n — 1)-dimensionale Unterraum eine
Hyperflache.

DEFINITION 10.1. Eine Hyperfldche S heifst (globaler) (transversaler)
Schnitt des Flusses ¢, wenn gilt:

e Das zu ¢ gehorende Vektorfeld f ist nirgends tangential an

S.
e Jedes Orbit von ¢ schneidet S unendlich oft fiir t — oo und
t — —o0.

Wir kommen jetzt zur ersten Definition der Poincaré-Abbildung:

DEFINITION 10.2. Sei S ein globaler Schnitt von ¢. Die Wiederkehr-
zeit 7 : S — R ist definiert durch

7(x) :=min{t > 0: p(z) € S}.

Es gilt immer 7(z) > 0, da wir vorausgesetzt haben, dass f nicht
tangential an S ist.
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10. VON FLUSS ZU ABBILDUNG UND ZURUCK

DEFINITION 10.3. Sei S ein globaler Schnitt von ¢. Dann ist die

Poincaré-Abbildung
pP:S—S

definiert durch
P(x) = @) ().

Das heifdt: Der Punkt z wird auf den Punkt abgebildet, der auf dem
Orbit von z liegt und der erste ist, an dem das Orbit von = wieder
durch S lauft.

EXAMPLE 10.4. Fiir die Differentialgleichung
r=r(l—r),
f=1
(in Polarkoordinaten) ist
S ={(z,0): x>0}
ein globaler Schnitt. Die Wiederkehrzeit ist
T =27

tiir alle Punkte in S. Da die Differentialgleichung geldst wird durch

1
) =17 (1/ro — L)e—t’

ist die Poincaré-Abbildung gegeben durch
1
Ple,0)= (1 +(1/r0 — 1)62”’()) ‘

10.2. Suspensionen.

o(t) =t + 0o,

DEFINITION 10.5. Sei M eine Mannigfaltigkeit und f : M — M ein
Diffeomorphismus. Sei X = (M x [0,1])/ ~, wobei die Aquivalenz-
relation ~ definiert wird durch

(z,1) ~ (f(),0).

Dann ist der Suspensionsfluss von f auf X definiert durch
Uil[(2,0)]) = [(FH (@)t + 6 — [t +6])].

Hierbei bedeutet |r| := max{s € N: s <r}.

Wir konnen den Suspensionsfluss statt fiir Diffeomorphismen einer
Mannigfaltigkeit M auch fiir Diffeomorphismen einer offenen Men-
ge U im R" definieren. Allerdings ist auch in diesem Fall die Menge
X, auf der der Suspensionsfluss definiert ist, keine Teilmenge des
R™ x [0, 1], sondern eine abstrakte Mannigfaltigkeit.

EXAMPLE 10.6. Wenn f : S! — S! eine Rotation ist, so ist X ein
Torus.
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EXAMPLE 10.7. Wenn f : S' — S! eine Spiegelung ist, so ist X ei-
ne Klein-Fliiche, eine nicht-orientierbare Mannigfaltigkeit (eine Fla-
che, deren “Innenseite” gleichzeitig die ”Aufienseite” ist). X wird
auch , Klein’sche Flasche” genannt, obwohl sie kein Volumen ein-
schliefst. (,,Herr Professor, ich hatte meine Ubungsaufgaben in mei-
ne Klein’sche Flasche gelegt, doch jetzt kann ich sie nirgends mehr
finden.”)

EXAMPLE 10.8. Wenn f : (0,1) — (0, 1) eine Spiegelung ist, so ist X
ein Mobiusband.

11. Konjugation und Orbit-Aquivalenz

Im Folgenden wollen wir die Analyse von dynamischen Systemen
erleichtern, indem wir gleich ganze Klassen von ,gleichen”, ,dqui-
valenten” usw. Systemen untersuchen. Doch was sind geeignete
Konzepte von ,Gleichheit”, ,,Aquivalenz” usw.?

Fiir Abbildungen hat sich folgendes Konzept als brauchbar heraus-
gestellt:

DEFINITION 11.1. Zwei C*-Diffeomorphismen f : X — X, g:Y —
Y, 1 < k < oo, heiflen topologisch konjugiert (oder C’-konjugiert),
wenn es einen Homdomorphismus » : X — Y gibt mit

f=h"togoh.

Allgemeiner heiflen zwei C*-Diffeomorphismen f : X — X, g:Y —
Y, 1 < k < oo, C?-konjugiert mit 1 < j < oo, wenn es einen (V-
Diffeomorphismus i : X — Y gibtmit f =h ' ogoh.

EXAMPLE 11.2. Die Abbildungen f,g: R — R, f(z) = 2z, g(z) = 8z,
sind topologisch konjugiert mittels h(z) = 2%, was ein Homdomor-
phismus ist. & ist kein Diffeomorphismus, und es gibt auch keinen
solchen, wie wir in Kiirze sehen.

Wenn f, g C7-konjugiert sind, muss & nicht eindeutig bestimmt sein.

EXAMPLE 11.3. Wenn f = g : X — X, dann ist jeder Homoomor-
phismus A : X — X eine Konjugation.

Diese Definition von Konjugation ist zwar leicht auf Fliisse zu iiber-
tragen, aber es wird sich gleich herausstellen, dass da ein anderes
Konzept brauchbarer ist. Zunéchst die analoge Definition:
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11. KONJUGATION UND ORBIT-AQUIVALENZ

DEFINITION 11.4. Zwei C*-Fliisse o, auf X,Y mit 1 < k < oo hei-
Ben topologisch konjugiert (C°-konjugiert), wenn es einen Homoo-
morphismus / : X — Y gibt, so dass fiir alle ¢ € R gilt:

pr=h""oyyoh.

Allgemeiner heiflen zwei C*-Diffeomorphismen f : X — X, g :
Y — Y,k > 1, C?’-konjugiert mit 0 < j < oo, wenn es einen (V-
Diffeomorphismus i : X — Y gibt mit o, = h™' o ¢/, 0 h.

Hier taucht nun folgendes Problem auf: Sei beispielsweise ¢ der
Fluss zu dem System
r=r, 0=1
(in Polarkoordinaten) und « der Fluss zu
P = 2r, 6 = 2.

Diese beiden Systeme haben dasselbe Phasenportrait, d.h. fiir jeden
Punkt z € R? durchlduft das Orbit von ¢ genau dieselben Punkte
wie das Orbit von ¢ durch z. Der einzige Unterschied ist, dass die
Geschwindigkeit verschieden ist. Wir brauchen daher ein Konzept
von Aquivalenz, das nicht so sensibel beziiglich des Zeitparameters
ist. Folgendes ist brauchbar:

DEFINITION 11.5. Die C*-Fliisse ¢, 1 auf X, Y mit 1 < k < oo heiflen
Orbit-dquivalent (C°-Orbit-dquivalent), wenn es Homdomorphis-
men h : X — Y und 0 : R — R gibt, so dass o orientierungserhal-
tend (d.h. monoton wachsend) ist und fiir alle ¢ € R gilt:

@y =h"" oy o h.

Es gibt auch die Definition von C7-Orbit-Aquivalenz mit 0 < j <
oo; dabei wird gefordert, dass in der obigen Definition h ein CV-
Diffeomorphismus ist. Allerdings wird fiir o nach wie vor nur Ho-
moomorphie gefordert.

Wenn also zwei Fliisse Orbit-dquivalent sind, dann konnen die Or-
bits zusammengestaucht werden.

Unmittelbare Folgerungen der Definition sind:
LEMMA 11.6.

o Wenn f zu g Ci-konjugiert ist (0 < j < oo) und f einen Fix-
punkt hat, dann auch g.

o Wenn f zu g C’-konjugiert ist (0 < j < o0), gibt es fiir jedes
periodische Orbit von [ ein periodisches Orbit von g, und zwar
mit derselben Periode.

e Eine Identititsabbildung idx ist zu keiner anderen Abbildung au-
fSer anderen Identititsabbildungen idy konjugiert.
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Fast alles in diesem Lemma gilt auch fiir Konjugation von Fliissen
und fiir Orbit-Aquivalenz von Fliissen; allerdings kann sich die Pe-
riode eines periodischen Orbits bei Orbit-Aquivalenz &ndern:

LEMMA 11.7.

o Wenn ¢ zu ¢ C?-konjugiert ist (0 < j < oo), gibt es fiir jedes
periodische Orbit von ¢ ein periodisches Orbit von 1, und zwar
mit derselben Periode.

o Wenn ¢ zu + Orbit-dquivalent ist, gibt es fiir jedes periodische
Orbit von ¢ ein periodisches Orbit von 1, aber nicht notwendi-
gerweise mit derselben Periode.

In fast allen Féllen kann man nur C°-Konjugation erwarten, auch bei
glatten Abbildungen oder Fliissen. Eine Ausnahme macht folgender
Satz:

THEOREM 11.8. (, flow-box”, Begradigungssatz) Wenn ¢ ein C'-Fluss
auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist und das zugehorige Vektor-
feld

f(x) = %’t:o@(m)

an der Stelle x nicht verschwindet, dann gibt es eine offene Umgebung U
von y, so dass |y (die Einschrinkung von ¢ auf U) C'-konjugiert ist
zum konstanten Fluss auf einer offenen Teilmenge des R", definiert durch

Vi(y) =y +tes

(mit e,= der erste Einheitsvektor in R™).

12. Hufeisen und Biiroklammer

Im Folgenden wollen wir ein Beispiel fiir eine ,,chaotische” Abbil-
dung betrachten, ein sogenanntes Hufeisen. Das erste Beispiel eines
solchen stammt von Smale; hier studieren wir eine abgewandelte
Version, die angenehmer ist.

DEFINITION 12.1. Die die G-féormige Hufeisen-Biiroklammer ist
auf U = [0,1] x [0, 1] definiert durch
(3z,%) firz <1/3
G:U—R* Gla,y) = (3x—2,ygi2) firz > 2/3
glatt fortgesetzt  fiir x € [1/3,2/3]

Diese Abbildung ist noch keine Abbildung eines Raums auf sich
selbst. Um eine geeignete Menge als Definitionsbereich zu finden,
betrachten wir:
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DEFINITION 12.2. Sei f : X — X eine Abbildung. Eine Menge A C
X heif3t positiv invariant unter f, wenn f(A) C A. Fir eine inver-
tierbare Abbildung f heifit A negativ invariant, wenn f~'(A) C A.
Wenn A positiv und negativ invariant ist, heifst A bi-invariant oder
einfach invariant. Eine Abbildung H : X — Y heifst invariant unter
f,wenn Ho f = H.

Vorsicht: Manche Biicher benutzen das Wort ,invariant” als Syn-
onym fiir ,positiv invariant” und nicht fiir ,bi-invariant”.

Nun suchen wir eine moglichst groSe Menge im R?, die unter G in-
variant ist. Hierfiir bietet sich die Menge

A:=(G(U)
i€z
an. Sie ist per Definition invariant, und sie ist Teilmenge von U, da
U=G).

DEFINITION 12.3. Die Standard-Cantormenge ist definiert als

C = {Z 37" ¢ (ap)nen, erfullt a,, € {0, 2} Vn € NO} )

n=0
LEMMA 12.4. Es gilt:
a) C ist iiberabzihlbar.

b) C ist homoomorph zum Cantor-Staub C x C. (Zwei Mengen heiflen
homoomorph, wenn es eine stetige Bijektion zwischen ihnen mit stetiger
Umbkehrabbildung gibt.)

BEWEIS. Siehe Aufgabenblatt 3. O

LEMMA 12.5. Die Menge A := (\,., G'(U) ist der Standard-Cantor-
Staub C x C, wobei C die Standard-Cantormenge ist.

BEWEIS. U N G(U) ist das Einheitsquadrat mit dem horizonta-
len ,,Drittel”-Rechteck entfernt, also die zwei horizontalen Rechtecke
[0,1] % [0, %] und [0,1] x [2,1]. Da G aus zwei linearen Abbildungen
besteht, wird bei der ndchsten Anwendung von G aus jedem dieser
Rechtecke wieder ein horizontales Drittel entfernt usw. Somit ist

() G'(U)=[0,1] xC.

1€Ng

Fiir die Umkehrabbildung G~! gilt, dass U N G~*(U) aus den zwei
vertikalen Rechtecken [0, 1] x [0, 1] und [2, 1] x [0, 1] besteht. Bei jeder
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weiteren Anwendung von G wird aus jedem Rechteck wieder ein
vertikales Drittel entfernt, und somit ist

() G'(U)=Cx[0,1].
i€Np
Damit ist nattirlich
A=()G(U)=CxC.
1€Z

g

Diese Abbildung ist, wie wir sehen werden, ein Prototyp einer
»chaotischen” Abbildung in folgendem Sinn:

DEFINITION 12.6. Eine Abbildung f : X — X, wobei X ein topo-
logischer Raum ist, heifst topologisch transitiv, wenn es ein dichtes
Orbit gibt.

DEFINITION 12.7. Eine Abbildung f : X — X, wobei X ein topo-
logischer Raum ist, heifit topologisch mischend, wenn es fiir alle
nichtleeren offenen Mengen U,V C X ein N € N gibt, so dass fiir
allen > N gilt: U N f*(V) ist nicht leer.

DEFINITION 12.8. Eine Abbildung f : X — X heifdt chaotisch, wenn
die Menge der periodischen Punkte dicht ist und die Abbildung to-
pologisch transitiv ist.

Diese Definition von Chaotizitdt stammt von Devaney; es gibt noch
andere.

Anstatt diese Eigenschaften fiir unsere Hufeisen-Biiroklammer di-
rekt zu zeigen, studieren wir zuerst ein ganzlich anders aussehendes
System, sogenannte symbolische Dynamik. Dann werden wir sehen,
dass diese augenscheinlich sehr verschiedenen Systeme vergleichba-
re Dynamik haben.

13. Symbolische Dynamik

Zunichst definieren wir die Symbolrdume:

DEFINITION 13.1. Die Menge
Q= {(wi)iez :w; € {0,1} fur allei € Z}
heifst Menge der zweiseitigen Sequenzen (oder zweiseitiger Sym-
bolraum) und
QF = {(wi)ien, : wi € {0, 1} fiir allei € Ny}

heifst Menge der einseitigen Sequenzen (oder einseitiger Symbol-
raum).
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Darauf gibt es ein natiirliches dynamisches System, welches alle Fol-
genglieder nach links schiebt:

DEFINITION 13.2. Der Shift-Operator auf 2 (bzw. Q%) ist definiert
durch

o(w)i == wiy1.

Auf der Menge der zweiseitigen Sequenzen ist das eine Bijektion;
auf der Menge der einseitigen Sequenzen dagegen nicht, denn dort
wird der Wert von w an der linkesten (0-ten) Koordinaten , verges-
sen” und mit w, tiberschrieben.

Die Symbolraume sind metrische Rdume:

DEFINITION 13.3. Auf Q ist fiir jedes A > 1 eine Metrik wie folgt
definiert:

CZ,\NCYCU Z)\ ||A az;wz

€L

mit A(a,b) = 0 fiir a = bund A(a,b) = 1 sonst,

bzw. allgemeiner

dan(a,w) = Z)\ H|a,—wl.

€L

14. Fraktale und Dimension

Was sind Fraktale? Das Wort , fraktal” kommt von ,,zerbrochen” und
steht fiir die nicht-ganzzahlige Dimension. Bestes Beispiel sind selb-
stahnliche Objekte:

e Die Cantor-Menge,

e das Sierpinski-Dreieck,
e der Sierpinski-Teppich,
e der Menger-Schwamm,
e die Koch-Kurve.

Es gibt unter Anderem folgende Definitionen von fraktaler Dimen-
sion, die leider nicht dquivalent sind:

(1) Selbstdhnlichkeitsdimension,
(2) Hausdorff-Dimension,
(3) Box-Dimension.
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Gemeinsames Feature von all diesen Dimensionen ist: Der n-
dimensionale Einheitswiirfel hat Dimension n. Allgemeiner soll gel-
ten: Wenn wir die Menge A in jeder Koordinatenrichtung in 10 Schei-
ben schneiden und dann 10¢ Stiicke herauskommen, soll die Dimen-
sion gleich d sein. Ebenso mit der Zahl 10 ersetzt durch eine beliebige
Zahl.

Fiir selbstdhnliche Mengen, also solche, die aus verkleinerten Kopi-
en von sich selbst zusammengesetzt sind, bietet sich folgende Defi-
nition an:

14.1. Selbstahnlichkeitsdimension.

DEFINITION 14.1. Wenn eine Menge A C R" aus k Kopien von sich
selbst zusammengesetzt ist, die alle um den Faktor s € (0, 1) skaliert
sind, so ist die Selbstdhnlichkeitsdimension von A gleich

dimg(A) = — 8%

log s’
Das ist dadurch motiviert, dass wir erwarten, dass die Dimension d

die Gleichung
(1>d
) -k
S

erfiillt. Auflosen nach d ergibt gerade die Formel in der Definition.

EXAMPLE 14.2. Die Standard-Cantormenge C besteht aus & = 2 Ko-
pien, die mit s = 1/3 skaliert sind. Somit ist

_ log?2

Das Sierpinski-Dreieck D besteht aus k& = 3 Kopien, skaliert mit s =
1/2. Somit ist

I
dimg(D) = 287

~ log?2’

Fiir den Sierpinski-Teppich T"ist £k = 8 und s = 1/3, somit
~ log8
~ log3’

EXERCISE 15. Was ist die Selbstdhnlichkeitsdimension des Menger-
Schwamms?

EXERCISE 16. Wenn wir den n-fachen Cantor-Staub C' x - - - xC' C R"
betrachten (das n-fache Produkt der Standard-Cantormenge C), was
ist dann die Selbstdhnlichkeitsdimension?
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EXERCISE 17. Was ist die Selbstdhnlichkeitsdimension der Cantor-
menge C()\), die entsteht, wenn aus [0, 1] das offene mittlere Inter-
vall der Lange A\ € (0,1) entfernt wird, aus jedem verbleibenden
Intervall der Liange x wieder das offene mittlere Intervall der Lange
Az € (0, 1) entfernt wird usw.?

Nattirlich sind solchermafien selbstdhnliche Mengen sehr speziell.
Man kann die Definition noch etwas erweitern, um zuzulassen,
dass der Skalierungsfaktor s bei jeder Kopie anders ist. Wir wollen
uns aber gleich die allgemeinste Definition von Dimension ansehen,
nimlich die Hausdorff-Dimension.>

17.1. Hausdorff-Dimension.

DEFINITION 17.1. Fiir eine Menge A C R" und d € Rund € > 0 ist
hi(A): =inf{ ) diam(U;)* | (Ui)ieny Uberdeckung von 4,
€N

dlam(U,) <eVie N}

Das d-dimensionale Hausdorff-Maf3 ist
hi(A) = lim he(A).

Letzterer Limes ist wohldefiniert, da 2¢ monoton in ¢ ist.

Man kann Folgendes zeigen:

THEOREM 17.2. Fiir jedes A gibt es ein d € [0, co] mit
h*(A) = o0 fiir s < d

h*(A) =0 fiir s > d.
DEFINITION 17.3. Die Zahl
dimg(A): = inf{s>0:h°(A) =0}

= sup{s>0:h°(A) = oo}
heifst die Hausdorff-Dimension von A.

REMARK 17.4. Es folgt, dass fiir jedes nichtleere A die Hausdorft-
Dimension gleich der Zahl d in dem vorigen Satz ist. Fiir die lee-
re Menge kann man wahlweise 0 oder —oo als Dimension festset-
zen. Letzteres ist praktisch, da dann Formeln wie dimy(A x B) >
dimp(A) +dimy (B) stimmen. In der Literatur wird aber trotzdem oft
0 benutzt.

2Genaugenommen gibt es eine noch allgemeinere Dimension, die der
Charatheodory-Dimension, die fiir eine einfiihrende Vorlesung nun wirklich zu
anspruchsvoll ist. Siehe [Pesin, Yakov A.: Dimension theory in dynamical systems:
contemporary view and applications].
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REMARK 17.5. Fiir s = dimy(A) muss h*(A) keineswegs eine Zahl in
(0, 00) sein; auch 0 und oo sind moglich.

EXERCISE 18. Finden Sie solche Mengen A.

Der Vorteil der Hausdorff-Dimension ist, dass beliebigen Mengen
eine Dimension zugeordnet werden kann. Das Problem mit der
Hausdorff-Dimension ist, dass ihre Berechnung sehr schwer ist,
sogar fiir ganz einfache Mengen wie [0,1]" oder die Standard-
Cantormenge. Daher befassen wir uns jetzt noch mit einer weiteren
Dimensionsdefinition, die immer noch reichlich allgemein ist, aber
mit wesentlich weniger Aufwand berechenbar, sogar automatisiert
per Computer:

18.1. Box-Dimension. Es gibt verschiedene Berechnungsvor-
schriften fiir die Box-Dimension, die alle dasselbe Ergebnis liefern
und daher alle als Definition taugen.

Zunichst eine Definition, die herauskommt, wenn wir in der Defi-
nition der Hausdorff-Dimension den Term diam(U;) ersetzen durch
die obere Schranke fiir diese Durchmesser, also eine Zahl, die nicht
von ¢ abhédngt:

DEFINITION 18.1. Sei A eine kompakte Menge in R".

Sei N(¢) die kleinste Zahl, so dass A mit N(§) offenen Mengen von
Durchmesser ¢ tiberdeckt werden kann.

Definiere die untere Box-Dimension als
| g N 1 g N
© (5) = lim inf 206 Y9 (6)

dimg(A) = h_méang(g i—0 —logd

und die obere Box-Dimension als

—  log N(0)

dimp(A) := lims_.g = lim inf log N(9)

—logé =0 —logd

Wenn diese Zahlen tibereinstimmen, heifdst die Zahl die Box-
Dimension von A :

) . log N(6

Diese Definition ist schon leichter zu benutzen, erfordert aber im-
mer noch etwas Gehirneinsatz bei der Berechnung von N (¢). Daher
hier eine weitere (dquivalente Definition), die so einfach ist, dass ein
Computer sie benutzen kann:
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14. FRAKTALE UND DIMENSION

DEFINITION 18.2. Die §-Parkettierung des R" ist die Menge
P(6) == {[k10, (k1 + 1)d] x - -+ X [kn6, (ky, + 1)0] },

die aus kompakten Wiirfeln der Kantenldnge ¢ besteht, welche Eck-
punkte auf dem Gitter § - Z" haben.

Fiir eine Menge A sei N»(d) die Zahl der Wiirfel in P(0), die A schnei-
den.

Dann konnen die untere Box-Dimension, die obere Box-Dimension
und bei Gleichheit die Box-Dimension so definiert werden wie oben
mit N ersetzt durch Ns.

DEFINITION 18.3. Sei N3(¢) die minimale Zahl von Wiirfeln (der Di-
mension n), welche A C R" {iberdecken, nicht notwendigerweise
Elemente der Parkettierung P(6).

Dann konnen die untere Box-Dimension, die obere Box-Dimension
und bei Gleichheit die Box-Dimension so definiert werden wie oben
mit N ersetzt durch N;.

DEFINITION 18.4. Sei N,(6) die kleinste Zahl, so dass A mit N(0)
offenen Béillen von Durchmesser § tiberdeckt werden kann.

D.h. N,(6) ist so definiert wie N(¢§), auSer dass statt beliebigen offe-
nen Mengen nun Bélle genommen werden.

Dann konnen die untere Box-Dimension, die obere Box-Dimension
und bei Gleichheit die Box-Dimension so definiert werden wie oben
mit N ersetzt durch N,.

THEOREM 18.5. Die Box-Dimension, untere und obere Box-Dimension
sind unabhingig davon, ob in der Definition N, No, N5 oder N, steht.

BEWEIS. Jede Menge von Durchmesser ¢ ist enthalten in einem
Cluster aus 3 x --- x 3 Elementen der Parkettierung P(J), also ist
N3 < Ny < 3"N.

Ein n-dimensionaler Wiirfel der Kantenldnge 1 kann mit /(n) Béllen
von Durchmesser 1 tiberdeckt werden, wobei die Konstante K (n)
nur von n abhédngt. Also ist N < K(n)N3 < K(n)Na.

Offensichtlich ist auch N < N3, da jeder Ball von Durchmesser ¢ in
einen n-Wiirfel von Durchmesser ¢ passt.

Weiterhin ist N = N,, da jeder offene Ball von Durchmesser ¢ ei-
ne offene Menge von Durchmesser ¢ ist und jede offene Menge von
Durchmesser ¢ in einen Ball von Durchmesser § hineinpasst.
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Somit dndert sich N bei Ubergang zu N», N3 oder N, hochstens um
eine (von ¢ unabhédngige) multiplikative Konstante und log N hochs-
tens um eine additive. Also hat
log N (6)
—logd

nach diesem Ubergang denselben oberen und unteren Grenzwert.
a

Es gibt noch weitere mogliche Modifikationen: Die Bélle oder Wiirfel
konnen offen oder abgeschlossen gewdhlt werden usw. Wir haben
bislang genug Definitionen.

REMARK 18.6. Definition (/V;) ist fiir maschinelle Auswertung geeig-
net: Ein Computer kann fiir endlich viele Werte von ¢ (z.B. fiir einen
einzigen Wert ¢y) N2(0) bestimmen und somit

log N(do)
—log 9y
als Ndherung der Dimension.

19. Topologische Entropie

Das Wort , Entropie” bedeutet Unordnung. In der Theorie dynami-
scher Systeme messen wir damit die Unvorhersagbarkeit von Orbits.

19.1. Topologische Entropie von Abbildungen.

DEFINITION 19.1. Sei X kompakter metrischer Raum, f : X — X
stetig. Auf X definieren wir eine neue Metrik:

Bir,y) = _max d(f(@), ')

€{0,1,...,n}

Offensichtliche Folgerungen sind:

o d}(z,y) > d(z,y),
e m > nimpliziert d7'(x,y) > d} (v, y).

DEFINITION 19.2. Sei Ny(f,n,r) die minimale Zahl von Béllen be-
ziiglich der Metrik d’} von Radius r, die X tiberdeckt, d.h.

Ny(fym,r) = min{#A | X C U Bf?(a)}.

a€A

Diese Zahl ist (ftir festes f, d, r) monoton wachsend in n. Wir inter-
essieren uns daftiir, wie schnell es wéchst. Wenn Ny(f, n,r) sich mit
wachsendem n verhdlt wie e*”, so ist die exponentielle Wachstums-
rate gleich a. Diese Grofie ermitteln wir wie folgt:
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19. TOPOLOGISCHE ENTROPIE

DEFINITION 19.3. Sei h,(f,r) die exponentielle Wachstumsrate von
Ny(f,n,r)inn, d.h.

ha(f,r) = Hl log Ny(f,n,r).

n—ooT7]
Zuletzt definieren wir
h(f) = lim ha(f.7).
h(f) heifst die topologische Entropie von f.
REMARK 19.4. lim, o hy(f,7) existiert, da hy(f, ) monoton in r ist.

REMARK 19.5. In der Definiton von i wird die Metrik benutzt. Den-
noch heif$t i topologische Entropie und nicht metrische Entropie. Denn
wie folgender Satz uns mitteilt, hdngt ~ wirklich nur von der Topo-
logie ab:

THEOREM 19.6. Sei d' eine zu d dquivalente Metrik, d.h.

Li(e,y) < d'(0.y) < cd(z,y).

dc € (0,00) Vo, y € X : —
c

Dann ist
lir% ha(f,r) = lir% ha(f,7),

und die Definition von h(f) hangt nicht davon ab, ob es beziiglich der Me-
trix d oder der Metrik d' ermittelt wird.

BEWEIS. Es ist jeder Ball beziiglich d mit Radius r enthalten in
einem Ball beziiglich d’ mit Radius cr. Also ist jede Uberdeckung
von X mit Béllen beziiglich d mit Radius r und mit Mittelpunkten in
der Menge A auch eine Uberdeckung von X mit Bllen beziiglich d’
mit Radius ¢r und mit Mittelpunkten in derselben Menge A. Somit

ilt
i Na(f,n,cr) < Ny(f,n,r),
folglich
hd'(f? CT) < hd(f: T)
und damit gilt

1111(1) hd/(f, CT’) = hmo hd/<f, CT) < hII(l) hd(f, 7’).

Das Argument ist symmetrisch in d, d'. Somit gilt fiir die Grenzwerte
Gleichheit. O

Da die topologische Entropie also (zumindest auf kompakten Réu-
men) nicht von der Metrik abhéngt, ist die Bezeichnung , metrische
Entropie” also nicht allzu sinnvoll. Diese muss noch aus einem an-
deren Grund sorgfaltigst vermieden werden: Es gibt, wie wir spéter
sehen werden, noch den Begriff ,mafi-theoretische Entropie”. Die-
se wird in der Literatur gelegentlich ,metrische Entropie” genannt,
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was zwar erst recht keinen Sinn macht, aber leider nun mal vor-
kommt, und die mafitheoretische Entropie darf nicht mit der topolo-
gischen Entropie verwechselt werden.

Es gilt weiterhin:

THEOREM 19.7. Sei f : X — X (X kompakt) topologisch konjugiert
zu g Y — Y, dh. es gebe einen Homoomorphismus k : X — Y mit
f =kt ogok. Dann haben f und g dieselbe topologische Entropie.

BEWEIS. So ein k erzeugt aus einer Topologie auf X eine auf Y,

und sogar aus einer Metrik d auf X eine Metrik d auf Y, definiert
durch

d(a,b) = d(k™"(a), k(b))
tiir a, b € Y. Alle metrischen Topologien sind gleich und somit kon-
nen wir die topologische Entropie von g beziiglich d berechnen. Dies
ist leicht: Die Bilder unter £ von d-Béllen von Radius r in X sind ge-
nau die d-Bille von Radius 7 in Y. Somit sind die Bilder unter k von
Uberdeckungen von X mit d-Billen von Radius r genau die Uberde-
ckungen von Y mit d-Béllen von Radius r. Also ist

Nd(f?”ﬂn) = NJ(Q)”’) T)
und daraus folgt sofort (f) = h(g). O

Mit diesem Satz konnen wir nun reichhaltig Kapital schlagen aus
unserer Kenntnis von topologischer Konjugation, um topologische
Entropieen zu berechnen.

THEOREM 19.8. Die topologische Entropie h hat folgende Eigenschaften:

1) h(f) > 0 fiir alle f.

2) h(id) = 0.

3) h(f?) = 2h(f), h(f?) = 3h(f), ....

4) Wenn f invertierbar ist, gilt h(f~1) = h(f).

5) h(f™) = |m|h(f) fiir alle m € N und bei invertierbarem f fiir
alle m € Z. (Dies ist die Zusammenfassung der vorherigen drei
Zeilen.)

(6) h(f og) < h(f)+ h(g).

(
(
(
(
(

Wie das Beispiel g = f~! zeigt, kann h(f o g) strikt kleiner sein als
h(f) + h(g).

19.2. Topologische Entropie von Fliissen. Fiir einen Fluss defi-
nieren wir die topologische Entropie auf zweierlei Weise:

Zunichst erzeugt jeder Fluss eine Zeit-1-Abbildung, deren topologi-
sche Entropie wir verwenden koénnen:
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DEFINITION 19.9. Sei ¢ ein C''-Fluss auf X. Definiere

h(g) = hipr).
D.h., die topologische Entropie des Flusses ¢ wird definiert als die
topologische Entropie der Zeit-1-Abbildung von ¢.

Zweitens konnen wir die Definition leicht von Abbildungen auf
Fliisse tibertragen:

DEFINITION 19.10. Wir konnen auf X eine Metrik dg definieren mit-
tels

T .
dy = ax d(pe(x), e(y)).

Damit konnen wir wie bei Abbildungen definieren

Ny(p, T, r) := min {#A | X C U ng(a)} :

acA

1
ha(p,r) := lim T log Na(p, T',7),

T—o0
Zuletzt konnen wir definieren:

B(f) = lim hal, 7).

Diese beiden Definitionen stimmen tiberein.

20. Maf3-theoretische Entropie

Im Folgenden reden wir von Raumen (X, y), die ein Maf§ i haben.
Dieses soll endlich sein, also p(X) < oo. Praktisch und keine Ein-
schrankung der Allgemeinheit ist, ¢(X) = 1 anzunehmen.

20.1. Information und Entropie einer Partition. Als Motivation
tiberlegen wir uns Folgendes: Wenn wir tiber ein zufélliges Ereignis
im Voraus wissen, dass es mit Wahrscheinlichkeit p eintritt und mit
Wahrscheinlichkeit 1 — p nicht, und wir im Nachhinein die Nachricht
erhalten, dass es eingetreten ist, wieviel neue , Information” haben
wir durch diese Nachricht gewonnen? Z.B. ist die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass es an einem gegebenen Werktag in mindestens ei-
nem Supermarkt etwas zu kaufen gibt, fast 1; die Nachricht, dass
es an einem bestimmten solchen Tag irgendwo etwas zu kaufen gab,
enthélt somit sehr wenig neue Information. Dagegen wire die Nach-
richt, dass es an einem bestimmten Werktag in keinem einzigen Su-
permarkt etwas zu kaufen gab, sehr iiberraschend und wiirde sehr
viel Information {ibermitteln. Es soll also gelten: Information ist eine
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Funktion der Wahrscheinlichkeit, und zwar eine monoton fallende,
also

I=1(p)
und
lim I(p) = 0.
p—1

Weiterhin ist sinnvoll zu fordern, dass fiir zwei unabhéngige Ereig-
nisse die Information, dass beide eingetreten sind, gleich ist der In-
formation, dass das eine eingetreten ist plus die Information, dass
das andere eingetreten ist, also

I(p-q)=1I1(p) +1(q)

Es gibt (bis auf Multiplikation mit einer Konstanten) eine einzige sol-
che Funktion: Einen Logarithmus.

DEFINITION 20.1. Sei p € [0, 1]. Dann ist die Information von p ge-
geben durch

I(p) := —logp € [0, ).

REMARK 20.2. Hierbei gibt es verschiedene Moglichkeiten, die Ba-
sis von log festzulegen. Praktisch niitzlich sind die Basen 2 und e;
mit e ldsst sich ein wenig leichter differenzieren, aber um praktische
Beispiele anzugeben, ist die Basis e unbrauchbar und 2 sehr gut zu
handhaben. Um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden, verfahren wir so:

DEFINITION 20.3. Wir definieren die Einheit bit durch
bit .= log, 2,

mit unspezifizierter Basis b des Logarithmus. Dies ist eine Funktion
von b, und nur nach Wahl von b eine Konstante.

Dann konnen wir Information immer in der Einheit bit angeben, und
es kommt exakt derselbe Zahlenwert heraus, unabhidngig von der
Basis. Das wort bit steht fiir ,binary unit”. Dieser Begriff ist uns na-
tiirlich aus der Computertechnik bekannt.

REMARK 20.4. Natiirlich kann eine Information beliebig kleine Wer-
te annehmen, insbesondere weniger als ein bit sein. Beispiele gibt es
im tdglichen Leben zuhauf.

DEFINITION 20.5. Sei (X, i) ein Mafiraum mit p(X) = 1. Eine end-
liche Partition von X ist eine Menge P = {C},...,C,} mit X =
Ui, C; und die C; disjunkt. Hierbei ist unsere Notation grundsatz-
lich (ohne dass wir es noch sagen) mod 0, das heif$t, gilt bis auf Null-
mengen. Wir sagen also A = B fiir A, B C X wenn gilt u(AAB) = 0;
hierbei ist AAB := (A\ B) U (B \ A). Wir nennen A und B disjunkt,
wenn /(AN B) = 0 gilt. Wir setzen auch stillschweigend voraus, dass
alle Mengen, die wir betrachten, messbar sind.
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DEFINITION 20.6. Sei nun P eine endliche Partition von X. Dann ist
die Information auf X beziiglich P definiert als

Ip: X — 0,00
Ip(x) := —logu(C), wobeiz e C € P.

Der Mittelwert der Information heifit Entropie und wird mit H be-
zeichnet:

H(P) = [ Irdu = / o))

Es gilt sicherlich: Wenn wir die Partition weiter unterteilen, wird die
Information /(z) groier oder bleibt gleich (je nachdem, wo = in der
Partition liegt).

DEFINITION 20.7. Eine Partition () heifst Verfeinerung der Partition
P, geschrieben

P<Q  (oder@>P),
wenn jedes Element D € () enthalten ist in einem Element C' € P.
Aquivalent dazu ist, dass alle Elemente C' € P Vereinigungen sind

von Elementen D, U - --U Dy, € ). Wir sagen auch, die Partition () ist
grofSer als P. Auch: P ist kleiner als (). Ebenfalls: P ist grober als ().

REMARK 20.8. Eine besondere Fuflangel hilt die deutsche Sprache
hier fiir uns parat: ,grober” klingt dhnlich wie ,grofler”, das eine
bedeutet aber die Umkehrung des anderen. Ebenso mit ,feiner” und
,kleiner”.

REMARK 20.9. Die Relation > auf Partitionen ist keine Halbordnung;
im allgemeinen gilt weder P > @ noch Q > P. Folglich ist es auch
falsch, P > () auszusprechen als ,, P ist nicht kleiner als Q”.

21. Attraktoren

21.1. Definition(en) und elementare Eigenschaften. Wir ken-
nen bereits attraktive Fixpunkte (z.B. von Kontraktionen). So ein Fix-
punkt verdient sicherlich den Namen , Attraktor”: alle Punkte einer
Umgebung konvergieren gegen diesen. Das gleiche gilt fiir attrak-
tive periodische Orbits eines Flusses; z.B. hat die Differentialglei-
chung

r=r(l-r), f=1
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einen fiir alle Zeiten definierten Losungsfluss und alle Orbits aufSer
0 konvergieren gegen das Orbit r(t) = 1, §(¢t) = ¢ + const.

DEFINITION 21.1. Ein Attraktor einer Abbildung f : X — X ist eine
Teilmenge A von X, fiir die gilt:

(1) f(A) C 4,

(2) Es gibt eine offene Umgebung U von A, fiir die gilt: A =
ﬂiEN fl<U)7

(3) Ahat keine echten Teilmengen, die die beiden vorigen Axio-
me auch erfiillen.

DEFINITION 21.2. Ein Attraktor von einem Fluss ¢ auf Xist eine Teil-
menge A von X, fiir die gilt:

(2) Es gibt eine offene Umgebung U von A, fiir die gilt: A =
mtzo e:(U),

(3) Ahat keine echten Teilmengen, die die beiden vorigen Axio-
me auch erfiillen.

Grund fiir die Forderung (3) ist, dass ohne diese Forderung z.B. fiir
das System

&t = x—21°,

Yy=-Y,
welches attraktive Fixpunkte bei (—1,0) und (1,0) und einem Sattel
bei (0,0) hat, die Menge [—1, 1] x {0} auch ein Attraktor ware. Aber
fast alle Punkte in einer Umgebung dieser Menge konvergieren in
Wirklichkeit gegen (-1,0) oder (1,0).

Oft wird noch gefordert:
(4) A ist kompakt.
DEFINITION 21.3. Ein Attraktor heifst hyberbolisch, wenn er eine

hyperbolische Menge ist, d.h. fiir alle a € A gilt T,A = E* ® E* fiir
eine Abbildung bzw. T,A = E* ® E* @ Z fiir einen Fluss ¢, wobei

Z = %|t:0<p(a).

DEFINITION 21.4. Ein Attraktor heifst chaotisch, wenn f|4 bzw. ¢|
chaotisch ist, d.h. topologisch transitiv und mit dichten periodischen
Orbits.

Welche Mengen kommen als Attraktor in Frage? Wie das folgende
Beispiel zeigt, ziemlich viele:

EXAMPLE 21.5. Sei f : X — X topologisch transitiv. Dann ist X =
X x{0} ein Attraktor der Abbildung g auf der Menge Y = X x[—1, 1],

definiert durch
g(x,s) = (f(z),s/2).
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Analoges gilt fiir einen Fluss ¢, der auf X topologisch transitiv ist;
auf der Menge Y = X x [—1, 1] hat der Fluss ¢, der durch ¢(z, s) :=
(¢i(z), se”") definiert ist, die Menge X x {0} als Attraktor.

EXAMPLE 21.6. Die Smale-Spule ist der Attraktor der Abbildung f
auf dem Volltorus T' = {z € R? |z < 1} x S', definiert durch

F((,9.0)) = (1 !

1
=0 EY) 29) + 5(8111 0,cos6,0).

f wickelt den Torus zweimal in sich selbst auf. Der Attraktor ist auf
jedem Schnitt # = const gleich einer Cantormenge.

EXAMPLE 21.7. Das Lorenz-System ist das System

a(® -0 o 0 x 0
v = r —1 0 y |+ xz
t 0 0 -0 z xy

Es wurde von E. Lorenz aufgestellt als ein simples Modell des Wet-
ters. Besonders interessierte er sich fiir die Parameterwerte o = 10,
b=8/3,r=28.

EXAMPLE 21.8. Rossler

EXAMPLE 21.9. Das Ikeda-System
f:C—=C,

f(z) =c1+ coexp (z (03 — ﬁ))

ist ein Modell fiir eine optische Zelle; eine solche ist wichtiger Be-
standteil eines optischen Computers. Numerisch sehen wir einen At-
traktor, dessen Form von den Parametern abhéngt.

21.2. Bifurkationen.

21.3. Krisen von Attraktoren.

EXAMPLE 21.10. Wenn wir im Ikeda-System
f:C—=C,

f(z) =c1+ coexp (z (03 — ﬁ))

die ersten 3 Parameter festsetzen auf ¢; = 0.84, co = 0.9, ¢c3 = 0.4 und
den 4. Parameter ¢, variieren lassen zwischen ¢, = 7.1 und ¢4, = 7.3,
so stellen wir fest, dass der Attraktor nicht stetig von c4 abhdngt,
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sondern bei einem bestimmten kritischen Wert ¢, ~ 7.24 plotzlich
explosionsartig grofier wird.
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