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JESUS GONZALEZ Y MIJAIL GUILLEMARD

RESUMEN. En este trabajo se hace una revisién de algunas aplicaciones recientes de las
ideas y los métodos de la topologia algebraica a problemas de interés tecnolégico moderno.

1. INTRODUCCION

La topologia es la rama mas joven de la geometria. Si bien las ideas que moldearon
sus cimientos se remontan al menos desde Euler, es la obra de Poincaré “Analysis Situs”
a finales del siglo XIX la que establece bases sélidas y directrices fundamentales. Mientras
que el primer lustro del siglo pasado se caracterizo por un desarrollo exponencial de la
topologia algebraica (término acunado por Solomon Lefschetz), el segundo fue testigo de su
consolidacion e insercion dentro de las diversas disciplinas del quehacer cientifico. En efecto,
la topologia ha venido a jugar un papel neurdlgico, un centro de encuentro e interaccién
para las ciencias modernas. Varios autores han escrito sobre tan espectacular y fructifero
desarrollo, particularmente la obra Topology in the 20th century: a view from the inside [18],
escrita hace apenas un quinquenio por uno de los protagonistas de tal desarrollo, hace una
recoleccién de los principales avances logrados durante apenas poco mas de un siglo de
actividades de investigacién profesional.

Si bien el siglo XX ha sido atinadamente denominado el Siglo de la Topologia, las especta-
tivas para el nuevo siglo son aun mas prometedoras y emocionantes debido, en parte, a una
de las caracteristicas mas distintivas de la topologia algebraica: su versatilidad para rela-
cionarse no sélo con practicamente todas las disciplinas matematicas y muchas de la fisica
(ver el trabajo “Topologia, Geometria y Fisica” en esta antologia), sino con otras éreas tan
aparentemente lejanas como la quimica ( [1, 15]), la economia ( [16,20]) y, mas importante
para los efectos de esta monografia, la computacion y diversas aplicaciones tecnolégicas.

En este trabajo revisaremos dos temas en los que la topologia algebraica ha incursionado
con resultados interesantes: la planeacién motriz en la robotica y el andlisis de nubes de
datos—pero las posibilidades de investigacién apenas comienzan.

2. LA COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL DE LA PLANEACION MOTRIZ EN LA ROBOTICA

Si bien uno de los grandes logros de los topdlogos del siglo pasado fue la clasificacion de
encajes e inmersiones de una variedad en otra, el problema tiene vertientes naturales que
carecen de solucién aun en la actualidad. Por ejemplo, un problema en extremo dificil es el
determinar la minima dimension euclideana donde una variedad dada admite una inmersién o
un encaje. Los espacios proyectivos, cocientes de esferas por la involucién antipoda, han sido
un punto de referencia importante en dicho problema, no sélo por la complejidad del mismo,
sino por el hecho de que los avances logrados han estado asociados, de una u otra manera,
con el surgimiento y desarrollo de ideas revolucionarias. No obstante, y debido quizéas a
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su manifiesta dificultad, el problema de determinar la dimensién de encaje e inmersién
euclideana de variedades entré en un periodo de recesion durante el tltimo tercio del siglo
XX. Pero con el nuevo milenio ha surgido un interés renovado a raiz del descubrimiento de una
sorprendente interaccién con el problema de planeacién motriz en robdtica, concretamente
con la determinacién de invariantes topoldgico-algebraicos que surgen en conexién con el
diseno de algoritmos de movimiento para sistemas con capacidad auténoma de ejecucion de
tareas.

Imaginemos un sistema mecénico/electrénico con capacidad tanto de deteccién de las
propiedades de su entorno, como de movimiento auténomo—un robot—al que se le debe
programar a fin de realizar, sin la supervision humana, tareas especificas. El objetivo es
que, con la simple indicacién de un objetivo, el robot debera evaluar, decidir y ejecutar
los pasos necesarios con el fin de llevar a cabo la tarea asignada. Con esta premisa, un
algoritmo de planeacién motriz es una funcién que asocia a cada par de estados del robot
una transformacion del sistema que empieza y termina en el par de posiciones dadas. La
implementacion de una tal algoritmo permitira que el robot se desempene dentro de un
régimen autéonomo. Las limitaciones en el diseno del robot, asi como los obstaculos que
éste tenga que sortear para realizar su labor, impondran restricciones y limitaciones en la
naturaleza del algoritmo de planeaciéon motriz. En particular, es comunmente deseable que
la planeacién motriz sea “a prueba de errores”, es decir, atin cuando el robot pudiera estar
sujeto a eventualidades no previstas dentro del algoritmo de planeacion motriz, el resultado
obtenido deberia ser aceptablemente cercano al esperado (en la medida que el propio usuario
establezca con antelacion).

Para formalizar estas ideas es conveniente considerar la totalidad de estados en los que el
robot se pueda encontrar. Esto determina un espacio topolégico X en el cual dos estados
estarfan ‘cercanos’ si, para llegar del primero al segundo, el robot tendria sélo que hacer
un ‘ligero movimento’. En este contexto, el espacio de curvas continuas X% representa la
totalidad de posibles transformaciones (tareas) que el robot puede hacer, mientras que el
producto cartesiano X x X representa la familia de pares de estados del sistema, es decir los
estados de partida y llegada del robot. Un algoritmo de planeacion motriz es entonces una
seccion para la funcion de doble evaluacion

(1) e: X0 5 X x X, e(y) = ((0),7(1)).

Por otra parte, el requisito que el algoritmo de planeaciéon motriz sea a prueba de errores
se traduce en la continuidad de la seccién, lo cual impone restricciones serias en la practica.
De hecho una tal seccion existe sélo cuando el espacio de estados X es contractil, es decir,
cuando se puede deformar sobre si mismo a un punto—una propiedad que dificilmente se
tiene en la practica. Esta inevitable situacion conlleva la necesidad de redefinir el concepto
de algoritmo de planeacion motriz a prueba de errores para un sistema auténomo.

Definicién 1. Un algoritmo de planeacion motriz para un robot con espacio de estados X
consiste de una particién finita

XXX201UCQU"'UCk

y de funciones continuas s;: C; — X [0,1] (1 <i < k) tales que cada inclusion C; — X x X
factoriza como la composicién e o s;—en otras palabras, s; es una seccién de (1) sobre C;.



Cada funcién s; se llama un plan motriz local del algoritmo de planeacién motriz, y C; se
llama el dominio de s;.

Definicién 2. La complejidad topoldgica del problema de planeacién motriz en X, deno-
tada por TC(X), es la maxima cota inferior para el nimero de planes motrices locales de
algoritmos de planeaciéon motriz en X. Por ejemplo, el tener TC(X) = oo significa que
no eziste un algoritmo de planeacién motriz para X (recuérdese la clausula de finitud en la
Definicion 1 ).

Este concepto (que tiene sentido para cualquier espacio topolégico X, sea o no el espacio
de estados de un robot) fue introducido en 2003 por M. Farber en parte motivado por el
trabajo de S. Smale sobre la complejidad de algoritmos para aproximar las raices de un
polinomio con coeficientes complejos. La idea ha encontrado un campo fertilizado por los
métodos de la topologia algebraica, y ha captado la atencion de numerosos investigadores, en
parte debido a que la complejidad topoldgica es una variacién del invariante que Lusternik y
Schnirelmann introdujeran en la década de los 30’s para acotar el nimero de puntos criticos
de funciones diferenciables reales definidas en una viariedad dada. En efecto, al igual que el
invariante de Lusternik-Schnirelmann, la complejidad topolégica no sélo esta definida para
cualquier espacio topolégico X, sino que es independiente del tipo de homotopia de X. Asi,
las diversas técnicas homotdpicas existentes en la topologia algebraica (por ejemplo el uso
de teorfas de cohomologia generalizada) producen de manera natural informacién (muchas
veces precisa) sobre este invariante.

A continuacién hacemos una breve seleccién y revisién de algunas de las principales ra-
zones por las cuales se ha dado un rapido interés (por parte de la comunidad internacional
matemadtica en general y de los top6logos algebraicos en particular) en el invariante de Farber.

2.1. Complejidad computacional. La teoria de la complejidad computacional estudia la
dificutad intrinseca para resolver un problema dado mediante el uso de un sistema com-
putacional. Consideraremos problemas de decisién, es decir, preguntas dentro de un sistema
formal cuya soluciéon depende de ciertos pardmetros iniciales en términos de los cuales el
problema es contestado o bien afirmativa o bien negativamente. En la practica se consideran
problemas decidibles, es decir, aquellos para los cuales existe un método algoritmico que
contesta cada instancia del problema. A fin de conmensurar la dificultad de un algoritmo
dado, es necesario codificar cada instancia Z del problema, digamos como una cadena finita
de N(Z) digitos binarios.

e Se dice que un problema de decisién es de tipo P si existen un polinomio p y un
algoritmo “de resolucion” R que contesta cada instancia Z del problema de modo
que la respuesta R(Z) se obtiene en p(N(Z)) pasos como maximo.

e Se dice que un problema de decision es de tipo NP si existen un polinomio p y
un algoritmo “de verificacion” V que se evalua en parejas (Z,c) formadas por una
instancia Z del problema y de un dato auxiliar “certificador” ¢ (que puede ser nulo)
de forma que:

— Para cada instancia Z con respuesta positiva existe un valor ¢ para el cual V(Z, ¢)
arroja el valor “cierto” en p(N(Z)) pasos como méaximo.

— Para cada instancia Z con respuesta negativa y cada valor de ¢, V(Z, ¢) arroja
el valor “falso” en p(N(Z)) pasos como maximo.

3



Consideremos por ejemplo el “problema de suma cero”: Dado un conjunto de enteros,
.Es posible encontrar un subconjunto no vacio de ellos que sumen cero? En la instancia
{—2,-3,15,14,7, —10} la respuesta es afirmativa, pues la subcoleccién ¢ = {—2, —3, —10, 15}
suma cero, lo cual puede ser rapidamente verificado con tres sumas. Sin embargo, si no con-
tamos con el dato extra ¢, un algoritmo que responda en la instancia elegida podria tomar
considerablemente mas tiempo. En otras palabras el problema de suma cero es de tipo NP,
pero no necesariamente de tipo P.

Notemos que todo problema de tipo P también es de tipo NP, pues podemos tomar R = V
ignorando el dato certificador. Sin embargo la contension inversa es uno de los problemas
centrales, abiertos hoy en dia, en la teoria de la complejidad computacional. jEl premio
de un millén de délares ofrecido por el prestigioso Clay Institute a quien pueda resolver
esta incognita es despreciable comparado con el valor que este problema representa para la
seguridad de nuestras transacciones electrénicas bancarias!

Una primera aproximacion a la resolucion de tal incégnita viene dada por los problemas
de tipo NP-completo, es decir aquellos problemas de tipo NP para los cuales la existencia de
un algoritmo de resolucién implica la existencia de un algoritmo de resolucion para cualquier
otro problema de tipo NP. Potencialmente mas inaccesible son los problemas denominados
de tipo NP-dificil, es decir problemas no necesariamente de tipo NP para los cuales la
existencia de un algoritmo de resolucién implica la existencia de un algoritmo de resolucion
para cualquier otro problema de tipo NP.

Teorema 3. Determinar si la complejidad topoldgica del espacio de estados de un robot dado
es finita es un problema de tipo NP-dificil.

La demostracion de este resultado se da en [141] basandose en la NP-completitud del proble-
ma de k-coloracién de graficas, es decir, el decidir si es posible asignar a cada uno de los
vértices de una gréafica G dada un nimero (o color) entre 1 y k£ de modo que dos vértices que
compartan una arista no tengan asignado el mismo color. Con tal premisa, L. Lechuga y
A. Murillo construyen, para cada grafica G y entero k > 2, un espacio X¢ , con las siguientes
propiedades:

(1) X¢x es codificable en una cadena binaria de longitud polinomial en el nimero de

vértices de G.
(2) La k-coloreabilidad de G es equivalente a la veracidad de TC(Xg ) < oo.

Aunque la construccion de los espacios X¢ ; require de técnicas de homotopia racional,
cuyos detalles escapan al caracter de divulgacion de la presente monografia, su existencia nos
permite deducir la conclusién del Teorema 3. En efecto, las propiedades (1) y (2) anteriores
implican que, en términos algoritmicos, es posible reducir de manera polinomial el problema
de la k-coloracion de graficas al de decidir sobre la finitud de la complejidad topoldgica de
espacios topoldgicos.

Debemose notar (en beneficio de aquellos ingenieros que pudieran haber sido desalentados
por el Teorema 3) que los espacios de configuracién de robots que aparecen en la préactica son
de hecho variedades de dimension finita, lo cual se traduce en que siempre es posible disenar
un algoritmo de planeacién motriz para tales espacios. En otras palabras, los espacios X¢
en [11] son nada parecidos al espacio de estados de un robot. No obstante, el Teorema 3



detecta elegantemente el transfondo fundamental en la robdtica: el disenio de algoritmos de
planeacion motriz tiene dificultades técnicas inherentes serias.

2.2. Inmersién y encaje de variedades en espacios euclideanos. Uno de los intereses
tedricos centrales del invariante de Farber reside en la sorprendente relaciéon (descubierta
en [6]) que guarda el problema de la planeacién motriz en la robética con uno de los problemas
geométricos tocados al inico de esta seccion: la determinacion de la dimension de inmersion
de una variedad M dada, es decir, la dimensién del menor espacio euclideano en el cual una
variedad dada pueda ser realizada a través de una inmersién.

Recordemos que una inmersion M & N entre dos variedades es una funcién diferenciable
f: M — N cuya derivada Df: TM — TN es monomorfismo en fibras. Aunque el teorema
de la funcién inversa asegura que localmente f exhibe a M como subvariedad de N, es posible
que, a modo global, la representacion tenga autocortes—como en el caso de la representacién
tridimensional de la botella de Klein.

La determinacién de algoritmos eficientes de planeaciéon motriz para un robot cuyo espacio
de estados sea del tipo de homotopia de P™—el espacio proyectivo real de dimensiéon m—no
es mas que una reencarnacion de la dimensién de inmersién euclideana de la variedad P™,
es decir:

Teorema 4 ( [0]). La minima dimension euclideana en la que la variedad P™ admite una
mmersion estd dada por
TC(P™) — e(m)

donde e(m) = 1 salvo para m = 1,3,7, en cuyo caso e(m) = 2.

Los tres casos excepcionales del teorema anterior surgen en conexiéon con el invariante
unitario de Hopf, una de cuyas manifestaciones es el hecho de que, salvo isomorfismos, solo
hay tres dlgebras reales de dimensién mayor a 1, que son normadas y tienen division (pero que
no necesariamente son conmutativas ni asociativas): los niimeros complejos, los cuaternions
y los octonios—Ia clausula de dimensionalidad excluye a los niimeros reales, un caso trivial
en el teorema anterior dado que PY es la variedad conexa de dimension cero.

Nota 5. Si bien el estudio de inmersiones entre variedades es muy natural desde el punto de
vista de la topologia algebraica, los encajes de variedades (es decir inmersiones que exhiben,
de modo global, al dominio como una subvariedad del contradominio) son més cercanos a
la intuicién. Cabe por tanto preguntarse sobre la posibilidad de tener un resultado andlogo
al Teorema 4, so6lo que para encajes en vez de inmersiones. La respuesta a tal interrogante
esta escondida en la necesidad préactica de disenar algoritmos de planeacién motriz que sean
eficientes en el sentido de que, para empezar, si las posiciones de partida y llegada del robot
coindiden, entonces el algoritmo de planeacion motriz no deberia indicar movimiento alguno.
Pero sobre todo, el requisito de eficiencia se refiere a la necesidad de que, si las posiciones
de partida y llegada del robot fueran intercambiadas, entonces el algoritmo de planeacién
motriz deberia asignar el mismo movimiento que el original, pero recorrido en reversa.

Para formalizar matematicamente las ideas anteriores notemos que, puesto que no hay
necesidad de planear el movimiento de un robot cuando las posiciones de partida y llegada
coinciden, debemos reemplazar al producto X x X por el complemento en X x X de la
diagonal A. Asimismo, los movimientos del robot no terminarén en el sitio donde hayan
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empezado, lo que significa que el espacio de curvas XU debera ser sustituido por el com-
plemento en X! del espacio de lazos L(X). En estos términos, la funcién de evaluacién (1)
determina, por restriccion, una nueva funcién

(2) e: XU\ (X)) = X x X\ A

Pero el significado completo de la eficiencia en la planeacion motriz reside en el hecho de
que tanto el dominio como el contradominio de (2) admiten una involucién libre de puntos
fijos, por intercambio de ejes en el contradominio, y por inversién en el recorrido de una
curva en el caso del dominio.

Definicién 6. Un algoritmo de planeacion motriz simétrica para un robot con espacio de
estados X consiste de una particion finita

XxX\A=CUCU--- UG,

por conjuntos C; invariantes bajo la involuciéon de X x X \ A, y de funciones continuas y
equivariantes s;: C; — XU\ L(X) (1 < i < k) tales que cada inclusion C; — X x X \ A
factoriza como la composicién e o s;—en otras palabras, s; es una seccién equivariante de (2)
sobre C;. Cada funcion s; se llama un plan motriz local, y C; se llama el dominio de s;.

Definicién 7. La complejidad topoldgica simétrica del problema de planeacién motriz en
X, denotada por STC(X), es uno menos que' la méxima cota inferior para el niimero de
planes motrices locales de algoritmos de planeacién motriz simétrica en X. Por ejemplo,
el tener STC(X) = oo significa que no existe un algoritmo de planeacién motriz simétrica
para X (recuérdese la clausula de finitud en la Definicién 6 ).

Es obvio que la desigualdad TC(X) < STC(X) siempre se da. Por otra parte, es de
esperarse que la diferencia

(3) STC(X) — TC(X)

refleje propiedades topoldgicas interesantes de un espacio de estados X dado. Por ejemplo
cuando X es la esfera m-dimensional, (3) toma el valor 0 si m es par, y 1 si m is impar ( []).
En comparacién, la situacion en el caso X = P™—sin solucién completa en la actualidad—
pareciera ser mas elaborada. Por ejemplo, (3) toma el valor 1 si m es una potencia de 2,
pero el valor 2 si m — 1 es una potencia de 2 ( [8]). Sin embargo, conforme la descomposicién
diddica de m sea mas elaborada, el comportamiento de (3) empieza a tener irregularidades
interesantes. La respuesta, al menos en términos geométricos, viene dada por la versién
simetrizada del Teorema 3:

Teorema 8. Salvo quizds por los valores m = 6,7,11,12,14,15, la minima dimension eu-
clideana en la que la variedad P™ admite un encaje estd dada por

STC(P™) — 1.

Dado que se conocen variedades para las cuales la diferencia entre la dimension de encaje
y de inmersién es tan grande como se desee (ver [13]), el teorema anterior sugiere que,
contrario a lo que la intuicién pudiera marcar, la diferencia (3) pudiera en principio no ser

,a necesidad de tal ajuste queda clara al observar que, si tomamos en consideracién el plan local motriz
obvio—que no asigna movimiento alguno al robot—sobre la diagonal, STC(X) es justamente el menor
numero de planes locales eficientes (en el sentido de la Nota 5) para (1).
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siquiera acotada como funcién de m. En otras palabras, mientras que el Teorema 3 sugiere
una alta complejidad computacional en la planeacidon motriz de un robot genérico, el Teorema 8
refleja cuan mds complicado se torna el problema al requerir que los movimientos del robot sea
realizados de manera moderadamente eficiente.

La demostracion del Teorema 8 se da en [9] para m > 16, mientras que [7] y [%] reducen
los casos posiblemente excepcionales a los aqui marcados. La demostraciéon se apoya en
el trabajo clasico de Haefliger y Hirsch sobre la clasificacion de inmersiones y encajes de
variedades ( [10,11]). La idea fundamental comienza con la observacién elemental de que un
encaje f: M C R" determina la funcién

s _ fla) — f(b)
frMxM\A =S flry) =ttt
|f(a) — f(b)|
que es equivariante con respecto a la involucién antipodal en la esfera (y la involucién que
describimos previamente en M x M \ A). Haefliger demuestra en ( [10]) que, cuando la

dimensién euclideana es suficientemente grande (al menos 3/2 de la dimensién de M), la
existencia de una funcion equivariante f de hecho implica la existencia de un encaje de M
en R™. Junto con técnicas de obstruccion en la topologia algebraica, tal resultado permite
traducir la dimensién de encaje de M en términos del género de Schwarz ( [19]) de la cubierta
doble asociada a la involucién de M x M \ A. Este tltimo invariante es estudiado en [J]
para M = P™ mediante técnicas topoldgico-geométricas identificaindolo con STC(P™).

3. HOMOLOGIA Y ANALISIS DE DATOS

Como se ha mencionado en la introducién a este articulo, Henri Poincaré es considerado
el padre de la topologia algebraica. Poincaré sentd las bases de lo que en la actualidad se
conoce como homologia, un concepto fundamental y con amplia aplicacién incluso fuera de
las matemaéticas. En esta seccién esquematizaremos su uso como herramienta en el proce-
samiento de las grandes cantidades de informacién caracteristicas de nuestros tiempos moder-
nos. En efecto, la actual investigacion cientifica y tecnoldgica, asi como los diversos procesos
industriales caracteristicos de hoy en dia, han arrojado una verdadera avalancha de infor-
macién codificada en nubes de datos, es decir, en grandes colecciones de puntos dentro de
un espacio euclideano. El procesamiento de tanta informacion es una tarea portentosa que
require de mecanismos eficientes de andlisis y evaluacion. Por tal razon resulta importante
notar que incluso las caracteristicas topologicas globales de una nube de datos determinan
propiedades tutiles acerca del fenémeno muestreado. En un tal analisis, parte de los proble-
mas reside en la complejidad de los datos y las diversas fuentes de ruido, lo que conlleva a
que el espacio euclideano donde vive la nube de datos sea de dimension potencialmente muy
alta (de varios 6rdenes de magnitud), aun cuando el fenémeno estudiado apenas conforme un
objeto geométrico de unas cuantas dimensiones. El andlisis adecuado de una tal situacion im-
pone retos importantes para la ciencia y la tecnologia modernas. Como resultado, recientes
desarrollos en geometria diferencial y topologia algebraica han producido herramientas para
el estudio de nubes de datos X = {z;}*, C R™. En particular, nuevos métodos para la re-
duccién dimensional no lineal han sido inspirados por conceptos fundamentales de geometria
diferencial. De forma paralela, nuevas aplicaciones de la topologia algebraica han producido
métodos para calcular informacién homolégica a partir de una nube de datos X, punto en
el que nos centraremos en esta seccion.



Comencemos recordando conceptos elementales de homologia simplicial, una herramienta
bésica para construir informacién algebraica de espacios topolégicos. Un componente esencial
en este contexto es el de complejo simplicial abstracto (finito): una familia K no vacia de
subconjuntos de un conjunto de vértices V' = {v;}, tal que

A:siae Ky Ca, entonces f € K;

B: V C K (para simplificar la notacién hemos identificado cada v € V' con {v} € K).
A los elementos de K se les denomina caras, y su dimensién se define como uno menos
que su cardinalidad. A las caras de dimensién cero y uno se les denomina vértices y aristas
respectivamente. Un mapeo simplicial entre complejos simpliciales es una funcion que respeta
sus contenidos estructurales al mapear caras en una estructura a caras en la otra. Estos
conceptos representan estructuras combinatorias que capturan las propiedades topoldgicas
de una gran variedad de estructuras geométricas. Dado un complejo simplicial abstracto K,
se produce un espacio topolégico explicito al considerar la realizacion geométrica (o poliedro)
asociada, denotada por |K]. Esta se construye al considerar las caras de K como generali-
zaciones de tridngulos y tetraedros en espacios euclideanos de alta dimension, pegandolas de
acuerdo a la informacién combinatoria en K.

Un método basico en el andlisis de un complejo simplicial K es la construccion de estruc-
turas algebraicas para calcular invariantes topoldgicos, que son propiedades de |K| que no
cambian bajo homeomorfismos—y aun deformaciones continuas. Desde un punto de vista
algoritmico, calculamos invariantes topolégicos de K al traducir su estructura combinatoria
al lenguaje del algebra lineal. Con este propdsito, el escenario basico surge al considerar los
tres pasos siguientes. Primero construimos el mddulo de k-cadenas Cy, definido como las
combinaciones lineales formales de caras k-dimensionales de K con coeficientes en un anillo
conmutativo R dado (e.g. R = Z o R = Z, con p un numero primo). Luego consideramos
opeadores de frontera Oy: Cy — Ci_1, definidos como los morfismos que mandan una cara
o= [po,...,pk] € Cr en

k
Ok(0) = Z(—l)l [P0 -+ s Pie1, Dig1s - - > Pk
i=0
Como tercer paso, construimos los modulos de homologia, definidos por los médulos cociente
Hi(K) := ker(0f)/im(0k+1). En estas condiciones se define el concepto de nimero de huecos
k-dimensionales (o k-ésimo nimero de Betti) de K como ) = rango(Hy). Por ejemplo, en
una esfera tenemos cero huecos 1-dimensionales y un solo hueco 2-dimensional.

3.1. El concepto de homologia persistente. Un objetivo central en muchos problemas
de aplicacién es analizar datos experimentales X = {z;}™, C R" y comprender su contenido
mediate el cdlculo de informacién cualitativa. Los invariantes topolégicos son caracteristicas
importantes de objetos geométricos, y sus propiedades son indicadores fundamentales para
entender datos experimentales. El problema principal al calcular invariantes topoldgicos de
datos experimentales es la correspondiente inestabilidad al calcular informacién homoldgica.
En efecto, pequenas variaciones (e.g. ruido y errores de medicién) al construir estructuras
topoldgicas sobre X podrian producir fuertes cambios homoldgicos. La homologia persis-
tente [2—1] es una estrategia computacional importante que ha sido desarrollada durante la
ultima década para calcular invariantes topoldgicos de estructuras finitas. A continuacién
describimos sus antecedentes, principios basicos y bases tedricas.
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3.2. Motivacién. Un problema principal al usar herramientas de homologia simplicial para
estudiar una base de datos X = {z;}!, C R" es el hecho de que no se dispone de una estruc-
tura simplicial a priori . Si asumimos que X es un muestreo de una variedad (e.g. X C M,
con M una subvariedad de R™), un objetivo principal seria el de calcular informacién ho-
molégica de M usando tan sélo la base de datos X. Es de notarse que situaciones mas gene-
rales, donde M no es necesariamente una variedad, son casos fundamentales para muchas
aplicaciones y escenarios experimentales. Sin embargo, para efectos ilustrativos, nos concen-
traremos en la discusion de la situacion simplificada donde M es una variedad. El problema
crucial de encontrar condiciones de densidad para que X sea un muestreo 1til para la variedad
M ha sido tratado en [17], y serd abordado mds adelante en este trabajo.

Tratar de construir un complejo simplicial a partir de X puede resultar ser un problema
muy dificil. Una primera estrategia seria la de considerar la homologia de los espacios
Xe = U™, B(x;,€), donde una bola de radio € es centrada alrededor de cada punto en X.
Un enfoque mas bien ingenuo seria el de tratar de encontrar un valor 6ptimo €, para el que
la homologia de X,, corresponda a la homologia de M. Pero en la practica este enfoque es
altamente inestable, ya que diferentes valores homoldgicos pueden obtenerse al considerar
pequenas perturbaciones de e,.

En contraste, la propuesta en homologia persistente es considerar informacién topolégica
para todo € > 0 simultaneamente, y no sélo analizar un valor particular ¢,. El concepto clave
estd fundamentado en que un resumen homoldgico es una herramienta valiosa en el anélisis
de nubes de puntos o bases de datos. Desde un punto de vista computacional, estimar
informaciéon homolégica para todos los valores € > 0 podria parecer poco razonable, pero
hay dos observaciones cruciales para implementar estas ideas en un esquema computacional
eficiente. Por un lado, a pesar del hecho de que consideramos en principio un parametro
continuo ¢ > 0, se puede verificar que dada una nube de puntos X, en realidad hay sélo
un nimero finito de complejos simpliciales no homeomorfos Ky C Ky C --- C K, (este es
el concepto de filtracidn que se explicard mas adelante) que se pueden construir a partir
de {X,, e > 0}. Por otro lado, en el esquema de homologia persistente se han construido
procedimientos eficientes para el cémputo de informacion homoldgica de la familia completa
K, C Ky C --- C K, (ver por ejemplo [21]).

Dado un parametro € y su conjunto X., hay varias estructuras simpliciales que son ttiles
para el estudio de la correspondiente informacion homolégica. En particular, una cons-
truccién computacional eficiente estd dada por el complejo de Vietoris-Rips R.(X), definido
al tomar a X como el conjunto de vértices, y donde un conjunto de vértices o = {zo, ..., xx}
determina un k-simplejo de R.(X) si d(z;,x;) < € para todo z;, z; € 0. Dado un valor €;, el
complejo de Vietoris-Rips R, (X) determina un elemento de la filtracién Ky C Ky C -+ C
K,, con K; = R.,(X). En conclusién:

A: Un nimero finito de valores {¢; }I_, describen las caracteristicas homolégicas de X.

B: Cada uno de estos valores genera un complejo de Vietoris-Rips Kj.

C: La coleccién { K;}7_, representa las propiedades topolégicas de la familia {X,, € > 0}.
Por lo tanto, el andlisis topolégico de una nube de puntos X se reduce al andlisis de una

filtracién K1 C Ky C -+ C K, que es el principal objeto de estudio en homologia persistente.
Ahora vamos a describir los ingredientes conceptuales de esta teoria.



3.3. Esquema conceptual. El input en la homologia persistente es una filtracion de un
complejo simplicial K, es decir, una sucesién anidada de subcomplejos ) = Ky C K; C
Ky, C --- C K, = K. Dado un complejo simplicial K, recordemos que los operadores de
frontera Oy determinan un complejo de cadenas denotado por C, = C,(K) y representado
por el diagrama

d o,
e Oy — 5 O B Oy — -
Recordemos asimismo que, dado un complejo de cadenas C, de mddulos sobre un anillo
conmutativo unitario R, se definen los médulos de k-ciclos y de k-fronteras como Z, = ker 0,

y Br = im0y 1, respectivamente. Como tenemos submdédulos anidados By C Z; C Cy, el
R-médulo de k-homologia Hy = Hy(C,) = Zi/ By, estd bien definido.

A continucién damos las tres definiciones basicas que se requieren dentro del marco de la
homologia persistente.

(1) Un complejo persistente estd definido por una familia de complejos de cadena {C?};>q
junto con morfismos

0 1 2 7—1 . 7 . i+1
oo e L o Lo T,

De forma explicita’:

0 0 0

0o 0o 0o
g?’ié%iéfﬁ...
lor , o, o
ol ol
Jc?o £ Jao £ Jaofz

0 0 0

Dada una filtracion de un complejo simplicial K, un ejemplo basico de un complejo
persistente estd dado al considerar las funciones f? como las inclusiones entre cada
complejo simplicial en la sucesién anidada ) = Ky € K; C K, C --- C K, = K
descrita en el parrafo anterior.

(2) La contraparte algebraica de un complejo persistente viene dada por el concepto de
modulo persistente: una familia de R-médulos M*® y homomorphismos ¢! : M? —
M1, Decimos que el modulo persistente es de tipo finito si cada M es finitamente
generado, y los mapeos ¢ son isomorfismos para i suficientemente grande. Un ejemplo
basico de un médulo persistente esta dado por la homologia (en una dimensién fija)
del complejo simplicial de una filtracién.

(3) Finalmente, los mddulos p-persistentes de homologia se definen como

H = 7,/ (B 0 Zp),

2Debido a las aplicaciones que tenemos en mente, vamos a asumir que las cadenas de complejos son
triviales en dimensiones negativas.
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donde Z} y Bj son respectivamente los médulos de k-ciclos y k-fronteras en C*. Estos

modulos pueden ser descritos de manera equivalente en términos de las inclusiones

K' ¢ K™ sus homomorfismos inducidos f,? : Hi — H,™ y las relaciones corre-
&)

spondientes im(f;*) = H,” (de hecho, como se observa en [21], la informacién se
puede empaquetar eficientemente en términos de una sucesion espectral).

Los grupos de homologia persistente contienen clases homolédgicas que son estables en el
intervalo de ¢ a ¢ 4+ p: tales clases “nacen en un tiempo” no posterior al 7, y siguen “vivas”
en 7 + p. Las clases de homologia persistente que permanecen vivas para grandes valores de
p detectan caracteristicas topoldgicas estables de X, mientras que las clases que sobreviven
solo para pequenos valores de p son inestables o componentes topoldgicas tipo ruido.

En los parrafos siguientes veremos explicaciones alternativas para generalizar el concepto
de objetos persistentes como funtores entre categorias especiales.

Los resultados del algoritmo de homologia persistente son representaciones de la evolucion,
con respecto del parametro € > 0, de las caracteristicas topolégicas de X. Estas representa-
ciones se describen con diagramas de persistencia en los que se indica, para cada nivel de
homologia k, la cantidad y estabilidad de los diferentes huecos k-dimensionales de la nube
de puntos X. Presentamos a continuacién una explicacion mas precisa de los conceptos
relacionados con diagramas de persistencia y algunas de sus propiedades.

La principal tarea dentro del analisis de los grupos de persistencia homoldgica viene dada al
capturar sus propiedades mediante una tinica entidad algebraica representada por un modulo
finitamente generado. Recordemos que un objetivo principal en homologia persistente es
el de construir un resumen de la evolucién (con respecto al pardmetro €) de las carac-
teristicas topolégicas de X usando los conjuntos {X., ¢ > 0}. Esta propiedad es analizada al
construir, con los R-mdédulos de homologia de los complejos K;, un médulo sobre el anillo
de polinomios R[t]. El marco general para este procedimiento es considerar un R-mdédulo
persistente M = {M’, ¢;}i>0 y construir el modulo graduado a(M) = @,., M" sobre el
anillo R[t] (con la graduacién usual), de forma tal que la accién de ¢ quede dada por los
morfismos ¢;, es decir, en elementos no homogeneos

E-(m®mt, ) = (0,6°(m0), o (m), ...
La propiedad crucial en esta construccién es que, cuando R = F es un campo, « es un funtor
que define una equivalencia de categorias entre la categoria de mdédulos persistentes de tipo
finito sobre F, y la categoria de modulos graduados no negativos que son finitamente gene-

rados sobre F[t]. En el caso de la filtraciéon de complejos Ky C - - - C K., esta caracterizaciéon
de modulos persistentes produce el F[t] médulo finitamente generado

a(M) = Hy(Ko) ® Hy(K1) © - -- © Hy(K,).

Estos mdédulos son utilizados en el paso crucial que define y caracteriza el resultado de
homologia persistente. La herramienta principal es el conocido teorema de estructura que
caracteriza a los moédulos finitamente generados sobre un dominio de ideales principales
(como lo es F[t], razén por la cual hemos supuesto que R = F es un campo). En el caso que
nos atane, este teorema asegura que, para un médulo 91 finitamente generado y graduado no
negativamente, hay una familia de enteros no negativos {i1, ..., im}, {J1,- - Jnt, {1, -+, ln},
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y un isomorfismo
m = (P F[ ) & P (Fle/ ) Gr)

donde F[t](is) denota a F[t] visto como mdédulo sobre si mismo, pero con la graduacién
desplazada hacia arriba en ¢; dimensiones. Esta descomposicién es tnica salvo permutacién
de factores, y la relaciéon con homologia persistente esta dada por el hecho de que, cuando
una clase de homologia persistente 7 nace en K; y muere en K, genera un médulo de torsion
de la forma (F[t]/(t=%)) (i). En cambio, cuando la clase T nace en K; pero no muere, genera
un modulo libre de la forma F[t](7).

Con esta informacién adicional sobre la caracterizacién F[t]-médulos, explicaremos el con-
cepto de diagramas de persistencia. Primero definimos un P-intervalo como un par ordenado
(7,7) donde 0 < i < j para i,j7 € Z U {oo}. Ahora construimos la funcion ) que mapea
P-intervalos a F[t]-m6dulos de acuerdo a

Qi.g) = (F[1/(¥™) (@)
donde convenimos en que t>*° = (0. Madas generalmente, para un conjunto de P-intervalos
S = {(i1,71),- -+ (ins Jn)}, tenemos un F[t]-médulo Q(S) = @, Qlis, j¢). El mapeo @
resulta ser una biyeccién entre el conjunto de familias finitas de P-intervalos y el conjunto
de F[t]-médulos finitamente generados graduados no negativamente.

Ahora podemos recapitular estos resultados al notar que el concepto de diagrama persis-
tente puede ser descrito en términos del conjunto de P-intervalos asociados al F[t]-médulo
finitamente generado y no negativamente graduado construido con el funtor o en base a
una filtracién ) = Ky € K; C Ky C --- C K, = K. Hay varias representaciones graficas
para diagramas de persistencia, y un ejemplo basico estd dado mediante regiones triangu-
lares en el plano de indice-persistencia. Por ejemplo, en las figuras siguientes se ilustra el
andlisis de una nube de puntos X localizada en un esferoide. Se muestran dos diagramas
de persistencia correspondientes al primer y segundo niveles de homologia. Cada diagrama
presenta la familia de P-intervalos, ploteando los correspondientes pares (i,7) en el plano
R2. Para el primer nivel de homologia, la mayoria de los valores se encuentran cerca de la
diagonal, lo cual indica que el objeto geométrico no contiene huecos 1-dimensionales. En
el segundo nivel de homologia se tiene un punto estable lejos de la diagonal, indicando un
hueco 2-dimensional. Estos resultados numéricos indican que el objeto geométrico que ha
sido usado para construir la nube de puntos X es en efecto esferoidal.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Y

____________________

Esferoide ler Nivel de Homologia 2do Nivel de Homologia
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3.4. Generalizacion usando propiedades funtoriales. Con el fin de disenar genera-
lizaciones tutiles de homologia persistente, es importante comprender su esquema conceptual
de una forma mas profunda. Una reciente formulacién que explica las caracteristicas claves
de homologia persistente ha sido presentada en [2], y describe este concepto como un funtor
entre dos categorias particulares. En efecto, un aspecto crucial de la homologia persistente es
la asociacién entre un conjunto de indices y una sucesién de grupos de homologia construida
a partir de una filtraciéon ) = Ky ¢ K; C K, C --- C K, = K. Una generalizacién impor-
tante de esta construccion considera un conjunto parcialmente ordenado P como indices que
asociamos con una familia de objetos en una categoria C. Note que se puede considerar el
conjunto parcialmente ordenado P como una categoria P cuyos objetos son P, y un morfismo
entre x y y esta definido siempre y cuando x < y. En este marco, un objeto P-persistente
en C estd definido por un funtor ® : P — C, descrito también como una familia de objetos
{¢z}zep en C, y morfismos ¢y, : ¢, — ¢, cuando = < .

Estos conceptos son cruciales para extender las ideas principales de homologia persistente
a situaciones mas generales. Note que, en la homologia persistente estandar, usamos los
conjuntos parcialmente ordenados P = N o P = R, pero extensiones importantes han sido
recientemente desarrolladas en el contexto de persistencia multidimensional, por ejemplo
situaciones donde los conjuntos parcialmente ordenados son P = N*¥ o P = R* para k > 1.
Estos desarrollos son motivados por diversas consideraciones practicas, como el analisis de
nubes de puntos que consideran simultaneamente estimaciones de densidad, asi como las
variadas construcciones de complejos de Vietoris-Rips.

3.5. Muestreo Finito de Variedades. Un requisito importante al trabajar con una nube
de puntos X C M es el de asegurar condiciones bajo las cuales el conjunto de muestreo
X = {z;}*, sea suficientemente denso como para recuperar informacién geométrica y
topoldgica de M. En el caso de que M tenga una estructura de variedad Riemanniana,
nuevas propiedades han sido descubiertas durante los tltimos anos [17]. Un concepto princi-
pal es el de nidmero de condicion 1/7 de una variedad, cuyo valor codifica propiedades locales
y globales de curvatura de M. Este niimero de condicién se relaciona con el eje medial de
M, que se define como la cerradura del conjunto

G={xeR":3dp,qge M, p+#q, withd(z, M) = ||z —p|| = ||z — q||}.

Al usar el eje medial de una variedad, tenemos

T = plen./f/l d(p, G).

También recordemos que, dados un par de espacios topologicos X C U, decimos que X es
una deformacion retrdactil de U si existe un mapeo continuo r : U — X cuya restriccién r|x
sea la identidad, y tal que la composicién U — X < U sea homotdpica (relativa a X) a la
identidad en U [12]. Con estos conceptos, el resultado siguiente relaciona el muestreo de una
variedad con su reconstruccién homolégica (ver [17]).

Proposicién 9 (Niyogi, Smale, Weinberger, 2008). Sea M una subvariedad compacta Rie-
manniana de R™ y sea X = {x;}1*, C R™ una coleccion finita €/2-densa en M, i.e., tal que
para cada p € M, hay un x € X que satisface ||p — z||gn < €/2. Si e < \/gT, entonces M

es una deformacion retractil de U = |J,cx Be(x). Consecuentemente la homologia de U es
la misma que la homologia de M.
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