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Vollstandige Induktion mit mehreren Vorgangern. Wieder sei
A(n) eine Aussageform.

Dann gilt A(n) genau dann fiir alle natiirlichen Zahlen n, wenn
A(1) wahr ist und fiir alle n € N die folgende Implikation gilt:
A(L)A---NA(n) = A(n+1).

Bei dieser Variante ist die Induktionsannahme die Annahme, dass
A(1),...,A(n) wahr sind.
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Eng mit der vollstandigen Induktion verwandt sind rekursive
Definitionen.

Beispiel 2.6

Wir definieren einen Folge natiirlicher Zahlen a, wie folgt:
1. a; = 1
2. apy1 =2a,+1

Definition 2.7 (Fibonacci-Zahlen)
Essei f=0und 1 = 1. Fiiralle n > 1 sei f,41 = fr1 + .
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Satz 2.8
Fiir alle n € Ng gilt

he e <<1+2\/3>”_ (1—2\@)">.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch vollstandige Induktion,
wobei wir Induktion mit mehreren Vorgangern anwenden.

Es seien
1++5 1-5
> und ) 1= 5

. . . (pniwn
Sei A(n) die Aussageform f, = 7
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Induktionsanfang. Es gilt

-0 1-1

V5 V5
et =yt 1 (146 1-vB) 1 25
NV 2

Induktionsschritt. Wir zeigen A(n — 1) A A(n) = A(n+ 1) fir
alle n > 1.

Dazu nehmen wir an, dass fiir ein gewisses n > 1 die Aussage
A(n — 1) A A(n) gilt (Induktionssannahme).
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Dann ist

Spnfl _ wnfl 4 Son _ wn

fori=fh1+f= NG
_en(1ed) e (1+3)
7 .
Es gilt
R 2 14+V5+2
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Analog gilt

Damit ergibt sich
SOn—l-l o wn—&—l

for1 = Tv
also A(n+1).

O
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Ist A(n) eine Aussageform und gelten A(1) und
Vn € N(A(n) = A(n+ 1)), so konnen wir die Menge
S ={n e N: A(n) ist wahr} betrachten und stellen Folgendes fest:

1.1€S8
2.neS=n+1eS

Eine Menge mit den Eigenschaften (1) und (2) nennen wir
induktiv.

Wir konnen also bei 1 anfangen, in Einerschritten zu zahlen, ohne
jemals die Menge S zu verlassen.

Nach unserer Intuition iiber die natiirlichen Zahlen erreichen wir
dabei alle natirlichen Zahlen.

Also gilt N C S. Andererseits ist S C N.

Es folgt S = N. Also gilt A(n) fiir alle n € N.
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Die folgende Axiome prazisieren unsere Intuition lber die
natiirlichen Zahlen.

Hierbei steht n’ fiir den Nachfolger von n in den natiirlichen
Zahlen, also fir n+ 1.

Definition 2.11
Die folgenden Axiome sind die Peano-Axiome fiir die natiirlichen

Zahlen.

1.1eN

2.neN=neN

3.neN=n#1

4 mneN= (m'=n= m=n)

5. (leSAVneN(neS=ne€S)=NCS

Das Axiom (5) ist das Induktionsaxiom, welches garantiert, dass

wir Satze mittels vollstandiger Induktion beweisen kénnen.



Normalsprachlich lauten die Axiome wie folgt:

1. 1 ist eine naturliche Zahl.

2. Der Nachfolger einer natiirlichen Zahl ist wieder eine
naturliche Zahl.

3. 1 ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl.
4. Die Nachfolgerfunktion n s n’ ist injektiv.

5. Jede induktive Menge enthalt alle natiirlichen Zahlen.

Satz 2.12
Jede nichtleere Menge natiirlicher Zahlen hat ein kleinstes Element.
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Ganze und rationale Zahlen
Relationen "

Partitionen und Aquivalenzrelationen
Ordnungsrelationen

Die reellen Zahlen

Elementare Zahlentheorie

Ganze und rationale Zahlen
Die Menge Q der rationalen Zahlen ist die Menge aller Briiche
mit m,n € Z und n # 0.

Da wir jede ganzen Zahl m mit dem Bruch 7' identifzieren konnen,
fassen wir Z als eine Teilmenge von Q auf.

Wir erinnern uns kurz daran, wie man Bruche addiert und

multipliziert:
m m m-n+mn

n n’ n-n

m m-m

33

n n-n

Die folgenden Rechenregeln fiir rationale Zahlen a, b, ¢ setzen wir
als bekannt voraus:
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Ganze und rationale Zahlen
Relationen "
Partitionen und Aquivalenzrelationen

Elementare Zahlentheorie 3
Ordnungsrelationen

Die reellen Zahlen

(K1) Assoziativgesetze
» at+(b+c)=(a+b)+c
»a-(b-c)=(a-b)-c
(K2) Kommutativgesetze
» at+b=b+a
»a-b=b-a
(K3) Distributivgesetz
»a-(b+c)=a-b+a-c
(K4) Existenz neutraler Elemente beziiglich der Addition und der
Multiplikation
»a+0=a
»l-a=a
(K5) Existenz inverser Elemente beziiglich der Addition und der
Multiplikation
» Es gibt ein Element —a mit a + (—a) = 0.
» Falls a # 0 ist, so gibt es ein Element a=! mit a-a~! = 1.
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Ganze und rationale Zahlen
Relationen "
Partitionen und Aquivalenzrelationen

Elementare Zahlentheorie 3
Ordnungsrelationen

Die reellen Zahlen

Definition 3.15

Sei K eine Menge, 0 und 1 zwei verschiedene Elemente von K und
+:KxK—Kund-: Kx K — K Abbildungen.

Dann heiBt K zusammen mit 0, 1, + und - ein Korper, falls die
Axiome (K1)—(K5) erfiillt sind.

Wie oben schon bemerkt, erfiillt QQ mit der iiblichen Addition und
Multiplikation und mit den bekannten Konstanten 0 und 1 die
Korperaxiome (K1)—(K5).

Die ganzen Zahlen Z mit den Ublichen Rechenoperationen erfiillen
zwar (K1)—(K4), aber sie bilden keinen Korper, da zum Beispiel 2
in Z kein multiplikatives Inverses besitzt:
Es gibt keine ganze Zahl n mit 2-n=1.
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Ganze und rationale Zahlen
Relationen "
Partitionen und Aquivalenzrelationen

Elementare Zahlentheorie 3
Ordnungsrelationen

Die reellen Zahlen

Neben der Struktur eines Korpers, haben die rationalen Zahlen
noch eine weitere wichtige Eigenschaft. Sie werden durch die
Kleiner-Beziehung < angeordnet.

Fir je zwei verschiedene rationale Zahlen a und b gilt entweder
a < b ("akleiner b") oder a > b (“a groBer b").
Es gelten folgende Regeln (Seite 29 im Skript):
l.a<bAb<c=a<c
2. a<b=a+c<b+c
3.a<b=a-c<b-c fallsc>0.
4 a<b=a-c>b-c falls c <O0.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Ganze und rationale Zahlen
Relationen "
Partitionen und Aquivalenzrelationen

Elementare Zahlentheorie 3
Ordnungsrelationen

Die reellen Zahlen

Wir schreiben a < b fiir (a < bV a = b) und lesen < als
“kleiner-gleich” und > als “groBer-gleich”.
Fir < gelten ahnliche Regeln wie fiir <.
1. a<bAb<c=a<c
2. a<b=a+c<b+c
3.a<b=a-c<b-c fallsc>0.
4. a<b=a-c>b-c, falls c <0.
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Ganze und rationale Zahlen
Relationen .
Partitionen und Aquivalenzrelationen

Elementare Zahlentheorie 3
Ordnungsrelationen

Die reellen Zahlen

Relationen

Definition 3.1

Eine Relation von A nach B ist eine Teilmenge R von A x B. Eine
Relation auf A ist eine Teilmenge von A x A. Fiir (a,b) € R
schreiben wir auch aRb.
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Ganze und rationale Zahlen

Relationen .

Partitionen und Aquivalenzrelationen
Ordnungsrelationen

Die reellen Zahlen

Elementare Zahlentheorie

Beispiel 3.2

1. Sei A={1,2,3} und B={0,1}. Dannsind Ry,...,Ras
Relationen von A nach B:
1.1 Ry = {(1,0),(2,0),(2,1)}.
),(2,1),(3,0),(3,1)}

1.2 R, ={(1,1), (2,
13 Rs=AxB

2. R={(a,b):a,be NAa< b},
S={(a,b):a,be NAa< b} und
T ={(a,b) : a,b € NA a = b} sind Relationen auf N.
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Ganze und rationale Zahlen
Relationen

. Partitionen und Aquivalenzrelationen
Elementare Zahlentheorie 3
Ordnungsrelationen
Die reellen Zahlen

Wir konnen Relationen dhnlich wie Funktionen mit Hilfe von
Pfeildiagrammen notieren. Hier sind zwei Diagramme fiir die
Relationen R; = {(1,0),(2,0),(2,1)} und

R2 = {(17 1)7 (27 1)7 (3’ 0)7 (37 1)}
A B
54\
=
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Ganze und rationale Zahlen
Relationen .
Partitionen und Aquivalenzrelationen

Elementare Zahlentheorie 3
Ordnungsrelationen

Die reellen Zahlen

Definition 3.3

Sei A eine Menge und sei R eine Relation auf A.

1. R heiBt reflexiv, falls fiir alle a € A das Paar (a,a) in R ist.

2. R heiBt irreflexiv, falls R kein Paar der Form (a, a) enthalt.

3. R heiBt symmetrisch, falls fiir alle (a, b) € R auch (b,a) € R
gilt.

4. R heiBt antisymmetrisch, falls aus (a, b) € R und a # b stets
(b, a) ¢ R folgt.

5. R heiBt transitiv, falls aus (a, b) € R und (b, c) € R stets
(a,c) € R folgt.
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Ganze und rationale Zahlen
Relationen .
Partitionen und Aquivalenzrelationen

Elementare Zahlentheorie 3
Ordnungsrelationen

Die reellen Zahlen

Man beachte, dass irreflexiv nicht dasselbe ist wie nicht reflexiv.
Ebenso ist antisymmetrisch nicht dasselbe wie nicht symmetrisch.
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Ganze und rationale Zahlen
Relationen "
Partitionen und Aquivalenzrelationen

Elementare Zahlentheorie 5
Ordnungsrelationen

Die reellen Zahlen

Partitionen und Aquivalenzrelationen

Definition 3.4

Eine Relation R auf einer Menge A heil3t Aquivalenzrelation, falls
R reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

Ist R eine Aquivalenzrelation auf A so bezeichnen wir fiir jedes

a € A mit [a]g die Menge {b € A: (a,b) € R} und nennen diese
Menge die Aquivalenzklasse von a.

Satz 3.5 )
Sei A eine Menge und R eine Aquivalenzrelation auf A.Dann gilt

fiir alle a, b € A entweder [a|g N [b]g = () oder [a]g = [b]r. Der
zweite Fall tritt genau dann ein, wenn aRb gilt.
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Ganze und rationale Zahlen
Relationen "
Partitionen und Aquivalenzrelationen

Elementare Zahlentheorie 5
Ordnungsrelationen

Die reellen Zahlen

Fiir eine Aquivalenzrelation R auf einer Menge A ist {[a]g : a € A}
eine Partition von A.

Definition 3.6

Sei A eine Menge, | eine Indexmenge und fiir alle / € [ sei
Ki C A.P ={K;: i€ l} ist eine Partition von A, falls gilt:

1. Furallei,j el miti#jist KinK;=0.
2. Esgilt Ui, Ki = A.
Dabei ist | J;c; Ki die Menge {x : 3i € I(x € Kj)}.
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Ganze und rationale Zahlen
Relationen "
Partitionen und Aquivalenzrelationen

Elementare Zahlentheorie 5
Ordnungsrelationen

Die reellen Zahlen

Korollar 3.7

Es sei A eine Menge. Fiir jede Aquivalenzrelation auf A bilden die
Aquivalenzklassen eine Partition von A.Umgekehrt gibt es fir jede
Partition von A eine Aquivalenzrelation, deren Aquivalenzklassen
genau die Mengen in der Partition sind.

Beispiel 3.8

SeimeNund R={(a,b) € ZxZ:a= b(mod m)}. Dann ist R
eine Aquivalenzrelation auf Z, deren Aquivalenzklassen Restklassen
modulo m genannt werden.

Die Anzahl der Restklassen modulo m ist genau m. Die
verschiedenen Restklassen sind die Mengen {m-q+0:q € Z},
{m-q+1:9€Z}, ....,{m-q+(m—1):qeZ}.
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