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7. Ubungsblatt
Abgabetermin: Mi, 06.12.17, zu Beginn der Vorlesung, Abholung um 8:20 Uhr.

1. Man bezeichne mit Fo den Korper mit zwei Elementen. In welchen der folgenden
Beispiele (a)-(h) von Teilmengen V C R? bzw. V C Fj gilt, dass V ein Unterraum
von R3 bzw. F§ ist? Priifen Sie in jedem Fall entweder die Axiome oder finden Sie
ein Gegenbeispiel zu einem der Axiome.

(a) Vi={(2,9,2) €R®|z -3y +22=0und x +y — z = 0}.
(b) Vi={(z,y,2) eR®|x+y+2 =1}

(c) Vi={(z,y,2) € R®| (2 + 2y + 2)* = 0}

(d) V= {(z,y,2) € R*|(z + 2y + 2)* — 22y = O}

(e) V:i={(z,y,2) ER3 |z =n, y=2n, z=3n, mit n € Z}.
(f) Vi={(2,y,2) € R3|2 =0 oder y =0 oder z = 0}.

(g) V :=1{(0,0,0,0),(1,1,0,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1)} C F3.
(h) V= {(z,y,2,w) € F3]| 23 =0 und 23 + > + w3 = 0}.

(8 Punkte)

2. Welche der folgenden Mengen V' mit den entsprechenden Verkniipfungen der Addi-
tion + : V xV — V und Multiplikation - : K x V' — V mit Elementen eines Kérpers
K (Skalare) sind K-Vektorrdume? Begriinden Sie mit Beweis oder zeigen Sie anhand
eines Gegenbeispiels, dass ein Axiom verletzt wird.

(a) Fiir M eine Menge sei V' := Abb(M,R) mit ,punktweiser Addition und Ska-
larmultiplikation® iiber K = R, d.h.

(f +9)(x) = f(x) + g(z) firalle f,gcV,zeM
A fx) ==X f(x) fir alle fe V,A e R, z € M.

(b) Sei K = Fy der Korper mit zwei Elementen und V' = Z mit der iiblichen
Addition als Addition und mit der Skalarmultiplikation definiert durch 0-z =0
und 1-z = z fir alle z € Z. (6 Punkte)

3. Sei K ein Korper, seien V und W zwei K-Vektorrdume und sei ¥ : V — W eine
lineare Bijektion von K-Vektorrdumen (ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen).
Zeigen Sie, dass die Umkehrabbildung W' auch linear ist.

(6 Punkte)

4. Sei M ={a,b,c}. Die Abbildung ¥ sei durch

T : Abb(M,R) — R3
f — (f(a), £(b), f(c))

definiert.



5.

(a) Zeigen Sie, dass ¥ eine lineare Abbildung ist.

(b) Zeigen Sie, dass ¥ bijektiv ist. (6 Punkte)

Fir A € U(1) € C und a € C sei py,: C — C gegeben durch z — Az + a (in
der GauBBschen Zahlenebene ist dies geometrisch eine Drehung gefolgt von einer Ver-
schiebung).

Sei G :={pxrq | A € U(1),a € C} die Menge all dieser Abbildungen.

(a) Zeigen Sie: Mit der Hintereinanderausfithrung von Abbildungen als Verkniipfung
wird G zu einer Gruppe.

(b) Sei H := {p1,4 | a € C}. Zeigen Sie, dass H eine Untergruppe von G ist. Geben
Sie einen Gruppenhomomorphismus f von G nach U(1) an, der H als Kern
hat. Wie lésst sich f geometrisch interpretieren? (6 Punkte)

*6.

Die folgende Aufgabe ist eine *-Aufgabe. Sie kann, muss aber nicht eingereicht wer-
den. Die Punkte zédhlen nicht zu den Ubungspunkten, sondern werden als Extra-
punkte vermerkt.

Man betrachte das gleiche G wie in Aufgabe 4. Sei
H :={pro| A€eU1)} CG.

Zeigen Sie, dass H' eine Untergruppe von G ist. Man kénnte erwarten, dass es analog
zu 5(b) einen Homomorphismus f’ von G nach C gibt, der H' als Kern hat. Zeigen
Sie, dass das nicht stimmt. Genauer: Beweisen Sie, dass es keinen Homomorphismus
von G (in irgendeine andere Gruppe G’) geben kann, der H' als Kern hat. (8 Punkte)



