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Die erste Aufgabe ist eine S-Aufgabe. Das Ziel dieser Aufgabe ist es, eine stilistisch
perfekte Losung aufzuschreiben. Die Hélfte der Punkte wird fiir die Darstellung
vergeben.

> Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Raum und seien v1,...,v, € V. Die Matrix A €

M(n,R) mit Eintrégen a;; = (v;,v;) heifit Gramsche Matriz von vy,...,v,. Zei-
gen Sie: Die Determinante det(A) der Gramschen Matrix verschwindet genau dann,
wenn vy, ..., U, linear abhéngig sind. (6 Punkte)

. Sein € N\ {0}. Zeigen Sie: Die oberen Dreiecksmatrizen mit positiver Diagonale
ANk e %
am =% N>O0firi=1,....n% CGL0R).
T T %
0 --- 0 \,

bilden eine Untergruppe, und die Abbildung

Q(n) x O(n) — GL(n,R), (A,B)+— A-B

ist bijektiv. (8 Punkte)

(a) Sei L € SO(3) \ {E}. Ein eindimensionaler Vektorraum R - v heit Drehachse
von L, wenn Lv = v. Zeigen Sie, dass die Drehachse von L eindeutig bestimmt
ist.

(b) Seien Ly, Ly € SO(3)\{E}. Zeigen Sie: L1 Ly = LoL; gilt genau dann, wenn die
Drehachsen von L; und Lo gleich sind oder wenn die Drehachsen orthogonal
sind und beide Drehungen Halbdrehungen sind.

Dabei nennen wir L € SO(3) eine Halbdrehung wenn L diagonalisierbar ist und
als Eigenwerte einmal 1 und zweimal —1 hat. (8 Punkte)



4. Eine Ellipse ist eine Teilmenge des R? der Form {v € R? | ¢(v) = 1} wobei ¢ eine

positive quadratische Form ist, das heif3t
q(v) = v Av = (v, Av)g = (Av,v) g
fiir eine positiv definite Matrix A = A® € M(2,R).

(a) Anschaulich stellt man sich unter einer Ellipse
einen verzerrten Kreis vor, also

{T ((sint,cost)) | t € R}

fir T € GL(2,R). Zeigen Sie, dass diese Definitio-
nen dquivalent sind.

(b) Sei v ein Eigenvektor von A. Zeigen Sie: Die durch ¢ definierte Ellipse ist sym-
metrisch beziiglich der Spiegelachse L(v)*.

(c) Zeigen Sie die Riickrichtung von (b): Wenn die Ellipse symmetrisch beziiglich
einer Spiegelachse L(v)™ fiir einen Vektor v € R?\ {0} ist, ist v ein Eigenvektor
von A.

(10 Punkte)

*5.

Die folgende Aufgabe ist eine *-Aufgabe. Sie kann, muss aber nicht eingereicht wer-
den. Die Punkte zéhlen nicht zu den Ubungspunkten, sondern werden als Extra-
punkte vermerkt.

Sei A € GL(n,R) und sei A¥ € O(n) fiir ein k € N. Zeigen Sie: A ist zu einem
Element aus O(n) konjugiert.

Hinweis: Sei
7(U7w) = (v,w> + <AU, Aw> 4t <Ak_1’U, Ak_1w>,

Zeigen Sie, dass 7 positiv definit ist und (v, w) = vy(Av, Aw). Benutzen Sie dann
den Satz iiber die Existenz orthonormaler Basen. (8 Punkte)



