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1 Einfiihrung

Die folgende Fragestellung ist ein typisches Problem der extremalen Graphentheorie: Was
ist die minimale Zahl pg, so dass alle Graphen auf n Ecken mit mehr als pg Kanten einen
Kreis enthalten? Diejenigen Graphen (auf n Ecken), die up Kanten haben, ohne einen
Kreis zu enthalten, nennt man extremal. In diesem Fall sind das genau die Bdume auf n
Ecken.

Allgemein sucht man fiir

e eine Grapheneigenschaft P,
e cine Unterklasse F aller Graphen und
e cine Grapheninvariante p : F — N

den minimalen Wert po € N von p, so dass jeder Graph G € F mit u(G) > puo die
Eigenschaft P hat. Graphen G € F mit u(G) = po ohne die Eigenschaft P nennt man
extremal (in F fiir P und p). In obigem Beispiel ist P die Eigenschaft, einen Kreis zu
enthalten, F ist die Klasse aller Graphen auf n Ecken und p(G):=||G||.

2 Satz von Turan

Wir wandeln nun das Beispiel des vorigen Kapitels etwas ab. Wir fragen nicht mehr,
ob unsere Graphen einen Kreis enthalten, sondern ob sie eine Kopie eines gegebenen
Graphen F' enthalten. Schreibe G fiir die Klasse aller endlichen Graphen und G, fiir alle
Graphen mit n € N Ecken. Zu n € N und F' € G setze

ex(n, F) :=max{||G| : F € G € G,}.
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Offensichtlich enthalten (x(F')—1)-partite Graphen keine Kopie von F (ein solcher Graph
heifit F-frei). Unter allen (x(F') — 1)-partiten Graphen mit derselben Eckenzahl hat
der vollstindige, balancierte die meisten Kanten. Balanciert bedeutet hierbei, dass die
grofte Partitionsklasse hochstens 1 grofser ist als die kleinste. Allgemein bezeichnen wir
mit T¢(n) den vollstédndigen, balancierten, {-partiten Graphen auf n Ecken. Jeder solche
Graph heiftt Turdn-Graph. Fiir seine Kantenzahl gilt:

ITe(n)] < 5‘51 .

Wie wir oben schon bemerkt haben, gilt
ex(n, F) > [|[Tyr)-1(n)]-
Im Falle ' = K¢ weils man noch deutlich mehr:

Satz 2.1 (Mantel 1907 (¢ = 3), Turan 1941). Fir alle {&,n € N mat & > 2 st der
Turdngraph Te_1(n) der einzige K¢-freie Graph mit ex(n, K¢) Kanten.

Beweis. Der Fall £ = 2 ist trivial. Wir beweisen zunichst ex(n, K3) = ||T2(n)| mit
Induktion nach n. Sei G extremal und zy € E(G). Dann gilt fiir G':=G — {z, y}:

IGI =1+ 1G] + 1Bz, 5} V@) \ Lz y)| < 1+ [To(n—2)]| + (n—2)

n gerade n—2 2 n2
14 (152) + -2 =T =m0

Auferdem ist Th(n) der einzige extremale Graph auf n Ecken: Sei G ein Ks-freier
Graph mit |G| = n und |G| = n?/4. Dann gilt fiir eine beliebige Kante xy € E(G)

2
6= ("57) wd B VE) =2
Nach Induktionsvoraussetzung ist G' = To(n—2). Offenbar haben z und y keinen gemein-
samen Nachbar. Aukerdem gilt z € N(u) < y € N(v) fir jede Kante uv von Th(n — 2).
Folglich ist G = T(n) (Abb. 1)).

Auch in Falle £ > 3 wenden wir Induktion nach n an. O.B.d.A. sein > £ und G =
(V,E) ein extremaler Graph. {z1,...,z¢-1} = X C V spanne einen K¢ ; in G auf
(warum gibt es X 7). Setze W:=V \ X und G':=G[W] (Abb. 1). Dann ist

I611= (5) + 161+ BCw)

P @ 1 Teca(n— €4+ D+ (n— €+ 1)(E - 2)

= [[Te-1(n)]
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Zu zeigen verbleibt lediglich die Eindeutigkeit. Sei also G ein extremaler Graph auf n
Ecken. Dann ist ||G'|| = ||T¢—1(n§+1)| und |E(X, W)| = (n —&+1)(§ —2). Nach Induk-
tionsvoraussetzung ist somit G’ = T¢_1(n — & +1). Seien W1, ..., We_; die Eckenklassen
von G’ und wv € E(G’), etwa u € W; und v € W;. Dann ist zwar N(u)NX # N(v)NX,
aber beide Mengen enthalten & — 2 Fcken. Jede weitere Ecke w € W; hat aber dieselben
Nachbarn in X wie u. Das zeigt G = T¢_1(n) (Abb. 1. O

X = {xlv"'axf—l}
e 6 o o ¢ o o

v
v
u
:
Ty(n —2) Wy We_1
Abbildung 1: G
Abbildung 1: T (n) Abbildung 1: T¢_1(n)

Satz 2.2 (Erdds 1970). Sei & > 2 und G(V, E) ein K¢-freier Graph mit Eckenmenge
V ={v1,...,v,}. Dann existiert ein ({—1)-partiter Graph G' = (V, E'), so dass dg(v;) <
d(;/ (’Ul)

Beweis. Sei G ein K¢-freier Graph und v eine Ecke maximalen Grades in G. Dann ist
G[N(v)] ein K¢_j-freier Graph. Nach Induktion iiber ¢ gibt es einen (£ — 2)-partiten
Graphen Go mit V(Go) = N(v) und dgn(w)(w) < dg,(w) Yw € N(v). Dann ist G' =
Go* (V\ N(v)) ein (¢ — 1)-partiter Graph.

we VAN = do(w) = de(w) > do(w)

w € N(v) = dgr(w) = [V\ N(v)| + dg, (w)
> [Ng(w) N (V\ Na(v))] + dan ) (w)
> dg(w)
O

Der folgende Satz sagt beschrénkt ex(n, F') fiir bipartites F. Mit #{F C G} bezeichnen
wir die Zahl der Kopien von F'in G.

Satz 2.3 (Kdévari, Sos, Turan). Fir alle € > 0 und Graphen F mit x(F') < 2 gibt es ein
no € N, so dass fiir n > ng gilt: ex(n, F) < en?.
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Beweis. Sei F' = K¢¢ und G ein F-freier Graph und ¢, :=#{K,, C G}. Es gilt

oem 3, (0) () (1) -0 ().

veV(Q)

Fiir K € VI:={X CV : |X| = ¢} sei dx die Anzahl aller Kopien von Kj¢ in G mit
Bldttern in K. Dann ist

com T ()5 ()00 - (25 - (125))

KcVlE

Falls |G| > en? = Q(n?), dann ist cc ¢ = Q(n?). O

Satz 2.4 (Kévari, Sos, Turan). Fir alle s,t € N gilt
1
ex(n, Kst) < 5 ((5 — 1)Vt 4 tn) .

Beweis. Sei G = (V, E) ein K, i-freier Graph auf n Ecken und ¢, 5 := #{K, C G}. Dann
ist c10 < (s — 1)(7;), da sonst nach dem Schubfachprinzip s Ecken von G mindestens ¢
gemeinsame Nachbarn hétten, im Widerspruch zur K ;-Freiheit von G. Andererseits gilt

CLt = D pey (d(t“)). Folglich ist

n 2|E’ t 2|E’| Jensen d(v) n nt
t!(n_t> S”("t S 2y seonly) s6-Dy
veV
Auflosen nach |E| ergibt die Behauptung. O

Satz 2.5 (Erdds, Stone 1946 / Erdds, Simonovits 1966). Fir alle Graphen F und belie-
biges € > 0 gibt es ein ng € N, so dass fiir n > ng gilt:

ex(n, F) < (1 - x(Fi—l + 5> <Z>

Lemma 2.6. Fir alle s,t € N unde > 0 gibt es ein ng € N, so dass fiir n > ng gilt: Jeder
Graph G auf n Ecken mit Minimalgrad mindestens (1 — 1 4+ e)n enthlt einen K,11(s),
einen vollstindig (r 4+ 1)-partiten Graphen mit Partitionsklassen der Grife s.

Beweis. Wir wenden Induktion nach r an. Der Fall » = 1 folgt aus Fir r > 2
sei s € N und € > 0. Setze ¢:=[2]. Nach Induktionsvoraussetzung ist K,(t) C G, da
1— -4 <1—1 Seien A4y,..., A, die Partitionsklassen des K,(t). Setze A:=[JA; und
U:=V\ A. Mit W bezeichnen wir die Menge aller Ecken aus U, die in jeder Partitions-
klasse A; mindestens s Nachbarn haben (siehe [Abb. 2)):

W:={weU:|Nw)nA4;|>sVvie{l,...,r}}

Fiir die Anzahl z der fehlenden Kanten zwischen U und A gilt
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A

w

Abbildung 2: Der Graph G, aufgeteilt in K, (t) = G[A] und U

2> U\W|(t—3s)>|U\W|1—¢e)t=(n—rt—|W|[)(1—e)t.
Andererseits gilt aufgrund des hohen Minimalgrades in G:
2 < |A|(n—8(G)) < Tt(% — = (1—re)tn
Kombiniert man beide Abschitzungen, ergibt sich nach Umformung

nre n—oo
— 71t —— 0.

Wiz

— &

Es gibt also ng € N, so dass |[W| > (i)r(s—l) fiir n > ng. Nach dem Schubfachprinzip gibt
es somit eine Menge A,4+1 von s Ecken in W, die in jedem A; mindestens s gemeinsame
Nachbarn haben. Folglich ist G[A U A,11] eine Kopie von K,4+1(s) in G. O

Lemma 2.7. Fir alle a,e > 0 gibt es § > 0 und ng € N, so dass folgende Aussage
fiir alle Graphen G auf n > ng Ecken gilt: Wenn d(G) > («a + €)n, so enthdlt G einen
(induzierten) Teilgraphen F C G auf mindestens dn Ecken mit 6(F) > (o + 0)|F.

Beweis. Wihle 6:=¢/3. Entferne sukzessive Ecken Gy:=G: Hat G; eine Ecke v mit
dg,(v) < (a+0)|G;|, dann setze Gi11 :=G; —v. Sei G der letzte so entstandene Graph.
Mit n:=|G)| gilt folgende Abschitzung;:

n—N
n+1 n
el =161 < (0 +0) 3 n 1) < a+(s>< : )g<a+25>(2>

IGN[| > (a+e) <’;> — (o + 26) (Z) > (e — 20) (72’)

und somit ist |Gn| > (e — 20)n. O

Das bedeutet
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Beweis des Satzes. Sei G = (V,E) mit n:=|G| und |G| > (1 — 1 +¢)(})). Dann ist
dG) > (1 - % + 5)n. Nach gibt es also einen Teilgraphen F' C G mit

Minimalgrad mindestens (1— 1 +6)|F| und |F| > én (mit § = §(g/2)). Weil |F| == oo
impliziert die Existenz ein Kopie von K,1;(s) in F und somit auch in G. O

Satz 2.8 (Goodman 1959). Fiir jeden Graphen G ist die Anzahl der Dreiecke in G und

G zusammen mindestens szn(n — 1)(n — 5), wobei n:=|G]|.

Beweis. Bezeichne die Anzahl der Dreiecke in G U G mit A. Dann ist

22 () o261+ X () (1) - m-viar a1

veV(G)

() 2100 () 3G = po-ves

Die Identitét (*) ergibt sich, wenn man priift, wie oft die einzelnen Summanden jeden

Graphen auf 3 Ecken zihlen (siehe [Tabelle 1).

O

Summand 3 Kanten | 2 Kanten | 1 Kante | 0 Kanten
n

(%) 1 1 1 1

—(n—2)||G|| -3 -2 -1 0
d

5 (1) ; Lo o

gesamt 1 0 0 1

Tabelle 1: Wie oft zihlen die Summanden welchen Graphen auf 3 Ecken?

Korollar 2.9. Ein Graph G enthdilt mindestens m(4m — n?)/3n Dreiecke, wobei n die
Eckenzahl von G ist und m die Kantenzahl.

Beweis. 3. (K, C G} < U;/ <dG2(v)>
e ()-onr 35 (40)
> (5) - =260+ 3n(7y")
= g (4m —n?)
O]
Bemerkung.
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o |G|l > ex(n, K3) + en? fiir ein ¢ > 0 = #{K3 C G} > %45# = Q(n?3)
o T <G| <% = #{K3 C G} > 4(4]G|| — n?) (ohne Beweis).

e Razborov 2008 berechnete die Funktion p3(n,d):
n n\
patinsd) = win { (s € 6} s 61 = .6 =5 )} ()

3 Regularitatslemma

Das Regularitétslemma wurde 1975 von Szemerédi fiir einen Beweis iiber arithmeti-
sche Progressionen entwickelt. Eine arithmetische Progression der Lénge k (kurz AP-
k) ist eine Menge {z,z + d,...,x + d(k — 1)} mit reellen Zahlen x und d > 0. Zum
Beispiel ist {5,9,13,17,21} eine AP-5 mit d = 4. Szemerédi versuchte die Funktion
rp(n) :=max{|A| : A C [n], A enthilt keine AP-k} zu bestimmen. Ein kurzer zeitlicher
Abriss des Forschungsverlaufs findet sich in

1936 Erdés-Turan Vermutung: r,(n) € o(n)
1946 Behrend Konstruktion r3(n) > n/exp(cy/logn) fiir ein ¢ > 0
1953 Roth(F) r3(n) = O(n/loglogn)
1969 Szemerédi ra(n) = o(n)
1975  Szemerédi 1. Beweis mit Regularitdtslemma
1978 Fiirstenberg 2. Beweis
2001 Gowers(F) 3. Beweis mit Verallgemeinerung von Roths Argument
2004 Gowers, Rodl et al. 4. Beweis mit Hypergraphenregularitét
2004 Green-Tao(F) Primzahlen enthalten AP-k fiir jedes k
?  Bourgain r3(n) = O(nloglogn/y/logn)

Tabelle 2: Forschung zu ri(n) (F kennzeichnet Fields-Preistriger)

Bemerkung. Roths Aussage von 1953 hat einen einfachen Beweis (siehe [Satz 3.6) mit
Hilfe des Removal Lemmas (Satz 3.5|in der néchsten Vorlesung).

Sei G = (V, E) ein Graph und ¢ > 0 und d > 0. Ein Paar (X,Y) zweier disjunkter
Mengen X,Y C V heifit (e, d)-reguldr, falls fiir Teilmengen X’ C X und Y’ C Y mit
|X'| > e|X| und |Y'| > €|Y] gilt, dass die Kantendichte zwischen X’ und Y’ um nicht
mehr als € von d abweicht, in Formeln:

. |EX" Y
‘d(XI, Y/) - d‘ S 13 WObel d(X/, Y/) = W

Das Paar (X,Y') heift e-reguldr, wenn es ein d > 0 gibt, so dass (X,Y) ein (g, d)-reguléres
Paar ist. Eine Partition VoUViU. ..UV, der Eckenmenge eines Graphen G heifst e-reguldr,
wenn folgendes gilt: |Vo| < €|G|, V1] = ... = |V;| und alle bis auf héchstens et? der Paare

(Vi, Vj) mit 1 <@ < j <t sind e-reguldr (siehe |[Abb. 3).
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Satz 3.1 (Regularititslemma). Zu allen € > 0 und t9 € N gibt es Ty € N, so dass
jeder Graph (auf mindestens ty Ecken) eine e-requldre Partition seiner Eckenmenge in t
Klassen hat mit tog <t <Tj.

% e-regular Vi
? ~ |G|/t
[ ]
<eld
Abbildung 3: Eine e-regulire Partition von G
Bemerkung.

e Der Wert von Ty, der sich aus dem Beweis des Regularitiatslemmas ergibt, ist etwa
To=tofo...of(1l), wobei f(x) = 2% und die Zahl der Verkettungen ein Polynom
in 1/e ist. Schon fiir ¢ = 1/2 ist Ty > 1019,

o Gowers zeigte, dass obiger Wert von Ty qualitativ nicht weit vom Optimum liegt: Es
gibt Graphen, bei denen jede e-reguldre Partition mindestens fo...o f(1) Klassen
hat mit (1/¢)/32 Verkettungen.

Normalerweise bezeichnet regulér einen Graphen bei dem alle Ecken den gleichen Grad
haben. Die folgende Proposition zeigt, warum die Bezeichnung in unserem Zusammen-
hang zumindest nicht ganz abwegig ist:

Proposition 3.2. Sei (A, B) ein (g, d)-requldres Paar (in einem Graphen G). Dann gilt
fir jedes Y C B mit |Y| > ¢|B|, dass sowohl die Zahl der Ecken von A mit weniger als
(d — e)|Y| Nachbarn in'Y, als auch die mit mehr als (d + €)|Y| Nachbarn in'Y kleiner
ist als €| A|.

Beweis. Betrachte die Menge X~ der Ecken von A, die weniger als (d — ¢)|Y| Nachbarn
in Y haben. Offenbar ist |E(X~,Y)| < (d—¢)|Y||X ™| und somit d(X~,Y) < d—e. Weil
(A, B) aber (e,d)-reguldr ist, muss | X | < ¢|A| gelten. Das analoge Argument fir die
Menge X T aller Ecken von A mit mehr als (d+¢)|Y| Nachbarn in Y zeigt | X 1| < e|A|. O

Seien F' und G jeweils ¢-partite Graphen mit Partitionsklassen W1 U ... UW, = V(F)
und V1 U...UV; = V(G). Ein Graphenhomomorphismus ¢ : F' — G heift partitionstreu,
wenn @(W;) C V;. Eine Kopie F’ von F in G heifit partit, wenn es einen partitionstreuen
Isomorphismus von F zu F gibt.

Mit der Schreibweise +b bezeichnen wir formal das Intervall [—b, +b]. Weiterhin ist
a £ b+ ¢ zu verstehen als a = (|b| + |¢|). In Sinne intuitiver Notation schreiben wir bei
diesen Mengen héufig ,,=" statt ,€“ und ,,<“ statt ,C".
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Satz 3.3 (Counting Lemma). Sei ¢ € N. Fir jeden {-partiten Graphen F (mit Partition
WhU...UWy), und Zahlen ~v,dy > 0 gibt es ein ¢ > 0 und ein ng € N, so dass folgendes
gilt: Ist G ein L-partiter Graph, bei dem die Partitionsklassen Vi, ...,V jeweils mindes-
tens ng Ecken haben und alle Paare (V;, V) mit E(W;, W;) # 0 sind (e, dij)-regular mit
di; > do, so liegt die Zahl partitionstreuer, injektiver Graphenhomomorphismerﬂ von F

nach G im Intervall ,

. E(W; W,
(L) - Tl T,

i=1 i<j

(E, d34)-reguléir mit dsg > dy

Ve
Vi V:’;

2 4.?\? .

&; %I; A 0
F [ Wy Wi_q

W W W,

Abbildung 4: Die Beziehung zwischen F und G im Counting Lemma

Satz 3.4 (Erdds-Stone 1946). Fir alle Graphen F und € > 0 gibt es ein § > 0 und

no € N, so dass
ex(n, F) < (iﬁﬁ?iif +5> <Z>

fiir n > ng gilt und jeder Graph G mit n > ng Ecken und
X(F)—2 L) ("
X(F)—1 2
Kanten mindestens on'fl Kopien von F enthilt.

Beweis. Seien ein Graph F' und £ > 0 gegeben. Setze dy:=¢/6, v:=1/2 und wéhle
to > [6/¢] so grok, dass

. 2
<><<F>_i N ;) 5 > ITm O

!Falls F nicht-triviale Automorphismen hat, ist das nicht die Zahl partiter Kopien von F in G.
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fiir alle t > to. Das ist moglich nach|Satz 2.1/ (von Turan). Seien £(F, v, dy) und ng(e, 7y, do)
die Zahlen, die das [Counting Lemmal zu den Parametern F', v und dy liefert. Setze

e :=min{e/6,e(F,v,do)}-

Von ng verlangen wir vorerst lediglich ng > tg, no(F,~y,dp). Spater werden wir an zwei
Stellen zusdtzlich voraussetzen, dass ng bereits hier hinreichend groft gewahlt wurde, um
die dann bendtigten Abschiatzungen wahr zu machen. Nach [Satz 3.1, dem Regularitéts-
lemma, gibt es eine natiirliche Zahl Ty, so dass jeder Graph auf mindestens ¢ty Ecken eine
¢’-regulare Partition in mindestens ¢y und hochstens T Klassen hat. Setze

A

0=

Sei G ein Graph wie in der Behauptung. Dann hat G nach Wahl von T} eine &’-regulire
Partition Vo U ... UV, mit tg <t < Tp.

Nun 16schen wir alle Kanten von G, die nicht von einem (¢’,d)-reguléren Paar mit
d > dp induziert werden. Das sind hochstens %nQ viele, wie in [Tabelle 3 dargestellt. Wir

Art der Kante e € E(G) obere Schranke
enVpy # 0 Vol|G] < en? < en?/6
eCVi(ielt]) t(")") < n2/(2t) < n?/(2tp) < en?/12
e in nicht-¢’-regulérem Paar 5’(5)(t) <¢en?/2 < en?/12
e in (¢/, < dp)-reguldrem Paar do(%)2(5) < don?/2 < en?/12
e nicht in (¢',> dp)-regulédrem Paar 5en?/12

Tabelle 3: Kanten aukerhalb (¢, > dy)-regulérer Paare von G.

konnen die Kantenzahl des so entstehenden Graphen G’ nach unten abschitzen durch
5 X(F)—2 n 5
G| > |G| — =en? > [ F—2—= — —en?

R 6)

Der Graph R:=([t], Egr) sei die ,Projektion* von G’ auf die Partitionsklassen: es sei
ij € Er genau dann, wenn G’ eine Kante zwischen V; und Vj; hat (insbesondere ist dann
(Vi, Vj) ein €'-reguldres Paar mit Dichte groker dp). Es gilt

o 40

ng grofs
(e

Turn
> (| Ty ()] =" ex(t, Ky(r))

10
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Kanten. Somit enthélt R einen K, (py und G’ erfiillt die Voraussetzungen fiir
(das Counting Lemma). Folglich ist

(wir zéhlen Kopien, deshalb teilen wir durch eine obere Schranke fiir die Zahl der Auto-
morphismen von F). Da |V;| > (1 — &')n/t > n/(2Ty) ist #{F C G} > énlFl. O

Folgender Satz wurde 1978 von Ruzsa-Szemerédi fiir den Fall ' = K3 bewiesen und
1986 von Erdgs-Frankl-Rodl allgemein. Er stellt gewissermafen die Umkehrung des vo-
rigen Satzes dar.

Satz 3.5 (Removal Lemma). Fir alle Graphen F und jedes e > 0 gibt es § > 0 und ngy €
N, so dass folgendes wahr ist: Jeder Graph G auf n > ng Ecken mit #{F C G} < onlFl
kann durch Léschung von hichstens en® Kanten F-frei gemacht werden.

Beweis. Seien F und € > 0 gegeben. Setze dy:=¢/3, v:=1/2, to:=[3/¢] und
g :=min{e/3,e(F,v,do)},

wobei wieder e(F,~,dp) fiir die Parameter F', v und dy vom Counting Lemma gegeben
ist. Nach dem [Regularititslemmal gibt es zu ¢’ und to Zahlen ng, Ty € N, so dass jeder
Graph auf mindestens ng Ecken eine ¢’-regulire Partition in mindestens ¢y und hochstens
Ty Klassen hat. Setze

al
b (P
laliss

Sei n > ng grok genug und G = (V, E) wie in der Behauptung. Dann hat G eine &’-
reguldre Partition Vo U ... UV, = V mit tg < t < Tp. Losche alle Kanten von G,
die nicht in einem &’-regulédren Paar mit Dichte grofer dy enthalten sind. Eine dhnliche
Rechnung wie im Beweis von Erdés-Stone ergibt, dass dies hochstens en? Kanten sind.
Der entstehende Graph G’ ist F-frei: Angenommen nicht, dann gibt es eine Kopie F’
von F in G'. Fiir geeignetes ¢ < |F| sei W;, U...UW;, = V(F) eine Partition von F,
so dass [ die Bilder der Ecken auf W;, jeweils in V;; hat. Nach Konstruktion von G" ist
(Vi;, Vi,,) ein e'-reguldres Paar mit Dichte gréfer do falls E(W;,, W, ) # 0. Das w
impliziert folglich den Widerspruch

l
#1F CGY 2 #(F € &) = gl ]IV, Mol = 20
i=1 '

Satz 3.6 (Roth 1953). r3(n) = o(n).

11
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Beweis. Wir miissen zeigen: fiir jedes £ > 0 gibt es ein ng € N, so dass r3(n) < en fiir alle
n > ng. Sei also € > 0 gegeben und § = §(K3,¢) die Konstante des Removal Lemmas.
Abgesehen von ng > no(Ks, €) soll ng aukerdem so grofs sein, dass

1/6n 3

- <

3 ( 5 ) < 0 (6n)
fiir alle n > ng. Sei A C [n] frei von arithmetischen Progressionen der Lange 3 (kurz: AP-
3-frei). Konstruiere den Hilfsgraphen G (vgl.[Abb. 5) mit Eckenmenge V(G) := U§:1 ({i}x

[in]) durch ,einzeichnen® der AP-3s mit Schrittweite in A: fiige alle Kanten von Dreiecken
der Form (1,2)(2,z + a)(3,x + 2a) mit = € [n] und a € A hinzu.

T+ 2a

1 / 3n

Abbildung 5: Der Hilfsgraph G fiir die AP-3-freie Menge A.

Trivialerweise ist jede Kante in einem K3 enthalten. Allerdings ist dieser K3 auch
eindeutig: ein Dreieck in G hat nach Konstruktion immer die Form (1, z)(2,x+a)(3,z +
2b) mit x € [n] und a,b € A. Dann ist aber auch 2b —a € A und somit a = b, sonst wére
{a,b,2b — a} eine AP-3 in A mit Widerspruch.

Somit ist #{Ks C G} = ||G||/3 < (62")/3 < én3. Nach dem |Removal Lemmal kon-
nen wir G durch Loschen von hochstens en? Kanten Ks-frei machen. Weil die Dreiecke
kantendisjunkt sind, muss also |A|n = #{K3 C G} < en? gelten. Das zeigt |A] < en. O

Chvatal, Szemerédi, Trotter und Rédl bewiesen 1983 folgenden

Satz 3.7 (Embedding Lemma). Fir alle A € N und dy > 0 gibt es e9,co > 0 so dass
folgende Aussage wahr ist: Sind fir irgendein ¢ € N die Graphen G und F beide (-partit
Graphen (mit Partitionen V(G) = Vi U...UVp und V(F) = W1 U...UW,;) und ist F
ein Graph auf [(], so dass

1. [Wi| < colVi| firi=1,...,¢

2. fir alle ij € E(F) ist (Vi,V;) ein (g0, d;j)-requldres Paar mit Dichte d;j > dy

3. es gibt einen Graphenhomomorphismus ¢ : F — F mit o(W;) = {i} firi=1,...,¢
4- A(F) <A

gibt es eine partit-isomorphe Kopie von F in G.

12
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Beweis. Setze cg:= dDA/2 und wéhle ey < dg klein genug, dass
(do — EO)A — A&o > Cco.

Ein solches gy existiert, da die linke Seite mit g¢g — 0 gegen dOA = 2¢g strebt. Sei
w1, ..., w, irgendeine Aufzihlung der Ecken von F. Das definiert eine Funktion o :
[n] — [¢], die jedem Index einer Ecke den Index der zugehorigen Partitionsklasse zuord-
net: w; € Wy, fiir alle i € [n].

Wir werden nun fiir die Ecken von F' — eine nach der anderen — passende Bilder in
G suchen. Im j-ten Schritt legen wir dabei das Bild v; von w; fest. Auferdem fiihren
wir Buch: mit Yij bezeichnen wir all diejenigen Ecken von G, die nach dem j-ten Schritt
(also nach der Wahl von vy bis v;) noch als Bild der i-ten Ecke in Frage kommen. Fiir
jede Ecke w; gibt es dann eine Folge Y? O ... D Yfﬁl > v;. Durch Y := Vo) wird
sichergestellt, dass die konstruierte Abbildung die Partition respektiert. Damit sie auch
ein Graphenhomomorphismus wird, setzen wir fiir alle ¢ > j

Vi {N(vj) Y™ falls wjw; € E(F)
! v/ sonst.

Es bleibt zu zeigen, dass wir die v; so wihlen kénnen, dass die Abbildung injektiv wird.
Insbesondere miissen wir nachweisen, dass wir sie iiberhaupt wéhlen kénnen: Yii_1 # 0.
Das ist nun die Stelle, an der die eigentliche Beweisarbeit passiert. Wir zeigen nun mit
Induktion nach j, dass wir v; stets so wihlen konnen, dass |Y/| > (do — 5)|YZJ*1| fiir alle
i > j mit wjw; € F(F) und v; ist verschieden von allen vorigen Bildern. Angenommen
wir haben die Bilder in allen vorigen Schritten so gewihlt und miissen nun v; wéhlen.
Nach Annahme ist fiir alle ¢ > j

Yij_1’ > (do — €0)™ [Viiy| 2 (co + Aeo) [Vogi]

insbesondere ’Yij_ll > €9 ‘Va(i)’ und ’Yf—l’ = }Wa(j)| + Aegg ’Vo(j)‘ .

Sei i > j mit wjw; € E(F). Dann ist ji € E(F) somit ist (V,(;), Vo)) ein go-regulires
Paar mit Dichte > dp nach Voraussetzung. Aber Yij*1 C V() und \Yij*1| > e0|Vo(s)- Nach
[Proposition 3.2f gibt es folglich weniger als ¢[V;(;)| Ecken in V), die nicht mindestens
(do — EO)IYi]_l\ Nachbarn in ]Yij_l\ haben. Diese Ecken wollen wir nicht als Bild von w;
wihlen. Da es jedoch hochstens A solche i gibt, ist die Zahl dieser ,schlechten* Wahlen
fiir v; (in ganz Vj(;)) weniger als Aeo|V,(;)|- Selbst wenn sie alle in ij_l lagen, blieben
demnach immer noch [Wy ;)| Ecken {ibrig — genug um v; verschieden von allen vorigen
Bilder 7u wiihlen. AuRerdem ist wie gewollt |Y/| > (do — 0)|Y? ™| fiir alle ¢ > j mit
wjw; € E(F). O

Man beachte, dass — anders als bei den vorigen Lemmata — das Regularitdtslemma
weder direkt nocht indirekt (Counting Lemma) benutzt wurde. Im Zusammenspiel mit
dem Regularitdtslemma ist jedoch auch das vergleichsweise schwache Embedding Lemma
sehr niitzlich, wie folgende Anwendung fiir lineare Ramsey-Zahlen zeigt:

13
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Satz 3.8 (Chvatal, Rodl, Szemerédi, Trotter 1983). Fiir jede natiirliche Zahl A gibt es
eine Konstante c, so dass R(F') < c|F| fir alle Graphen F' mit A(F) < A.

Beweis. Sei A € N gegeben. Fiir A und dp:=1/2 liefert das Embedding Lemma Kon-
stanten g9 und cg, so dass seine Aussage wahr ist. Sei ty die Ramseyzahl von K A+l ynd
e < gg positiv aber klein genug, dass fiir alle ¢ > ¢g

1 1

Nach dem [Regularitatslemmal gibt es eine natiirliche Zahl Tj, so dass jeder Graph auf
mindestens tg Ecken eine e-regulire Partition in mindestens ¢y und hochstens Ty Klassen
hat. Wir beweisen nun den Satz fiir

_C(]TO
C1-—¢

Sei F' ein Graph mit Maximalgrad héchstens A und G ein beliebiger Graph mit (min-
destens) c|F| Ecken. Wir miissen zeigen, dass ' C G oder F' C G gilt. Offenbar ist
|G| > tp. Somit gibt es eine e-reguldre Partition Vo U ... UV, = V(G) von G mit
to<t<Tp. Seil:=|Vqi|=...= ’Vt’ Es gilt

¢ > > c|F|
t

— 1-— 1
_l6l- 1wl (-2l -
To

—€
To
Definiere einen Hilfsgraphen H mit Eckenmenge [¢] wie folgt: ij ist eine Kante von

H genau dann wenn (Vj,V;) ein e-reguldres Paar (beliebiger Dichte) in G ist. Fiir die
Kantenzahl von H gilt

t 1 1
|H| > <2> —at2:§t2 <1—t—25>

>t 1— = —t > || Tz —1(2)]]
3 (17 57 ) =3P 2 1T

Zur Erinnerung: Ti,—1(t) ist der (t9 — 1)-partite Turan-Graph auf ¢ Ecken. Somit enthélt
H einen K. Firbe nun diejenigen Kanten von H rot, fiir die das zugehorige e-reguliire
Paar in G eine Dichte von mindestens 1/2 hat und alle {ibrigen Kanten blau. Beachte,
dass die blaue Kanten e-reguléiren Paaren von G mit Dichte > 1/2 entsprechenﬂ. Sei H,
Teilgraph von H mit allen roten Kanten und Hj der mit allen blauen Kanten. Wir wollen
nun das [Embedding Lemma) fir A und dy = 1/2 auf F, H, und G oder auf F, H, und
G anwenden. Dazu brauchen wir noch eine geeignete Partition Wi U ... U W, = V(F)
von F', so dass es einen Homomorphismus ¢, : F' — H, oder ¢} : F' — Hj gibt, der die
Partition respektiert (Wegen £ > co|F'| > |W; miissen wir uns um die Grofen der Klassen
nicht sorgen).

*Wie man leicht sieht, ist ganz allgemein ein (e, d)-regulires Paar in einem Graphen G ein (g,1 — d)-
reguldres Paar in G.

14
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Nach Wahl von ty enthélt der K% in H einen einfarbigen K2%! insbesondere also
einen 0.B.d.A. roten KX(¥) Erginze eine beliebige Partition von F in y(F) Klassen
durch leere Klassen und wihle die Indizes so, dass alle nicht-leeren Klassen als Index
eine Ecke des KXF) in H, bekommen. Die so definierte Abbildung ¢, : F — H, ist ein
Graphenhomomorphismus, der die Partition respektiert. O

Der nichste Satz ist eine schwichere und aufgrund deutlich besserer Konstanten algo-
rithmisch bedeutende Version des Regularitdtslemmas. Er dient uns auferdem als wich-
tiges Werkzeug im Beweis des Regularitétslemmas. Eine Partition balancierte Partition
V(G) = V1U...UV; der Eckenmenge eines Graphen G heift e-quasireguldr, falls fiir jede
Teilmenge U C V(G) gilt

GOl =" d(Vi, V) - U N Vi| - [U N V| £ en?.

i<j

Satz 3.9 (Frieze-Kannan-Lemma). Fir alle ¢ > 0 und tg € N gibt es Zahlen Ty, ng €
N, so dass folgendes wahr ist: jeder Graph auf n > ng Ecken hat eine e-quasirequldire
Partition in t Klassen mat wobes tg <t < Tj.

Bemerkung. Das Frieze-Kannan-Lemma folgt sofort aus dem Regularitdtslemma, wenn
man in einer e-reguldren Partition die Kanten zwischen den Mengen U; :=U NV, zusam-
menzahlt.

Zum Beweis brauchen wir ein recht technisches Lemma, das im Wesentlichen eine
spezielle Version der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ist.

Lemma 3.10. Seien M < N positive ganze Zahlen, o1,...,0N positive reelle Zahlen
mit ZfL o, =1 und dy,...,dy reelle Zahlen. Dann ist

N 2
d o’
.2 > 2 _ —
Zil di"o; 2 d <d a’> 1-o'

. N M M
wobei d:=Y ;" oyd;, d' =", 03d; und o' :=>",", 0;.

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir N = 2 und M = 1. Offenbar ist

(it ' o =2+ (d—d)? 2
o’ 1—0o ! o9
= d2 + (d1(0'1 — 1) + d20'2)2 %
2
= (dyoy + doo)? + (dg — d1)? 0102
=d;? (012 + o102) + dy? (022 + 0102)

= di%01 + do?0

15
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Nun wenden wir den eben bewiesenen Fall an, um die Behauptung allgemein zu zeigen.
Sei dazu N > 3 und 1 < M < N beliebig.

N M N
Zdi2gi = Z diQO'i + Z di20i
=1 i=1

i=M+1
osd?  (d—d)?
>
- o o—o

d'\? d—d\?*
:<J,> a'—i—(U_U,) (0 —0d)

. /N 2 /
(N:_2)d2+<d_,> o ,

o 1—0
O

Fiir den Beweis des Frieze-Kannan-Lemmas brauchen wir noch ein Maf dafiir, wie gut
eine Partition der Eckenmenge eines Graphen der im Lemma geforderten Eigenschaft
gerecht wird. Dazu definieren wir den Index einer Partition P = (Vi,...,V;) der Ecken-
menge eines Graphen G durch

. G\
indP := < 9 Zd(VuVj)2|VzHVJ|

1<J
Man sieht sofort, dass fiir jede Partition P stets 0 < ind P < 1 gilt.

Beweis des Frieze-Kannan-Lemmas. Sei € > 0 und 0.B.d.A. ¢y > 2/e. Setze

6 2/e?
Ty :=max{to,2/e} - <62)

Sei ng € N grof genug und G ein Graph auf n > ng Ecken. Wihle irgendeine balancierteﬁ
Partition Py von G. Wir konstruieren nun eine Folge Py, . .. von Partitionen von G: falls P;
auch e-quasireguldr ist, sind wir fertig. Andernfalls finden wir eine balancierte Partition
Pi+1 von GG in hochstens Ty Klassen, so dass ind P;4+1 > ind 731-4—52/2. Da die Indizes nach
oben durch 1 beschrénkt sind, sind wir nach endlich vielen (abhéngig von ) Schritten
fertig. Sei P = (Vi,...,V}) eine balancierte Partition von G in to bis Ty Klassen, die
nicht e-quasiregulér ist. Es gibt also eine Menge U C V(G), so dass

IGIUNI =) d(Vi, Vj) - U NVi| - [UN V|| > en®.

1<J

®Die Michtigkeit je zweier Klassen unterscheidet sich hdchstens um 1.
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Betrachte die Partition Q:=(Uy,Uy,...,U;,Uy) mit U;:=U NV; und U;:=V; \ U. Wir
wollen zeigen, dass ind Q > ind P + £2. Setze dafiir &;;:=d(U;, U;) — d(V;,V;). Es gilt

> ey|Uil|Us|| = en® = D |G| > en® — ¢ 9 = en _gz‘m /2-
1<J =1

Wir wenden nun [Lemma 3.10| mit N =4 und M =1 fir jedes Paar i < j an:

Uil |U;] . 2 |Ui||U}| - 2 |Uil|U;] - = 2 |Uil|Uj]
d(U;, U;)? +d(U;, U;) +d(U;, U;) +d(U;, U;)
— L Vv —L Vil L VillVj| —=L |Vil|V}
dy N—— do N—— ds S—— dy SN——
o1 g2 g3 g4
Uil |Uj|
>d2 d—d 2 01 >d‘/7, V'2 i‘2| 1 J
= Jr( 1) 1—0) = ( ’ ]) +8] ‘V;HV]|

denn Y o; =1,d =) djo; = d(V;,V;) und somit d — d; = ;5. Folglich ist

|Gl

-1
)| @R Y a2 0]) + 3w O 0

1<J %

ind Q > <

2
G\ ! c-s > i< €5l Uil ;)
> indP + <|2|> ZEUQ‘UiHUj’ > indP + <|G|<J ’ j)
i<j ('5) Zie; UG
2, 4

2
> ind P + EZ (Z) > ind P + &2

Nun ist Q aber im allgemeinen keineswegs balanciert. Wir zerlegen deshalb jedes V; in
Unterklassen W;, der Machtigkeit %J, bzw. L%%j + 1, so dass es fiir jedes ¢ hochstens
eine solche Klasse gibt, die sowohl U; als auch U; schneidet. Die so konstruierte Partition
nennen wir P;y1. Um ihren Index zu berechnen, betrachten wir die grobste gemeinsame
Verfeinerung P* von Q und P;1 (siehe[Abb. 6)). Da der Index durch Verfeinern niemals
sinken kann, gilt ind P* > ind Q > ind P; + £2. Andererseits ist

8277,

—1 t
ind P* — ind P11 < (Z) +) <5t - 1> n<e?/2
=1

Bemerkung.

e Das Ty nach Frieze-Kannan ist grob von der Form tpexp(p(1/¢)) fiir ein geeigne-
tes Polynom p kleinen Grades. Damit ist es deutlich kleiner als das 7Ty aus dem
Regularitdtslemma.
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Vi Pi v, Pit1

Wal || W
—> I I I I I e?n
| | 1 |>= 5o
wel | T
@ Verfeinerung @

U1 Ut

el ]!

"9

Abbildung 6: Partitionen im Beweis des Frieze-Kannan-Lemmas.

—>

Ut

e Die Startpartition in Beweis war beliebig. Wann immer wir eine Frieze-Kannan-
Partition wihlen diirfen wir also zusétzlich annehmen, dass sie eine beliebige gege-
bene Partition verfeinert.

Bemerkung. Es gibt Graphen mit Frieze-Kannan-Partition, die nicht dem Regulari-
tatslemma geniigen. Ein kanonische Beispiel ist der Graph (V, E) mit V :="P([n]) und
XY € FE genau dann, wenn | X A Y| <n/2 (warum?).

Korollar 3.11. Fir v,e > 0, eine Funktion 6 : N — (0,1] und to € N gibt es Ty € N, so
dass folgendes wahr ist: Jeder Graph G hat eine e-quasirequlare Partition P = (V1,...,V})
und eine §(t)-quasirequldre Partition Q@ = (Wh,..., Wis, Wai, ..., W) seiner Ecken-
menge mittg < t,s < Ty, so dass V; = Uj Wi; fiir jedesi = 1,...,t undind Q < ind P+v.

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. § < e an. Sei P4, eine vom Frieze-Kannan-Lemma zu den
Parametern ¢ und tg gelieferte Partition in ¢; Klassen. Zu P; betrachte die Partition P;;
in t;41 Klassen, die das Frieze-Kannan-Lemma zu den Parametern 0(¢;) und ¢; liefert.
Wir diirfen annehmen, dass P;+1 eine Verfeinerung von P; ist. Falls ind P41 < ind P;+v
gilt das Korollar mit P :="P; und Q:="P;;1. Da der Index durch 1 beschriankt ist, haben
wir spétestens nach 1/v Schritten geeignete Partitionen P und Q gefunden. Es gibt also
eine nur von den Eingangsgrofen abhéingige Zahl Ty wie in der Behauptung. O

Bemerkung. Ist §(t) ein Polynom in 1/t, so ist T einer Power-Tower Funktion, dessen
Hohe ein Polynom in 1/v ist.
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Wir werden nun das Regularitdtslemma fiir eine geringfiigig geinderte Definition einer
e-reguldren Partition zeigen. Ein Paar (A, B) disjunkter Teilmengen der Eckenmenge
eines Graphen nennen wir e-quasireguldr, wenn

[E(X,Y)| = d(A, B)|X|[Y]| +¢|A]|B|

Im Folgenden verstehen wir unter einer e-reguldren Partition eines Graphen (in ¢ Klassen)
eine balancierte Partition V3 U... UV, seiner Eckenmenge, bei der die Paare (V;, V}) bis
auf hochstens > Ausnahmen alle e-quasiregulir sind. Man iiberzeuge sich (als Ubung)
davon, dass zwar die beiden Definitionen von Regularitéit nicht dquivalent sind, wohl aber
die damit formulierten Regularitdtslemmata. Zunéchst zeigen wir eine Abschétzung fiir
die Partitionen aus [Korollar 3.111

Lemma 3.12. Seien v,v > 0 und G ein Graph auf n Ecken. Sind P = (V1,..., Vi) und
Q= Wii,...,Wis,Wor,...,Wis) Partitionen der Eckenmenge von G mit V; = Uj Wij
fiir alle i und ind @ <ind P + v, so gilt:

1%
S Wil Wl < a,b € [s), [d(Wia, Wjs) — d(Vi, V)| > 7} < ﬁnQ
i<j

Beweis. Fiir 1 <1 < j <t setzen wir
+._ 2.
Ai_j = {(aa b) € [s]7 : d(Wia, W) > d(V;, V) & ')’}
Fiir alle Paare ¢ < j gilt

d(Vi, V)IVillV| = [E(Vi, Vi)l = Y d(Wia, Wjs) | Wial [W|

a,be[s]
Deshalb
> dWia, Win)*|Waal [Win| > d(Vi, Vi [VillVi 497 D [Wial Wil
a,be[s] (a,b)eAS,
Somit ist
-1
, n
ind Q > <2> SN d(Wia, Wi 2| Wil W)
1<j a,be|s]
n -t 2
>(5) S [avvrwivic? X Wl
i<j (a.b)eA};
-1
—indP (Z) 2 S (Wil Wyl < ind P+ o/
i<J (a,b)eA;
Zusammen mit dem analogen Argument fiir A;; liefert dies die Behauptung. O
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Beweis des Regularititslemmas. Wir wenden [Korollar 3.11| mit v/ = £*/362, ty = to,

¢/ = 1 und §(t) = £/(36t%) an und zeigen, dass die damit gewonnene Partition P die
gewiinschten Eigenschaften hat. Dazu betrachten wir die mitgelieferte Partition Q und
setzen

Aij:={(a,b) € [s]* : [d(Wiq, W, — d(V;, V)| > ¢/6}

I:= (z,])€[8]221<j, Z H/VzaHVijyzé‘V;HVﬂ

((l,b)equj
Es gilt die Abschétzung
Lemma y/n2 52n2
Z Z ’WZGHWJ()‘> Z Z |WzaHW]b|>* Z |V||V| < sz
1<J (a,b)€A;; (4,9)€I (a,b)€A;; (i,5)el

Insbesondere ist
2
Z VillV;] < % und somit |I| < 35752 < et?
(4,9)€l

Wir zeigen nun: fiir alle (4,j) ¢ I haben wir die gewiinschte Quasiregularitét. Sei also
(i,7) ¢ I, U; C V; und U; C Vj. Fiir a,b € [s] setze Usq :=U; N Wiq und Uy, :=U; N W,
Da @ eine Frieze-Kannan-Partition ist, gilt

\E(UL U = > d(Wia, W;e)|Uial [Ujs| £ 66 (t)n”
a,b€e|s]
Nach Wahl von (7, j) ist
€
D AW, Wip)[Uial Ul < D [Wial[Wi| < gl Villvil

(CL,b)GAi]‘ ((l,b)eAij
Andererseits ist

> AW Win) UiallUpl = - (Vi V3) £ 2 ) Uil U

(a,b)¢Aij (a,b)¢Ai;
Das bedeutet insgesamt
€ €
[E(U, Us) = D d(Vi, Vi)lUial Ujel & [T [Uj] + ¢ Vil V] & 66 (£)n?
a,be[s]
< d(U;, U)|Uil|U;| £ |Vi |V

O

Lemma 3.13. Sei (A, B) ein (g,d)-requldres Paar in einem Graphen G und 0 < a < 1.
Fiir beliebige Teilmengen X C A, Y C B mit | X| > a|A| und |Y| > «o|B| ist (X,Y) ein
(e/a, d)-reguldres Paar in G.
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Beweis. Seien X’ C X und Y/ C Y mit |X'| > ¢/a|X| und |Y'| > ¢/a|Y]|. Dann ist
|X'| > ¢|A| und |Y'| > €| B|, also nach Voraussetzung |d(X',Y") —d| <e O

Wir werden nun zwei Beweise flir das Counting Lemma sehen. Der erste beweist ei-
ne weniger allgemeine Variante auf anschauliche Weise und kann mit etwas Aufwand
auch verallgemeinert werden. Der zweite ist etwas technischer aber impliziert dafiir das
Counting Lemma, in der von uns angegebenen Form (Satz 3.3).

Beweisskizze fiir das Spezielle Counting Lemma. Wir nehmen F' = Ky an und fiithren
Induktion iiber ¢ durch. Im Falle ¢ = 2 ist die Zahl partiter Kopien von F'in GG gerade
die Kantenzahl (1 + +)dm?. Im allgemeinen ist

#{K, C Gy > (1—2(¢ — Deym(l —/2)d(2) (d - e)m)* ™" > (1 = 7)d&)m!
OJ

Beweis des Counting Lemmas. Induktion iiber ||F||. Seien dy > 0, F und 7 gegeben
und e € E(F). Setze F~:=(V(F),E(F) \ {e}) und F*:=F[V(F) \ e]. Wéhle ¢ =
min{y/2dy" |, (IV (do, F~,7/2)}.

HECG = Y (de+1p(pe) —de)

p:F~—G
=d.-#{F- CG+ D (u(p(vivr)) - de)
p:F——G
_ b . g _
—de-(1£2) TT Wil- I du+ Y (slplows) - d)
1€V (F) ijeE(F~) p:F~—G
5
= (1i§)' II vl II ds+ Do | D) (e(e(vive)) - de)
i€V (F) ijEE(F) 0 F—G |EXT(p)
wobei
EXT(p)=|V;in () NG| x| Vin (] N(pk)
€N (j) €N, (k)
fir jk = e. O
e-reguldre Partition Vi,...,V;, dij > do >> «.

= #{K3 C G[V; UV; UVy] = (1 £ v)dijdird;i| Vi| |V} Vi

Frage: Gibt es ein K, so dass fiir alle ¢ ein Algorithmus existiert, der #{K, C G} fiir
jedes G in O(n*) approximiert?

Globales Counting Lemma: #{F C G} lésst sich durch den reduzierten Graphen einer
FK-Partition approximieren.
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Satz 3.14. Fir alle v > 0 und jeden Graphen F gibt es € > 0 und tg,no € N, so dass
folgendes wahr ist: Ist G ein Graph auf n > ng Ecken und V(G) = V3 U...UV, eine
e-requldre Partition mit t > tg, so st

#rcar= > ]I dWH| RETL
i1,...,ig €[t] jkEE(F)

Beweis. Ahnlich wie beim lokalen Counting Lemma per Induktion iiber || F||. Die Fille
|F|| = 0 und ||F|| = 1 sind trivial. Seien nun v und F mit ||F|| > 1 gegeben. Wihle
e < /12, so dass die Induktionsvoraussetzung fiir 7' :=~/2 gilt. Fiir z,y € V(G) setze

dp(2,1) 0 Jix,yeV;
T,Y) =
POy weviyey

O.B.d.A. nehmen wir (¢ — 1)¢ € E(F) an und setzen F'~ :=(V(F),E(F) \ {(£ — 1)¢}).
Unter Ausnutzung der Identitit ayoe — B102 = B2(a1 — B1) + aq(ag — B2) erhalten wir

#{F Gy =Y dis [TV
= Z H 1p(xi, x)) H dp(xi, x;)

x1,..,20€(V)e \jEE(F) ijeE(F)

<| > dp(weaz) | ] teGnz)— ] de(wi ) (a)
21,0 €(V)g ijEE(F) ijEE(F™)

+ Z H 1g(@i,zj) (Le(2e-1, 20) — dp(2-1, 20)) (b)

xl,‘..,IZE(V)g ijGE(Ff)
Wir schitzen die letzten beiden Summanden separat ab:

@<| > I 1te@iz)- > I dr(aiz))

x1,.wee(V)g ijeE(F) T1,20€(V ) ijEE(FT)

l
<iFrcar- > I dvi.va) HIV%J-\

i1,...,8¢€[t] JKEE(F ™)

Sei F*:=F[[{ — 2]] und fiir eine Kopie F' von F* in G seien X, 1(F) und X,(F) die
,Kandidaten® fir z,_1, bzw. z,:

Xe1(F)e= () Nelw) XeF):= () Nelz)

:4({—1)EE(F) :ileE(F)
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®) = > I 1e@iz) > (e(zeze) — dp(rey, )

Z1,...,20€(V) g ijeE(F*) Tp—1,T¢

— Z Z (1g(ze—1,20) — dp(zp-1,20))

FCG Xo_1(F)xX,(F)

< n'2en? < '’

Somit ist @ + @ < vnz. O
Die Ramsey-Turdn-Zahl RT (n, F, m) ist definiert als
RT(n,F,m):=max{||G| : |G| =n, F € G, a(G) < m}.

Natiirlich ist RT'(n, F,m) < ex(n, F'). Wir nehmen an, dass m als Funktion von n in o(n)
ist und setzen

6—0n—oo

O(F):=1lim lim <RT(n, F,on) <Z>—1>
und rt(n, F,o(n) :==0(F) (). Was bedeutet rt(n, F,o(n)) < f(n) + o(n?) formal?
Ve > 036 > 0,n9 € NVn > ng : RT(n, F,dn) < f(n) +en?

Man sieht leicht, dass rt(n, K3,0(n)) = o(n?) (die Nachbarschaft einer Ecke muss eine
unabhéngige Menge sein). Szemerédi hat 1973 gezeigt, dass auberdem rt(n, K4,0(n)) <
n?/8 4+ o(n?). Viel besser geht es auch nicht: Bollobés und Erdds fanden 1977 eine Folge
G, von Graphen mit |G| = n, a(Gy) = o(n) und Ky € G, aber ||G,|| > n?/8 — o(n?).

Satz 3.15. Fiir alle € > 0 gibt es § > 0 und ng € N, so dass folgendes wahr ist: jeder
Graph auf n > ng Ecken mit a(G) < on und ||G|| > (1/8 + &)n? enthilt einen K.

Beweis. Seie > 0. Setze tg:=1/e und dg :=¢/6. Zu diesen dy, tp und €’ := min{e/6,ecr(y =
1/2,dp, F = K3)} liefert das Regularitétslemma ein 7j. Setze schlieflich

S . 1 5/ d03
=mind —, —, — .
3Ty’ Ty’ 3To
Sei G ein Graph wie in der Behauptung und (Vi,...,V;) eine &’-regulire Szemerédi-
Partition.

Behauptung. Es gibt keine Indizes 1 <1i < j < k < t, so dass die Paare (V;,V}), (Vi, Vi)
und (Vj, Vi) alle €'-regulér sind mit di;, dig, dji > do.

Beweis von[Satz 3 Angenommen doch, dann finden wir mit Hilfe des Countinglemmas
viele Dreiecke:

1
#{K3 C G[V; UV; UVi]} > §d03|Vi||Vj||Vk\
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Es gibt somit eine Kante v;v; mit v; € V; und v; € Vj, so dass (vgl. [Abb. 7)

1
| {w € Vj : vjvjw spannt einen K3 auf}| > §d03|Vk|

w

Insbesondere ist |W| > dn. Somit ist W nicht unabhéngig. Zusammen mit v; und v;
spannt eine Kante in W aber Ky auf, Widerspruch. O

w

Abbildung 7: Eine Kante in W liefert einen Kj.

Behauptung. Es gibt kein &’-reguléres Paar (V;,V;) mit d;; > 1/2 + 2¢'.

Beweis von[4Abh. 3 Angenommen doch. Sei (V;,V}) ein (¢/,d)-reglires Paar mit d >
1/2 + 2¢’. Es gibt eine Teilmenge U; C V;, so dass

1
GIZ -] wd e UsNa@nlz (342 )

Da |U;| > |Vi|/2 > n/(2Tp) > én gibt es nach Voraussetzung eine Kante uw in G[U;]
(vgl. [ADD. 8). Wegen (¥) ist dann

[N (u) N No(w) N V| = 2¢'|Vj].

Es gibt somit eine Kante zy in G[U;], die mit v und w zusammen einen K, aufspannt,
Widerspruch. 0

Beide Behauptungen zusammen implizieren den Satz: G hat héchstens

t? (1 n 2 n? 3

L W (7 1) s 92

1 (2 + €> 7 + =3 + 1E"
viele Kanten in reguldren Paaren. Das widerspricht aber der vorausgesetzten Kantenzahl
von G, denn

n® 3 € 1
< — 22 =2 = 2
G| < 8+4£n + 2n _<8+6>n

gelschte Kanten
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Vj
Uj

Abbildung 8: Eine Kante in U; liefert einen Kj.

Abschlussbemerkungen zum Regularity Lemma

e Removal Lemma (und Verallgemeinerungen): Mit n:=|G| und ¢:=|F| gilt
#{F C G} = o(n*) = o(n?) Kanten treffen alle F C G

1. Induzierte Variante: ist die Zahl induzierter Kopien von F in G in o(nf), so
kann G durch Einfiigen und Entfernen von o(n?) Kanten frei von induzierten
Kopien von F' gemacht werden (Alon, Fischer, Krivelovich, M. Szegedy 2000).

2. Familienvariante: Fiir jede unendliche Famile F von Graphen und jedes € >
0 gibt es ein § > 0 und L,ng € N, so dass jeder Graph G mit n > nyg
Ecken, der fiir jedes F € F mit £:=|F| < L hochstens én’ induzierte Kopien
von F enthilt, durch Einfiigen und Entfernen von héchstens en? Kanten so
abgedndert werden kann, dass er fiir kein F' € F eine induzierte Kopie von F
enthélt (Alon, Shipira 200/7).

3. Embedding Lemma: Fiir alle A € N und dy > 0 gibt es Konstanten €,¢ > 0,
so dass wann immer H, F, G Graphen sind mit A(H) < A, es einen Homo-
morphismus ¢ : H — F gibt, der die Klassen W1 U ... UW, = V(H) (wobei
0:=F|) erhélt und |W;| < ¢|V;| mit Klassen Vi U... UV, = V(G) von G, so
dass fiir ij € E(F') das Paar (V;,V}) ein (e, d;j)-regulédres Paar ist mit d;; > do,
dann gibt es eine Kopie von H in G.

4. Blow-Up Lemma: tauscht die Konstante ¢ im Embedding Lemma gegen ,super-
reguldr®: ein e-regulédres Paar (X,Y) ist e-superregulir, wenn

Vee X :|N(z)nY|>elY| VyeY :|N(y)nX|>elX]
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DEPARTMENT MATHEMATIK WS 2009/10
DISKRETE MATHEMATIK 24. NOVEMBER 2009
DOZENT: DR. MATHIAS SCHACHT

Extremale Graphentheorie

1. Serie
Besprechung am 1. Dezember 2009

Aufgabe 1

Die obere Kantendichte eines unendlichen Graphen G ist das Infimum aller reellen Zah-
len «, so dass die endlichen Untergraphen H C G mit e(H)/ (|V(2H)\) > « beschrinkte
Ordnung haben. Zeige, dass diese Zahl stets in {1 — 1/k: k € N}U{1} liegt.

Aufgabe 2
Zeigen Sie, dass die verschiedenen Varianten des Regularitdtslemmas von Szemerédi, wel-
che in der Vorlesung vorgestellt wurden, dquivalent sind.

Aufgabe 3
Zeigen Sie, dass fiir alle k € N, dy > 0 und v > 0 ein € > 0 und ein ng existieren, so dass
fiir jeden bipartiten Graphen G = (A, B; F) mit |A| = |B| = n > ng und Dichte d > d
das Folgende gilt. Ist (A, B) ein e-reguléires Paar, dann erfiillen alle bis auf ~(}) Elemente
ar,. oz} € ()

(1=7)d*n < | [ Na(a:)] < (1+7)dn.

1€[k]

Gilt die Umkehrung fiir £ = 17

Aufgabe 4

Sei G ein Graph auf n Knoten mit der Eigenschaft, dass jede Kante in genau einem Dreieck
enthalten ist. Zeigen Sie, dass e(G) = o(n?) gilt.

Stimmt die Aussage noch, wenn jede Kante in héchstens einem Dreieck bzw. in mindestens
einem Dreieck enthalten ist?

Aufgabe 5

Eine Familie von Paarungen M, ..., M, sind induziert, falls e € |J feM; f fir alle i # j
und alle e € M; gilt.

Sei G ein Graph auf n Knoten mit der Eigenschaft, dass E(G) = ;) M; die Vereinigung
von n induzierten Paarungen ist. Zeigen Sie, dass e(G) = o(n?).
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Losungen der 1. Serie

Aufgabe 1. Die obere Kantendichte « eines unendlichen Graphen G ist entweder 1 oder
von der Form (k —1)/k mit k € N.

Beweis. Angenommen nicht. Dann gibt es eine eindeutige Zahl k € N mit

Wir zeigen nun, dass G jeden endlichen Graphen F' mit y(F') < k + 1 als Teilgraphen
enthélt. Sei ein solches F' gegeben. Wéhle irgendein € > 0, so dass (k — 1)/k +¢ < a.
Nach Definition von « enthilt G beliebig grofse endliche Teilgraphen mit Kantendichte
grofer (k—1)/k + . Das bedeutet aber F' C G, denn nach dem Satz von Erdés-Stone

(Satz 2.5) gilt

~1
ex(n,F)<n> < 1—X(F§_1+e§ 1—%+a= %4‘6.
fiir hinreichend grofte n (abhéngig von € und F).

Insbesondere enthilt G fiir jedes s € N den Graphen F' = Kj11(s), den vollstdndigen
(k + 1)-partiten Graphen mit Klassen der Grofe s. Mit wachsendem s werden diese
Graphen beliebig grofs und gleichzeitig néhert sich ihre Kantendichte an k/(k + 1) — im
Widerspruch zu o < k/(k + 1):

Ko\ ____2stk+Dks &
\IKk+1(s)|!< 5 > C2s(k+1)((k+1)s—1) k+1-—1/s

Aufgabe 2. Wir kennen folgende drei Definitionen einer e-reguléren Partition:

1. Eine Partition Vo U V3 U...V; der Eckenmenge V' eines Graphen G heift e-regulér
(in ¢ Klassen), wenn |Vp| < e[V, V4| = ... = |V4| und alle bis auf héchstens et?
der Paare (V;, V) sind e-regulér.

2. Fine Partition Vo U Vi3 U...V; der Eckenmenge V eines Graphen G heifit e-reguldr
(in ¢ Klassen), wenn |Vp| < €|V, |[Vi| = ... = |V;| und alle bis auf hochstens £(})
der Paare (V;, V;) sind e-regulér.

3. Eine balancierte Partition V3 U...U V; der Eckenmenge V' eines Graphen G heifst
e-reguléir (in ¢ Klassen), wenn die Paare (V;,V;) bis auf hochstens et? Ausnahmen
alle e-quasiregular sind.

Die obigen drei Definitionen einer e-reguldren Partition geben dquivalente Varianten des
Regularitéatslemmas.
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Beweis. Wir bezeichnen die Varianten des Regularitdtslemmas mit der Nummer der ver-
wendeten Definition als (1), (2) und (3) und zeigen (1) = (2) = (3) = (1).

Fiir (1) = (2) seien ¢ und ty gegeben. Sei Ty die Zahl, die (1) zu den Parametern
¢':=¢/3 und t{:=max{tg, 3} liefert. Zu einem gegebenen Graphen G gibt es also eine
(¢/3)-regulire (Variante 1) Partition VoU...UV; mit to < ¢, < ¢ < Tp. Insbesondere sind
héchstens et?/3 < e(%) der Paare (V;, V;) nicht e-reguléir (denn ¢ > 3). Die Riickrichtung
ist trivial.

Zum Nachweis von (2) = (3) seien wiederum ¢ und to gegeben. Zu den Parametern
¢’ :=und t{,:=1t liefert (2) eine Zahl T}]. Mit ebendiesem Tp :=T} ist (1) wahr (unter den
gegebenen Parametern): Sei G ein Graph mit mindestens to Ecken und Vj U ...V} mit
ty <t < T} eine e’-regulére Partition im Sinne von (2). Durch gleichméRige Verteilung der
Ecken aus Vj auf die iibrigen Klassen und erhélt man eine balancierte Partition V1 U. ..UV,
von V(G). Sei Vio:=V; NV} fiir ¢ € [t]. Nach Konstruktion ist ||Vy]/t] < |Vio| < [|Vg]/t]
fiir 7 € [t]. Es bleibt lediglich zu zeigen, dass die '-Regularitit eines Paares (V/, V) die
e-Quasiregularitét von (V;, V;) impliziert. Seien U; C V; und U; € Vj und 0.B.d.A. |U;] <
elVi| und |Uj| < €|Vj|. Mit den Abkiirzungen U/ :=U; NV}, Ujo :=U; N Vo, UJ’» =U; N V;-’
und Ujo :=U; N Vjq ist

|E(U;, Uy)| = |E(U;, US| + |E(Uio, Uy)| + |E(Us, Ujo)| — |E(Uso, Ujo)|
O N N L L nrn n\?2
= Vi, V) £ )UIIT;| = €75 {J e [J = <5t)
= (d(V{,V}) £ )|Ui||U;]

In der letzten Abschitzung geht die Wahl eines geeigneten & ein, etwa &’ < €/2.

Fiir (3) = (1) seien € und ¢ gegeben. Sei T|| die Konstante aus (3) zu den Parametern
g :=¢3/4 und t}, :=tg. Dann ist jedes Ty > T, (1+T}/e) eine geeignete Konstante fiir (1):
sei G ein Graph mit mindestens ¢ty Ecken. Ist |G| < Tp, betrachte eine beliebige Partition
VoU...UV, =V(G) mit Vj = Qund [V1| = ... =|V;| = 1. Dann ist ¢y < ¢ < T und jedes
Paar (V;, V) mit 1 < i < j <t ist e-regulér fiir jedes € > 0. Wir diirfen also |G| > Tj
annehmen. Sei V/U...UV/ eine ¢’-regulire Partition von G im Sinne von (1) in ¢ Klassen
mit ¢( <t < T;;. Durch Verschieben hichstens einer Ecke pro Klasse nach V) kann man
erreichen, dass in der entstehenden Partition Vp U ... V; alle Klassen (aufer Vj) gleich
grofs sind. Aufserdem ist

T
]V0<t§T6§€<TO/—1)<€<’G|— ><5\V1\.
0 t

Ist (V/,V]) ein e’-quasiregulires Paar, so ist (V;,Vj) ein (g,d(V]/,V}))-regulires Paar:

Seien U; C V; und U; C V; mit |U;| > ¢|V;| und |U;j| > e|Vj|. Aufgrund der ¢'-
Quasiregularitit von (V/,V/) ist |[E(U;, U;)| = d(V/, V])|Ui||U;| + €'|V/||V]]. Zusammen
mit den grokziigigen Abschéitzungen [V;| > [V/[/2 und |V;| > |V]|/2 bedeutet dies

VAV VIV e
d(U;,U;) —d T YN < I
403, Us) = Vi VIl < &g < < g = 2 = ¢
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Aufgabe 3. Fiir alle k£ € N, und do,y € (0, 1] existieren € > 0 und ng € N, so dass fiir
jeden bipartiten Graphen (A, B, E) mit Kantendichte d > dp und n:=|A| = |B| > ng
folgendes gilt: ist (A, B) ein e-regulires Paar, so geniigen alle bis auf hichstens v(}) der
Teilmengen X € (‘2) der Abschitzung

() N()

zeX

= (1+7)d*n.

Andererseits ist die umgekehrte Implikation schon fiir £ = 1 (und € < 1/2) falsch.

Beweis. Fiihre Induktion iiber k durch. Fiir k& = 1 seien dg,y > 0 gegeben. Setze
€:=dpy/2 und betrachte einen Graphen (4, B, E') wie in der Aufgabenstellung. Bis auf
hochstens 2¢|A| = dyy|A| < v|A| Ausnahmen gilt nach [Proposition 3.2/ fiir jedes = € A:

[N ()] = (d+¢)|B| = (d+ doy/2)|B] < (1+7)d|B|

Angenommen die Behauptung ist wahr fiir k—1 mit & > 1. Seien dy und 7 gegeben. Zu
den Parametern df, :=dy und 7' :=(ydp — 2¢) /(1 + 2¢) liefert die Induktionsannahme zwei
Zahlen &' und nj. Sei (A, B, E) ein bipartiter Graph mit Dichte d > do, n:=|A| = |B|
und e-reguldrem Paar (A, B). Fiir X € (kfl) setze B(X):=(N,cx N(z) und

AT (X):={a€ A:|B(X)NN(a)| > (1+~)d*n}

A= (X):={a€ A:|B(X)NN(a)| < (1 —~)d*n}

Wir wollen nun die Regularitdt benutzen um zu zeigen, dass diese ,schlechten Mengen
klein sind: Nach Induktionsannahme ist |B(X)| = (1 +9/)d*~'n, insbesondere |B(X)| >
e|BJ, fiir alle bis auf 4/(,",) der Teilmengen X € (kfl).

_|BATX), B(X))| . (A+y)dn 144

A0 BOO) = TTEOIB0L A dte eyt 24T
] CIBAOBE) . (—ydn 1oy
AT, BX) = T moiBx)] < a @i 1yt

Das ist unvereinbar mit der e-Regularitit von (A, B). Folglich ist fiir diese X sowohl
AT(X) als auch A~ (X) kleiner als £|A|. Die Anzahl der Y C (’2) mit |B(Y)| # (1£7)d*n
lasst sich also nach oben abschétzen durch

7/</<:i1>"+ <ki1>2m<7<2>'

Um die Umkehrung im Falle & = 1 zu widerlegen, wéhle dy < 1/2 und « belie-
big (das Beispiel wird sogar fiir v = 0 funktionieren). Fiir beliebiges m € N seien
G1 = (A1, By, Ey) und Gy = (Ag, Ba, E2) zwei (disjunkte) Kopien des Ky, ,. Die Verei-
nigung (A, B, E) := G U Gy dieser Graphen hat n:=2m Ecken pro Partitionsklasse und
Kantendichte d = 1/2 > dy. Offenbar ist |[N(z)| = m = dn fiir jede Ecke x, aber (A1, By)
ist ein Paar der Dichte 1 und (A1, B2) eines der Dichte 0 mit jeweils m = n/2 Ecken pro
Klasse. Fiir kein € < 1/2 ist das Paar (A, B) damit e-regulér. O
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Aufgabe 4. Fiir Graphen, bei denen jede Kante in genau einem Dreieck enthalten ist,
gilt ||G]| = o(|G|?). Die Aussage ist falsch, wenn man ,genau“ durch ,mindestens* oder
Lhochstens® ersetzt.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass es zu jedem € > 0 ein ng € N gibt, so dass al-
le Graphen G auf mindestens ng Ecken, bei denen jede Kante in genau einem Drei-
eck enthalten ist, der Abschitzung ||G|| < €|G|? geniigen. Seien ¢’ und n{ die Zahlen,
die das Removal Lemma zu den Parametern ¢/ = /4 und F’ = K3 liefert. Dann hat
no :=max{ng, 1/(66")} die gewiinschte Eigenschaft: Ist ndmlich G ein Graph mit n > ng
Ecken, bei dem jede Kante in genau einem Dreieck liegt, so ist die Zahl der Dreiecke in
G genau ||G||/3 < n?/6 < §'n3. Nach Wahl von ¢ und nj, lisst sich G' durch Loschung
von €'n? Kanten dreieckfrei machen. Da die Dreiecke alle kantendisjunkt sind, hat G
insbesondere hochstens £'n? Dreiecke. Das bedeutet |G| < 3e'n? < en?.

Dass die beiden Abschwichungen der Behauptung falsch sind, sieht man sofort an
vollstdndigen, bzw. vollstindig bipartiten Graphen. O

Aufgabe 5. Fiir Graphen G, deren Kantenmenge die Vereinigung von |G| induzierten
Paarungen ist, gilt |G| = o(|G|?).

Beweis (mit[f]). Sei G ein Graph wie in der Behauptung (mit V(G) N [|G|] = 0). Wir
konstruieren zu G einen Hilfsgraphen G mit |G| > ||G|| und |G| = 2|G| und zeigen, dass
jede Kante von G in genau einem Dreieck enthalten ist. Nach é ist dann ||G|| = o(|G|?)
und somit auch ||G]| = o(|G]?).

Sei also E(G) = M U. ..UM, mit induzierten Paarungen My, ... M,, wobei n:=|G]|.
Da jeder Graph einen bipartiten Teilgraphen mit mindestens halber Kantenzahl enthilt,
diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass GG schon bipartit ist. Setze

G = <V(G) Unl, E(G) U{iv:icn],ve UMi})

Dann ist jede Kante von ¢ in genau einem Dreieck enthalten:

Sei vw = e eine Kante in E(G). Dann gibt es ein 7 € [n] mit e € M;. Somit liegt e im
Dreieck vwi. Weil die Paarungen induziert sind, ist kein j # ¢ sowohl zu v als auch zu w
benachbart. Auferdem Somit liegt e in genau einem Dreieck.

Ist nun e ¢ E(G), hat also die Form iv, so gibt es eine Kante vw € M; und e liegt
im Dreieck vwi. Andererseits hat i alle seine Nachbarn in | M;, aber dort hat v keinen
weiteren Nachbarn, weil die Paarungen induziert sind. Somit liegt auch dieses e in genau
einem Dreieck. O

Beweis (direkt). G = (A, B, E), E =|J M;, ind. Reg’ Lemma (beginnend mit bip. AUB)
gibt Ay,..., Ay, By,. .., Bs. Losche diinne und nicht-reg. Paare (o(n?) Kanten). Fiir alle
i € [n], j € [t] und k € [s] markiere alle Kanten von M;, die Endecke in A; (oder By)
haben, falls ||JM; N Aj| < e|A;j| (By analog?). Dann ist

#mark. Kanten < ne(|A| + |B|) < en?[= o(n?)]
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Dh. falls |E| = Q(n?), dann gibt es unmarkierte Kante ab mit a € A; und b € Bj.
(Aj, By) ist (e,d)-reguldr mit d > 2¢. Ist ab € M;, dann ist ||J M; N A;| > €|A; und By,
analog.

3nn 2 2
= HA] N UML',Bk N UMZH > €|Aj N UMlHBk N UM,’ >et—— > Tfo2n = Q(n )
= 3t € B(A; N JMi, Ben| M)\ | M
Widerspruch zur Induziertheit der Matchings. O

4 Quasi-zufillige Graphen

Das Standardmodell fiir einen Zufallsgrahen ist G(n,p), der Graph auf n Ecken, der jede
Kante unabhéngig mit Wahrscheinlichkeit p enthélt. Ist H ein Graph auf n Ecken, so ist

P(G(n,p) = H) = plHl(1 — p)(&)-IH]

Ist p deutlich gréer als 1/n, so folgt aus der Chernoff-Ungleichung leicht

e (|1 mon-5("%))| 2 e v clal) o)

Natiirlich ist es wenig sinnvoll, einzelne Graphen quasi-zufillig zu nennen. Stattdes-
sen werden wir Folgen von Graphen darauf untersuchen, ob sie bestimmte strukturelle
Aspekte aufweisen, die wir auch in Zufallsgraphen finden.

Seien € > 0 und d > 0. Ein Graph G auf n Ecken hat die Eigenschaft

e DISC, (), falls
’||G[U]|| _ d('?)’ <en? VUCV.

e MIN,(¢), wenn
G| > d(g) und  N¢, (G) < (d* +e)nt
wobei Np(G) die Anzahl von Isomorphismen (,markierte Kopien“) von F auf Teil-
graphen von G bezeichnet.
e DEV,(e), falls

1—-d zye E(Q)

—d sonst

n
> I[wac(@izip1) <en®  wobei  wye(z,y) = {

T1,..., Tk 1=1

e PAIR,(¢), falls

> |INg(z) N Na(y)| — d*n| < en®
z,yeV(G)
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o BIP-DISCy(c), falls
VU,W CV(G): |E(U,W)| = dU||W|+en?

e CLy(F,¢), falls (mit £:=|F|)

Np(G) = dIFlnt £ ent
Eine Folge (G)neny von Graphen hat die Eigenschaft P, wenn es fiir alle € > 0 ein
no € N gibt, so dass alle Gy, mit n > ng die Eigenschaft P(e) haben.
Zwei Grapheneigenschaften P und Q heifsen dquivalent, falls jede Folge von Graphen,

die die Eigenschaft P hat, auch die Eigenschaft Q hat und umgekehrt Wir notieren dies
als P = Q, Q= P oder auch P & Q.

Satz 4.1 (Chung, Graham, Wilson 1989). Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent:

Py: Es gibt ein d > 0, so dass es fiir alle Graphen F und € > 0 ein ng € N gibt mat
n > ng impliziert

NE(G) = dFI (1 — @) () —IFIRIFL L ol P

Py: MINy
Ps: |G| > d(‘%”') —o(n?) und
M (Gr) =dn £ o(n) AMGy) = o(n)
Wobei N\ der gréfite Eigenwert der Adjazenzmatriz von Gy, ist und \(G) := max{A2, =\, }.

P,: DISC,

Ps: Fir alle U, CV(Gy) mit |Up| > [|Va]/2] : [|GRlUn]|| = d("f) + o(n?).

Ps: DEV,

P;: PAIR,

Bemerkung. Im Beweis werden wir annehmen, dass (G,,) folgendes erfiillt:

162l = a'G1) olic

Beweis. Wir zeigen folgende Implikationen:

P,———=DEVy Ps

I ~.

CL, —— BIP-DISC, «—— DISC,

o~ W

P3; —— MIN; ——— PAIR,
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e DISC = BIP-DISC: Es gilt DISC4(c/6) = BIP-DISCy(c), denn

[E(U,W)| = |EUUW)| = |EU)| - [EW)| +3[EUNW)

e BIP-DISC = CL: Mit Induktion iiber || F|| zeigen wir: Fiir alle Graphen F' (setze
¢:=|F|) und positive Zahlen €,d > 0 gibt es ein ¢ > 0 und ein ng € N, so dass

Np(G) = (dHFH + 6) n’

in jedem Graphen G auf n > ng Ecken gilt, der die Eigenschaft BIP-DISCg4(0)
hat. Sei dazu F'~ := F' — e fiir irgendein e € E(F') und fiir eine Kopie (F) C G von
F~ bezeichne e(F) die Kante von G, die (F)) zu einer Kopie von F vervollstéindigt.
Dann ist

Ne(G)= )| <1E(F)(€(F))_d+d)

F-~FCG

= dNp-(G) £ |3 (1u(e(F) ~ d)

F

Y gl Pt & g/t |-

wie im Beweis des [Counting Lemmas]

e CL = MIN: Sei F' = ([{], EF). Dann gilt mit 5::6/2(5) und n:= |G|

Ni@) = 3 ()N

FCFICK,

()= 117l

-3 ((5) _tHF|> (~1)t (dFV 0t 4 e
()-IFI

— IFl,L (5) = IF] () + ent2l)
% ()

— Pt — g) (5) B + o0

e CL=P;:VF' C K;: CLy(F',¢) = Py fir F und ¢.

e P, = DEV: Fir z,y € V(G) setze

1—-d zye E(G)

wa,c (2, y) = {—d zy ¢ E(G)
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Unser Ziel ist der Nachweis von

3
Z de,G($i»xi+1) <ela|*

zo,...,£3€V 1=0

Dabei diirfen wir annehmen, dass xo,...,z3 paarweise verschieden sind, denn es
gibt hichstens o(n®) Tupel, bei denen das nicht so ist und o(n®) << ent. In der

folgenden Umformung benutzen wir die Voraussetzung fiir jeden Graphen F' mit
V(F)=H{o0,...,3}.

3
Y wie@i i)

z0o,...,£3€V =0

4
4
=9 <k> (—d)4=*(1 — )k ( (G + o+ N;:k((;))
k=0
(dk(1—d)6—k+2d tk (1—d)5—k+d2tk(1—d)4=F) |G|4+46|G|*
= £640n* + (=)' (1 —d)'n* (1 -4+ 6 -4 +1) (1 —d)? +2d(1 — d) + d?)
=0

= +646n*

e MIN = PAIR: Fiir zwei Ecken z,y € V(G) bezeichne die Anzahl gemeinsamer
Nachbarn mit deg(z,y). Es gelten die Abschétzungen

MIN (¢/2)
Z deg(z,y)? < N¢, (G) + O(n®) < d*n* + en?  und
z,yeV
C-S/Jensen d 2
Z deg(z,y) = Z deg(2)? > n (Z eg(z)> > d*n® — en?
n
z,yeV zeV
denn ||G|| > d(}) — en?/10. Zusammen ergibt dies
2
2 s 2,122
Z |deg(z,y) —dn ]| < Z (deg(z,y) — d*n)"n
z,yeV(G) z,y

=n? (Z deg(z,y)? — 2d*n Z deg(z,y) + d4n4>

'T7y x?y
< n? (d4n4 —2d*n* + d*n* + 26714) < 2en®
Ziehen der Wurzel ergibt die Behauptung.

e PAIR = DISC: Nach Voraussetzung haben fast alle Eckenpaare in V' den ,rich-
tige* gemeinsamen Grad. Insbesondere gilt dies auch fiir U C V. Das bedeutet

S INE)NUP = > deg(a,y) = d*n|U*.

zeV z,yelU
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Also haben fast alle Ecken z € V' ungeféhr d|U| Nachbarn in U. Damit ergibt sich
die Kantenzahl von U als

011 =5 XN v~ g = (')

zeU

e PAIR(¢) = DISC(§): Zum Beweis dieser Implikation benétigen wir eine einfach
analytische Hilfsaussage: Fiir reelle Zahlen x4, ...,xn gelte

sz_1—5N und Y 2} < (14¢e)a’N

mit € > 0 und ¢ € R. Dann ist

N 2o N N N
(Z |z; — a]) < NZ(% —a)? =N (fo — 2ain + Na2>
i=1 i=1 i=1 i=1
< N%a*(1+¢) — 2a°N?(1 — €) + a®>N? = 34’ N?
Somit ist Zf\il |z; — a| < V/3eaN, insbesondere gibt es hichstens (3¢)/4N Indizes
i mit |z; — al > (3¢)/4N.

Sei nun U € V und 6 > 0. O.B.d.A. nehmen wir |U| > v/dn an (U soll mehr als
én? Kanten haben konnen). Fiir v € V bezeichnen wir mit degy (v) die Zahl der
Nachbarn von v in U. Um mit obiger Hilfsaussage deg (v) ~ d|U]| fiir fast alle
v € V nachzuweisen, miissen wir die folgenden beiden Ungleichungen zeigen:

ZdegU (1-0(1))d|Uln  und ZdegU < (1+0(1))d*|U)*n
veV veV
Zuniichst impliziert die Hilfsaussage wegen Y deg(v) = 2||G|| > (d — ¢)n? und
PAIR

Zdeg(v)2 = Zdeg(w, y) < (d2 + s)ng,

dass es hochstens e'n Ecken v € V' gibt mit | deg(v) — dn| > £’dn. Damit erhalten
wir die erste Ungleichung:

> degy(v) = Y deg(u) > (1—&')dn(|U| - 'n)
veV uelU
|U|2dn
=dn|U| = dn|U| — €'dn® + ?%dn® > (1 —£")dn|U|

Die zweite folgt mit einer #hnlichen Uberlegung: Es gibt hochstens ¢”n? Paare
(z,y) von Ecken x,y € V mit |deg(z,y) — d?>n| > &”’d?n. Somit ist

Y degy(0)?= Y deg(u,w)
veV u,wel
< |U|2(1 —|—€”l)d n_l_el//n?)

U|Zdn mey 32 2
< (1+&")d*n|U|
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Die Hilfsaussage impliziert nun, dass es hochstens d’n Ecken v in V gibt mit
| degyr(v) — d|U|| > ¢'d|U]|. Die beiden Abschitzungen

(U= d'n)(1=38YdU| < Y degy(w) < |U|(1+8)dU|+ 6"’
uelU

ergeben schlieflich 2[|G(U)|| = X, cp degy (u) = d|U|* £ on?.
e DEV(c) = DISC(): Sei U C V und § > 0. Wihle £:=§*. Zu zeigen:

!
2G| = dUP|=| > (xp(uw) —d)| < on®
u,wel
4 4
> (xpuww)—d)| = Y xw@)xv@wae(,y)
u,wel z,yeV
4
= Z XU Z XU de x y)
zeV yev
2\ 2
Z xu(z)” Z Z xv(Y)wa,c(z,y)
zeV zeV \yeV

2

=P (> > xvwxv@)wac(@, y)wae(,y)

zeV yy' ev
2
=10 | > xwwxw®) D wac(@ ywac(,y)
y,y' eV zeV
s 2
<UP D> xu’xu@)® D (Z wd,G<$7y)wd,G(x7y,)>
y,y' €V y,y' €V \zeV

=[U* Y Y wacleywie(r v )wac@, ywac(, y)
yy' eV zaleV

< ntent

Somit ist >, e (XE(uw) — d)‘ < el/4p2 = sn2.

e MIN(e) = P2(9): Sei G ein Graph auf n Ecken, A seine Adjazenzmatrix und
b:=(1,...,1)! € R™. Die Matrix A ist symmetrisch, hat also reelles Spektrum
AL > .. 2> Ay Esgilt

A
N > sup (Ac, )
ceR™ <C,C>

(Ab5) _ 2G|
(b, b) n

> =d(G) > dn —en, also
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" MIN
d*nt —4ent < A1 < Z A = spur(A*) < Ng, (G) +0(n?) < d*n? + 2en’.
i=1
Neben der Abschitzung fiir A} zeigt dies auferdem Y 1, A} < 6ent. Fiir e << §
folgt damit Ay = dn + dn und X\ < dn.

e Py(c) = DISC(d): Wir zeigen zunédchst, dass es fiir jedes 1 > 0 ein ¢ > 0
gibt, so dass in einem Graphen G mit der Eigenschaft Po(e) die Abschétzung
>vev | deg(v) — dn| < &1n? gilt. Dabei sei eq,.. ., e, eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren der Adjazenzmatrix (mit Eigenwerten A\; > ... > \,) und wie eben
b:=(1,...,1)t e R™.

Zdeg (Ab, Ab)y = <AZO%€“AZOQ€1>

veV
= <Z ai)\iei,Zai)\iei> ZO[?)\Q
<A ol =X (b.b)
< (dn +en)?n
Insbesondere ist damit Y, oy, deg(v)? < d?n®+3en®. Zusammen mit ), ., deg(v)? >
dn? — en? zeigt dies die obige Behauptung.

Als néchstes weisen wir nach, dass es fiir alle d2 > 0 ein € > 0 gibt, so dass jeder
Graph G mit der Eigenschaft Pa(e) der Anschitzung ||u — e;|| < 2 geniigt, wobei

€1, ..., e, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren (zu Eigenwerten \; > ... >
An) der Adjazenzmatrix A von G ist und v = v/y/n mit v = (1,...,1)" € R"™.
O.B.d.A. sei V(G) = [n]. Mit der Darstellung u = ) a;e; ist dann Au = Z ;e

also (Au); = deg(j)/v/n. Es gibt also einen Korrekturvektor w € R™ mit Au =
dnu+w, ||[w]le < v/n und |w;| < v/d1n fiir alle bis auf v/d;n Komponenten von w.

Dann ist
wl|* < n —din+ /din —n < 2¢/61n?,

also ||wl|| < 261/471. Wegen Py(e) ist [\ — dn| < en und damit Au = A\ju + wy mit
|wol| < 351/477, fiir ein geeignetes wp (denn € << §; << d2). Da u =Y aje; ist

n
Au = )\1u+w0 = /\120@(%4‘71)0
=1

2

n n

= Jwol? = || > = Maer| =Y (i — An)2a? < 36, %0
1=2 =2
Ps(c) e<<d/4
N—Ai| > (d—20)m > %ln
dn\* & 2 51722
- a; <990"'n

=2
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M 0y =1+ o(31)

Wegen «; > 0 bedeutet dies ag =1+ 0(d1).

Sei nun X C V. Wegen V = [n] kénnen wir die charakteristische Funktion von
X als Vektor x € R™ auffassen. Wir wollen zeigen (V§3¢’ fiir die Hinrichtung und
V¢'36 fiir die Riickrichtung):

X
lz]| = d(' . |> + 0n? < (Au,z) = 2||z|| = d|X|* + 6'n?

Sei dazu y:=x — (z,e1) €1 (das bedeutet y L e1). Dann ist (Ay,y) < [Aaf|ly*.

Iyl = llz — (z,e1) e1]|* = (2, 2) — 2 (2, e1)” + (2, e1)
= [lz]* = (z,e1) < [Jz]|* = | X]|
(Ay,y) = (Az,2) — 2 (x,e1) (Az, 1) + (z,e1)* (Aer, e1) = 2||z|| = A (z,e1)?
(x,e1) = (z,u) + (x,w) = 5% + (z,w)
| (2, w) | < [lz]l||w]| < /] X0
Somit ist (z,e1) = |X|/v/n £ 52/ X].
| X

2
) = 2ol = 3 (] £ 00 /XT) < pallol?

< Aol X] < en|X]|

X 2 X2
= 2z =M uj:52\/|X| ten|X|=(d+e)n u:l:352|X| + en|X|

\/ﬁ n
Dad~d§ >> 0y >>0; >> ¢ ist

2)|z|| = d| X |* & 5en® £ 369n% = d|X|* £ 6'n?
Das beendet den Beweis des Satzes von Chung-Graham-Wilson. O

Betrachte folgende Verallgemeinerung der Eigenschaft MIN: Sei (F, F») ein Paar von
Graphen. Ein Graph G (auf n Ecken) hat die Eigenschaft P;(e), wenn gilt

Np, (G) > (dHFlH _E) APl und  Np(Q) < (dIIFzH +5> nl P2l

Fiir F; = Ko und Fy = Cy ist dies gerade MIN4(¢). Man fragt sich nun, fiir welche Paare
(F1, F») die obige Eigenschaft dquivalent zur Quasizufélligkeit ist. Dass sie das nicht
immer sein muss, sieht man am Paar (K2, K3). Fiir folgende Paare ist die Aquivalenz zur
Quasizufalligkeit bekannt:
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o (Ky,Cy) fiir alle £ > 2

(
(K2, Kqp) mit min{a, b} > 2
o (K, By) fir £ > 2

(

Ky, L(By)) fiir £ > 2

Dabei ist By der bool’sche Wiirfel in ¢ Dimensionen. Es gibt Grund zu der Vermutung,
dass es zu jedem F} ein geeignetes Fy gibt, so dass obige Eigenschaft fiir das Paar (Fy, F»)
dquivalent zur Quasizufilligkeit ist. Ob es umgekehrt auch zu jedem F5 ein passendes
Fy gibt ist unklar. Ziel: Finde die richtige Definition von erzwingen“, so dass fiir alle F'
das Paar (K3, F') Quasizufilligkeit erzwingt. Simonovits und S6s haben bewiesen, dass
folgende Definition das gewiinschte leistet:

YU CV: Np(G[U)) = dIIFII|U‘\F\ +o <n|F|>
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DEPARTMENT MATHEMATIK WS 2009/10
DISKRETE MATHEMATIK 18. DEZEMBER 2009
DOZENT: DR. MATHIAS SCHACHT

Extremale Graphentheorie

2. Serie
Besprechung am 5. Januar 2010

Aufgabe 1
Ein (e,d)-reguldres Paar (X,Y) ist (e, d)-super-regulir, falls |[N(z) NY| > e|Y| fir alle
ze€Xund [IN(y)yNX|>elX|firalleyeY.Seil>d>0und 0 <e <d/2.

(i) Zeigen Sie, dass jedes (e,d)-regulidre Paar (X,Y’) ein (2¢,d)-super-regulires Paar
(X',Y") enthilt.

(ii) Zeigen Sie, dass der Durchmesser jedes (e, d)-super-reguliren Paares beschrinkt ist.
Finden Sie die bestmogliche obere Schranke.

(7i) Zeigen Sie, dass jedes (e, d)-super-reguliére Paar (X,Y) mit | X| = |Y| ein perfektes
Matching enthélt.

Aufgabe 2
Beweisen Sie die Aquivalenz der Eigenschaften P, und P5 aus dem Satz von Chung, Gra-
ham, und Wilson.

Aufgabe 3
Geben Sie eine Folge von Graphen (G),),en an, die die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(1) e(Gn) = (1/2+0(1))(3),
(ii) Nk, (Gyp) = (1/8+ o(1))n3 und
(#i) (Gn)nen ist nicht quasizufillig.
Gibt es eine solche Folge auch mit der folgenden leicht verschérften Variante von (i)

(1) Xoevian | deg(v) —n/2| = o(n?).

Aufgabe 4
Eine Folge von Graphen (Gj)nen erfiillt die Eigenschaft BIP-DISC,, fiir d > 0 und
0 < a<1/2, falls

e(X,Y) = d\X||Y]| = o(n?)

fiir alle disjunkten X, Y C V(G,) mit | X| = Y| = |an].

(i) Zeigen Sie, dass BIP-DISC, (1) eine quasizufillige Eigenschaft ist.

(#) Zeigen Sie, dass BIP-DISC, , fiir 0 < 21 /2 eine quasizufillige Eigenschaft ist.
(#47) Was konnen Sie iiber BIP-DISC, ; /, sagen?
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Losungen der 2. Serie

Aufgabe 1. Sei 0 < d < 1.

(i)

(i)

(iii)

Jedes (g, d)-regulire Paar (A, B) mit 0 < £ < d/4 enthilt ein (2¢, d)-super-reguléres
Paar (X,Y).

Ein (e, d)-super-regulires Paar (X,Y’) mit ¢ < d hat einen Durchmesser von hochs-
tens 4.

Jedes (g, d)-super-regulire Paar (X,Y) mit ¢ < d und |X| = |Y| enthélt ein per-
fektes Matching.

Bewezis.

(i)

(iii)

Wir geben eine explizite Wahl von X und Y an und weisen dann die (2¢, d)-Super-
Regularitdt des Paares (X, Y') nach. Setze

X:={zr€A:|N(@z)nB|>(d—¢)|B|}
und Y:={ye B:|N(y)NA| > (d—¢)|Al}.

Nach |Proposition 3.2 ist

| X| > (1—¢)|A| und Y] > (1—2¢)|B|.
Fir X' C X und Y/ CY mit | X'| > 2¢|X]|, bzw. [Y']| > 2¢|Y| ist also
| X' > 2¢|X| > 2¢(1 — )| 4] > €| A]
und analog |Y”'| > £|B|. Somit folgt aus der (g, d)-Regularitit von (A, B) sofort die

(2¢, d)-Regularitat von (X,Y).
Nach Wahl von X und wegen ¢ < d/4 gilt fur jedes x € X

IN(z)NY| > |N(z)NB| — |B\Y| > (d —¢)|B| — ¢|B| > 2¢|B| > 2¢|Y]|.
Analog zeigt man [N (y) N X| > 2¢|X| fiir jedes y € Y.

Seien z € X und y € Y nicht benachbart. Setze X’ := N(y)NX und Y’ := N(z)NY.
Aufgrund der Super-Regularitit von (X,Y) ist |X'| > ¢|X| und |Y'| > ¢|Y|. Aus
der Regularitit folgt also d(X',Y’) > d —e > 0. Somit gibt es eine Kante zwischen
X" und Y’ und z und y haben den Abstand 3. Sind x und 2z’ zwei Ecken von X, so
hat x einen Nachbarn y in Y. Dieser hat zu 2’ einen Abstand von héchstens 3, also
ist der Abstand von x und 2’ hochstens 4. Analog behandelt man den Fall zweier
Ecken y,y/ €Y.

Sei M ein groftmogliches Matching. Angenommen |M| < |X|. Dann gibt es Ecken
xz € X und y € Y, die mit keiner Kante in M inzident sind. Weil M gréfstmoglich ist,
sind jedoch die Ecken in N(y) N X alle schon mit Kanten aus M inzident. Sei Y’ die
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Menge der Endecken dieser Kanten in Y. Dann ist |[Y'| = [N(y)NX| > ¢|X| = ¢|Y]|
aufgrund der (e, d)-Super-Regularitidt von (X,Y). Analog ist |X'| > ¢|X]| fiir die
Menge X’ der Endecken von Kanten aus M, die mit einer Ecke aus N(z) NY
inzident sind. Aus der (g, d)-Regularitét folgt also d(X',Y’) > d —e > 0. Es gibt
somit eine Kante 2’y’ mit 2’ € X" und y’ € Y’. Seien n, und n, die Endecken der
mit 2, bzw. 3’ inzidenten Kanten aus M. Nach Konstruktion ist dann zng,z'y'nyy
ein Verbesserungsweg, denn nur die Kanten n,z’ und nyy’ sind in M, Widerspruch.

O
Aufgabe 2. Die Grapheneigenschaften DISC; und Pj5 sind dquivalent.

Beweis. Offenbar ist P5 dasselbe wie DISC, 1/ und DISCy entspricht DISC ). Wir
brauchen also lediglich zu zeigen, dass DISCg 1) aus DISCg /5 folgt. O.B.d.A. sei n
gerade und U C V. Wir unterscheiden zwei Falle:

1. |U| > n/2. Dann ist

16100 = (113

-1
IGIW]]

\U\/2

)
() 1<J;/2>2( (1))
) ||U|<1|U|| 13 (o(%%) + )
—a(1%1) + oty

2. |U| < n/2. Angenommen, es ist ||G[U]| > c{('lg') + cn? fiir ein ¢ > 0. Anwendung
der ersten Falles auf U ergibt ||G[U]|| = d(lg‘) + o(n?). Aukerdem ist |E(U,U)| =
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IGI = IGIUTI = IGUT]- Dann ist

-1
e = (0, ) X lewuxll

Xe(n/zlim)

() (o) +vom )

- n—|Ul—1
HED.O)] <n/2 . 1))
(n)2 — [U])(n/2— U] - 1)

m (el =Gl = G
- (/2= 0D/ ey | /2= 101
=0 IG[U]| + D= 0] = 1) IGO]] + e el

> (52 (2) oo ()

+n/2— |U| (n L2
n— Ul \2 3

mit Widerspruch. Der Fall [|G[U]| < d('gl) — en? fiir ein ¢ > 0 ist analog.
O

Aufgabe 3. Sei AU BUC U D eine balancierte Partition der Menge [n]. Definiere den
Graphen G,, auf [n] durch Hinzufiigen der Kanten

{ab:ae€ A,be ByU{cd :¢c,d e C}u{dd :d,d € D} UE(G(AU B,C U D,1/2)).
Mit Wahrscheinlichkeit 1 — o(1) hat G,, die folgenden Eigenschaften
(©) Yvev(an) |degv) —n/2| = o(n?)

(i) Nky(Gs) = (1/8+0(1))(5)
(iii) (Gp)nen ist nicht quasizufillig

Bewezs.
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(i) Sei v € V(Gy). Dann gilt deg(v) = (n/4 £ 1) + X, mit der Zufallsvariablen X, fiir
den Grad von v in G(AUB,CUD, 1/2). Als Summe von Bernoulli-Zufallsvariablen
ist X, binomial verteilt. Nach der Chernoff-Ungleichung ist

P(|X, — EX,| > cEX,) < 2exp(—c?/3EX,).
Wegen EX,, =1/2(n/2+1) ist
P(Fv eV :|X, —n/4| >en/d) < 2nexp(—e?n/13) = o(1)
Somit hat G, mit Wahrscheinlichkeit 1 — o(1) die Eigenschaft (7).

(ii) Genauso kann man zeigen, dass |N(u) N N(v) N Z| = n/8 £ en fiir alle u # v aus
AUBund Z =CUD und alle u # v aus CUD und Z = AU B. Sei Y; die Anzahl
der K3 in G, mit genau i Ecken in AU B fiir ¢ = 0,...3. Offenbar ist Y3 = 0.

Auferdem ist
441

3
n/4£1\ /n 3 3 3
Y1 =2 — + = —
1 ( 9 )(8 8)6 ik + o(n?)
n 3
Y, = |A||B| (g i&-) = n® £ o(n?)

Somit ist Die Zahl der Kopie von K3 in Gy, gegeben durch Y+ ...+ Y3 =n3/8 +
o(n?).

(iii) Die Folge verstoft klar gegen BIP-DISC: Esist |[E(A, B)| = |A||B|und |E(C, D)| =
0.

O
Aufgabe 4.
(i) Die Eigenschaft BIP-DISC ;) ist quasizufillig.
(ii) Fiir jedes a € (0,1/2) ist BIP-DISC, , eine quasizufillige Eigenschaft.

(iii) Sei AUB eine balancierte Partition von [n]. Definiere den Graphen G,, auf [n| durch
Hinzufiigen der Kanten

{ad' 1 a,d’ € A} UE(G(A,B,1/2))
Dann hat G, die Eigenschaft BIP-DISC, /5(1/2), ist aber nicht quasizufillig.

Beweis.
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(i) Wir zeigen, dass DISCy aus BIP-DISC, ) folgt. Sei U € V und 0.B.d.A. |U]
gerade. Dann ist

6100 = (g ) 5 3 EOVUNW)

We(2)

A () (4 )
D (4 )

= d(’?) + o(n?)

(ii) Wir zeigen, dass BIP-DISC,,;) aus BIP-DISCy, folgt. Sei g € (0,1 — 2a)
beliebig (wegen o < 1/2 ist das Intervall nicht leer). Seien Z,Z' C V disjunkt
mit |Z| = [On]| = |Z’|. Nach Wahl von 3 gibt es disjunkte X,Y C V mit | X| =
|lan]| = |Y], die beide disjunkt zu Z sind und X ist disjunkt zu Z’. Dann ist nach

Voraussetzung
|E(X,Z)| = [E(X,Y U Z)| - |EX,Y)|
= d|X|([Y]+12]) — dIX[[Y] + o(n?)
= d|X||Z] + o(n?)
Und analog

E(2.2)| = |[E(X UZ,2)| - |E(X,2)| = d|Z/|| 2] + o(n?)

Die Umkehrung folgt durch ein einfaches Averaging-Argument.
(iii) Offensichtlich.

5 Der Satz von Simonovits und Sés

Sei 0 < d < 1 und F ein Graph mit ¢:=|F|. Eine Folge (G,,)neny von Graphen mit
n—oo

|G| —— oo hat die Eigenschaft HCL p, falls
VneN, VU CV(Gn): Np(Gu[U]) =dFNUE + o(n?).

Es ist also HCLg g, = DISC,. Erweiterungen des folgenden Satzes wurden von Yuster
(2002) und Shapira-Yuster (2008) gefunden.

Satz 5.1 (Simonovits-So6s (1996+ 5)). Fir jeden Graphen F mit mindestens einer Kante
und jedes d € (0,1] ist HCLq r eine quasizufillige Eigenschafft.
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Als ersten Schritt des Beweises, werden wir die Aussage fiir eine partite Abschwichung
der Eigenschaft HCL zeigen. Sei d € (0,1] und F' = ([¢], EF) fiir ein £ € Nund |Ep| > 0.
Eine Folge (Gpn)nen von Graphen mit [V,,| = n hat die Eigenschaft pHCL, p, falls fiir
beliebige paarweise disjunkte Mengen Uy, ..., U, C V(G,) gilt

i=1

(wir zéihlen partite Kopien von F'in G,). Beachte den Sonderfall pHCL; z, = BIP-DISC,.

e DISC, impliziert CLgy F fiir alle Graphen F'. Daraus folgt sofort HCLy r und mit
etwas Arbeit auch pHCL, p.

e Ist § >> ¢ >> 1/t dann reicht eine (g, d)-regulére Partition von G zum Nachweis
von DISC,(6). Es ist also zu zeigen, dass d(V;, V;) = d=e fiir alle bis auf hochstens
et? Paare (V;,V;).

e Sei G ein Graph, der HCL, r erfiillt und V4,...,V} eine e-regulédre Partition. Zur
Verdeutlichung der Idee nehmen wir zunéchst F' = K3 an. Falls (V;, V), (V;, Vi)
und (Vj}, Vi) alle e-regulédr sind mit ¢ < j < k dann folgt aus dem Counting Lemma:

d’ (%)3 + o(n®) "E" N, (GIV;, V3, Va]) = dijdindn (%)3 e (%)3

Und somit dijdikdjk = d3.

e Wir miissen also zeigen, dass obiges Gleichungssystem nur die triviale Losung d;; =
d;i, = dji, = d hat. Durch Anwendung des Logarithmus ergibt sich das LGS y;; +

Yit + yjk = 3In(d) mit y;; = In(x;;), usw. Dieses hat nach [Satz 5.2 von Gottlieb
genau eine Losung und somit ist y;; = In(d) und z;; = d.

Satz 5.2 (Gottlieb 1966). Fir alle natirlichen Zahlen €, k,r mit £ > k und r > { + k
gilt: Die Inklusionsmatriz I = I(r,(,k) hat Rang (}), wobei die (}) x (})-Bindrmatriz
I(r, 0, k) definiert ist durch

(Dkr = {1 KeL ke (T) wnd I ([ZJ>

0 sonst

Korollar 5.3. Sei F' ein Graph mit Eckenmenge [¢] und mindestens einer Kante. Dann
hat A = A(r, F,2) den Rang (3), wobei die () x (5)-Bindrmatriz A(r, F,2) definiert ist
durch

) ::{1 e € B(F)

0 sonst

fiir eine Kopie F von F in K, und e € B(K,).
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Es gibt ein s € N, so dass fiir jede Zeile ay, von A(r,¢,2) gilt

1 /
=23 d
S F

FCK,(L)

wobei ay, der Zeilenvektor von A(r,¢,2) mit Index L ist und a’F der Zeilenvektor von

A(r, F,2) mit Index F. AuRerdem bezeichnet K;(L) den vollstindigen Graphen K, mit
Knotenmenge L. Somit ist der Rang von A(r, ¢, 2) noch oben beschriankt durch den Rang
von A(r, F,2).

G, erfiillt REGy(e), falls es eine Partition Vp U ... UV, = V(G,) gibt, so dass
(Vo, ..., Vi) eine e-reguldre Partition ist mit to = 1/e <t < T und d(V;,V;) = d £ ¢ fur
alle i # j bis auf hochstens et? Paare (V;, V).

Behauptung. REG,; = DISCy

Beweis. Sei 6 > 0. Wihle ¢ << § und ng >> To(T'L(1/¢,¢)). Sei U C V(Gy,). Die von
G, auf U induzierten Kanten teilen sich auf in Kanten

e in irreguldren Paaren

e mit mindestens einer Endecke in Vj

e in Paaren mit Dichte #d £ ¢

e in Paaren mit |[U NV;| < ¢|Vi| oder U NV}| < e|Vj]
e innerhalb von Vj

e im Rest

Der Rest sind also Kanten in (2¢)-reguldren Paaren (V;, V;) mit Dichte d ¢ und sowohl
U NV;| > €|Vj| als auch |U N'Vj| > €|Vj|. Die Menge der Indizes dieser Paare sei I. Die
Zahl der Paare (i, j), fiir die |[U NV;| < g|V;| oder |U N V| < €|V}| ist héchstens e|U|?
und damit kleiner als en?. Nach den iiblichen Abschitzungen erhalten wir also
t—1 t
1G] =) Y [BUNV,UNV;)| +2en?
i=1 j=i+1
= Y [BE(UNV,UNV;)|+5en
(i.g)€l
= ) (d+2)|UNVI|UNVj| £ 5en?
(i.g)€l

= (d =+ 2¢) <|[2]|> + 10en?

= d(i') +11en? < d<|(2]|> + 6n?
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Behauptung. Fiir einen Graphen F' mit ||[F|| > 1 und € > 0 gibt es £ > 0, so dass

Bewets. Beweisskizze unverstandlich. O

Proposition 5.4. Fiir alle bis auch héchstens ct?/2 Kanten ij von Ry gibt es einen
K, C Ry mitij € E(K,).

Beweis. Wir verwenden die folgendes Aussage von Rodl (1986): Fiir alle r € N,y > 0
gibt es ein ¢t € N, so dass es eine Familie vonz > (1 —7) (;)/(g) kantendisjunkten Kopien
von K, in Ky gibt.

Sei ¢/ < e und ||R|| > (1 — 5’)(5) Wihle x kantendisjunkte Kopien von K, in K;.
Dann sind x — &’ (;) dieser Kopien in R; enthalten. Die Zahl der Kanten von Ry, die in
jeder dieser iibrigen Kopien enthalten sind ist mindestens

() -GG ()= 005) 52 () -

Proposition 5.5. Vij € E(K,) : w(i,j) =d+e

Beuleis. Sei K, C R;. Dann gilt nach dem Counting Lemma fiir alle F C K, (wobei
V(F) = {ir, ..it})

ij,in€E(F)

d ¢
Ne(iro Vi) = [T wigin) - TV 20 (5)
7=1

Aber pHCL (&) = Np(Vi,,...,Vi,) = dFlmf £ &nf mit (1 —&)n/t <m = || =
... = |Vi| < n/t. Das bedeutet [[w(ij,ir) = dIFl £ 2 und somit > Inw(ij,ix) =
In(dIFll + 27). O

Behauptung. HCL = DISC

Beweisskizze. Wir weisen die Implikation HCL4(F) = REG, nach, denn zusammen
mit der bereits gezeigten Implikation REG, = DISC, folgt die Behauptung.

1) Regularitdtslemma — Vq,...,V;

2) Fiir fast all ¢ ist G[V;] quasi-zufillig mit Dichte d; ~ d: Seien V;,, ..., V;, , Partitions-
klassen mit (V;,,V;,) e-regulér fiir alle i;,i; (der Satz von R&dl impliziert, dass fast
alle 1 <1i < j <tinso einer Familie sind). O.B.d.A. V;,,...,V;, , =Vi,... V1. Wir
miissen zeigen, dass || X|| =~ ||V fiir alle X, Y C Vi mit |X]| = |Y]. Sei X C V] mit
| X] = V1l/2.

HCL ~ ~
=M NR(GIX UV UL U Vi) = |{F € H 5 F it alle Klassen }|

-~

H

+ ‘{F C H : F trifft eine Klasse nicht}‘

48



Extremale Graphentheorie Version vom 30. April 2010

6

Wegen HCL, ¢ (§) fiir alle X, Y C V; mit | X| = |Y] ist
INE(GIX UVRU...UVi_1]) = Ne(GY UVaU...UVi_q))| < 2¢n

und die Zahl der Kopien von F', die hochstens £—2 der Klassen X, Vs, ..., Vp_1 treffen,
dndert sich um hochstens énf2¢, wenn wir X durch Y ersetzen. Somit unterscheidet
sich die Zahl der Kopien von F, die alle Klassen X, Vb, ..., Vy_; treffen, von der Zahl
der Kopien von F, die alle Klassen Y, Va,...,V,_; treffen, um hochstens ¢'n’ fiir
¢ > 2¢ 4 2°¢. [Das fehlende Argument zu || X|| = ||Y| ist eine aufwindige Zihlerei
(unter mehrfacher Benutzung des Counting Lemmas), die nur am Beispiel F' = P»
vorgefithrt wurde, und mangels Allgemeinheit hier nicht wiedergegeben wird.|

Angenommen |d; — d| > ¢. Dann ist mit HCLy #(£) und geeigneter Wahl von &:
Ne(GVi) — dFI A IF! > 6|V L > 67 (/) F) > gl

Fiir fast alle 4,5 mit 1 < ¢ < j < tist d;; = d: Np(G[V; UV}]) ist ungeféhr so
grob wie der Erwartungswert von Np(Gagq,,(m)), wobei m = [Vi| = [V; und der
Zufallsgraph Gg.(m) definiert ist, wie folgt: V/(Ggc(m)) = X UY mit | X| = |Y|=m
und X NY = (. Kanten in X und in Y haben jeweils eine Wahrscheinlichkeit von d
und Kanten zwischen X und Y eine Wahrscheinlichkeit von e. Mittels HCLgy  ergibt
sich daraus sofort d;; ~ d.

O

Quasi-zufdllige Hypergraphen

Ein Paar H = (V, E) zweier Mengen V und E heifit k-uniformer Hypergraph oder kurz

k-

Graph, falls |V| < oo und E C (‘;)

Beispiel. 2-Graphen sind (endliche) Graphen.

Fiir einen k-Graphen F setzen wir analog zu Graphen

ex(n, F):=max{||H| : H ist ein F-freier k-Graph auf n Ecken}

Schon fiir sehr kleine Hypergraphen wir F = K f’) (vollstéandiger 3-Graph auf 4 Ecken)

oder sogar F' = Kf

) _eist ex(n, F') unbekannt.
Der Ausgangspunkt fiir die Definition quasi-zufilliger Hypergraphen ist DISC :

VU CV: ‘HG[U]H = d(’i‘)' =0 (yvvf)

Entsprechend definiert man CLg r:

Np(G) = dIFIRlF! 4+ o(n/F1)

Schon fiir k& = 3 verhalten sich obige Eigenschaften anders, als wir es von Graphen
gewohnt sind: mit F' = Kf’) ist DISC, keine hinreichende Bedingung fiir CLg r.
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Beispiel (1. Konstruktion von Erdés-Hajnal 1973). Sei T, ein zufélliges Turnier (voll-
stdndiger Graph mit Kantenrichtungen) und H der 3-Graph mit V(H) = V(7},) und
xyz € E(H) genau dann, wenn x,y, z ein orientiertes Dreieck in T,, aufspannt. Dann
ist H fast sicher K4(3)-frei, aber hat mit Wahrscheinlichkeit 1 — o(1) die Eigenschaft
DISC, 4.

Beweisansatz. Je vier Ecken eines Turniers spannen hochstens zwei orientierte Dreiecke
auf, also ist H sogar (K4(3)—e)-frei. Es reicht nun der Nachweis, dass H mit Wahrschein-
lichkeit 1 —o0(1) folgender Bedingung gentigt: Fiir alle U C V(T,,) ist die Zahl orientierter
Dreiecke in U gleich %(‘g‘) + o(n?). O

Beispiel (2. Konstruktion). Definiere einen 3-Graphen H auf V(H) = [n] mittels ei-
ner zufilligen 2-Farbung f von ([Z]), bei der jedes Eckenpaar beide Farben mit Wahr-
scheinlichkeit 1/2 hat und z,y,z € [n] mit * < y < z ist genau dann in E(H), wenn
flx,y) # f(z,2). H ist fast sicher Kf)—frei und hat DISC, /; mit Wahrscheinlichkeit
1—o0(1).

Beweisansatz. Fasst man f als zufilliges Turnier auf, dann ist das Beispiel im Wesentli-
chen identisch mit dem vorigen. O

Um dennoch die Implikation DISCy = CLgy r zu erhalten, gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Die Definition von DISC, verstirken: Ein 3-Graph H = (V, E) hat DISC,, falls
|| H[G]|| — dK3(G)| < o(|V|?) fiir alle 2-Graphen G = (V, Eg) gilt. Dabei ist e €
H[G] genau dann, wenn e in G einen K3 aufspannt und K3(G) ist die Anzahl zu K3
isomorpher Teilgraphen von G (also Nk, (G)/6). Leider erlaubt diese Definition von
DISC, kein Regularititslemma.

2. Die Definition von CLg r, bzw. die Behauptung abschwéchen: Ein Hypergraph heift
einfach oder linear, falls je zwei verschiedene Kanten héchstens eine gemeinsame Ecke
haben. Offenbar sind 1-Graphen und 2-Graphen linear. Lisst man flir F' nur lineare
Graphen zu, wird die Implikation wahr.

Bemerkung. Fiir alle k € N,d,e > 0 und jeden linearen k-Graphen F' gibt es § > 0,
mit

DISCd(5) = CLd7F<€>

Beweis. Wie der Beweis vom Counting-Lemma mit Induktion iiber ||F]]. O

Bemerkung. Fiir alle nicht-linearen k-Graphen F' ist DISC, nicht hinreichend fiir
CLd,F-
Beweisbeispiel. Sei F' der 3 Graph auf 4 Ecken mit 2 Kanten. Der 3-Graph H auf n

Ecken, dessen Kanten die Dreiecke eines Zufallsgraphen G(n,1/2) sind, hat DISC, g
mit Wahrscheinlichkeit 1 — o(1). Andererseits ist

15

No(H) = = 4 4\ 1 2 4: (3)
r(H) 5 " —|—0(n)~2<8 n® =2Np(G'(n,1/8))

20
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Wir wollen nun eine geeignete Verallgemeinerung von MINy fiir k-Graphen einfiihren.
Sei M ein k-partiter k-Graph. Fiir i = 1,. ..,k bezeichne db;(M) zwei disjunkte Kopien
von M, bei denen die sich entsprechenden Ecken der i-ten Partitionsklasse identifiziert
wurden. Setze

") = by (dbj—1 (. .. dby (K1 1) ..))
Ein k-Graph H erfiillt MINy, falls

H k k—1 ok—1
||H||zd<|k|>io(m’f) und N (H) < a2 |H|F2 j:o<|H|"2 )

Satz 6.1. Fir k > 2 und lineare Graphen F' gilt
DISCy < MIN; < pHCL, 1

7 Regularitatslemma fiir Hypergraphen

Sei H = (V,FE) ein k-Graph und ¢ > 0 und d > 0. Ein Tupel (X3,..., X)) von k
paarweise disjunkten Mengen Xi,..., X C V heilst (e, d)-reguldr, falls fiir Teilmengen
X! C X; mit [X]| > ¢|X;| fiir i = 1,...,k gilt, dass die Kantendichte zwischen X bis
X}, um nicht mehr als € von d abweicht, in Formeln:

CB(XY, X))
[ X1l [ X

d(X),....,X})—d|<e  wobei d(X},...,X}):

Dabei ist E(X7, ..., X}) die Menge der Kanten aus F, die genau eine Ecke jeder Klasse
X! enthalten. Das Tupel (Xi,...,X) heikt e-regulir, wenn es ein d > 0 gibt, so dass
(X1,...,Xg) ein (g, d)-reguléres Tupel ist.

Eine Partition Vo U Vi U ... UV, = V(H) der Eckenmenge eines k-Graphen H heift
e-requldr, wenn folgendes gilt: |Vo| < ¢|H|, |Vi| = ... = |V;] und alle bis auf héchstens
et® der Tupel (V;)ser mit I € ([Z]) sind e-regulér.

Analog zu Graphen definiert man alternativ: Eine balancierte Partition V3 U ... U
Vi = V(H) heifst e-regular, wenn die Tupel (V;)ier mit I € ([g) bis auf hochstens et*
Ausnahmen alle e-quasireguldr sind. Ein Tupel (Xq,..., X%) von k paarweise disjunkten
Mengen X; C V(H) heilt dabei e-quasiregulir, wenn fiir Teilmengen X! C X; mit
i=1,... kgilt:

B(XS, o XP)| = d(X, o X)X o [ X el X X

Satz 7.1 (Schwaches Regularitidtslemma). Fir alle k > 2,6 > 0 und ty € N gibt es ein
Ty € N, so dass jeder k-Graph H eine balancierte e-requldre Partition in t Klassen hat
mit to <t < Tp.

Beweis. Analog zu Graphen O

Wir haben bereits gesehen, dass das Counting-Lemma (fiir £ > 3) falsch ist mit nicht-
lineare Hypergraphen F'. Das schwache Regularititslemma erlaubt uns nun den Nachweis,
dass es fiir lineare F tatsdchlich stimmt.
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Satz 7.2 (Counting Lemma fiir lineare Hypergraphen). Fir alle k > 2,v,dy > 0 und
jeden linearen k-Graphen F mit Eckenmenge [(] gibt es € > 0 und ng € N, so dass
folgendes gilt: Ist H = (V4,...,Vy, Egr) ein L-partiter k-Graph mit |V;| > no und fiir jede
Kante I € E(F) ist (Vi)ier ein (e,dr)-requldres Tupel mit d; > do, so ist

J4
Ne(HW, ..., Vi) = (1£9) ] d ][]Vl
IeE(F) i=1

Beweis. Die Induktion tber || F|| wie bei Graphen kann sinnvoll auf Hypergraphen er-
weitert werden. I

Schon fiir 3-Graphen ist eine stidrkere Version des Regularitdtslemmas nicht leicht zu
erhalten. Das wollen wir nun exemplarisch an zwei Ideen demonstieren.

1. Versuch: Anstelle der Eckenpartitionen betrachten wir Partitionen der Eckenpaare.
Sei H = (V,E) ein 3-Graph und Gi,...,G; kantendisjunkte Teilgraphen
von Ky mit (JG; = Ky. Ein Tupel (G, G}, Gi) mit i < j < k heife e-
reguldr, wenn fiir alle Teilgraphen G} C G;, G'; C G;j und G}, C Gy, folgendes
gilt:

|E(le Gj? Gk)’

E(G:. G G| —
‘ (G17G]7Gk)| VOI(GZ‘,Gj,Gk)

vol(G}, G, GY.) | < evol(Gy, Gy, Gy,)
Dabei ist vol(G;, G, Gj) die Anzahl der Dreiecke in G; U G U G, die aus
jedem der Teilgraphen genau eine Kante enthalten und E(G;, G, Gy) die
Menge der Kanten von H, in denen G, G; und G, jeweils genau eine Kante
induzieren.

Mit diesen Definitionen bewiesen Chung (1992) und Frankl-Rodl (1993) ein
passendes Regularititslemma. Leider ist dieses Lemma ersteinmal wenig hilf-
reich, da wir keine Informationen iiber G, ..., Gy haben. Sind zum Beispiel
G1,...,Gg aus der Partition und H ist regulédr mit Dichte d auf (G1, Gy, G5),
(Gl, GQ, G5), (GQ, Gg, G6) und (G3, G4, G5) dann ist die Anzahl der Kig) in
H[G,...,Gg) etwa das d*-fache der Zahl der K4, die genau ein Kante in
jedem der G; mit ¢ = 1,...,6 haben, oder???

2. Versuch: Wir kontrollieren Gy, ...,G; mit dem Regularititslemma. Sei H = (V, E)
ein 3-Graph mit Partition V; U... UV, = V. Fiir jedes Paar ¢,j mit 1 <
i < j <t gebe es kantendisjunkte (e, dp)-regulire Teilgraphen P, ... P/
von K (V;, V) mit | JS_, PY = K(Vi,Vj) und [|PY|| = dunteserticn|Vil| V] fiir
alle i < j und A € [¢]. Ein Tupel (Py/ ,P};’;,Pf\f) ist e-reguldr, falls fiir alle
Teilgraphen QY C Py, Qf\’z - P}\’; und @3] C P, gilt:

‘E (P;{,P;Q,P§3>‘

‘E (Q}{ﬁ@)@? Qj)\B) -

i pik | pik <EHK3QQ3J1UQZA2UQJA3H
Hf(ggpA U Pk U P H
1 2 3
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Nun stimmt das Counting Lemma tatsédchlich. Sind zum Beispiel im 4-
partiten Graphen H alle Graphen P2, ..., P3* (g, dy)-regulir und die Tupel
(13127131371323)7 <P127P14,P24), (P23,P24,P34) und (P13,P14,P34> Zusitz-
lich (e, ds)-regular, so gibt es fiir alle dj,ds,ds und v > 0 ein € > 0 und
no € N, so dass folgendes Aussage wahr ist: [Vi],...,|Va| > ng impliziert
(K € HY| = (1) dfd§|Val .- |Vl

Allerdings gibt es nun kein passendes Regularitdtslemma mehr, denn € macht
Probleme. Ist die Anzahl der Graphen ¢t > 1/¢, beachte e3 >> 1/t > dy >>

£9.

Das Counting Lemma lautet nun: V-, dsdesVdodes, ng, so dass folgendes
stimmt: Ist P12,... P3 (e9,dg)-reguléir und ...sind (e3,d3)-regulér und
Vil,...,|Va] > no dann ...

Satz 7.3 (Regularitdtslemma fiir 3-Graphen (Frankl-Rodl 2002)). Fir alle €3,t0,€2(+)
gibt es ein Ty, so dass folgende Aussage wahr ist: Fiir jeden 3-Graphen H gibt es eine
balancierte Partition Vi,...,V; in tg < t < Ty Klassen und Teilgraphen {P)z\j 1 <i<
J<t, A€} mit £ <Tp, so dass

(i) Firallel <i<j<tund\e [ ist P;;j (e2(£),1/0)-reguldr.
(i1) Alle bis auf €3 (§)€3 der Tupel (P;;{,P};’;,P{f) mitl <i<j<k<tundA, o, A3€E
[4] sind e3-requldr.

Erdés-Stone liefert ex(n, K, 41(t)) < ex(n, K,11)+0(n?). Wie wichst ¢ in Abhiingigkeit
von ¢ > 0, r und n?

e Finde t(c,r,n), so dass es ein ng € N gibt mit folgender Eigenschaft: Jeder Teilgraph
H C K, mit n > ng und |[H|| > (1 —1/r + ¢)(3) enthélt K, 1(t(c,r,n)).

e Der Beweis von Erdds-Stone liefert die optimale Schrank fiir » = 1 und im allge-
meinen
t(e,r,n) =logologo...olog(n)a,

r mal

e Erdds, Bollobés, Simonowits, Chvatal, Szeméredi und andere konnten zeigen, dass
t(e,r,n) = Q(logn) im Groben richtig ist. Ishigami zeigte, dass es a € [1, 2] gibt,
so dass fiir alle € > 0 und hinreichend grofse n folgende Abschitzung gilt:

(a—¢)

logn
log1/c

logn
<t <2

Ist |H| > ex(n, Kyy1) +en?, so ist #{K,+1 C H} = Q(n"!). Daraus folgerte Erdés
schon 1966, dass ein solches H auch einen K, (t) enthilt mit t = Q((logn)'/"):

Satz 7.4 (Erdés 1966). Sei H ein (r+ 1)-uniformer Hypergraph mit |H| = n und ||H|| =
en™ L. Fir gendigend grofies n enthdlt dann H stets einen Kﬁf{l)(t) mit t > ¢ (logn)/",
wobei ¢ nur von ¢ und r abhdngt.
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Beweisskizze. Fiir r = 1 folgt die Aussage aus Kovari-Sés-Turén. Fiir r > 2 z&hlt man
ganz analog sukzessive #{K1 11+ C H}, #{K1, . 1++ C H}, usw. bis man schlieflich

yerey by

#{K¢, 11+ C H} erhilt. =

Satz 7.5 (Nikiforov 2008). Fiir alle r > 1 und 0 < ¢ < 1/2 gilt: Enthdlt ein Graph G
auf n Ecken cn™' Kopien von K,y1, dann enthilt G einen K,y 1(s,...,s,t) mit s =
" logn| und t > nl=e.

Korollar 7.6. Ist die Zahl der K, 11 in G in Q(n"t1), so enthdlt G einen K, 1(s) mit
s = Qlogn).

Lemma 7.7. Sei B = (X,Y, E) ein bipartiter Graph mit |X| = n und |Y| = m. Fir
r>1und0<c<1/2 setze s:=|c"logn]. Ist nun s < em/2+ 1 und || B|| > emn, so
ist Ko(s,t) C B fiir ein geeignetes t > n'=¢

Beweis. Sei t:=max{z : B enthélt einen Ks(s,x) mit s Ecken in X'}. Dann ist

(") = 32| v |- o (M) Je;enn<52|;v<y>|> o)

X'CX lzeX yey
Das bedeutet
tzncm(cm—l)-...-(cm—s—i—l)
mm—1)-...-(m—s+1)
em —s+1Y\°
> _ > 2)8
20 () 2 e

_ nl+2cr(c/2) log(c/2) > nl—cr

O]

Beweis von [Salz 7.3 Wir wenden Induktion iiber 7 an. Der Induktionsanfang mit r = 1
folgt aus obigem Lemma: die Vereinigung der en"*! gegebenen Kopien von K,y in G
enthélt den K, 41(s,...,s,t).
Sie M die Menge der gegebenen cn”*! Kopien von K, ;1 in G. Fiir eine r-elementige
Menge R C V(G) sei
deg(R):=|{M e M : R C M}|

Wir werden nun zeigen, dass es ein £ C M mit [£] > Sn"T! gibt, so dass deg,(R) > cn
fiir alle L € £ (beachte |L| = r + 1) und fiir alle R € ().

Dazu entfernen wir schrittweise Elemente aus M bis die Bedingung erfiillt ist. Sei
Lo:=M. Gibt es in £; noch ein L mit R C L, so dass deg,(R) < cn, dann setze
Liy1:={L € L; : R ¢ L}. Andernfalls setze £:=L;. Dann ist

MO\ £] San) <
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Nach Induktionsannahme iiberdeckt dann £ :={R C L € £ : |R| = r} einen K,.(s,...,,t)
wobei s’ = (§(r + 1))"log(n) und ¢’ > . Auferdem ist |[£")] > |L|(r + 1)/n >

%cnﬁ Dann gibt es eine Menge X von s’ paarweise disjunkten K, in G, welche den

K.(¢,...,s) CK.(s,...,5,t) tiberdecken.

Sei B = (X,V(G), Ep) der bipartite Graph mit (R,v) € Ep genau dann, wenn R U
{v} € L. Esist | X| = ¢ und |Ep| > cns’. Nach dem vorhergehen Lemma gibt es einen
Ky(s,t) in B mit s = ¢""llogn, falls s < §s' 4+ 1 und ¢ > n'~“. Somit spannen die
s Kopien von K, und die t Ecken aus V(G), die durch den Ks(s,t) in B gegeben sind
einen K,41(s,...,s,t) auf. O

Gibt es einen analogen Satz fiir Hypergraphen? Ist H ein 3-Graph und #{Kf’) CH} =
Q(n*), so gibt es einen Kf’) (t) in H mit t = Q(y/logn). Allgemein gibt es einen Kﬁi)l(t)
in H, wenn #{Kﬁi)l CH} =Q(n"h).

8 Struktur dreieckfreier Graphen mit hohem Minimalgrad

Die Klasse aller dreieckfreien Graphen G mit §(G) > (5 + ¢)|G| sei bezeichnet mit G(e).
Hajnél konnte zeigen, dass die Graphen in G(¢) unbeschrinkte chromatische Zahl haben
fiir jedes € < 0.

Satz 8.1 (Thomassen 2004). Fir jedes ¢ > 0 gibt es eine Schranke K € N, so dass
X(G) < K fir alle G € G(e) (und K € O(1/¢)).

Korollar 8.2. Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein K € N, so dass es fir jedes G € G(g) einen
Graphenhomomorphismus ¢ : G — Kk gibt.

Satz 8.3 (Luczak 2006). Fir alle ¢ > 0 gibt es ein L € N, so dass es fiir alle G € G(¢)
einen Graphenhomomorphismus ¢ : G — F auf einen dreieckfreien Graphen F mit
|F| < L gibt (und L ist eine Power-Tower Funktion mit Héhe O(poly(1/¢))).

Der Satz von Luczak impliziert den Satz von Thomassen (mit einer viel schlechteren
Schranke).

Bemerkung. Ist G € G(¢) mit nicht-disjunkten unabhéngigen Mengen S1,S52 C V(G),
so ist |91 U Sa| < (2 —¢)|G|.

Beweis. Sei v € S; N Sy. Dann ist N(v) N (S USy) =0, da S und Sy unabhéngig sind.
Somit ist

1 2
S108i < J61 - ) <6l - (5 +¢)161= (5 -<) lo

O

Bemerkung. Ist G € G(¢) maximal (d.h. Hinzufiigen einer Kante erzeugt ein Dreieck)
und sind u,v € V(G) nicht benachbart, dann gilt |N(u) N N (v)| > 3¢|G]|.
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Beweis. Da G dreieckfrei ist, sind N(u) und N(v) jeweils unabhéngig. Aufgrund der
Maximalitat von G erzeugt das Hinzufiigen der Kante uv ein Dreieck, also ist N(u) N
N(v) # 0. Mit der vorigen Bemerkung folgt [N (u) U N (v)| < (3 —£)|G|. Also ist

IN(u) NN (v)] = [N (u)| + [N(v)] = [N(u) UN(v)]

1 2
> 2 — — _ — =
> (3 +s) G| <3 e> G| = 3¢|G|

Lemma 8.4 (Brandt). Sei G € G,(0) ein mazimaler Graph. Dann enthilt G keine
induzierte Kopie des 3-dimensionalen Kubus Q3.

O]

Beweisskizze fiir[Satz 8.3 O.B.d.A. sei 0 < ¢ < 1/100. Das Regularititslemma mit ¢’ =
e'% und tg = 1/ liefert eine Partition Vo U ... U Vi, so dass

(i) e < M < My = My(e)

(i) Vol < e%nund [Vi] = ... = |V

(iii) hochstens 19 (]\2/‘[) Paare (V;,V;) mit 1 <i < j < M sind nicht £10-regulir
Behauptung. Es gibt eine Partition Vo U ... UV, so dass
0 C Vo und |Vo| < 2¢3|G|

a

b) Vil=...= V| =[(1 -]

c¢) V; ist unabhingig in G firi =1,..., M

) Vi
)
)
d) d(V;,V;) € {0,1} fiir 1<i<j< M

e) G:= G[U?L Vi] = G — Vj ist homomorph zu einem maximalen Graphen H € G(-%¢)
auf M Ecken.

Wegen (iii) gibt es hochstens 255M Indizes 4, fiir die jeweils mindestens 2¢5M Indizes
J existieren, so dass (Vi, V) nicht ¢! reguléir ist. Sei B die Menge dieser Indizes i. Setze
Vo:=VoU Uicp Vi und sei VouU...U VA die ,Restpartition”.

Zusammen mit dem Lemma von Brandt impliziert das Counting Lemma, dass 3 <
d(V;, V;) <1 —&° fiir jedes e'%-reguléire Paar (V;, V). Sonst enthielte G eine bipartite
induzierte Kopie von Q3 im Widerspruch zur Maximalitdt von G. Das zeigt man wie folgt:
Man nehme jeweils vier Kopien Xi,..., X4 und Y7,...,Ys von zwei Partitionsklassen X
und Y und fasse {X; : ¢ = 1,...,4} U{Y; : 1,...,4} als Bipartition eines Q3 auf.
Zwischen X; und Y; zeichne alle Kanten von G[X,Y], falls X; und Y; benachbart sind
in dem Q3 und G[X,Y] sonst. Nach dem Counting Lemma enthilt der so konstruierte
Graph Q(|X[4|Y|*) Kopien von Ky 4. Von diesen entsprechen Q(| X|4Y 1) — o(| X|*Y[4)
jeweils einer induzierten Kopie von Q3 in G[X,Y].

26



Extremale Graphentheorie Version vom 30. April 2010

Behauptung. Ist |[{(wi, w;) € V; X V; 1 wyw; ¢ E(G)}] > 5e Q\VHV\ firallel1 <i<j<

M, dann gibt es ein k € Nmit 1 < k < M, so dass (V;, Vi) und (V], Vi) beide e!0-regulir
sind und d(V;, Vi), d(V;, Vi) > 1 — £°.

Nach Voraussetzung sind {wj1,wj1}, ..., {wir wjr} ¢ E(G) paarweise disjunkt fiir
r > 2¢2|V;|. Wir haben (in einer fritheren Bemerkung) bereits gesehen, dass |N(w; ) N
N(wj)| > 3¢|G|. Selbst wenn man aus diesem Schnitt alle Ecken von V, entfernt mit

e x=0,z=ioderx =
e (V;,V,) nicht e'%-regulir
o (VJ, V,) nicht e1%-regulir

hat die verbleibende Menge B noch mindestens 2¢|G| Ecken.

Es gibt also mindestens 2ren > 4¢3|V;| Tripel (a,b,¢) mit a € A:={w;1,...,wi,},
b€ Bund ¢ € C:={wj1,...,wj,}. Somit existiert ein k € N, so dass {(a,b) : a €
AbeVy,deeC. .} > 53\VHVk\ und gleichzeitig {(b,c) : c eCbeVg,Jace A...}| >

3|V |[Vi|. Somit ist d(V;, Vi) > 1 — €% und d(V;, Vi) > 1 —&°

Wir verschieben nun nacheinander alle Ecken v € Vj, fiir d1e es ein w € V gibt mit
vw ¢ E aber d(V;,V;) > 1 — 5¢2, nach VO Die Ecken v und w haben mlndestens 2en
gemeinsame Nachbarn aufserhalb von Vo, Vi und V Sei : € V;, ein solcher Nachbar (also
k # 0,i,7). Dann ist d(V;, Vi) < € oder d(Vj,Vk) < €% Ohne Emschrankung gibt es
somit en solche Nachbarn deren Klassen mit V; ein Paar der Dichte kleiner als &2 bilden.
Mit der Verschiebung von v (bzw. w) nach Vo sentfernen” wir also mindestens en Kanten,
die in Paaren mit Dichte kleiner £ liegen. Auf diese Weise kénnen wir folglich hchstens

9?2 /(en) = e®n Ecken entfernen.

Nun verschieben wir alle Klassen nach Vj, die weniger als [(1 — &3)|V;|] Ecken haben.
Aufierdem verschieben wir die iiberschiissigen Ecken der restlichen Klassen auch nach Vo.
Die resultierende Partition bezeichnen wir mit Vo U...UVy = V.

Dann ist b) klar und a) kann man nachrechnen. Weil 6(G) > n/3 + en, gibt es fiir
alle i = 1,...,M ein j (M/3 viele um genau zu sein), mit d(V;, V;) > €. Somit ist
IGIVi][l = 0 und d(V;, ;) = 1.

Fiir d) ist wie vorhin d(V;, V;) < 1 — 5¢2. Somit ist d(V;, V;) < &°. Es gibt also ein k
mit d(V;, Vi) = d(V}, Vi) = 1. Dies bedeutet d(V;, V;) = 0 wegen der Dreieckfreiheit.

Definiere F' durch V(F):=[M] und ij € E(F) genau dann, wenn d(V;,V;) = 1. F ist
dreieckfrei und es gibt einen Homomorphismus G — F. Man kann nachrechnen §(F) >
(1/3 +0.9¢)M (nicht mit der obigen Schranke an a).

Sei V(F):=V(F)UPV(F).Dannist |F| = M+2M = L(¢). Fiir x € Vy sei N'(z) := N(z)\
Vo und S(z):={i: N'(x) N V; # 0}. Sei

B(F):=B(F)U |J {{S(@),4} -y € @)} U JHS@), S} s 22" € B}

ero

Fiir alle x € Vj gibt es keine y,y’ € S(z) mit yy' € E(F).
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Wir miissen zeigen, dass es einen Homomorphismus G — F' gibt, d.h. fiir alle z, 2’ ist
S(x)NS(a’) # 0 und fiir x # 2’ ist 2’ ¢ E. Auferdem fehlt noch ein Nachweis, dass F
wirklich dreieckfrei ist.

Ist x2’ ¢ E, soist [N (x) NN (z')| > 3en. Es gibt also ein v € Vy mit v € N(x) NN (a2').
Folglich ist S(z) N S(x") # 0.

Ist x2* € E und z,2* € Vp, so gilt S(x) N S(2*) = 0. Zusammen mit den fritheren
Bemerkungen ist dies ein Widerspruch, denn S(x) und S(z*) sind unabhingig in F. [
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