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1 Einfiihrende Beispiele

1.1 Beispiel (Erneuerungs— und Ersatzprobleme)

a) Ein bestimmter Geriiteteil, der von Zeit zu Zeit ausfillt, sei fiir die Systemfunktion derart wichtig,
daf} er sofort durch ein identisches Exemplar ersetzt werde.

Interessierende Kenngroflen sind dann z. B. die Verteilung der Anzahl der Erneuerungen in einem
gewissen Zeitraum oder die Verteilung der Zeit, fiir die eine vorgegebene Zahl von Geréteteilen
ausreicht, um das System arbeiten zu lassen.

b) Dabei wird fast ausnahmslos davon ausgegangen, daf§ die Funktionszeitverteilungen der Geriite-
teile nicht nur identisch, sondern auch unabhéngig sind, d. h. nach jeder ,,Erneuerung“ beginnt
der Teil, der untersucht wird, sich stochastisch identisch zu seinen Vorgéingern und Nachfolgern zu
entwickeln. Durch diese Annahme und die daraus entstehenden Folgerungen werden die Ergebnis-
se einer ,Erneuerungstheorie direkte Grundlage einer Theorie rekurrenter Ereignisse sein: dabei
handelt es sich um Ereignisse im Ablauf eines komplexen Systems, nach denen die stochastische
Entwicklung des Systems sich unabhéngig von der Vorgeschichte fortsetzt bis zum néchsten Eintritt
desselben Ereignisses etc. Die Zwischenzeiten zwischen dem Eintreten des ,rekurrenten Ereignisses*
sind dann gerade das Analogon zu den Funktionszeiten der obigen Geriteteile.

¢) Die Einfithrung von Kosten fiir Ausfallzeiten, die mogliche Inspektion arbeitender Gerite, mogliche
vorzeitige Erneuerung lange arbeitender Geréteteile fithren zu komplizierten, aber praktikablen
Ergebnissen fiir optimale Inspektions— und Ersatzstrategien. O

1.2 Beispiel (Lagerhaltung)

a) In einem Lager werde ein Vorrat eines einzigen Gutes (in Stiicken) gelagert. Jeden Tag treffe eine
nichtnegative zufillige Bestellung ein. Diese wird soweit moglich erfiillt, und danach besteht die
Mboglichkeit, eine Entscheidung fiir eine Lageraufstockung bis zum néchsten Tag zu treffen (Bestel-
lung).

An Kosten entstehen z. B.: Lagerkosten, Fehlmengenkosten, Bestellkosten; die Einnahmen erhélt
man durch den Verkauf der gelagerten Giiter.

Wie soll man Bestellentscheidungen treffen?

b) Verallgemeinerungen: mehrere Giiter, Zwischenlager, Fehlmengen werden fiir die nichste Ausliefe-
rung vorgemerkt. O

1.3 Beispiel (Warteschlangen, Bedienungssysteme)

a) An einer Reparaturstation kommen defekte Stiicke einzeln in zufiilligen Abstéinden an und reihen
sich entsprechend ihrer Ankunftsfolge in eine Warteschlange ein, die maximal N Plétze bereitstellt.
Das Stiick an der Spitze der Schlange wird repariert, die Reparaturzeit sei zufillig mit gleicher
Verteilung fiir alle Stiicke. Eintreffende Stiicke, die alle Warteplétze besetzt vorfinden, gehen verloren
(werden abgewiesen).

Von Interesse sind die stochastische Entwicklung der Schlangenlénge tiber die Zeit, der Durch-
satz durch das System (System-orientierte Leistungsmafle) bzw. Verweilzeit im System (Kunden—
orientierte Leistungsmafe).

b) Verallgemeinerungen sind: unterschiedliche Kundentypen mit unterschiedlichen Bedienungszeiten,
Gruppenankiinfte, mehrere Bedienungsgerite, andere Bedienungsdisziplinen, unendliche Warte-
raume.

¢) Flexible Manufaktur-Systeme (FMS)

Eine Fabrik bestehe aus Teileinheiten, die einzelne Fertigungsabschnitte fiir gewisse Auftrige iiber-
nehmen. Ein eintreffender Auftrag hat mit gewissen Wahrscheinlichkeiten eine Reihe dieser Tei-
leinheiten zu durchlaufen, wobei die Ablaufsteuerung sowohl zentral als auch dezentral moglich
ist.

Stochastische Methoden des Operations Research H. Daduna



1 Einfiihrende Beispiele 3

Werden die Teileinheiten durch Bedienungssysteme nach a) oder b) modelliert, hat man als Ge-
samtmodell fiir die Fabrik ein Netzwerk an Warteschlangen.

d) Rechnernetze werden analog modelliert, wobei hiufig speziell fiir die Bediirfnisse der Informatik
entwickelte Modelle (Bedienungsdisziplinen) fiir die Netzknoten eingesetzt werden. ]

Die angefiihrten Beispiele aus den Bereichen Wirtschaft und Technik sind typische Systeme, bei de-
ren Untersuchung (Modellierung, Analyse, Planung) stochastische Methoden eingesetzt werden miissen.
Alle diese Systeme sind zufallsbeeinflufit, und erfahrungsgeméifl sind diese Zufallseinfliisse von nicht ver-
nachléssigbarer Bedeutung fiir die zeitliche Entwicklung. Ein allgemeines mathematisches Modell fiir
zeitlich ablaufende zufallsbeeinflufite Systeme ist ein stochastischer Prozefl. Die Theorie stochastischer
Prozesse und ihre Anwendung auf Probleme des Operations Research sind das Thema dieser Vorlesung.

Ausgeschlossen bleibt dabei die ,,Statistik stochastischer Prozesse“, d. h. Test— und Schétztheorie in
diesen Modellen. Ebenfalls nicht geliefert wird eine allgemeinste mathematische Theorie; vielmehr sollen
wichtige Teilklassen stochastischer Prozesse vorgestellt werden, deren Anwendungen meist offensichtlich
sind.

Innerhalb des Operations Research haben sich unter der Bezeichnung , Angewandte stochastische Pro-
zesse® einige Teilklassen von Problemen zu eigenen Forschungsgebieten entwickelt:

e Ersatz— und Erneuerungstheorie,

e Netzplantheorie,

e Lagerhaltung,

e Bedienungstheorie (Warteschlangen),

e Zuverlassigkeitstheorie,

e Stochastische dynamische Optimierung.

Fast alle Klassen stochastischer Prozesse finden in einer oder der anderen dieser Problemkathegorien
Anwendungen. Einige wichtige Klassen:

e Erneuerungstheorie und regenerative Prozesse,

Markov—Prozesse,

Zeitreihen,

Punktprozesse,

Martingale,
e Stationére Prozesse.

Als weitere wichtige Problemkreise sind zu nennen:
e Simulation stochastischer Prozesse,
e Statistik stochastischer Prozesse.

Anmerkung : Dieser Text, verwendet als Arbeitsunterlage zu einer Vorlesung ” Stochastische Methoden
des Operations Research” am Fachbereich Mathematik der Universitdt Hamburg, enthélt im wesentlichen
klassischen Stoff aus der Theorie stochastischer Prozesse. Wie im Verlauf des Textes zu erkennen, habe
ich mich auf einige, wie ich finde, auch sehr zum Weiterstudium zu empfehlende Werke gestiitzt: Es sind
dies die Biicher von Asmussen [Asm87], Chung [Chu67], Cinlar [Cin75], Feller [Fel68] und [Fel71] und
Hinderer [Hin72].
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2

Grundbegriffe fiir stochastische Prozesse

2.1 Definition
Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (E,S) ein Mefiraum, T # () eine Menge. Ein stochastischer

Prozef mit Indexmenge T' und Zustandsraum (E, S) ist eine Familie X = (X : t € T') von Zufallsvariablen
(A-S—mefBbaren Abbildungen)

X:: (Q,A4,P)— (E,S), w i Xip(w).

2.2 Anmerkung

a)

)

Meist wird T als Zeitparameter interpretiert, insbesondere in klassischen Anwendungen. Man un-
terscheidet

diskrete Zeit, z. B.: IN = {0,1,2,...}, Z oder Teilmengen davon;

stetige Zeit, z. B.: Ry = [0,00), IR oder Teilmengen davon.

Zustandsrdume représentieren die moglichen Ereignisse und Stichprobenrdume. Man unterscheidet
diskrete Réume, z. B.: (IN",P(IN")), ({O, 1,...,n},P({0,1,... ,n})) (In diesem Fall werden wir
die Potenzmengen—c—Algebren nicht mitschreiben.)

stetige Réume, z. B.: (R",B"), ({o, Y o ({{0,1}" x {0} x {0,1}N : 1 € JN}))

Andere Schreibweisen: X = (X(¢) : t € T), X;(w) = X (¢)(w) = X (t,w). O

2.3 Anmerkung

a)

Der unterliegende Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) eines stochastischen Prozesses X = (X, :
t € T) wird als die steuernde oder verursachende Wirklichkeit (oder Gesamtsystem) angesehen, aus
der durch die Familie der Abbildungen (X; : t € T) interessierende Systemdetails (MeBergebnisse,
Beobachtungen) ausgesondert oder abgeleitet werden.

Tritt w € Q ein, so ist damit eine Folge (X;(w) : T € T) als durch w bestimmter Pfad (Realisierung,

Trajektorie) eingetreten (zu beobachten). Fiir festes w € € ist also genau eine Abbildung
X(w)=X(e,w): T — E € E"

bestimmt.

Ist T endlich, so hat man die stochastische Entwicklung des Prozesses X = (X; : t € T) iiber die
gemeinsame Verteilung des Vektors (X; : ¢ € T) vollstindig ohne Probleme im Griff, d. h. mit
Messungen zu endlich vielen Zeiten kann man z. B. die auftretenden Verteilungen schétzen.

Ist T nicht endlich (insbesondere nicht abzihlbar), so ist es im allgemeinen ebenfalls nur méglich, den
Prozefl zu endlich vielen Zeiten innerhalb eines Experiments zu beobachten, d. h. man kann allenfalls
gemeinsame Verteilungen der Art £(X;,,...,Xy,), t1, ..., tn € T, beobachten und schitzen. Es
ergibt sich also ganz pragmatisch das folgende Problem:

Sei T # () eine Indexmenge und
H(T)={(t1,...,tn) i t; €T, t; #t; fiiri#j, i,j=1,...,n, n€ Ny}
die Menge der endlichen Folgen aus T' ohne Wiederholung und
P=A{Pits.t,: (t1,....tn) € H(T)}

eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf den jeweiligen Produktmefirdumen (F, S)™. Existiert
dann ein stochastischer Prozel X = (X; : t € T) auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) mit Zustandsraum (FE,S) und endlichdimensionalen Randverteilungen

‘C(th?th s ’th) = Ptl;t2w~~ tn?

sbn *

Die Antwort:
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i) Im allgemeinen ist die Existenz nicht gesichert.

ii) Fiir die bei fast allen Anwendungen auftretenden Probleme sichert ein Satz von Kolmogorov
die Existenz eines stochastischen Prozesses zu gegebenen Familien endlichdimensionaler Rand-
verteilungen. Leicht einzusehen ist, dal P die folgenden Konsistenzbedingungen erfiillen muf3
(siehe [GS80], S. 41 ff):

1) Sei 7 eine Permutation der Zahlen (1,2,...,n) und
fa i E" = E" (x1,...,20) — (Trys-- s Tr,)

die durch 7 bestimmte Koordinatenpermutation auf E™. Dann gilt fir C € S™ und
(tl,...,tn) € 7{(1»2

2) Fir alle A € 8™ und (t1,. .-, tn,tut1s- -y tnem) € H(T), n,m > 1, ist

Py, (A) =Py, Ax E™).

st 1ot

Ist aulerdem
3) (E,S) = (E,0(0)), wobei (E,O) ein polnischer topologischer Raum ist,
so ist die Existenz eines stochastischen Prozesses mit endlichdimensionalen Randverteilungen
P gesichert.
e) Die folgenden Aussagen sind #quivalent:

i) (F, ) ist polnischer topologischer Raum.

ii) Es gibt eine die Topologie O definierende Metrik, die vollsténdig ist und O besitzt eine abzihl-
bare Basis.

iii) (E,O) ist vollstéandiger separabler metrischer Raum.

Beispiele: IR"; C"; kompakte Rdume mit abzihlbarer Basis, also insbesondere diskrete (abzéhlbare)
Réume.

f) Auf die topologischen Voraussetzungen an den Zustandsraum kann verzichtet werden, falls die
Parametermenge abzihlbar ist und eine Folge von Ubergangswahrscheinlichkeiten (bedingte Ver-
teilungen) gegeben ist (zur Definition siehe [BN84], S. 193, 209). Diese Verallgemeinerung des Kon-
struktionsprinzips fiir die Modellierung gekoppelter Experimente liefert der Satz von Ionescu Tulcea
(siehe [Hin72], S. 134):

Satz (Ionescu Tulcea)

Seien (En,Sy), n € Ny, Mefrdume und (E,S) = < X E,, ®Sn> ; sei QY ein Wahrscheinlichkeits-
n=1 n=1

n n
maf auf (Ey,S1) und Qp, ; eine Ubergangswahrscheinlichkeit (Markov—Kern) von (X E;, ®Sl)

=1 i=1
nach (E,41,8n41), n=1,2, ...

Dann gilt: Es gibt genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl @ auf (E,S) mit

Q%(xl;dzz).--/ Qr N(x1,. .. wp_1;dy,)

An

Q(gz Ai) = Q[f(dl"l)
i=1 Ay

Az

fiir alle Mengen X A; € S mit A; € S;, i € Ny, A; = F; fiir alle i > n.

i=1

Q= ® Q™! heit das durch die Folge (Q™" i =1,2,...) bestimmte WahrscheinlichkeitsmaB. O

i=1
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3 Markov—Ketten

Die in Anwendungen wohl am h&ufigsten verwendeten Modelle fiir zeitlich sich entwickelnde zufallsbe-
einfluite Systeme sind Markovsche Prozesse. Wir werden uns mit einer — auch schon von A. A. Markov
(1856-1922) in einer Serie von Arbeiten behandelten — Klasse spezieller Markov—Prozesse befassen:

3.1 Definition
Ein stochastischer Proze X = (X, : n € IN) auf (Q, F, P) mit héchstens abzéhlbarem Zustandsraum E
heilt Markov—Kette (mit diskretem Parameter), falls gilt (Markov—Eigenschaft):

Fir0<t; <to <---<tp, t; EIN,n>2 undiy, io, ..., i, € F ist
P(th = 7’” ‘ th,1 = in_l’th—2 = Z.n_2’ e 7‘)(tl = 7/1) = P(th = Zn | th,1 = Zn_l)’ (M)
sofern die bedingte Wahrscheinlichkeit auf der linken Seite erklért ist, d. h. sofern gilt, dafi

P(Xy, , =in_1,..., Xy, =i1) > 0.

3.2 Anmerkung

a) Wenn im folgenden nicht anderes gesagt wird, ist unter X = (X,, : n € IN) stets ein stochasti-
scher Proze auf (2, F, P) mit hochstens abzéhlbarem Zustandsraum E zu verstehen. Die auf F
verwendete o—Algebra ist dann die Potenzmengen—o—Algebra P(E).

b) Haufigist E=IN, E=INU{o0}, F =72 U {—00,00}, ...

¢) Analog zu Definition 3.1 ist eine Markov—Kette mit diskretem Zeitparameter ZZ zu definieren. O

3.3 Lemma
Ein stochastischer Proze X = (X,, : n € IN) ist genau dann eine Markov—Kette, wenn eine der drei
folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(1) Firn>2undi, ..., i, € E ist
P(Xn =ip | Xno1= Z.n—17~--a)(1 = il) = P(Xn =ip | Xno1= Z.n—l)a

sofern die linke Seite erklért ist.

(2) Fiir 0 <t; <ty < -+ <ty <tpp1 < -+ <tlpgm,n>2,m>0,t € N,und iy, € E, k =1,
..., N+ mist

P(ther = in-‘rma cee aXt = Z'n | th,,l - in—h o ath - Zl)

= P<th+7n = i’ﬂ+ﬂ"m DR Xt = Zn | th71 = in71>7

n

n

sofern die linke Seite erklart ist.

(3) Seio(X, :t >t,) die von den Zufallsvariablen {X; : t > t,,} erzeugte Unter-o—Algebra von F. Fiir
0<t;<ta< - <tp, t;, EN,n>2,41,...,0, €EE,und M € o(X; : t > t,) ist

P(M | th :7;”7...,th :Zl) :P(M | th :’Ln),
sofern die linke Seite erklért ist.

Beweis:
a) (M) = (2): Durch Induktion iiber m.
Im Falle m = 0 ist (2) die Markov—-Eigenschaft selbst.

Stochastische Methoden des Operations Research H. Daduna
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Fiir m > 0 sei die Behauptung richtig. Mit geeigneten ¢;, ¢; sei der folgende Ausdruck erklért und
es gelte P(X;, =4,,1 <v<m+n)>0:
PX;y, =ip,n<v<n4+m+1|X;, =i,1<v<n-1)
=P(X¢, i1 = ngmer | Xy, =iy, 1 <v<n+m)
-P(Xi, =iy,n<v<n+m|X;y =i,,1<v<n-—1)
=P(Xt, iy = Intmt1 | Xty = Ingm)
P(Xy, =iy, n<v<n+m|Xy , =in_1)
=P(Xt, i1 = tnemer | Xy, =dp,n—1<v<n+m)
PXp =tp,n<v<n+m|Xs _, =in_1)
=P(Xt, i1 = fnametty - Xp, =00 | Xo,) = in-1)

Ist P(X;, =4,,1 <v<n+m)=0und P(X;, =4,,v=1,...,n—1) > 0, so ist der Ausgangsterm
auch 0 (nach Definition). Es folgt aber auch:

0

PXy, =ip,n<v<n+m|Xsy, =4, <v<n-1)
=PX;, =i, n<v<n+m| Xy |, =in_1)

>P(Xy, =ip,n<v<n+m+1|Xs,_ , =in_1)

> 0.

b) (2) = (3): Das Mengensystem
{Xpqt, =t iv=1,...,m) : 0 <ty < <tm;t; € Niiq,... ip € E}

ist ein N-stabiles Erzeugendensystem von F(X; : ¢ > t,,). Auf diesem stimmen nach (2) die Vertei-
lungen
P(. | th = Z'n) und P(. ‘ th = in, N Zl)

iiberein. Da beide Mafle auf dem Erzeuger endlich sind, stimmen sie insgesamt iiberein.
¢) (3) = (1) ist Klar.
d) (1) = (M): Wir betrachten zunichst ein Beispiel. Es sei erklért

P(X4 =14 | X3 =13, X1 =11)
_ Z P(Xy =14, X3 =3, Xo =2, X1 = i1) P(X3 =13, Xo =is, X1 =11)
i

P(X3 =13, X0 =19, X1 =11) . P(X3 =i3,X1 =11)

P(X5 = ig,XQ = iQ,Xl = il)
P(X3 =13, X1 =11)

1 . .
UP(Xy =iy | Xs=is)- >

12

= P(Xy =is| X3 = i3)

(wobei nur iiber solche Zustéinde i5 summiert wird, fiir die der Nenner des ersten Faktors positiv ist;
mindestens ein solches iy existiert, denn sonst wiire der Ausgangsterm nicht erklirt). Mit hinreichend
groflem Notations— und Indexaufwand ist der allgemeine Fall genauso zu zeigen. u

Die in (M) und den Charakterisierungen (1), (2), (3) aus Lemma 3.3 auftretenden Gréflen sind ,,elementare
bedingte Wahrscheinlichkeiten® im Sinne von [BN84], S. 95, da wir stets gefordert haben, daf ,die linke
Seite erklart ist“. Falls der Zustandsraum einer ,, Markov—Kette“ nicht abzéhlbar ist, kann diese Forderung
im allgemeinen nicht erfiillt werden (Beispiel: E = IR, mit stetigen Verteilungen). Die Verallgemeinerung,
die sich aus dem Markovschen Konzept (M) bis heute etabliert hat, wird — auch mit Beriicksichtigung
stetiger Zeit — formuliert als
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3.4 Definition
FEin stochastischer Prozef X = (X;:t € T) mit T C R, X; : (Q,F,P) — (E,S), t € T, heiit Markov—
Prozef3, falls gilt:

Fiirallet; <ts < ---<t, mitt; €T,i=1,...,n,n €N ist

PXenl(Xey 10 Xey) = pXenlXen 1 p_fact sicher.

Die hier auftauchenden Gréfien sind ,,bedingte Verteilungen, welche Spezialfille sogenannter ,, bedingter
Erwartungen® sind ([Bau74], Kap. X). Fiir den in Anwendungen héufig zu findenden Fall, da§ (E,S) ein
polnischer Raum mit Borelscher o—Algebra ist, sind die bedingten Verteilungen als Ubergangswahrschein-
lichkeiten oder Markov—Kerne ([BN84], S. 209, Satz 5.4.11) interpretierbar. Die dabei und im allgemeinen
Fall auftauchenden Schwierigkeiten lassen sich technisch am besten mit dem Kalkiil der bedingten Er-
wartungswerte behandeln. Eine kurze Einfithrung gibt das Einfiihrungskapitel von [Chu82].

Sowohl Definition 3.4 als auch (M) in Definition 3.1 formalisieren das Konzept eines stochastischen Prozes-
ses als Modell fiir ein zeitlich sich entwickelndes, zufallsbeeinflufites System, dessen zukiinftige stochasti-
sche Entwicklung nur vom gegenwirtigen Zustand abhéngt. Genauer: Die Ubergangswahrscheinlichkeiten
sind von der weiteren Vergangenheit unabhéngig, wenn die Gegenwart bekannt ist; oder noch eingéngiger:
Die Zukunft héngt von der Vergangenheit nur {iber die Gegenwart ab.

Ein analoges Prinzip liegt vielen Theorien in anderen Wissenschaften und technischen oder wirtschaftli-
chen Anwendungen zugrunde. Prototyp und Denkschema fiir andere Wissenschaften war die klassische
Mechanik, deren hier interessierende Grundannahme wie folgt zu skizzieren ist:

Fiir jedes mechanische System gibt es ein Regelwerk aus physikalischen Gesetzen, dargestellt in den
»Bewegungsgleichungen“ des Systems (einem Differentialgleichungssystem). Aus den (hinreichend) voll-
stindigen Daten iiber den Augenblickszustand des Systems kann mittels der Bewegungsgleichungen jeder
zukiinftige Zustand des Systems berechnet werden — und ganz symmetrisch dazu auch jeder vergangene
Zustand des Systems rekonstruiert werden. (Die Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik sind
invariant unter Zeitumkehr.)

Seine ganz explizite Ausformung findet dieses Prinzip im ,,Zustandskonzept“ der Systemtheorie der Inge-
nieurwissenschaften: Der interne Zustand“ eines Systems enthélt sdmtliche Information, die notwendig
ist, um aus einer erfolgten Eingabe und internem Zustand den Folgezustand zu errechnen. Derartige
Systeme sind auch die (deterministischen) Automaten der Informatik, die Bewegungsgleichungen werden
dort als Zustandsiiberfiihrungsfunktion bezeichnet ([Unb90], [EKKKT74]).

Die Bewegungsgleichung der Mechanik und die Zustandsiiberfiihrungsfunktionen der Automatentheorie
beschreiben deterministische Entwicklungsregeln; deren numerische Komplexitéit galt im wesentlichen als
einziger Grund dafiir, dafl Vorhersagen und Rekonstruktion nur unzuverldssig moglich waren. Eine Intel-
ligenz mit unendlichen Rechen— und Speicherkapazitéiten (der sogenannte ,Laplacesche Démon*) wiire
nach Auffassung der meisten Physiker des 19. Jahrhunderts in der Lage, die Entwicklung jedes physi-
kalischen Systems exakt vorherzusagen. Da die Physik, in ihrer damals fast vollkommenen Auspragung
als Erkldrung der Welt durch zugrundeliegende mechanische Prinzipien und Gesetze, Leitwissenschaft
war, findet sich auch in anderen Wissenschaften, selbst den Sozial- und Wirtschaftswissenschaften, der
Versuch, die beobachteten Phéanomene durch ,,mechanische Gesetze* zu erkléren. Die heutige Systemtheo-
rie (deterministischer Systeme) zeugt noch davon, denn diese wird noch regelhaft dort als Denkprinzip
verwendet.

Allerdings: Nach den heute zumeist akzeptierten grundlegenden Gesetzen der Physik sind zum einen
Meflungenauigkeiten bei der vollstéindigen Beschreibung des aktuellen Zustands eines Systems prinzipiell
nicht zu vermeiden und zum anderen sind fiir grundlegende Systeme nur stochastische Bewegungsglei-
chungen formulierbar.

Ein Grund fiir den unbestreitbaren Erfolg des skizzierten Zustandskonzeptes der Mechanik ist die Méglich-
keit, in den Modellen dieser Theorie effektive Rechenverfahren herleiten zu kénnen; Theorie und Numerik
von Differentialgleichungssystemen sind die Ergebnisse diesbeziiglicher Forschung und Praxis.

Denselben Grund kénnen wir anfithren fiir den Erfolg Markovscher Modelle und deren Beliebtheit bei
den Anwendern. Insbesondere fiir Markovsche Ketten werden wir die konkreten Auswertungsprobleme zur
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Vorhersage stochastischer Entwicklungen auf bekannte Kalkiile der Numerik zuriickfithren kénnen. Zen-
trales Hilfsmittel wird der Matrizenkalkiil sein. Dessen relative Simplizitit macht die Markov—Ketten zu
einem Standardhilfsmittel bei der Modellierung naturwissenschaftlicher, technischer und sozialer Phéno-
mene.

Vor dem Hintergrund dieser aktuellen Zustandsbeschreibung erscheint es geradezu merkwiirdig, dafl die
Untersuchung derartiger Prozesse aus ganz anderen Anléssen heraus begonnen wurde.

A. A. Markovs Arbeiten der Jahre 19061912 etwa beschiiftigen sich mit der Verallgemeinerung des
Gesetzes der grofien Zahlen und des zentralen Grenzwertsatzes auf Folgen abhéingiger Variabler. Zur
gleichen Zeit etwa wurden ,,Markovsche Ketten“ von E. H. Bruns (1848-1919) untersucht. Niheres findet
sich bei Maistrov ([Mai74], S. 216 ff.) und Schneider ([Sch88]). Markov—Ketten wurden also eingefiihrt
und behandelt als naheliegende Verallgemeinerung unabhingiger Folgen von Zufallsvariablen. (Letztere
sind nach (M) auch die einfachsten Markov—Ketten.)

Neben diesen rein theoretischen Arbeiten hat Markov selbst angeblich nur ein einziges praktisches Bei-
spiel fiir das Auftreten von Phdnomenen gegeben, die durch Markov—Ketten beschrieben werden kénnen:
In A. A. Markovs ,, Versuche einer statistischen Untersuchung iber den Text des Romans ,Eugen One-
gin‘ zur Beleuchtung des Zusammenhangs der Kettenversuche* (russisch, [Marl3]), wurde die Folge der
Buchstaben in Puschkins Roman als Folge von Zufallsvariablen angesehen, welche die Werte {Vokal,
Konsonant} annehmen konnten. Es sei darauf hingewiesen, dafl seit Ende der siebziger Jahre bei der
Entwicklung von automatischen Spracherkennungssystemen Markovsche Modelle erneut, wenn auch mit
komplexerer Struktur, eingesetzt werden. Einen Uberblick geben Juang/Rabiner ([JR91]).

Unabhéngig von dieser Entwicklung waren Markovsche Prozesse in der heutigen Formulierung gemaf
Definition 3.4 schon kurze Zeit vorher verwendet worden zur Untersuchung und theoretischen Analyse
realer Phénomene; A. Einstein ([Ein05]) fithrte die Markov—Eigenschaft der untersuchten stochastischen
Prozesse aus der Annahme unterliegender mechanistischer Prinzipien heraus ein. Nicht so eindeutig sind
die Modellierungsgriinde bei L. Bachelier ([Bac00]), wo Markovsche Prozesse bei der mathematischen
Beschreibung von Kursschwankungen an der Borse verwendet werden. Beide Arbeiten entwickelten heu-
ristische Prozesse, die heute als Brownsche Bewegung oder Wiener Prozefl bezeichnet werden und Stan-
dardmodelle sind fiir stochastisch beeinflufite Diffusionsvorgéinge. Diese technisch—naturwissenschaftlichen
Modelle sind in den achtziger Jahren erneut von den Wirtschaftswissenschaftlern aufgegriffen worden, um,
in Anlehnung an die Ideen Bacheliers, in der Finanzmathematik rationale Entscheidungsfindung, z. B. in
der Anlagepolitik, zu unterstiitzen.

Weitere Anwendungsgebiete Markovscher Ketten und Prozesse sind Chemie und Biologie, in letzterem
z. B. Geburts— und Todesprozesse, Vererbungsprozesse', Populationsprozesse; ebenso Soziologie, Psycho-
logie (Lernmodelle), etc.

Ein Beispiel dafiir, wie weitgehend Markovsche Beschreibungen realer Phéinomene heute unterschiedliche
Wissenschaften durchdringen, findet sich in [Hak78]. Fiir WirtschaftswissenschaftlerInnen ist in diesem
Zusammenhang interessant, dafl die Synergetik inzwischen auch in ihrer Wissenschaft als Methode und
Denkschema Eingang gefunden hat.

Eine letzte Paralle zwischen klassischer Mechanik und Markov-Prozessen erhalten wir aus der Beob-
achtung, daf} die Anwendung mechanischer Modelle auch dort quantitative Ergebnisse, die in der Praxis
verwertbar sind, liefert, wo eigentlich Methoden der neueren Physik angewendet werden miiften. Dement-
sprechend verwendet man Markovsche Modelle hiufig auch dort als Modellapproximation, wo eigentlich
feinere Methoden ndherliegend wéren. Hintergedanke des Vorgehens ist: Besser irgendwelche, wenn auch
kritisch zu wertende quantitative Ergebnisse zu finden, als ganz auf Ergebnisse zu verzichten! — Selbst-
verstidndlich ist bei der Interpretation derartig gewonnener Groflen Vorsicht angebracht und eine enge
Zusammenarbeit mit Fachleuten des entsprechenden Anwendungsgebietes notwendig. Dennoch zeigt die
Erfahrung: Die Markovsche Theorie liefert fiir viele Anwendungen hinreichend genaue, approximative
Modelle auch fiir nicht—-Markovsche Prozesse.

In der Praxis wird héufig noch weiter gegangen: Es gibt Techniken, mit denen nicht—Markovsche Pro-
zesse ,,Markovisiert“ werden konnen, um dann den gut ausgebauten Rechenkalkiil der Markov—Theorie

IEine sehr frithe diesbeziigliche Arbeit stammt von S. N. Bernstein, siehe [Ber23].
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einsetzen zu kénnen. Die Grundidee des ,,Markovisierens* ist dabei vergleichbar dem Prinzip des ,,internen
Zustands® der Systemtheorie: Nehme alle notwendige Kenntnis der Vergangenheit in den augenblicklichen
Zustand auf — und zwar so weit, dafl Du die stochastische Zukunft quantifizieren kannst.

3.5 Definition
Sei X = (X, : n € IN) eine Markov—Kette.

a) Ist dann die bedingte Wahrscheinlichkeit

p™(n;0,5) == P(Xppym =j | Xn=i)  fiiri,je E,m>1,n >0,

definiert, so wird sie als ,,m~Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit von i nach j zur Zeit n“ bezeich-
net.

b) Ist fiir alle m, i, j

P (i, §) = pt™ (0, )
von n unabhingig, so heit X homogene Markov-Kette oder Markov-Kette mit stationiren Uber-
gangswahrscheinlichkeiten.

3.6 Anmerkung

a)

b)

Wenn im folgenden nicht anderes gesagt wird, ist mit ,Markov—Kette X stets eine homggene
Markov—Kette auf (2, F, P) mit hochstens abz&hlbarem Zustandsraum E und stationdren Uber-
gangswahrscheinlichkeiten p(™) (4, ), m > 1, i, j € E, bezeichnet.

Mit
p™ = (p™(i,§) 1i,j € E) = (P(Xm =3 | Xo=1):i,j € E), fiir m > 1,

bezeichnen wir die Matrix der m-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten und schreiben kurz
pig) =V, 0) = Py =j | Xo=1i),  p:=(p(i.j) :i.j € E).
p heiBt Ubergangsmatrix von X. Den Vektor
po=(P(Xo=1):i€E)
bezeichnen wir als Anfangs— oder Startverteilung von X und
pn=(P(X,=1i):i€E) firnelN

heifit absolute Wahrscheinlichkeit oder Zustandsverteilung von X zur Zeit n. Mit der angegebenen
Bedeutung schreiben wir auch — sofern X vorgegeben ist — kurz:

pn = (pu(i) i € E) fiir n € IN.
Wir setzen p(©) fest durch
p (i, ) =0d;; firi,jeE,

so daB p(® die Einheitsmatrix (mit jeweils passender Dimension) ist.
Die p,, sind stochastische Vektoren, da

Y pa(i)=1 und  pu(i)>0 firicE

i€E
gilt. Die Ubergangsmatrizen sind stochastische Matrizen, da die Zeilen stochastische Vektoren sind,
d. h. die Matrixelemente sind nichtnegativ und die Zeilensummen sind 1.

Wir identifizieren regelhaft Zahldichten und Wahrscheinlichkeitsmafle und verwenden fiir beide die
gleichen Symbole. O
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3.7 Satz

a)

b)

Sei X eine homogene Markov—Kette mit Startverteilung
po=(P(Xo=1):i€E)
und Ein-Schritt-Ubergangsmatrix
p=(P(X1=i|Xo=j)=p(ji):ij€E).

Dann sind sdmtliche endlich-dimensionalen Randverteilungen von X schon durch py und p be-
stimmt. Die endlich-dimensionalen Randverteilungen bestimmen die Verteilungen von X vollstidn-
dig.

Sei qg = (q(z) i1 € E) ein stochastischer Vektor und q = (q(i,j) D i,j € E) eine stochastische
Matrix. Dann existiert eine homogene Markov-Kette Y mit Startverteilung qo und Ubergangsmatrix
q auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (Q,]—" , P).

Beweis:

a)

Als abzahlbarer Raum mit der diskreten Topologie ist E vollstdndiger, separabler metrischer Raum.
Der Existenzsatz von Kolmogorov (Anmerkung 2.3 d)) sagt damit, dafl zur Bestimmung der Ver-
teilungen von X die endlich-dimensionalen Randverteilungen geniigen. Da die P(Xtn»Xt) diskret
sind, geniigt die Kenntnis ihrer Zihldichten. Weiter kann man sich auf die Untersuchung der fol-
genden Ausdriicke beschrianken (n > 1, 41, ..., i, € E):

P(Xn = inaXn—l = i’n,—lv ce. 7X0 = 7’0)

=P(Xo =io) [[P(Xe =i | Xo =is:s=0,...,t — 1)

= P(Xo =io) [[ P(Xs =i | Xe1 =it 1)

~
I
—

n

= po(io) Hp(it—l, it),

t=1
denn derartige Wahrscheinlichkeiten liefern tiber geeignete Summation sdmtliche endlich—-dimensio-
nalen Randverteilungen.

Konstruiere aus gp und ¢ eine konsistente Familie von endlich—dimensionalen Wahrscheinlichkeiten
wie in a). Der Satz von Kolmogorov liefert die Behauptung.

Dabei ergibt sich Q = EN als Raum aller E-wertigen Folgen, und YV = (Y, : n € IN) ist die Folge
der Projektionen

w=(wp,w1,...) €N = Y, @) =w, (nelN)

(siehe [Chu67], S. 7, oder [Fre83], S. 3). ]

Der Satz 3.7 zeigt, dafi die (homogenen) Markov—Ketten nach den zugehérigen Ubergangsmatrizen klas-
sifiziert werden konnen. Aus jeder dieser Klassen wird dann durch Angabe eines Startvektors eine kon-
krete Markov—Kette herausgegriffen. Es wird sich im folgenden zeigen, dafl wesentliche Eigenschaften von
Markov-Ketten nur von der Struktur der Ubergangsmatrizen abhingen.

Der Matrizenkalkiil wird damit eine fiir uns wesentliche Rolle spielen. Wie dies moglich ist, zeigen die
beiden folgenden Aussagen, bei denen wir die Bezeichnungen geméf 3.5 und 3.6 voraussetzen.
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3.8 Satz
Die Familie (p(m) tm € lN) der m—Schritt-Ubergangsmatrizen gentigt den (Chapman—Kolmogorov—)
Gleichungen

pmtn) = p(m) . pn) m, n € IN.

Beweis: Da X stationire Ubergangswahrscheinlichkeit hat, gilt fiir i, j € E:

P (6, §) = P(Xpngn = j | Xo = )

=" P(Xpnin =i, Xm =k | Xo =)
kerE

=Y P(Xpnin =5 | Xon =k, Xo = ))P(Xp = k | Xo =)
keE

=Y P(Xpin =J | Xon = k)P(Xpm =k | Xo =1)
keE

=Y P(Xp=j|Xo=k)P(Xpn=k|Xo=1i)
keE

= Z ™ (i, k)p™ (k, ). ]
keE

3.9 Korollar
a) Fiir die m-~Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten gilt:

pm =pm, m € IN.
b) Die absoluten Wahrscheinlichkeiten werden berechnet tiber
Pm=po-p",  m=0.

Beweis: Induktion mittels Satz 3.8. |

3.10 Beispiel (Restlebensdauerprozef3 bei Erneuerungs— und Ersatzproblemen)

Die Lebensdauer (Arbeitszeit) einer Systemkomponente sei verteilt nach einer auf IN; konzentrierten
Verteilung mit Zahldichte f = (f : k € IN,). Féllt die Komponente aus, so wird sie durch eine identische
Komponente ersetzt.

Wegen der Annahme zufallsbeeinflufiter Lebensdauern wird in diesem Zusammenhang ,identisch“ inter-
pretiert als: physikalisch nicht unterscheidbar in bezug auf das vorliegende Problem und mit identisch
verteilten Lebensdauern.

Zusétzlich wird in der Regel angenommen, daf die Lebensdauern der sukzessiv eingesetzten Komponenten
unabhéngig voneinander sind — im Modell als stochastische Unabhéngigkeit wiedergegeben.

Da hiufig die bei Beobachtungsbeginn zur Zeit 0 eingebaute Komponente schon eine Weile arbeitet, hat
sie zur Zeit 0 nicht mehr die Lebensdauer—Z#hldichte f; wir nehmen an, dafl die Restlebensdauer der zur
Zeit 0 arbeitenden Komponente eine Zihldichte g = (g : ¥ € IN;) hat und dafl diese unabhiingig von
den anderen Komponenten arbeitet.

Wir beschrinken uns auf den in der Praxis hiufig auftretenden Fall, da} die Zeit zum Ersetzen der
Komponenten vernachléssigbar klein ist gegeniiber den Lebensdauern der Komponenten.

Es sei Y,, die Restlebensdauer der zur Zeit n > 0 arbeitenden Komponente. Dann ist Y = (V;, : n € IN)
eine homogene Markov-Kette mit Zustandsraum IN_ , definiert auf einem unterliegenden Wahrscheinlich-
keitsraum (92, F, P), auf dem auch die Lebensdauern als Zufallsvariablen (und Ausgangsdaten) definiert
sind. Y ist dann in seiner stochastischen Entwicklung gegeben durch die Startverteilung

Py = (po(k:) 1k e ]N+) mit po(k) =PYo=k)=gr, k>1,
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und die Ubergangsmatrix

p(i,j) = 8ii—1, firi>2,5>1
p=(p(i,j) 4,7 € Ny)  mit p(1,4) = 5, fiir J=1
p(i,j) =0 sonst.

Falls also eine Erneuerung stattfindet (d. h. die arbeitende Komponente die Restlebensdauer 0 erreicht),
wird dies hier nicht durch Y,, = 0 dargestellt. In stetiger Zeit betrachtet ist der Zustand also die Restle-
bensdauer am Anfang des jeweiligen Intervalls [n,n + 1). Ein typischer Pfad des Prozesses ldfit sich wie
in Abbildung 1 dargestellt skizzieren.

Ya(w) | .
5 e .
. . . .
B . . e o o .
0 I T [ [
0 ) 10 15 20 N

Abbildung 1: Restlebensdauerproze$} in diskreter Zeit

Der deutlicheren Schreibweise wegen wird dies meist iiber rechtsstetige Treppenfunktionen wie in Abbil-
dung 2 dargestellt.

Yo (w) 1 —
5] T
._o— — ._o— ._0—
_ — = = = —
05 5 0 15 20 N

Abbildung 2: Restlebensdauerprozef} in diskreter Zeit als rechtsstetige Treppenfunktion

Der physikalische Ablauf des Systems findet nichtsdestoweniger in stetiger Zeit statt; die arithmetischen
Lebensdauerverteilungen erlauben eine (im allgemeinen einfachere) Darstellung und rechnerische Aus-
wertung mit diskreten Methoden. (Die Restlebensdauer zur Zeit 6.5 ist fiir das gegebene w € Q gerade
2.5 Zeiteinheiten.) Der angegebene Pfad ist also nur eine vereinfachende, wenn auch véllig hinreichende
Beschreibung der Systementwicklung, wie Abbildung 3 sie widerspiegelt.

Yo (w) 4
5
0\\\\\
0 5 10 15 0 R,

Abbildung 3: Restlebendauerprozef§ in stetiger Zeit

Dabei ist ¥ = (ENQ it e IR+) ein (geeignet definierter Markov—)Prozef in stetiger Zeit mit stetigem
Zustandsraum. Derartige Prozesse werden auch als ,,stiickweise linear* bezeichnet ([GK74], S. 167). O
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Die im Beispiel 3.10 statuierte Behauptung, daB Y eine Markov—Kette ist, haben wir nicht bewiesen. Mit
der korrekten Festlegung der Ubergangswahrscheinlichkeiten gibt man sich, wenn wie im obigen Beispiel
die Markov—Eigenschaft offensichtlich ist, in der Praxis meist zufrieden.

Das ,,offensichtlich“ kann aber durchaus ein delikates Problem sein. Falls dies so ist, hilft manchmal eine
pfadweise Konstruktion von Y aus den Ausgangsdaten, hier einer Folge X = (X,, : n = 1,2,...) von
unabhéngigen Zufallsvariablen mit X; ~ g, X,, ~ f fiir n > 2, die Einsicht zu beférdern. Als Beispiel
dafiir mégen Erneuerungsprozesse in diskreter Zeit dienen:

3.11 Beispiel (Erneuerungs— und Zihlprozesse)
X = (X,, : n > 1) sei eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit Werten in IN:

X, : (Q,F,P)— (INy,P(INy)), n>1
Es gelte o .
X1~g=(gr: keNy) und Xi~f=(fr:keNy) firi>2,
wobei f und g Zahldichten auf IN, seien.
a) Die Folge S = (Sk (Q,F,P) — (N+,P(W+)),k =0,1,2,. ..), gegeben durch

So(w) =0 und Sk(w):ZXi(w), k=1,2,...

fiir w € Q, heift Erneuerungsprozel mit Erneuerungsdichte f. Die (X; : ¢ = 1,2,...) heiflen
Lebensdauern oder Erneuerungsintervalle, die (Sg : k = 1,2,...) heilen Erneuerungszeiten. (0 wird
also nicht als Erneuerungszeit geziihlt.)

b) Der stochastische Prozef3
N = (Nt : (Q,f,P) — INg, t € NQ),

gegeben durch

Nt(w) = Z 1(Sk(w)§t) = sup{k € ]l\IO . Sk(w) < t}
k=1

heifit der zu (Si : k € IN) bzw. (X; : i € IN;) gehorige Zéhlprozef. ]

Fiir die Freundinnen und Freunde der Mafitheorie sei angemerkt, dafi die Mefibarkeit der (Sy) und (Ny)
zu zeigen ist, bevor in Beispiel 3.11 von ,stochastischen Prozessen“ gesprochen werden darf. Hier folgt
dies aus elementaren Regeln iiber die Verkniipfung mefibarer Funktionen ([BN84], Satz 5.1.11). Dasselbe
gilt auch fiir das folgende Korollar.

3.12 Korollar

a) Mit den Bezeichnungen aus Beispiel 3.11 gilt fiir den in Beispiel 3.10 definierten Restlebensdauer-
prozefY = (Y, :n=0,1,...):

Die Restlebensdauer der zur Zeit 0 arbeitenden Komponente sei
X1:(Q,F,P)— (]N+,73(IN+)),
die Lebensdauer der i—ten neu eingesetzten Komponente sei
X;: (Q,F,P)— (INy,P(Ny)), i=2,3,...

Dann ist
Y, =85n,41—n, n>0.

b) Sei Z = (Z, : n € IN) das Alter der zur Zeit n € IN arbeitenden Komponente. (Falls noch die zur
Zeit 0 arbeitende Komponente lebt: das Alter nach 0.) Dann ist

Zn=n—2Sn,, n>0.
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Im Korollar 3.12 sind die UbergangswahrlscheinliChleiten leicht hinzuschreiben, falls g = f gilt. Ist dies
nicht der Fall, benotigen wir etwas mehr Uberlegung!

3.13 Beispiel (Lagerhaltung)

In einem Lager wird eine Ware vorritig gehalten, um einen fortlaufenden Bedarf zu befriedigen. Wir
nehmen an, dal die Ware stiickweise gezihlt, geliefert und verkauft wird. Die Lagerhaltungspolitik wird
durch ein Paar kritischer Werte (s,S) € IN? mit s < S beschrieben. Der Lagerbestand wird in den
Zeitpunkten 0, 1, 2, ...iiberpriift. Ist der Bestand zur Zeit n € IN kleiner oder gleich s, so wird durch
eine sofortige Bestellung und Lieferung der Bestand auf .S zur Zeit (n+) aufgestockt. Ist der Bestand zur
Zeit n € IN grofer als s, so wird keine Auffiillung des Lagers vorgenommen.

Es ist bekannt, dafl in vielen Fillen eine derartige Bestellpolitik optimal ist bei Annahme verniinfti-
ger Kostenfunktionen. (Gezeigt werden kann dies mit den Methoden der stochastischen dynamischen
Optimierung; eine Diskussion auch der Anwendbarkeit dieser Politik findet sich z. B. bei [Sch81].)

Sei X = (X, : n € IN) der beschreibende Prozef fiir den Lagerbestand, Z,, der in einem Intervall [n,n+1)
aufgetretene Bedarf. Dann gilt fiir n = 0, 1, ... und vorgegebenen Anfangsbestand X, < S:

X, —Z,, fallss< X,, Z, <X,
Xpy1=4¢8~-2,, falsX,<s Z,<8

0 sonst

Sind die {Z,, : n € IN} Zufallsvariablen mit Werten in IN und X, eine Zufallsvariable mit Werten in
{0,1,...,S}, so ist auch X ein stochastischer Prozef in diskreter Zeit mit endlichem Zustandsraum
{0,1,...,S}. X ist im allgemeinen keine Markov—Kette. Es gilt:

P(Xn+1 =J ‘ X, =Jju, 1 < VS”) :P<Xn+1 :]|Xn:]n>
dann und nur dann, wenn gilt

PZ,=k|X,=j,1<v<n)=P(Z,=k| Xn=13n), k, j, 5N, n>0, v=1,...,n. O

3.14 Beispiel (Qualititskontrolle)

Am Ende eines Produktionsprozesses werden die hergestellten Stiicke einer Routine—Kontrolle unterwor-
fen. Falls der Produktionsablauf in Ordnung ist, d. h. falls keine systematischen Fehler gemacht werden,
wird das Auftreten von Fehlern rein zuféllig sein mit zeitlich nicht verénderten Fehlerwahrscheinlichkeiten.

Ein geeignetes Modell wére dann eine Folge X = (X,, : n € IN;) von unabhéngigen, identisch auf
{0, 1} verteilten Zufallsvariablen, wobei ,,1 = X,,“ bedeutet, dafi das n—te Stiick fehlerhaft ist. X ist eine
Markov—Kette. |

3.15 Beispiel (Bernoulli-Prozef})
X = (X, : n € IN,) sei ein stochastischer Proze§ auf (£, F, P) mit Werten in {0,1}. Sind die {X,, : n €
IN, } stochastisch unabhéngig, identisch verteilt mit P(X; = 1) = p € [0, 1], so heifit X Bernoulli-Prozef
mit Parameter p. X ist dann eine Markov-Kette mit der Ubergangsmatrix p = (p(i,7) : 4,5 € {0,1})
gegeben als
p(i,5)| 0 1
p= 0 |1=-p p
1 1-p p

Die Startverteilung von X ist (wegen der Zdhlung der Zeit als 1, 2, ...)
p1=(1-pp = (P(X1=0),P(X,=1)).

Die endlich—dimensionalen Randverteilungen von X sind dann gegeben als

n

P(X:, =iy,v=1,...,n) = Hpi”(l —p)l_i”
i=1
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fir n € INy, Zeitpunkte 1 <t <ty <--- <ty und i, € {0,1} (v =1, ..., n).

Von groflerem Interesse z. B. in der Qualititskontrolle ist der aus X abgeleitete Prozef}, der die Anzahl
der fehlerhaften Produkte unter den ersten n Produkten zahlt. Fiir n € IN und w € Q sei

0 fir n =0,

Sn(w) = ZXi(w) fiir n > 1.
i=1

Dann ist S = (S, : n € IN) eine Markov-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

€N, ke,
P(Sny1=Fk|Sy=k)=1-p, "

und alle anderen Wahrscheinlichkeiten sind 0.

Fiir die absoluten Wahrscheinlichkeiten gilt:
P = §, P% =b(n,p), n>1.

(Weitere Untersuchungen des Bernoulli-Prozesses und daraus abgeleiteter weiterer Prozesse findet man
in [Cin75], S. 43.) O

Die Berechnung von n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten war nach Korollar 3.9 durch Potenzierung
von stochastischen Matrizen auszufithren. Dies ist im allgemeinen ein numerisch schwieriges Problem,
da héufig sehr kleine Werte fiir die auftretenden bedingten Wahrscheinlichkeiten vorliegen. Ein einfaches
Resultat erhdlt man aber im Fall |E| = 2 als Verallgemeinerung von Beispiel 3.15.

3.16 Beispiel )
X = (X, : n € IN) sei eine Markov—Kette mit Zustandsraum E = {0, 1} und Ubergangsmatrix

p(i,j)| 0 1
p= 0 l—a a , a, belo,1].
1 b 1-b

a) Falls 0 < a +b < 2 gilt, ist

b) Falls a = b = 0 gilt, ist

c¢) Falls a =b =1 gilt, sind

p2"_<(1) 2) und p?""t=p firn>0.

(Die Beweise sind durch Induktion zu fithren.) |

3.17 Beispiel (M/G/1-FCFS Bedienungssystem in diskreter Zeit)

Als Fortsetzung von Beispiel 3.14 nehmen wir an, dafl in jedem Zeitintervall [n,n + 1) ein produziertes
Stiick kontrolliert wird, dafl der Produktionsablauf in Ordnung ist und dafl defekte Stiicke zu einer
Reparaturstation gebracht werden, wo sie zu Beginn des néchsten Zeitintervalles [n 4 1,n + 2) eintreffen.

Die Reparaturstation besteht aus einem Bedienungsschalter und einem (linearen) Warteraum unbegrenz-
ter Kapazitit. Findet ein ankommendes Gerét den Schalter leer vor, beginnt seine Reparatur sofort, ohne
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Zeitverlust. Ist der Schalter belegt, so wird das Gerét in die Warteschlange, und zwar an deren Ende,
eingeordnet (First—-Come-First—Served). Wird eine Reparatur beendet, so wird das Gerit am Ende des
gerade laufenden Zeitintervalls [r,r + 1) aus dem Schalter genommen und es verlidfit das System; sofern
ein weiteres Gerit wartet, beginnt dessen Reparatur im Intervall [r + 1,7 4+ 2), r € IN. Dabei wird stets
das Gerit von der Schlangenspitze (welches schon am langsten im System ist) als néchstes bedient.

Die Zufélligkeit der Fehler bei korrekt arbeitender Produktion rechtfertigt die Annahme, dafl die Repara-
turzeiten unabhéngig identisch verteilt und unabhéingig vom Ankunftsstrom (der ein Bernoulli-Prozef3 ist)
sind; die Quantisierung des Reparaturvorgangs impliziert, dafl die Reparaturzeiten diskret auf {1,2,...}
verteilt sind. Es sei m = (w(k) k=1,2,.. ) die Zahldichte der Reparaturzeitverteilung.

Aus den am System (Kontrolle und Reparatur) gemachten Beobachtungen und den daraus gezogenen
Folgerungen muf} bei der Modellierung durch eine Markov—Kette begriindet werden, warum dies Modell
geeignet ist. (Dafl ein Modell korrekt ist, kann in letzter Konsequenz nicht bewiesen werden!) Bei der
Modellierung durch Markov—Ketten ergibt sich wie oben beschrieben das Problem: Welche Daten des
Systems mufl man zu einem Zeitpunkt n € IN kennen, um die weitere stochastische Entwicklung (iiber
die Zeit n + 1, n + 2, ...) ohne Riickgriff auf die Vergangenheit vor n zu bestimmen? Dabei wird
nur die Kenntnis der zukiinftigen Verteilungen gefordert — nicht etwa ein Wissen iiber tatséchliche
Realisierungen.

Im vorliegenden Beispiel kann argumentiert werden:

i) Notwendig ist sicher die Kenntnis der Schlangenlinge zur Zeit n (dabei zihlen wir stets das eventuell
in Bedienung befindliche Stiick mit).

ii) Hinreichend ist die Kenntnis der Schlangenléinge im allgemeinen nicht: Sei beispielsweise die Be-
dienungszeit-Zihldichte gegeben durch 7(3) = 1. Sind zur Zeit n € IN genau 2 Gerite in der
Reparaturstation, so wird eines von ihnen, nennen wir es kurz G, repariert, wihrend das andere
wartet.

Dann héngt die Wahrscheinlichkeit, da G zur Zeit (n + 1)(—) das System verlidfit, davon ab, wie
lange G schon bedient wurde bzw. (was dquivalent ist) wie viele Zeiteinheiten Bedienungszeit G
noch zu bekommen hat. Als Losung bietet sich also an:

Bei Bedienungsbeginn von G wird eine ,, Zusatzvariable* auf 3 (mit Wahrscheinlichkeit 1) gesetzt
und mit Ablauf jedes Zeitquantums um 1 heruntergesetzt; hat die Zusatzvariable bei Beginn des
Zeitintervalls [n,n + 1) den Wert 1, so wissen wir, da} G am Ende des Quantums repariert ist,
und dal dann das Gerét an der Schlangenspitze repariert wird, wobei die Zusatzvariable erneut
mit Wahrscheinlichkeit 1 auf 3 gesetzt wird (bzw. bei allgemeiner Reparaturzeitverteilung 7 mit
Wahrscheinlichkeit 7 (k) auf k gesetzt wird).

Fiir die angestrebte ,, Markovisierung” der Systembeschreibung werden wir also sowohl die Schlan-
genlidnge als auch die Restbedienungszeit bei Quantenbeginn notieren.

iii) Notizen iiber den Eingangsstrom brauchen wir nicht mitzufiihren, da er vom Bedienungsprozefl
unabhiingig ist und als Bernoulli-Prozefl in jedem Zeittakt Ankiinfte unabhingig vom Rest des
Systems und seiner Vergangenheit produziert.

Eine geeignete Markovsche Beschreibung der zeitlichen Entwicklung des Systems geschieht also mit dem
Zustandsraum IN?, wobei X, (w) = (k,7) bedeutet, daB

a) fir k > 1, r > 1 noch k Geréte im System sind und der in Bedienung befindliche noch r restliche
Bedienungszeitquanten fordert,

b) fiir k =0, r = 0 das System leer ist.

(Beachte: Nicht alle Elemente aus IN? sind sinnvolle Zustiinde — es ist aber einfach, einen minimalen
Zustandsraum anzugeben.)

Nach Satz 3.7 geniigt es (wenn wir uns entschieden haben, dgﬁ mit IN? als Zustandsraum eine Markovsche
Beschreibung machbar ist), Startverteilung und 1-Schritt—Ubergangsmatrix anzugeben.
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Die Feststellung der Ubergangswahrscheinlichkeit p(s, o) geschieht wie folgt:

»((0,0),(0,0)) =1-p

p((0,0),(1,7)) =p-7w(r), r>1
p((1,1),(0,0)) =1-p

p((l, 1), (1,7’)) =p-w(r), r>1
p((lc7 1), (k- 1,r)) =(1-p)-n(r), E>2r>1
p((k7 1), (k,r)) =p-w(r), >2r>1
p((k,r),(k,r—l)) =1-p, >1r>2
p((km),(k—i—l,r—l)) =p, >1r>2

und fiir alle anderen Zustandspaare

p(z,y) =0, z,yeIN”

Die Festlegung der Startverteilung kann z. B. iiber PX0 {(0, O)} = 1 geschehen, fiir viele Untersuchungen
158t man dies jedoch noch offen. O

3.18 Anmerkung
In Beispiel 3.17 wire eine Modellierung iiber die ,erhaltene Bedienungszeit“ ebenfalls moglich. Eine
Entscheidung, fiir welche Beschreibung mehr spricht, ist nicht allgemein zu féllen.

Im Modell fiir einen Erneuerungsprozefl als Alters— bzw. Restlebensdauerprozefi hatten wir die gleiche
Wahlbarkeit der Markovschen Beschreibung vorgefunden. Die ,, Markovisierung durch Zusatzvariable fiir
Alter bzw. Restlebensdauer® ist eine hiufig verwendete (Standard—)Methode. O

3.19 Beispiel (Irrfahrten)

a)

Irrfahrt auf 7ZZ: Sei (Y, : n =1,2,...) eine unabhiingig identisch verteilte Folge von Zufallsvariablen
mit Werten in {—1,1} auf (2, F, P). Es gelte P(Y; = 1) = X € [0,1]. Der Summenproze S = (S, :
n € IN) auf (2, F, P) mit Werten in 7, definiert durch

So(w) =0, Sp(w) = ZYi(w), n>1,

fir w € 2 heifit (klassische) Irrfahrt. S ist eine Markov—Kette mit Startverteilung pg als Einpunkt-
verteilung in 0 und Ubergangsmatrix p = (p(i,j) 11,] € Z) gegeben durch:
A, fiir j =i+ 1
pli,j)=q¢ 1=\ firj=i-1
0, sonst.
S beschreibt die Bewegung eines Teilchens auf dem Gitter ZZ, welches stets genau einen Schritt
macht, das kein Gedéchtnis hat und dessen Verhalten sich mit der Zeit (lokal) nicht #ndert.

Fiir den Fall A = 0.5 spricht man von symmetrischer Irrfahrt. Ist A > 0.5, wird man eine , Drift“
des Teilchens nach +oo erwarten.

Irrfahrt mit Réndern: Als Zustandsraum hat man eine Teilmenge
{a,a+1,a+2,....b—-1,0} =ECZ, |a|, |b] < 0.
Festzulegen bleibt das Verhalten der Irrfahrt an den Réndern. Zwei bedeutsame Fille:
i) absorbierende Rénder: p(a,a) = p(b,b) =1

ii) reflektierende Rénder: p(a,a + 1) = A, pla,a) =1—X
p(b,b* 1) =1 7>‘a p(b,b) =A
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Es gibt beliebige andere Formen und Mischformen.

¢) Anwendungen der Verallgemeinerung mit

p(i,i+ 1) = A\

p(i,i— 1) = p, 1EX,0< AN+pu<l,
plii)=1-A—p,

(i, §) =0, falls |i — j| > 1

findet man in [BN84], S. 75 (Selektionsspiel).

d) Als Irrfahrten werden auch die Summenprozesse zu Folgen
YrL : (Q7F7 P) - (G’ S)’ n Z 17

von unabhiingig identisch verteilten Zufallsvariablen mit Werten in mefbaren (meist sogar topo-
logischen) Halbgruppen bezeichnet. In diesem Sinne (mit G = 7Z) ist die Theorie der Irrfahrten
eine Verallgemeinerung der Erneuerungstheorie (wo G = IN war). (Entsprechendes gilt fiir stetige
Zufallsvariablen.) O

In Lemma 3.3 war unter (3) gezeigt worden:

Sei n € IN ein vorgegebener Zeitpunkt, M € (X, : t > n); dann gilt:
PM| X, =tn,....,X1=1i1)=PM | X, =in) =E(lp | Xsu = in),

sofern die linke Seite erklart ist. Dies kann formuliert werden als:

Falls X,, = i, gegeben ist, so sind die Zukunft von X nach n und die Vergangenheit von X vor n
(bedingt) unabhingig. Daraus abgeleitet werden kann die folgende Aussage, die eine intuitiv einleuchtende
Eigenschaft homogener Markov—Ketten ist:

Ist f: EN — IR eine mebare, beschrinkte Funktion und Y := f(X,,, X,,11,...), so gilt
E(Y | Xo,.... X,) = B(Y | X,.) = B(f(Xp. Xns1,..) | X0) = B(F(Xo0, X1,...) | Xo).

(Dabei folgt die zweite Gleichheit aus der Homogenitét von X.)
Dies kann als eine Regenerationseigenschaft angesehen werden:

Wenn zum (festen deterministischen) Zeitpunkt n gilt: X,, = i, so ist die Entwicklung von X nach n
unter dieser Bedingung dieselbe wie die Entwicklung von X ist, falls zur Zeit 0 gilt: Xy = 7. AuBerdem
ist dann — wie oben schon bemerkt — unter X,, = i die Entwicklung von X nach n unabhéngig von der
Entwicklung von X vor n.

Die Regenerationseigenschaft ,Neustart mit identischem stochastischem Verhalten bei Erreichen des vor-
gegebenen Zustands, unabhéngig vom bisherigen Ablauf“ hat sich in den letzten 15 Jahren als wirksames
Hilfsmittel bei praktischen Untersuchungen herausgestellt. Insbesondere beruht darauf die sogenannte
Technik der regenerativen Simulation. Diese kann leicht am Beispiel eines Wartesystems gemé&fl Beispiel
3.17 dargestellt werden.

Gesucht sei irgendein Leistungsparameter (z. B. Durchsatz, mittlere Schlangenlénge, ... ) des Bedienungs-
systems. Dazu starten wir das System leer, d. h. X = (0,0) und setzen

70(0,0) =0,  7,(0,0) = inf{k € N : k > 7,,_1(0,0), X5 = (0,0)} fiir n > 1

als Folge der Eintrittszeiten von X in den Leerzustand.

Aus der Regenerationseigenschaft folgt, daf die Abschnitte (X, , X+, 41,...,Xr,,,—1) fiir n € IN (mit
T := T5(0,0)) voneinander unabhéngig und identisch verteilt sind.

In jedem ,, Regenerationsintervall® wird jetzt das entsprechende Leistungsmafl geschéitzt aufgrund der
vorliegenden Realisation von X. Hat man dabei IV derartige Schétzergebnisse, so bilden diese eine Rea-
lisierung von NN unabhéngig identisch verteilten Zufallsvariablen — und fiir derartige Stichproben hat
man die iiblichen statistischen Auswertungsverfahren zur Verfiigung.
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Diese Art von Auswertung findet ihre Hauptanwendung derzeit wohl bei der stochastischen Simulation
komplexer Systeme. Thre Anwendung wird mit den eben skizzierten Argumenten begriindet. Die Korrekt-
heit dieser Begriindung ist allerdings noch nicht von uns gezeigt! Dies 14t sich wieder am obigen Beispiel
klarmachen:

Sei 7 := 1 := 71(0,0) die erste Riickkehrzeit in den Leerzustand, f : EN — IR die mefbare, beschrinkte
Funktion, die aus den Werten (X, X411, X;192,...) den Schiitzer fiir das gesuchte Leistungsmaf} im
zweiten Regenerationszyklus liefert. Dann haben wir (wie oben fiir festes n):

E(f(X7, Xr41,-..) | X0, X1,..., X-) =E(f(X7, Xr41,...) | Xr) =E(f(Xo, X1,...) | Xo)

und analog fiir die spiiteren Regenerationaugenblicke. Formuliert analog zu (M) iiber Ubergangswahr-
scheinlichkeiten hétten wir daraus:

P(Xpi1 =7 | X =i0, Xyo1 = i1,...) = P(Xps1 = j | X» = o) = P(X1 = j | Xo = io)
fiir j, 4o, 41, ... € E und zuféllige Zeiten 7 : (Q, F, P) — (IN, P(IN)).

Dies ist natiirlich eine viel stirkere Eigenschaft von X als (M)! — Wir werden als nichstes die korrekte,
fiir zeitdiskrete Markov—Ketten beweisbare, ,starke Markov—Eigenschaft® formulieren und wegen der
Bedeutung fiir Anwendungen auch beweisen.

3.20 Beispiel

Mit den Bezeichnungen des Beispiels 3.17 sei T = 71(0, 0) die erste Riickkehrzeit von X in den Leerzustand.
o sei die Zufallszeit, die definiert ist als derjenige Zeitpunkt, nach dem die erste Riickkehr nach (0, 0)
stattfindet: o = 7 — 1. Dann gilt

) . . . . 1, falls j =(0,0
P(XJ+1:]|XUZZO;XU1:Zh~'~):P(XU+1:j|XU:ZO):{ ( )
0 sonst,

und das ist natiirlich in der Regel nicht gleich P(X; = j | Xo = 49). O
Eine ,starke Markov—Eigenschaft* ist nach diesem Beispiel also nicht fiir alle Zufallszeiten zu beweisen.
Analysiert man weitere Félle, so ergibt sich, daB fiir o in Beispiel 3.20 entscheidend ist:

Die Frage, ob o zur Zeit n € IN eingetreten ist, 1&t sich nur beantworten, wenn der Proze X, auf den
sich o bezieht, noch iiber den Zeitpunkt n hinaus beobachtet wird.

Derartige Zufallsvariablen werden wir als zuléssige Zufallszeiten deshalb ausschliefen. Fiir Anwendungen
ist das erfahrungsgeméf keine wesentliche Einschréinkung.

3.21 Definition

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, Ag € F und Y : (Ag, AgF) — IN eine meBbare Abbildung.
Sei A € AgF gegeben als A = {w € Q : Y(w) € IN}. Dann heiBt Ay der Definitionsbereich der
Zufallsvariablen Y mit Werten in IN, A ihr Endlichkeitsbereich. (Keine niheren Angaben bedeutet:
A = Ay = Q. Auch fiir Q # Ag spricht man manchmal von einer Zufallsvariablen Y : (Q, F, P) — IN mit
Definitionsbereich Ay.)

3.22 Definition o
X = (X, : n € IN) sei eine Markov—Kette auf (0, F, P) mit Zustandsraum E. 7 : (2, F, P) — IN sei eine
Zufallsvariable mit Endlichkeitsbereich A € F und P(A) > 0.

a) 7 heiBft Markov—Zeit fiir X (Stoppzeit fiir X, optional random variable relative to X ), falls gilt:
{r=n}e€o(Xy:k<n) fiir alle n € IN.
b) Die o—Algebra aller Mengen A € AF, fiir die gilt
An{r<n}eo(Xy:k<n)

heifit Pri—r—Algebra oder o—Algebra der 7—Vergangenheit und wird mit F, oder auch mit o(Xy, :
k < T) bezeichnet.
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¢) Der stochastische ProzeB'Y = (Y, : n € IN), definiert durch
Yo(w) =Y (n,w) = X(7(w) +n,w) firwe A undnelN
mit Definitionsbereich A heifit Post-T—Prozef3 beziiglich X. Die oc—Algebra o(Y,, : n € IN) heifit
Post-t—Algebra oder o—Algebra der T—Zukunft und wird mit o(Xy, : k > 7) bezeichnet.

3.23 Beispiel
X = (X, : n € IN) sei eine Markov—Kette mit Zustandsraum E. G C E sei nichtleer und

(G): (U F, P) > N o {inf{n €IN: X,(w) € G} falls das Infimum existiert,
‘ T 7 00 sonst

die Ersteintrittszeit von X in G. Dann ist 7.(G) eine Markov—Zeit fiir X. Es gilt ndmlich
{weQ:n(G —n}—ﬂ{weﬁ Xpw) ¢ GIn{weQ: X, (w) € G} € o(Xy 1 k < n).

Anschaulich: Wir brauchen nur die von X bis zum Zeitpunkt n erzeugte Information berticksichtigen, um
zu entscheiden, ob X zur Zeit n zum ersten Mal in G ist.

Falls G eine sogenannte , transiente Menge“ ist (mit derartigen Mengen werden wir uns spéter beschéfti-
gen), so gilt:
P(X, ¢ GVnelN)>0
das bedeutet aber
P(7.(G) = o0) >0,

und damit kénnen wir auf {w € Q: 7.(G) = 0o} =: A die Zufallsvariable 7/(G), die zweite Eintrittszeit
von X in G nicht definieren. Derartige Fille sind mit der Festlegung in Definition 3.21 zwanglos zu
behandeln. O

3.24 Anmerkung
Mit den Bezeichnungen von Definition 3.22 gilt:

a) 7 ist Markov—Zeit fiir X genau dann, wenn fiir alle n € IN gilt:
{r<n}eo(Xy:k<n).
b) Bezeichnet man mit (A, AF,P(e | A)) die Reduktion von (2, F, P) auf A, so ist der Post——Prozef}
Y ein stochastischer Proze auf (A, AF, P(e | A)).

c¢) Eine explizite Beschreibung von F, ist in der Regel nicht einfach, da (£, F) unspezifiziert ist.
Falls (2, F) der sogenannte kanonische Raum ist (siehe [Fre83], S. 3, oder jedes Buch, in dem
der Kolmogorovsche Existenzsatz bewiesen wird, der die Konstruktion des kanonischen Raumes
benutzt), it sich F. anschaulich machen. O

3.25 Beispiel

S = (Sp, : n € IN) sei die in Beispiel 3.19 a) definierte Irrfahrt auf ZZ mit Sy = 0. Dann sind mit G = {0}
gem#f Beispiel 3.23 7.({0}) = 0 und 7 := 7/({0}) die erste Riickkehrzeit nach 0 eine Markov—Zeit fiir
S.

Sei A:={weQ:S5(w) <H Vi<r(w)} fiir vorgegebenes H > 0 das Ereignis
A = {vor der ersten Riickkehr zur 0 iiberschreitet die Irrfahrt nicht die Hohe H}.
Wir zeigen, dal A € F,, gilt. Fiir n € IN ist némlich
An{n<n}={weQ:SWw) <HVi<n(w) A mi(w)<n}

:O{wEQ:Si(w)SHVi<Tl(W) A mi(w) =k}

O{wGQ Siwy<HVi<k}n{weQ:m(w)=k}eco(S:i<n). ]

GD’(Si:iSk) GO’(Si:iSk)
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3.26 Satz

Sei 7 : (Q,F,P) — IN eine Markov-Zeit fiir X mit Endlichkeitsbereich A und P(A) > 0. Dann ist der
Post-t—ProzeB Y = (Y,, : n € IN) eine Markov—Kette auf (A, AF,P(s | A)) mit Zustandsraum E und
Ubergangsmatrix p. Die Startverteilung von Y ist gegeben durch

p(YOZHA):ZP(T:n,Xn:MA) fiiri € E.
n=0

Es gilt auflerdem fiir A € o(Xy : k <7) und 0 =tg < t; < --- < t; sowie ig, i1, ..., 4 € E mit I > 0:

-1
P(AY,, =iy,0 < v <1)=P(AYy=1io) - [ p"+ ") (i, i) (1)
v=0

Beweis:
I. Zum Beweis von (1):

i) Sei A € o(Xy : k < 7); dies ist genau dann der Fall, wenn
Ay =An{r<n}eo(Xy:k<n), nelN,
gilt. Also gibt es fiir jedes n € IN ein A, € o(Xj : k < n) mit
An{r=n}=A,Nn{r=n}.
Sei M € o(Xj : k > 7). Dann gibt es fiir jedes n € IN ein M,, € (Xi : k > n) mit
Mn{r=n}=M,Nn{r=n}. (2)

Wir zeigen dies mit dem Beweisprinzip fiir c—Algebren:

Sei M die Menge aller Elemente aus AF, welche die geforderte Eigenschaft haben.
a) M enthilt den Erzeuger

{{wed:X(rw)+k) =i} i€ B ke N}
von o(Xy : k > 7). Denn es gilt

{weA: X(r(w)+k) =i}n{r=n}={weA: X(n+k) =i}n{r =n}.

€o(Xk:k>n)
B) M ist eine o—Algebra:

a. e M,dal €o(Xy:k>n)ist.

b. Sei M € M, M,, € o(X}, : k > n) und sei (2) erfiillt. Dann ist MS € o(X; : k > n)
und es sind

(Mn{r=n})+ (MN{r=n})=(M,Nn{r=n})+ (M;N{r=n})

zwei disjunkte Zerlegungen von {7 = n}. Da nach Voraussetzung die beiden ersten
Summanden gleich sind, gilt Gleichheit auch der beiden zweiten Summanden.

c. Die Abgeschlossenheit von M unter abzéhlbarer Vereinigung sieht man direkt.

i) Fir A€ o(Xy:k<7)und M € o(Xj, : k > 7) gilt damit

P(ANM) = i%P(A;T:n;XT =i M) :i}%P(An;T:n;Xn:i;Mn),
n=0:& n=0:e
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wobei die Ay, € o(Xj : k < n) und M, € o(Xy : k > n) entsprechend i) gewihlt sind. Dies
fithrt auf

P(ANM) ZZPAn,T—nX—z) P(M, | X, =i;7 =n;A,,)
n=0iekr

=N P(Asr = m X, = i) P(M,, | X, = i),

n=0i€kE

(3)

wobei die letzte Gleichung aus der Markov—Eigenschaft in der folgenden Form folgt: Fiir festes
n € IN seien A € 0(Xy, : k> n) und B € (X, : k < n) sowie ¢ € E; dann gilt:

P(A| X, =i,B) = P(A| X, = ).

(Setze B := A, N {r =n}.)

iii) Setzt man jetzt speziell
1

M= {Y, =i} €o(Xp:k>1),

v=1

so hat man entsprechend i) «)

l
My, = n {Xnyt, =t} €0(Xp: k>n)

v=1

und es gilt (unabhiingig von n wegen der Homogenitiit)

P(M, | Xy =ig) = [[ o+~ (i irg1).

Mit den speziellen M, M, gehen wir in (3) und erhalten

PAY:, =i, 1<v<])= zjl_[p(t"+1 t)zl, Tyl ZPAT—nX =1p)
10€EE v=0

= Z H p(tV“*tl’)(iy, iy+1)P(A; Y, = i0)~

ip€E v=0

(4)

Da {Yy = io} € o(Xk : k < 7) ist, folgt auch AN{Yy =ip} € o(Xj : k < 7). Ersetzen wir in
(4) A durch AN {Yy = ip}, so haben wir gerade (1).

II. Setzen wir in (1) A = A und dividieren durch P(A), so ergibt sich nach Bildung der bedingten
Wahrscheinlichkeit, dal Y Markov—Kette auf (A, AF, P(s | A)) mit Zustandsraum E ist. n

3.27 Korollar
Mit den Bezeichnungen und Annahmen aus Satz 3.26 sei zusétzlich fiir ein ig € E: P(Yo = ip | A) = 1.
Dann gilt:

PAY:, =i, 1 <v<])= Hp vt ZV,ZV-H) (1)

und in allgemeinerer Form
P(ANM)=P(A)P(M | A). (2)

Beweis: P(Yy =iy | A) =1 bedeutet P(Yy =ig,A) = P(A). Aus A € 0(Xj : k < 7) C AF folgt daher
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Fiir alle @ # 4o gilt P(A, Yy = i,A) = 0, so daf} die Formel (4) in Satz 3.26 schon die hier gesuchte
Gestalt (1) hat. Fiir den Fall M = {Y;, = 4,,1 < v < [} ist dies auch schon (2), denn da Y eine auf
(A,AF,P(e | A)) definierte Markov—Kette ist, gilt

P(Y;, =iy, 1 <v<l|A)=P(Y, =i, 1<v<I1Yy=ig|A)
-1

=P(Yo=io | A) Hp(t”rt”)(iu,iyﬂ)-
v=0

Um fiir festes (aber beliebiges) A die Formel (2) fiir alle M zu zeigen, wenden wir den Eindeutigkeitssatz
fiir (endliche) MaBe auf die Funktionen P(AN(s)) und P(A)P(s | A) auf o(Xy, : k > 7) an, die auf einem
N-stabilen Erzeuger dieser Post—7—Algebra nach (1) iibereinstimmen. ]

3.28 Korollar

Mit den Bezeichnungen und Annahmen aus Satz 3.26 sei zusétzlich fiir ein ig € E: P(Yo = ip | A) = 1.
Ist dann auflerdem P(A) =1, d. h. T < oo P—fast sicher, so sind die Ereignisse aus der T7—Vergangenheit
und aus der T—Zukunft stochastisch unabhéngig, gegeben die T—Gegenwart {Yy = X, =io}.

Die Korollare 3.27, 3.28 sind die entscheidenden Schritte auf dem Weg zur ,,starken Markov—Eigenschaft*,
die wir auf S. 19 ff. iiber eine Regenerationseigenschaft zur Erneuerung von Markov—Ketten nach gewissen
Markov—Zeiten diskutiert hatten: Sie besagen gerade, dafl jede Markov—Kette (in unserem Sinne geméif3
Definition 3.1 und homogen) ,stark Markovsch* ist.

Setzt man in Gleichung (1) von Korollar 3.27 A = Q, so erhalten wir, dafl nach jedem Eintritt in einen
vorgegebenen Zustand ig € E die Kette sich so entwickelt, wie sie es téte, wenn sie zur Zeit 0 in g
gestartet wird.

Wird dann X in ig € E gestartet, so ist der Block (Xo, X1, ..., XTl({io})*l) stochastisch unabhéngig vom
zweiten Block (X+, ({ig})+1s- - - » Xra({io})—1), sofern die erste Riickkehrzeit nach ig mit Wahrscheinlichkeit
1 endlich ist.

Daf3 diese Blockbildung iteriert werden kann, erhalten wir jetzt direkt. Wir formulieren wieder mittels
der erzeugten o—Algebren und in etwas allgemeinerem Kontext.

3.29 Satz
Die Zufallsvariablen T,, n =1, 2, ..., [, seien Markov—Zeiten fiir X mit Endlichkeitsbereichen A, derart,
daf gilt: Ay, 2 Apyq und 1, < Tpy1 auf Ay yq. Fiir jedes n € {1,...,1} gebe es ein i,, € E, so daf$ gilt

P({w eN: X,,-n(w)(w) = Zn} ‘ An> =1.
Seien A,, n =1, ..., 1+ 1, gegeben mit
Ap€o(Xp:k>mmo1)No(Xg: k<1,

(wobei formal 1o = 0 und 7141 = 0o sei). Dann gilt
I+1
n=1
o(Fa) ==
n=1

Sind auBerdem die Markov—Zeiten 11, Ta, . .., 7p mit Wahrscheinlichkeit 1 endlich, so sind die A+, ..., Aj4q
stochastisch unabhéngig.

Beweis: Sukzessives Anwenden von Korollar 3.27 ergibt (mit Ay = Q)

+1 +1
P(ﬂ An) = I P(An | AgA; ... A, y).
n=1 n=1
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n—1

Die Behauptung folgt mit ﬂ AVIE WAV [
j=0

3.30 Lemma

X sei eine Markov-Kette, A C E, x ¢ E; es sei

o(w) = {inf (n>0:X,(w) € A), falls ein derartiges n € IN existiert,
00 sonst.

Dann ist o eine Markov—Zeit fiir X, und wir kénnen eine Markov-Kette Z = (Zy, : n € IN) definieren
durch
Xp(w) fir0<n < a(w),

* fiir a(w) < n.

Zue) = {

Z ist auf (0, F, P) definiert mit Zustandsraum (E — A) U {*} und Ubergangsmatrix Q = (q(i,j) : 4,5 €
(E — A) U {x}), gegeben durch:

p(k7])7 fallsk:;é*,];é*,

Qe j) = 3 SopkD), falls i %, j = 5
leA
5*j7 faHS k = .,

Z beschreibt das Verhalten von X bis zum Eintritt in A, danach wird Z in % absorbiert. Es gilt: P(a >
m) = P(Zy, # %), m € N, d. h. wir kénnen die Verteilung der Ersteintrittszeit in A berechnen iiber die
Ubergangswahrscheinlichkeiten von Z.

3.21-3.29 entsprechen dem Kapitel I, § 13 in [Chu67] und sind dort als , Systemtheorems* abgehandelt.

Die im folgenden eingefiihrten Begriffe und bewiesenen Sétze werden sich auf Eigenschaften Markovscher
Ketten beziehen, die durch ihre Ubergangsmatrix (im wesentlichen) bestimmt sind. Um die Darstellung
anschaulich zu machen, bietet es sich aber an — und dies wird hier und in anderen Darstellungen
stets getan — die Sprache stochastischer Prozesse zu verwenden. Entsprechend Satz 3.7 und der daran
anschliefenden Bemerkungen heifit dies, dafl wir — ohne weitere Erwdhnung — Ausfithrungen iiber
verschiedene Markov—Ketten gleichzeitig machen, sofern diese die gleiche Ubergangsmatrix besitzen.
Ein Beispiel:
PXpgn=37|Xm=1)=m

soll eine Aussage iiber die Ubergangsmatrix der entsprechenden Markov—Kette sein. Fiir eine konkrete
Markov—Kette, die durch eine Startverteilung festgelegt wird, kann jedoch P(X,, = i) = 0 sein, der
obige Ausdruck streng genommen also nicht definiert sein, widhrend unter anderer Startverteilung die
absolute Wahrscheinlichkeit, zur Zeit m in ¢ zu sein, grofler Null sein mag. Weiter ist nun aufgrund der

Homogenitit
m=P(X,=j| Xo=1)=p"(i,5),
und wir interpretieren dies in einer Markov—Kette mit Startverteilung P(Xy = i) = 1; analog die obige

Darstellung von 7 in einer Markov—Kette mit P(X,, = ¢) > 0. — In der folgenden Definition geben wir
der Vollstandigkeit halber die entsprechende Voraussetzung noch an.

Ziel ist dabei die genauere Untersuchung von Riickkehrzeiten und Eintrittszeiten.

3.31 Definition
Sei X = (X, : n € IN) eine Markov—Kette, die mit Wahrscheinlichkeit 1 in i € E gestartet werde. Fiir
jedes w € Q sei die (endliche oder unendliche) Folge 1o(i,w), 11 (i,w), T2(i,w), ... definiert durch:

T(i,w)=0 VieE, we
Sei 7,1 (i, w) definiert und A,,_1 der Endlichkeitsbereich von 7,,_1(i,w), n > 1; dann ist fiir w € A, _1

iy w) = {inf(m EN:m>7,_1(,w), Xpn(w) = i), falls das Infimum existiert;

o0 sonst.
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Dann heif3t o
Tn () : (An,l,Anflf,P(o | An,l)) —IN, n>1,

n—te Eintrittszeit in den Zustand i € E. Die Zufallsvariable
Qn(l) : (Anfly Anflj:y P(‘ | Anfl)) - Ny W = Tn(i7w) - Tnfl(iuw)u n Z 1a

heiBt n—te Riickkehrzeit nach i € E, und das zuféllige Intervall [7,,(i), Tn41(i)) heiBt (n + 1)—tes Riick-
kehrintervall nach i € E, n > 0. Siehe auch Abbildung 4.

To(i) Tl(i) Tg(i) T3(i)

01(%) 02(4) 03(4) 04(%)

Abbildung 4: Eintrittszeiten 7,, und Riickkehrzeiten p, einer Markov—Kette

3.32 Lemma
Die Eintrittszeiten 7, (i), n € IN, sind Markov—Zeiten fiir X, i € E, und es gilt fiir die Riickkehrzeitver-
teilungen

P(on(i) =k | Ap1) = P(o1(i) =k | Xo=1i), k€N, neN,.

Ist auBerdem
P(Xo=1i)=1 und P(m(i) <o0)=1,

so ist die Folge (Qn (i):ne€ ]N+) unabhéngig identisch verteilt. Weiter ist dann die Folge der i—Blocke

{(X'rn(z)a XTn(i)+13 cee 3X7'n+1(i)—1) ne N}
unabhéngig identisch verteilt.

Beweis:

a) Fir r > 1 und n > 1 gilt

{m()=r} ={X,=i}n {Z Ly (Xn) = n} €o(Xp:k<r),

h=1

also ist 7,(7) Markov—Zeit fiir X.
b) Fiir r > 1 ist

{on(i) =r} ={Xs, )41 F b s X 1 ()rr—1 F 6 Xey_ ()4r 1}

ein Ereignis aus o (X, : k > 7,-1(1)) No (X : k < 7,(i)); auBerdem gilt auf dem Endlichkeitsbereich
A, —1 von 7,—1(2): Der Post—r,,_1(i)—Prozef startet mit Wahrscheinlichkeit 1 in ¢. Damit liefert
Gleichung (1) aus Korollar 3.27 die zweite Behauptung.

c¢) Ist p1(i) = 71 (¢) mit Wahrscheinlichkeit 1 endlich, so folgt aus dem eben gezeigten sukzessiv, dafl
alle 01(7), 02(%), ... mit Wahrscheinlichkeit 1 endlich sind, damit auch alle 7, (), n > 0; damit kann
Satz 3.29 angewendet werden, da wie oben gezeigt

{gn(z) = r} € 0(X;C k> Tn,l(i)) ﬂa(Xk k< Tn(l))

gilt. Die (allgemeinere) Aussage iiber die i—Blocke folgt genauso. u
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3.33 Korollar

Sei X eine Markov—Kette und py = PX° so gewéhlt, da8 gilt: P(X,, =i fiir ein n € IN) > 0. Bezeichnen
wir mit 7o(i) die Ersteintrittszeit von X in i und mit Ag = {w € Q: 79(i) < 0o} den Endlichkeitsbereich
von 79(%), so kann X, restringiert auf (Ao, AoF, P(e| AO)), definiert werden, und der Post—1o(i)—Prozefl
Y = (Yn = Xry(i)4n ' M € ]N) kann gemalf Definition 3.31 strukturiert werden. Lemma 3.32 gilt dann
entsprechend fiir Y.

3.34 Definition
a) Die Wahrscheinlichkeit, in genaun > 1 Schritten zum ersten Mal von i € F nach j € E zu gelangen,
sei
fI = P(Xn = j, Xu # 4,0 <k <n|Xo=1i).

Die Wahrscheinlichkeit, iiberhaupt von ¢ nach j in endlicher Zeit zu gelangen, sei

n=1 n=1

~in=1,2,...) I1st also die (Z&ahldichte der) Verteilung der Ersteintrittszeit in j bel Start in 1,
(fZ(Jn) 1,2 ) ist also die (Zdhldichte der) Verteil der E intri it in j bei S in %
(fi(in) :n=1,2,...) die (Zahldichte der) Verteilung von o1 (i).

Es sei m;; = E(f-(n) in € ]N+) die erwartete Ersteintrittszeit in j bei Start in i, insbesondere also

mi; = E(01(4)).
b) Die Wahrscheinlichkeit, bei Start in ¢ unendlich oft nach j zu gelangen, sei

P(X, =] io|Xo=1):= P(limsup{w €Q: X, (w) =5} ’ Xo = z)

n—oo

:P(ﬁ G{weQ:Xn(w):j}‘XO:i)

m=1n=m

(1. 0.“ steht fiir ,infinitely often®.)
transient <= f; <1

rekurrent <— f* =1
c¢) Ein Zustand i € E heif3t . "
positiv rekurrent <= my; < 0o

nullrekurrent <— m;; = 00

Die Begriffe Transienz und Rekurrenz sind zentral fiir die Untersuchung des Stabilitdtsverhaltens und
des asymptotischen Verhaltens von Markov—Ketten. Threm Studium werden wir uns zunéchst widmen.
Dafiir ist die sogenannte , Ersteintrittsmethode* ein wirksames Hilfsmittel. Bei dieser handelt es sich
um eine Version der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit, welche die Wahrscheinlichkeit gesuchter
Ereignisse zerlegt gemifl dem ersten Eintreten eines aufspaltenden anderen Ereignisses.

Da es sich um eine Verallgemeinerung des sogenannten ,, Erneuerungsargumentes“ der Erneuerungstheorie
handelt, werden die dabei aufgestellten Gleichungen auch ,, Markovsche Erneuerungsgleichungen® genannt.
Wir zeigen das Vorgehen beispielhaft:

3.35 Lemma
Fiir i, j € E gilt:
P(X,=j i.o.|X0:i):fi*j-P(Xn:j i.o.| Xo=13),

d. h. die Wahrscheinlichkeit, ,bei Start in ¢ unendlich oft j zu erreichen, ist das Produkt der Wahrschein-
lichkeit, ,in endlich vielen Schritten von i nach j zu gelangen“, mit der Wahrscheinlichkeit, ,unendlich
oft von j nach j zu gelangen“.
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Beweis:

NE

P(Xp=jio|Xo=1)=

X; = j fiir unendlich viele [ > n

Xo=i)

Xk#jvlgkgn_laanjv
Xo=1

PXp#j,1<k<n—1,X,=j]|Xo=1)

Q
Il
—

1

M

P(Xl = j fiir unendlich viele [ > n
1

3
Il

P(X; = j fiir unendlich viele l > n | X,, = j) - fi(j")

M

3
Il
-

P(X;=jio|Xo=j) f

M

3
I
—

=P(X,=j i o[ Xo=1])fij

(Wir haben also das interessierende Ereignis aufgespalten nach disjunkten Ereignissen, deren Wahrschein-
lichkeit bekannt (oder einfacher) sind und unter deren Bedingung die bedingte Wahrscheinlichkeit des
interessierenden Ereignisses bekannt (oder einfacher) ist.) u

3.36 Korollar
Sei i € E. Dann gilt:
i rekurrent <= P(X, =i i.0.|Xo=1)=

1,
i transient <= P(X, =1 i.0.| Xy =1) =0,

Beweis:
a) Sei 4 transient, nach Definition also f; < 1. Aus Lemma 3.35 mit ¢ = j folgt
P(X,=jio|Xo=35)=0
(zu unterscheiden ist dabei f% =0 und f% > 0).
b) Sei i rekurrent, also ff = 1. Mit den Bezeichnungen aus Definition 3.31 ist (f; : n € IN) die

%

Zahldichte der Riickkehrzeit von 4 nach 4, und fiir n > 1 ist

(i) =) ok(i).
k=1

Da jedes i (i) mit Wahrscheinlichkeit 1 endlich ist, findet also auch jede Riickkehr nach i mit
Wahrscheinlichkeit 1 in endlicher Zeit statt. Angenommen, es wére

P(X,=iio|Xo=1i)<l.

Dann wire also
P(X,, =i nurendlichoft | Xo =14) > 0,

und damit fiir mindestens ein endliches k € IN
P(X,, =i fiurgenaukZeitpunkten | Xo =1i) = P(p1(2) + p2(0) + ... + pr(i) = 00 | Xo =1) > 0.
Das ist aber ein Widerspruch zu

P(r,(i) <00 | Xo=1) =1, Vn € IN.

Eine weitere beliebte Ersteintrittsgleichung ist
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3.37 Lemma
Fiir¢, j € E und n > 1 gilt:

n

(n) Zfl’/) (n— l/) i\ 7).

Héufig sind die Verteilungen der Riickkehrzeiten nicht direkt zuginglich. Ein manchmal verwertbares
Kriterium zur Priifung auf Rekurrenz oder Transienz liefert der folgende Satz, dessen direkter Beweis
ldnglich ist (siehe [Chu67], S. 22-23).

3.38 Satz

oo

Ein Zustand i € F ist rekurrent genau dann, wenn die Reihe Zp(") (i,1) divergiert. Ist i € E transient, so

n=0
gilt y " p™(i,i) =
n=0

von X in 1.

—. AuBerdem ist die Summe Z p™ (i, i) die erwartete Anzahl von Aufenthalten
1,1 n=0

3.39 Beispiel

a) Eindimensionale Irrfahrt auf ZZ (nach Beispiel 3.19):
Fiir n € IN gilt:

p 0,00 =0,  p3M(0,0) = (?) (1= A" = (‘711/2) (—4N(1 - N)".

(Dabei folgt die Wahrscheinlichkeit der ])(2”)(07 0) aus den folgenden Uberlegungen: Jeder Pfad von
0 nach 0 in 2n Schritten hat die Wahrscheinlichkeit A"(1—X)" und (*") ist die Anzahl dieser Pfade;
die zweite Darstellung zeigt man durch Induktion.)

Wir haben zu untersuchen:

i (Z‘) AL = )" = i <_2/2> (—4M(1 = \)".

n=0 n=0

Fiir den Fall A # 1, d. h. 4\(1 — \) < 1, konvergiert die Reihe und hat (mittels Newtons Bino-
mialformel) den Wert

(1—4A1=N) 2 =[1—2)"

Der Zustand 0 ist dann also transient.

Den Fall A = % erhéilt man durch Grenziibergang in der folgenden Weise:
0o 9 1\" 0o 9 . ; .
(M) (1) =5 ()0 = -sa o
mo\n/ \4 o\ AE(0,1), A#£L

Der Zustand 0 ist dann also rekurrent.

Um zu entscheiden, ob positive Rekurrenz vorliegt, muf die erwartete Riickkehrzeitverteilung un-
tersucht werden. Durch mehrfache Anwendung der starken Markov Eigenschaft und der Symme-
trieeigenschaft der Irrfahrt, die aus A = % folgt, erhalten wir mit Ersteintrittsargumenten

Elr(0) | Xo=0]=1+ E[r1(0) | Xo = 1]

und
En(0)| Xo=1]= 3 - 14+ 3(1+ Eln(0) | X = 2)),
E[r(0) | Xo =2] ZE[71(1)|X0=2]+E[7'1( )| Xo=1]=2- E[n(0) | Xo = 1],
E[r(0)| Xo=0=2+ E[n(0) | Xo =1].
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Die erste und die letzte Gleichung sind nur vertréglich fiir
E[r1(0) | Xo =1] = o0,
was auch
E[r(0) | Xo=0] =

nach sich zieht. ( Genaueres zur Riickkehrzeitverteilung siche [Hin72], S. 59.) Der Zustand 0 ist
in der symmetrischen Irrfahrt auf 7ZZ also nullrekurrent. Aus Symmetriegriinden mufl dies fiir alle
Zustédnde gelten.

Ebenfalls aus Symmetriegriinden sind in der nicht—symmetrischen Irrfahrt auf 7ZZ alle Zustédnde
transient.

b) Fiir symmetrische Irrfahrten in héheren Dimensionen, d. h. Markov-Ketten auf Zd, d > 2, die
sich bei jedem Schritt in jede mogliche Koordinatenrichtung (um einen Schritt) mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit bewegen, kann man zeigen:

Fiir d = 2 liegt wieder Nullrekurrenz vor, fiir d > 3 aber Transienz (vgl. [KT75], S. 67). O
3.40 Beispiel
Ist der Zustandsraum einer Markov—Kette endlich, so existiert mindestens ein positiv rekurrenter Zustand.
Beweis: Irgendwo mufl der Prozef} sich stets aufhalten, und es stehen fiir unbegrenzt viele Zeitpunkte nur

endlich viele Aufenthaltsorte zur Verfiigung. n

Die jetzt folgenden Klassifikationen und Sétze erleichtern Rekurrenzuntersuchungen und damit schliefSlich
die Bestimmung des asymptotischen Verhaltens Markovscher Ketten betréchtlich.

3.41 Definition
Sei X eine Markov-Kette mit Zustandsraum E und Ubergangsmatrix p und i, j, k € E. Wir definieren:

a) j ist von i aus erreichbar (i fiihrt nach j, in Zeichen: i — j) genau dann, wenn es ein m > 0 gibt
mit p(™ (i, §) > 0.
b) i und j kommunizieren (i und j sind gegenseitig erreichbar, in Zeichen: i «=— j) genau dann, wenn
i — j und j — 1.
3.42 Korollar

Die Relation «=— ist eine Aquivalenzrelation auf E und zerlegt damit E in disjunkte Teilmengen

C(i)#0, ieE: |JCU)=E.

i€E
Beweis: «=— ist reflexiv wegen p(®)(i,i) = 1, symmetrisch per Definition und transitiv wegen der
Chapman—Kolmogorov—Gleichung. Die Zerlegung des Zustandsraums ist eine Eigenschaft von Aquiva-
lenzrelationen. n

3.43 Definition
a) Eine nichtleere Menge A C E heifit abgeschlossen, falls fiir alle i € A gilt
> pli,g) =1.
jEA
b) Eine abgeschlossene Menge heifit minimal, wenn sie keine nichtleere echte Untermenge enthélt, die
abgeschlossen ist.

¢) Eine abgeschlossene Teilmenge A C E heifit unzerlegbar, falls es keine nichtleere, abgeschlossene,
echte Teilmenge B C A gibt derart, dafl auch A — B abgeschlossen ist.

d) Eine abgeschlossene Menge heifit irreduzibel, wenn alle ihre Elemente kommunizieren. X heift
irreduzibel, wenn F irreduzibel ist.

e) i € E heiit absorbierend, falls p(i,i) = 1 ist.
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3.44 Lemma
a) i € E ist absorbierend genau dann, wenn {i} abgeschlossen ist.

b) Eine abgeschlossene Menge A C E, | A |> 1, ist irreduzibel genau dann, wenn keine nichtleere,
abgeschlossene, echte Teilmenge existiert.

Beweis:
b) i) Seien ) # A C E irreduzibel und §) # B C A. Es gibt also a € A mit a € A— B und b € A mit
b € B. Damit gibt es eine Folge b = cg, c1, ..., Ch—1, ¢, = a mit
n—1

11 ple,cin) >0,

1=0
denn sonst wire p(™) (b, a) = 0 fiir alle m > 0. Also gibt es ein [ € {0,...,] — 1} mit ¢; € B,
¢i+1 € A— B und p(cy, ¢i41) > 0. Damit ist
> pla ) <1,
jEB
B also nicht abgeschlossen.

ii) Ist A C FE abgeschlossen, | A |> 1 und () # B C A ebenfalls abgeschlossen, so kénnen die
Elemente aus A — B nicht von B aus erreichbar sein, damit kommunizieren nicht alle Elemente
aus A. n

3.45 Anmerkung

Sei A C F abgeschlossen. Dann kann (eventuell nach einer Permuta- p(i,7) jeA|ljeE-A
tion der Zusténde) p in nebenstehender Weise strukturiert werden. )
| € 0
Dabei ist @ eine stochastische Matrix, 0 die geeignet dimensionierte ’ @
Nullmatrix. icE—A N
Ist B C A, B # A ebenfalls abgeschlossen, A — B aber p(i,7) jeB|jeA-B|jeE-A
nicht, so kann p wie nebenstehend angeordnet werden.
€ B R 0
Dabei sind R und (V|W) stochastisch und V' #0. 0O ‘ 0
i€ A-B \% w
ieE—A *

3.46 Beispiel

Sei E =N und p = (p(i, ) : i,j € IN) Ubergangsmatrix auf E mit p(i,i 4+ 1) = 1 fiir i € IN sowie py =
(dok : k € IN). Diese Angaben bestimmen eine Markov—Kette X, deren Zustandsraum die abgeschlossenen
Mengen {k,k+1,k+2,...}, k > 0, enthilt. Es existiert keine minimale nichtleere abgeschlossene Klasse.

Anschaulich haben wir hier eine deterministische Wanderung von 0 aus unbegrenzt aufwérts vorliegen.
Dies einfache System macht hiufig auftretende Begriffe einfach klar oder zeigt merkwiirdige Phénomene
auf:

a) Es wird keine der existierenden abgeschlossenen Klassen jemals verlassen.
b) In einen Zustand, der einmal verlassen wurde, kehrt der Prozef nie wieder zuriick.Es existieren also
keine rekurrenten Zustidnde und alle Zusténde sind transient. O
3.47 Beispiel
a) Sei A C F abgeschlossen und
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_ {inf (n eN: X,(w) € A), falls ein solches n existiert,
a(w) =
00 sonst

die Ersteintrittszeit in A. Der Endlichkeitsbereich A von « habe positive Wahrscheinlichkeit:
P(A) > 0. Dann ist der Post-a-Proze Y = (Y;, : n € IN) eine Markov-Kette auf (A, AF, P(e |
A)) mit Zustandsraum E. Da A abgeschlossen ist, kann Y nur Zusténde aus A erreichen und als
Markov-Kette mit Zustandsraum A, Ubergangsmatrix p4 = (p(z'7 NEENES A) und Startverteilung
(P(Yo =1i) = P(X, =1) :i € A) angesehen werden.

b) Wird im Lagerhaltungsmodell des Beispiels 3.13 als anfiinglicher Lagerbestand X, eine IN-wertige
Zufallsvariable zugelassen, so ist die Ersteintrittszeit « in {0, 1,...,S} Markov—Zeit fiir X und der

Post—a-Prozef} hat den endlichen Zustandsraum {0,1,...,S}, wihrend X auf IN lebt. Ein méglicher
Ubergang zu endlichen Prozessen erleichtert hiufig Grenzwertuntersuchungen.

Wir werden also, wenn fiir unsere Untersuchungen das Einschwingverhalten in der Anfangszeit des
Prozesses nicht wesentlich ist, wenn mdoglich das Vorgehen aus a) anwenden mit A = {0,1,...,S5}.

¢) Eine entsprechende Uberlegung vereinfacht auch die Untersuchung des Langzeitverhaltens im Bei-
spiel 3.10 fiir den Restlebensdauerprozef. O

3.48 Beispiel

Im M/G/1/00-FCFS-Modell des Beispiels 3.17 ist der (erweiterte) Schlangenldngenproze X = (X, :
n € IN) mit Zustandsraum E = {(0,0)} U (IN; x IN;) genau dann irreduzibel, wenn die Bedienzeitver-
teilung 7 (e) keinen endlichen Triiger hat. O

3.49 Definition
Fiir die Ubergangsmatrix p der Markov-Kette X sei

Ny = {n € N; : p™(i,i) > 0}.

Ist N(;y # 0, so heifit der groBte gemeinsame Teiler d; von N(;y die Periode von i. Ist d; = 1, so heift i
auch aperiodisch. Ist N(;y = (0, so ist keine Periode fiir i erklért.

Wir werden im folgenden zeigen, daf die bisher fiir Zustinde definierten Eigenschaften sogenannte ,, Klas-
seneigenschaften“ sind fiir die durch die Aquivalenzrelation ,,+=— erzeugten Klassen. Genauer: Ist C(i)
die Aquivalenzklasse von i beziiglich ,,«=—*, und ist fiir j € C(i) eine dieser Eigenschaften, beispielsweise
Rekurrenz, nachgewiesen, so sind auch alle anderen k& € C(i) rekurrent. Dies erweist sich in der Praxis
als duflerst wichtig, da die meisten Modelle, die durch Markov—Ketten beschrieben werden, iiber einem
irreduziblen Zustandsraum definiert sind. Rekurrenz zum Beispiel braucht dann nur fiir einen — beliebig
wahlbaren — Zustand gezeigt werden.

Bei Warteschlangenmodellen bietet sich hierfiir fast immer der Leerzustand (in Beispiel 3.17 also (0,0))
an.

3.50 Satz

a) Sei i € E ein rekurrenter Zustand und gelte i — j € E. Dann ist auch j rekurrent und es gilt
auBerdem
PX,=jio|Xo=0)=P(X,=iio0.|Xo=j)=1.

b) Rekurrenz und Transienz sind Klasseneigenschaften.

Beweis:
a) Wir zeigen zuerst, dafl unter den vorausgesetzten Bedingungen P(X,, = j i. o. | Xo =) = 1 ist.

Seien N > N’ > 0 beliebige natiirliche Zahlen. Dann gilt:
P(X,,=ifireinm>N, X, #j VI>N'| Xy=1)

:ZP(Xm ;X £ fir N <n<m; X():i)
m=N

X #jVI>N
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<

M8

. . < )
P( Xm=14X, #0 fir N <n<m ‘X0:i>

X, 45 fir NN<I<N: X, 45 Vi>m

m=N

I
M8

. Xpm=04X,#1 fir N <n<m;
P(X””me’ Xl;éjfiirN’glgN;XO:i>

m=N

X =1;X, #1i fir N <n<m; iy

'P< X #j fir N <I<N ‘XO_Z>
o ‘ . Xon =4 X, £ fiir N <n <m; .
—;P(Xl#le>m|Xm—z)-P< X, £t N <1< N ‘Xo—z>

_ X - Xm=4Xp #0 fir N <n<my iy
_(1_”)'ZNP< X, 4 fir N' <1< N ‘XO—’>
m=

Xo=i)

Direkt aus der Definition in 3.34 b) und der Stetigkeit von P (k) folgt

" X,, =i fiir ein m > N,
_(1_fi’)'P<Xl7éj fir N'<I< N

P(Xpy =i i.o.|on‘)P(ﬁ fj {Xmi}‘on')

N=1m=N
= (U e = o)
m=N

= lim P(X,, =i fiir einm > N | X = 9).

N—oo

Entsprechend erhilt man beim Ubergang N — oo auf der duBerst linken und duferst rechten Seite
der obigen Ungleichung

PXp=iio;X;#jVI>N|Xo=1)
<SPXp=iio;X;#jVI>N[Xo=1)-(1-f)

7

Da nach Voraussetzung f; > 0 ist, folgt fiir alle V e IN:
P Xy, =iio;X;#jVI>N|Xqg=1)=0.
Also gilt:

1=P(X, =i io.| Xo=1i)
=PXp=iilo;X;=jio0.|Xg=14)4+ P(Xmyn=i i o;X; =7 nur endlich oft | Xy = 1)
=PX,=tio0;X;,=j i o |Xy=1),

!

(X =1 i. 05 X; = j nur endlich oft | X = 1)
<Y PXp=iioiXi£jVI=N|Xg=1i)=0.
N’=1

Insgesamt ist also P(X; = j i.0. | Xo =4) =1, da P(X,, =i i. 0. | Xo = i) = 1 vorausgesetzt
war. Nach Lemma 3.35 mufl damit gelten

P(X,=jio.|Xo=j)=1,

so dal nach Korollar 3.36 auch j rekurrent ist.

b) ist damit auch schon gezeigt. [
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3.51 Beispiel )
X sei Markov—Kette mit Zustandsraum IN und der Ubergangsmatrix

po 1—po 0 0 0
P1 0 1,p1 0 0
Dr 0 0 0 . 1—p,

wobei 0 < p; < 1 fiir ¢ € IN gelte. X ist also irreduzibel mit IN als einziger Klasse. Fiir Rekurrenz— und
Transienzuntersuchungen geniigt es daher, den Zustand ,,0“ zu betrachten. Es gilt:

n—2

5 =po, 15 =TI ~ppa-r, n=2
=0

Fiir r > —1 setzen wir
U :{(l—po)(l—pl)...(l—pr) fiir r > 0,

1 fir r = —1;
dann gilt
n—2
o =TI =p) (1= (1 =pu1)) =Un-o = Uno1, n=1.
i=0
Es folgt fiir m > 0:
m+1

m—1 m
SN =30 -3 U =1 U
n=1 r=1 r=0

Es gilt aber (sieche [KT75], S. 70)

Un = H(l —p) L0 = Zpi divergiert.
i=0 1=0
Also haben wir insgesamt:
Zpi =00 <<= fljo=1 <= 0 ist rekurrent.
i=0
Aus Satz 3.50 b) folgt also:
Z pi=00 <= Allei € F sind rekurrent. O
i=0

3.52 Satz
Nullrekurrenz und positive Rekurrenz sind Klasseneigenschaften.

Beweis: Es reicht zu zeigen, daf fiir i, j € E, i «=— j, gilt: Ist 7 positiv rekurrent, so kann j nicht
nullrekurrent sein (oder umgekehrt).

Zuniichst bemerken wir: Aus Satz 3.50 folgt, dafl ¢ und j rekurrent sind, also nach Satz 3.50 und Korollar
3.36
P(X,=jio|Xo=i)=PX,=jio.|Xg=74) =1

gilt. Aus Lemma 3.35 folgt f; = 1 und aus Symmetriegriinden f}; = 1. Die Ersteintrittszeiten o1(i, 7)
und 01(4,4) von 4 nach j bzw. von j nach ¢ haben also nicht defekte Verteilungen. Entsprechendes gilt
fiir 01(7), 01(j) (siehe Definition 3.31).
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Die Riickkehrzeit von ¢ nach ¢ wird aufgespalten nach den Ereignissen

Ag := ,kein Durchgang durch j vor der Riickkehr nach

A,, := ,genau m Durchginge durch j vor der Riickkehr nach i“, m =1, 2, ...
Die Anzahl der Durchgénge durch j vor der Riickkehr nach i ist geometrisch verteilt wegen der Giiltigkeit
der starken Markov—Eigenschaft. Wird eine entsprechende Aufspaltung der Riickkehrzeit g;(j) nach j
vorgenommen, treten nach entsprechender Bedingung die gleichen bedingten Riickkehrzeitmittelwerte

bzw. Ersteintrittszeitmittelwerte auf. Damit kénnen E(gl (z)) und E(gl (3)) nur gemeinsam endlich oder
unendlich sein. n

3.53 Satz
Die Periodenlinge ist eine Klasseneigenschaft, d. h. aus j € C(t) folgt d; = d; (sofern definiert).

Beweis: Sei i «=— j, d; sei definiert und i # j. Also gibt es m, n, s € IN; mit
p™(i,5) >0, p" (i) >0, p®(i,i) > 0.
Es gilt:
prHEEm (G g) = pt (,4) - p* (0 0) - U (0, 5) > 0,

so daB N,y # () ist und d; existiert. d; teilt (n+s+m) und (n+2s+m), also auch (n42s+m)—(n+s+m) =
s. Damit muB} d; auch d; (den grofiten gemeinsamen Teiler aller solchen s) teilen. Da d; existiert, kann
diese Argumentation mit vertauschten ¢ und j durchgefiihrt werden, was d; = d; bedeutet. u

Die periodische Struktur einer Markov—Kette 148t sich noch genauer beschreiben.

3.54 Satz
Der Zustand i habe Periode d;. Sei j € C(i), j # 1.

a) Dann existiert eine eindeutig bestimmte Zahl r; € {0,1,...,d; — 1}, so daf gilt:
p™(i,j) >0 = n=r; (modd;).
b) AuBerdem gibt es ein n(j) mit
n>n(j) = p"TIG ) > 0.
¢) Die Klasse C(i) zerféllt in disjunkte, nichtleere Teilklassen Cy(i), C1(i), ..., Ca,—1(%). Diese Zerle-

gung ist unabhéngig von der Wahl von i (bis auf zyklische Permutation der Indizes).

Wird formal Cy (i) auch fiir p € IN, p > d;, definiert durch
Cp(i) =Cy(i) <= p=q (mod d;),

so gilt:
Z p™M(1,5) =1, fallsle C,(i).
jEC'H»n(i)

Beweis:

a) Seien m # m/ € IN mit p(™(i,5) > 0, p(m')(i,j) > 0 und n € IN mit p™(j,4) > 0. Also gilt
pmHt) (34) > 0, p™ ™) (4,4) > 0 und d; teilt sowohl m + n als auch m/ + n. Damit teilt d; auch
m — m’. Das impliziert, dafl m und m’ den gleichen Divisionsrest bei Division durch d; haben.

b) siehe [Chu67], S. 14.

c) Die Zerlegung erfolgt nach den zugehorigen r; € {0,1,...,d; — 1}, die in a) gefunden wurden. Fir
den Rest des Beweises siehe [Chu67], S. 15. ]
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3.55 Beispiel

In einer Reparaturhalle miissen defekte Werkstiicke eine Reihe von Arbeitsgéngen Ag, A1, ..., As durch-
laufen, eventuell mehrmals hintereinander. Ist das Werkstiick wiederhergestellt, wird es aus dem Ar-
beitsprozef} sofort herausgenommen und ein neues Werkstiick beginnt ohne Zeitverlust den Reparaturzy-
klus. Wir nehmen an, dafl stets Werkstiicke auf Reparatur warten.

Wir legen fest: Reparaturanforderungen treten iiber Ay in den Zyklus ein. Nach Bearbeitung in A; geht
das Werkstiick entweder mit Wahrscheinlichkeit 1 — p nach Ay oder mit Wahrscheinlichkeit p nach As.
In As wird eine Kontrolle durchgefiihrt und entschieden, ob das Werkstiick wiederhergestellt ist (die
Wahrscheinlichkeit hierfiir ist 1 — ¢) oder noch einen Zyklus, beginnend mit Ag, durchlaufen mufl (mit
Wahrscheinlichkeit ). Die restliche Ablaufsteuerung ist deterministisch (siehe Abbildung 5).

b

1@/1)@\1@1@1\71? 1-g

[ Ao] 5
Reparatur— [l 2] reparierte
anforderung g Stiicke

Abbildung 5: Reparaturablaufplan

Wir nehmen an, dafl die Verzweigungsentscheidungen unabhéngig voneinander und den sonstigen Daten
sind.

Es sei X,, = A; genau dann, wenn das zur Zeit n € IN in der Halle bearbeitete Werkstiick sich im
Arbeitsgang A; befindet. Dann ist unter den angegebenen Modellannahmen X = (X,, : n € IN) eine
Markov-Kette, falls PXo festgelegt ist. X ist auf dem Zustandsraum E = {Ag, Ay,..., A5} irreduzibel
und alle Zustédnde haben die Periode 3. Mit Bezug auf Ay sind die Restklassenzahlen der Zustédnde aus £

Ay A1 Ay Az Ay As . Co(Ag) C1(Ag) Ca(Ao)
0 1 2 0 1 2 Ag, A3 A, A4 Ag,As

Nimmt man einen anderen Bezugspunkt, so werden die Restklassenzahlen zyklisch permutiert. ad

3.56 Anmerkung

a) Ist X irreduzibel mit Periode d > 1 und ordnet man entsprechend einer Folge Cy(i), C1(i),
...y, C4_1(i) den Zustandsraum FE an, so hat die Ubergangsmatrix die folgende Blockform auf
dem Teilraum C(i):

ple,e) | Co(i) Ci(i) Ca(i) Cs(i) ... Ca1(d)
Co(l) 0 Po 0 0 ce 0
C1(d) 0 0 » 0o .. 0
CQ(Z) 0 0 0 P2 N 0

Cdfg(i) 0 0 0 0 NN Pd—2

Ca-1(i) | pa—1 0 0 0o ... 0

Dabei sind die 0-Blockmatrizen der Diagonale quadratisch; die p; sind stochastisch, aber im allge-
meinen nicht quadratisch. Die Blocke sind nicht notwendig endlich.

b) Die Erreichbarkeitsfragen und Periodizitdtseigenschaften der stochastischen Matrizen hidngen nur
von der Plazierung der Nullen ab. Man kann deshalb die Definitionen auf nicht—negative Matrizen
sinnvoll iibertragen (siche [Sen80]). ]
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4 Asymptotisches Verhalten, Stabilitit und stationire Vertei-
lungen von Markov—Ketten

Ein Warteschlangensystem (siehe Beispiel 3.17) wird in der Praxis kurz als ,stabil* bezeichnet, wenn
die Kapazitit des Bedienungsgerites grofl genug ist, um sdmtliche eintreffende Arbeitsanforderung auch
abzuarbeiten — und dies auch in nicht allzu langer Zeit nach Ankunft der Auftrége. Mit anderen Worten:
Das Bediengerit mufl so angelegt sein, dafl der Leerzustand des Systems immer wieder (in endlicher
Zeit) erreicht wird, und zudem soll die Zeit zwischen zwei Leerzustinden im Mittel endlich sein. In
der Terminologie des letzten Abschnitts heifit dies: Der Leerzustand des Schlangenléngenprozesses ist
positiv rekurrent, falls das System stabil ist. Instabil wird das System also genannt, wenn der Leerzustand
transient oder nullrekurrent ist. Die anschauliche Konsequenz ist dann, daff die Schlangenléinge (im Mittel)
unbegrenzt anwéachst bzw. dafl es im Mittel unendlich lange dauert, bis ein leer gestartetes System
wieder leer wird. Ist dann der Schlangenldngenprozefl irreduzibel, iibertragen sich diese Eigenschaften
auf die Gesamtheit der Zusténde und wir benennen den gesamten Proze bzw. sogar ,,das Wartesystem*
entsprechend.

In einem etwas anderen Sinne wird das Wort ,,stabil“ verwendet, wenn untersucht wird, ob das System sich
in einen ,,Gleichgewichtszustand“ einschwingt, d. h. sich , stabilisiert* und dann ,stationires® Verhalten
zeigt. Dabei kann in der Regel nicht angenommen werden, dafl der dann erreichte ,stationére Zustand*
eindeutig bestimmt ist wie in der asymptotischen Theorie fiir Losungen von Differentialgleichungen:
Diese bewegen sich unter geeigneten Bedingungen in einem deterministischen Ruhezustand. Bei unseren
zufallsbeeinflulten Systemen werden wir auch asymptotisch die Zufallsfluktuationen behalten. Was wir
zu erreichen hoffen konnen ist, dal die Wahrscheinlichkeiten sich einschwingen, und zwar im Sinne einer
Konvergenz von Z&hldichten, was wegen des diskreten Zustandsraumes gleichbedeutend ist zur schwachen
Konvergenz der Zustandsverteilungen gegen eine Grenzverteilung.

Das letzte Thema dieses Kapitels entsteht aus der Frage, ob es moglich ist, eine Markov—Kette so zu
starten, dafl schon Stationaritét vorliegt, also das Einschwingen schon stattgefunden hat.

Es stellt sich heraus, daB alle drei Probleme eng miteinander zusammenhéngen, was nicht sehr iiberra-
schend ist, wenn man im Beispiel eines Warteschlangensystems dies etwas weiter inhaltlich durchdenkt.
Wir kldren zunéchst die Begriffe und legen wieder fest, dal — wenn nicht anderes gesagt ist — X =
(X, :n € IN) mit X, : (Q,F,P) — (E,P(E)) fiir n € IN eine homogene Markov—Kette gemif Kapitel 3
ist.

4.1 Definition

Eine Markov—Kette X heifit stationér, falls fiir alle n € INy und alle Zeitpunkte tq, ts, ..., t, mit
0<t; <ty <--- <ty gilt:

P&ty Xen) — pXeytnesXentn)  fiir alle h € IN.

4.2 Definition
Gegeben sei eine Markov-Kette X = (X,, : n € IN).
a) Ein nichtnegativer Vektor q = (q(i) :i € E) € IRE heifit invariantes Ma#3 fiir X, falls gilt: ¢ = q - p
( wOtationaritdts— oder Gleichgewichtsgleichung®). q ist also ein linker Eigenvektor zum Eigenwert
1 der Ubergangsmatrix p von X.

b) Ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl fiir X wird als stationire Verteilung von X bezeichnet.
Gebréuchlich sind dafiir auch die Bezeichnungen Gleichgewicht q, Gleichgewichtsverteilung q, Aqui-
librium q, stationdre Anfangsverteilung q.

Die folgende Beobachtung begriindet die letzte Bezeichnung:

4.3 Korollar
Ist q ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf§ fiir X und gilt po = PX° = g, so ist X stationdr und die
eindimensionalen Randverteilungen sind zeitlich invariant:

Pn=po-p" =gq, n > 0.
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Beweis: p,, = q fiir n > 1 folgt durch Induktion aus der Definition. Aus der Homogenitéit von X folgt
analog zu Satz 3.7 a), daB§ p(XertnXentn) eindeutig bestimmt ist durch pt,+» und p. Die Stationaritét
folgt damit aus pg = p¢,+n und direktem Ausrechnen der endlichdimensionalen Randverteilungen, sowie
deren Umrechnen mittels Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit. u

4.4 Definition
Gegeben sei eine Markov-Kette X = (X, : n € IN) mit Startverteilung py = PX°. X besitzt eine
Grenzverteilung unter py, falls

(k) := lim p,(k) existiert fiir alle k € E

n—oo

und es gilt
> k) =1,
keE

d. h. w ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf E. m wird dann auch als asymptotische Verteilung von X
unter po bezeichnet. Falls die Grenzverteilung m von py unabhéngig ist, sagen wir kurz: X besitzt die
Grenzverteilung .

4.5 Korollar
q sei ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl fiir X. Wird dann X unter q gestartet, d. h. pg = q, so
besitzt X eine Grenzverteilung (unter q), ndmlich q.

Jede stationédre Verteilung ist in diesem Sinne auch eine Grenzverteilung. Falls also X mehrere stati-
onére Verteilungen q;,1 € I, besitzt, so existieren auch mehrere Grenzverteilungen, jeweils unter den
verschiedenen q; gestartet.

Einen Uberblick iiber die auftretenden Moglichkeiten gewinnen wir anhand einfacher Beispiele.

4.6 Beispiel
Die in Beispiel 3.45 definierte deterministische, in Schritten der Hohe 1 aufsteigende Bewegung sollte
anschaulich keine stationdre Verteilung besitzen.

Formal haben wir: Ist py auf [k, c0) konzentriert mit po(k) > 0, so ist p; = pg-p auf [k+1, co) konzentriert
mit p; (k4 1) > 0. Mit dem gleichen Argument folgt:

n—1
an(k‘) =0 firallen>1,
k=0

also
lim p,(k) =0 fiir alle k € IN.
n—oo
Damit kann auch keine Grenzverteilung existieren. ad

4.7 Beispiel
Im Beispiel 3.16 haben wir die Potenzen der Ubergangsmatrizen fiir Markov—-Ketten mit Zustandsraum
E = {0, 1} untersucht:

plij)| 0 1
0 l-a a (a, b€ [0,1]).
1 b 1-b

a) a = b = 0. Dann ist p = I und jede Verteilung auf {0,1} stationdre und Grenzverteilung (unter
dieser Anfangsverteilung).

b) a =b=1. Wir l6sen die Stationarititsgleichung

X =(X(0),X(1)=X"p
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und erhalten als Losungsmenge {X =(n,n):ne€ IR}. Als einzige Wahrscheinlichkeitslosung haben

wir also die Gleichverteilung ¢ = (%7 %) auf F, welche damit stationidre und Greunzverteilung ist
(unter dieser Anfangsverteilung). Wegen

(X(1),X(2) -p=(X(2),X(1))
kann es keine weitere Grenzverteilung geben. Auflerdem folgt, dafl unter keiner anderen Startver-

teilung aufler ¢ = (%, %) Konvergenz der p,, gegen eine Grenzverteilung vorliegt.

¢) 0 < a+b < 2. Wir I6sen die Stationaritéitsgleichung und erhalten als Losungsraum {c-(b,a) : ¢ € R}.
Als einzige Wahrscheinlichkeitslosung haben wir also

1
a+b

q= ) (bva)a

welche eindeutig bestimmte stationére Verteilung ist und damit auch wieder Grenzverteilung unter
dieser Anfangsverteilung. Die Frage nach weiteren Grenzverteilungen kénnen wir hier numerisch

beantworten:
Nach Beispiel 3.16 gilt
n 1 b a nf a —a
pu=po-p" = ((po(O),po(l)) ( b a ) + (10(0),po(1)) (1 — a —b) ( b b ))
1 nf a —a
= 3 (004 Oy -a-o (4 )
1
i (b, a).
1
q= Y (b,a) ist also die eindeutig bestimmte asymptotische und Grenzverteilung von X, und

von jeder Anfangsverteilung aus konvergiert die Folge der Zustandsverteilungen eindeutig gegen ¢
(im Sinne der schwachen Konvergenz).

d) Falls in ¢) a = 0 bzw. b = 0 ist, haben wir den absorbierenden Zustand 0 bzw. 1.
e) Im allgemeinen gilt unter den Bedingungen von c¢), dafl p,, # ¢ ist fir alle n € IN| falls nicht pg = ¢
ist. m|

4.8 Beispiel
Wir betrachten ein System in den diskreten Zeitpunkten 0, 1, 2, ...und unterscheiden als mogliche
Zusténde des Systems:
0 = System arbeitet,
1 = System ist ausgefallen und wird repariert (ist in ,Reparatur®),
2 = System ist in Ordnung, arbeitet aber nicht (ist ,,in Ruhe®).
Aus Beobachtungen ergibt sich: Die Wahrscheinlichkeit, dal das System zur Zeit n + 1 im Zustand

x € E={0,1,2} ist, hingt nur von z und dem Zustand ab, in dem sich das System zur Zeit n befindet,
ne€{0,1,2,...} =IN.

Genauer ergibt sich aulerdem: Arbeitet das System zur Zeit n, so arbeitet es zur Zeit n+ 1 mit Sicherheit
nicht und die Zusténde ,in Reparatur” und ,,in Ruhe“ sind gleichwahrscheinlich.
Falls das System zur Zeit n in Ruhe oder Reparatur ist, so arbeitet es zur Zeit n + 1 mit Sicherheit.

Wird das Systemverhalten durch eine Markov—Kette beschrieben, erhalten wir X = (X :n € IN), mit
X, : (A, P)— (E,P(E)) fir n € N und mit Ubergangsmatrix

pls,e) [0 1 2
0 05 1
1 |10 0
2 |10 0

Stochastische Methoden des Operations Research H. Daduna



4 Asymptotisches Verhalten, Stabilitit und stationédre Verteilungen von Markov—Ketten 40

Dann gilt: X ist irreduzibel und alle Zustéinde haben die Periode 2. Die n-Schritt-Ubergangswahrschein-
lichkeiten sind:

1 0 0
p2n — 0 % % , p2n—1 = p, ne ]l\IJr.
o 1 1
2 2
Die einzige stationére Verteilung fiir X ist p = (%, i, i)
Bei einer Anfangsverteilung pg = (po(O), po(1), p0(2)) gilt fiir die eindimensionalen Randverteilungen von
X fir n > 1:
P0(0) n gerade
pn(0) =
po(1) + po(2) n ungerade
1
3 (po(1) + po(2)) n gerade
pn(1) = 1
51?0(0) n ungerade
1
3 (po(1) +po(2)) n gerade
pn(2) = 1
§po(0) n ungerade

Fiir n > 1 sind also fiir ¢ € E die Folgen (pn(z) 'n € ]N) konstant (und zwar genau dann, wenn gilt
20(0) = po(1) + po(2)) oder alternierend (und zwar genau dann, wenn gilt po(0) # po(1) + po(2)). Im

ersten Fall liegt Konvergenz gegen eine Grenzverteilung vor, welche wegen po(0) + po(1) + po(2) = 1

und p,(1) = pu(2) = %po(()) gerade (%, i, i) = ¢ ist. Im zweiten Fall liegt keine Konvergenz gegen eine

Grenzverteilung vor. O
4.9 Satz )
Sei X eine Markov—Kette mit Zustandsraum E und Ubergangsmatrix p. Dann gilt:

Die absoluten Zustandswahrscheinlichkeiten p,, = (pn(z) 1€ E) konvergieren punktweise (d. h. fiir alle
i € E) gegen einen Vektor a = (a(i) NS E) unabhéngig von der Startverteilung py genau dann, wenn
die Grenzwerte

b(j) = lim p™(i,j), jEPF,
n—oo
existieren und nicht von i abhédngen, d. h. wenn die Matrixpotenzen p"™ gegen eine Matrix mit identischen
Zeilen punktweise konvergieren:
Ist b= (b(i) : i € E), so gilt

AufBerdem gilt dann a = b.

Ist auflerdem a = (a(i) : i € E) ein stochastischer Vektor, so ist a die eindeutig bestimmte stationére
Verteilung von X.

Beweis:

a) Die Limiten b(j) = lim p™ (i,7) mogen existieren und nicht von ¢ € E abhéingen. Dann gilt:

n—oo

= i v 061 = i (0 1) = St 76:0)
JjEE jeE

= 3 poli)b) = b(i)-

jEE
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Die Summation kann mit dem Grenzwert vertauscht werden unter Anwendung des Satzes von
der majorisierten Konvergenz: Die Funktionen p(") (i,e) sind durch die beziiglich (po(i) NS E)
integrierbaren (summierbaren) Funktionen 0 und 1 von unten und oben beschrinkt.

b) Falls die absoluten Zustandsverteilungen unabhiingig von der Startverteilung gegen a konvergieren,
wihle po(i) = 0;,,; flr ein i € E. Dann gilt:

= po)p™ (G i) =p™M (o, i)  und  pu(i) — al@),
JjEE

unabhéngig von 7.
c¢) Falls nll)rr;o p™(i,§) = b(j), j € E, unabhingig von i existieren und einen stochastischen Vektor

definieren, gilt (Chapman—Kolmogorov—Gleichung)

p™ (i Zp(” Y, k)p(k, 5), i,jeEE, n>1.
keE
Aus dem Lemma von Fatou (siehe [Hin72], S. 119) folgt:
lim p™(i,j) = lim Zp”l (i, k)p(k,7) > thp(" (i, k)p(k, j) = Zb

n—oo
keE keE keE

b(j) = Y b(k)p(k, ) > 0. ()

keE

fiir alle j € E also:

Summation iiber j € E und Anwendung des Satzes von Fubini liefert:

1=>"b() =YY b(k)p(k,§) =D (k) > plk,j) = bk) =

JEE jEE keE keE JjEE keE

Damit muf fiir alle Summanden aus den Ungleichungen (x) schon Gleichheit gelten, und dies sind
die Gleichgewichtsbedingungen fiir X. [

Wihrend im letzten Satz stationdre Verteilungen als Grenzwerte erhalten wurden, geben wir jetzt eine
andere Konstruktion an, die eine Grundtatsache zur Begriindung der sogenannten ,,Regenerativen Simu-
lation“ darstellt. Wir verwenden dabei — und im folgenden bei geeigneter Gelegenheit — die folgenden
abkiirzenden Schreibweisen:

4.10 Definition
Sei X = (X, : n € IN) eine homogene Markov-Kette auf (Q, F, P) mit Zustandsraum.

Falls die Startverteilung py in dieser Darstellung fixiert werden soll, wird der unterliegende Wahrschein-
lichkeitsraum bezeichnet als (Q, F, P,,). Wir haben also formal Pp)go = pp-

Fiir Erwartungswerte unter P,,, schreiben wir Ep,(e). Falls po = ¢;, die Einpunktverteilung in ig € E ist,
schreiben wir statt P, und Ec, (e) einfach P;, und E;, (o).

Mit diesen Schreibweisen erhalten wir also z. B.
P(Xy=j| Xo=io) = Piy(X2 = j),
E(Xz | Xo = io) = E;, (X2),
oder trivial

E(XQ):EPU(XQ)a P(XQZj):PPD(XQZj)'

Auf diese Weise 1a83t sich ein Wechsel der Startverteilung schreibtechnisch einfach darstellen; aulerdem
werden spéter technische Umformungen leichter darstellbar. Ein Beispiel liefert der folgende Satz.
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4.11 Satz

Sei X eine Markov—Kette, ig € E ein beliebiger, aber fest gewéhlter, rekurrenter Referenzzustand und
P(Xo =1p) = 1. Fiir j € E sei v; die erwartete Anzahl von Eintritten in j zwischen zwei Eintritten in i
von X, d. h.

o1(io)—1 o 01(i0)—1
vj = Eio( Z 1(Xn—j)> = ZPZO(XTL = j,01(io) > n) = E< Z 1(Xn:j) Xo = io)
n=0 n=0

ZP n = J,01(i0) > n | Xo = o).

n=0
(Insbesondere gilt: v;, = 1.)

Dann ist der Vektor v = (v; : j € E) ein stationdres MaB fiir X (insbesondere also aus IRE) mit v # 0.
Falls zur Unterscheidung beziiglich des Referenzzustandes nétig, bezeichnen wir den Vektor mit

v:=w(io) = (v;(io) : j € E).

Beweis: Wir haben nach Voraussetzung und Definition Xo = ig = X, (;,) Pi,fast sicher. Also lat sich
der Summationsindex verschieben zu:

01(i0)—1
Vj:Ei0< > 1(Xn—j)>

n=0

01(i0)
- EZO( Z 1(Xn—.7)>

n=1

p"qg

Ei, (l(Xn:ijl(io)Z”))

3
Il
-

M

io (Bio (1x,=) Loy | 0(Xi sk < m—1)))

3
—

(Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen ist darstellbar als Erwartungswert der bedingten Erwartung
dieser Zufallsvariablen gegeben eine Unter—-o—Algebra; siehe [Bau74], S. 295 (54.18); [Hin72], S. 180.)

= ZEZO( (01(i0)>n—1) E;, (1(Xn:j) ’ o(Xg:k<n-— 1)))
(01(ip) ist eine Stoppzeit beziiglich X, also gilt {01 (ig) < n—1} € o(Xy : k <n—1);diec(Xy : k <n—-1)-

mefbare Funktion 1(,, (j)>n—1) kann aus dem bedingten Erwartungswert beziiglich o (X : & < n —1)
herausgezogen werden; siehe [Bau74], S. 294 (54.16).)

= Z Eio (1(91(i0)>n71) : p(anlvj))
(Markov-Eigenschaft und Homogenitit von X, wobei die Markov—Eigenschaft in der Form
P(Xn+1 :] } U(Xk k < TL)) = P(X71,+1 :] | U(Xn)) :p(XTMJ)

fiir beliebige Startverteilungen eingesetzt wurde; siche [Asm87], S. 3.)

_ZZEzo Lo (i)>n—1) * P(Xn-1,7) - 1(x,_1=h))

n=1kecFE
= Z Z Eio (1(91(i0)>n—1) ’ l(Xn—lzk) p(k7]))
n=1keF
o)
= Zp(k J Z io 1(91 (io)>n—1) ~ 1(X,,L,1:k))
keE n=1
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= Zp(kvj)l/k

keE

Wir haben also mit v = (v; : j € E) gezeigt: v = v - p. Zu zeigen bleibt noch v; < oo fiir alle j € E:
a) Falls j ¢ C(ig) ist, gilt v; = 0.
b) Sei j € C(ig), d. h. es gibt ein m > 1 mit p™)(j,49) > 0. Es folgt:

0 — Z Vkp(m)(k710) Z Vjp(m) (ja ZO)
keE

und damit v; < oo. |

Die Form des Beweises stammt aus [Asm87] (Theorem 3.2) und ist typisch fiir viele neuere Darstellungen.
Die jeweiligen Umformungen geben jeweils intuitiv einleuchtende Sachverhalte wider; die hier angegebenen
Erlduterungen sollen klar machen, welche Rechenregeln bei derartigen Schritten im Hintergrund stehen.
(Das Buch [Asm87] von Asmussen scheint sich zu einem auch bei Anwendern zitierten Referenzwerk fiir
angewandte Markov—Prozesse zu entwickeln.)

4.12 Satz

X sei irreduzibel und rekurrent. Dann existiert ein strikt positives Maf v, welches stationér fiir X ist.
v ist bis auf einen multiplikativen Faktor eindeutig bestimmt, d. h. ist v’ ein weiteres stationéres Maf3
fiir X, so gilt v =v' - ¢ fiir ein ¢ € (0,00).

X ist genau dann positiv rekurrent, wenn v endlich, d. h. zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf} normierbar
ist.

Beweis: Sei ig € E beliebig, aber fest. Aus der Irreduzibilitit folgt, daf fiir alle j € F die in Satz 4.11
definierten GréBen v;(ip) > 0 sind. Die Endlichkeit der v;(ig) war ebenfalls in Satz 4.11 gezeigt.
v(ip) ist genau dann normierbar, wenn gilt

01(ig)—1 o1
o0 > Z Vj(’i()) = ZEio( Z l(Xn—j)> = Eio(

ig)—1

(0
> D 1(Xn—j)>
JEE

JEE JjEE n=0 n=0
01(i0)—1
=E,, ( Z 1> =E;, (01(i0)) = miyi,
n=0

(siehe Definition 3.34). Nach Definition ist dies aber genau dann der Fall, wenn X positiv rekurrent ist.

Ist v/ ein weiteres stationdres Maf fiir X mit ¢/ # 0, dann ist auch v/ strikt positiv, denn aus v/ > 0,
d.h., ¥/(j) > 0 fiir ein j € E, folgt fiir i € E:

v, —Zz/p(m) (k,1) >Vp )(4,1)
kEE
fiir geeignetes m > 0.

Welter folgt daraus insbesondere: Ist v* ein stationdres Maf fiir X mit v*(j) = 0 fiir ein j € E, so gilt
vt =
Wir nutzen dies aus, um in zwei Schritten (bis auf einen Faktor) die Eindeutigkeit zu zeigen:
a) Sei v/ stationdr fiir X mit vj > 1 = v;,(ip). Dann ist v} > v;(io) fiir alle j € E' (koordinatenweise
geordnet).

Sei p die Matrix, die aus p entsteht, indem die ig—te Spalte durch 0 ersetzt wird. Dann gilt fiir alle
n>1
p"(k,j) = Pu(Xy = j, 01(i0) > n)
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(Tabu—Wahrscheinlichkeit fiir den n—stufigen Ubergang von k nach j unter dem Tabu i0). Nach
Definition von v(ig) haben wir

oo
v(io) =i » D",
n=0
wobei €;,(j) = d;,,; die Einpunktverteilung in i ist. Weiter gilt:
vV >e + v p.
Es ist ndmlich v/ > 1+ 0 fiir 49 und (v'p); = (v'p); = v} fiir j # dp. Daraus folgt jetzt direkt:

N-1
1/252-0+V']325i0+(5¢0+u’]3)]'5:51-0(1+]3)+1/]522~-~25ioZﬁ”—i—l/ﬁN, N >2,

n=0

und fiir N — oo folgt
v > e, Zﬁ” = v(ip).
n=0

b) Sei v/ stationér fiir X mit v} > 0 fiir alle j € E. Dann kann v = 1 gesetzt werden. Nach a) folgt
dann aber v > v;(io) fiir alle j € E. Damit ist auch v’ — v(ig) ein nichtnegatives, stationéres Maf

fiir X. Da v = v;,(ig) = 1 war, folgt (v — u(io))io = 0 und damit v/ — v(ip) = 0. Damit waren
aber v/ und v(ig) bis auf einen Faktor schon gleich gewesen. u

4.13 Korollar
Sei X irreduzibel und positiv rekurrent. Dann besitzt X eine stationédre Verteilung 7, die durch

1 o1(fo) =1 1 1
™= 8 (i) < 5:30 o ”) E(a() my 7

gegeben ist.

Beweis: Die erste Darstellung folgt fiir 7(j) aus Satz 4.12 durch Normierung von v(ig). Insbesondere
folgt m(ip) = m; %0. Ersetze i durch j als Referenzzustand, um die zweite Darstellung iiber die Eindeu-
tigkeitsaussage in Satz 4.12 zu gewinnen. [ |

Im Satz 4.9 war eine Verbindung zwischen stationdren und Grenzverteilungen angesprochen. Wir werden
jetzt einfach zu verifizierende Kriterien fiir die Existenz asymptotischer Verteilungen angeben. Aus den
Beispielen 4.7 b) und 4.8 ersehen wir, daf fiir periodische Markov-Ketten Konvergenz der p™ nicht zu
erwarten ist. Wir untersuchen deshalb zunéchst den aperiodischen Fall:

4.14 Satz
Sei X = (X, : n € N), X,, : (Q,F,P) — (E,P(E)), eine Markov—Kette, welche irreduzibel und
aperiodisch ist. Dann gilt unabhéingig von der Wahl der Startverteilung pg:

1
lim P, (X, =j) = —— existiert,

wobei mj; = E; (Q1 (j)) die erwartete Riickkehrzeit nach j ist. Fiir den Fall m;; = oo setzen wir dabei

-1 ._
my; = 0.

Beweis: Sei X' = (X :n € IN), X/, : (Q,F,P) — (E,P(E)), eine weitere Markov—Kette auf demselben
unterliegenden Wahrscheinlichkeitsraum mit derselben Ubergangsmatrix p wie X. Die Startverteilung
von X' sei pj, und kann von pg verschieden sein. X und X’ seien stochastisch unabhéingig beziiglich P.

(Daf die Konstruktion von X und X’ auf einem gemeinsamen zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F, P) moglich ist, sehen wir wie folgt:
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Konstruiere geméf Satz 3.7 b) sowohl X als auch X’ mit dem dort angegebenen Verfahren. Dabei erhalten
wir X als X, : (Q,F,P) — (E,P(E)) und X’ als X/, : (', F,P') — (E,P(E)), n € N. Wihle als
gemeinsamen unterliegenden Wahrscheinlichkeitsraum die unabhéngige Koppelung (Q, F, P) := ((AZ X
O F®F,P® P und gehe iiber zu:

X1 :=(X,opr;:n€N) und X,:= (X, opry:neN).
Nun haben X; und X beziehungsweise X2 und X " die gleichen Verteilungen und sind voneinander un-
abhéingig beziiglich P® P'. Die pr; (i =1, 2) seien dabei die Projektionen auf Qx . )

Wir fixieren einen festen (beliebigen) Referenzzustand ig € F und definieren T :=inf(n > 0: X,, = X, =
ip) als die Zeit des ersten Zusammentreffens von X und X’ in 4g. T ist als Ersteintrittszeit von (X, X”)
in (ig,i0) € E? eine Stoppzeit fiir (X, X’).

Fiir das asymptotische Verhalten von (X,,) (und damit auch von (X)) unterscheiden wir zwei Félle.

a) FallT: P(T = oo) = 0 fiir alle Startverteilungen py von X und pj von X’ (,Erfolgreiche Kopplung*).
In diesem Fall ist ig — und wegen der Irreduzibilitéit damit auch alle anderen Zustédnde — rekurrent.

Starten wir ndmlich X mit pg = ¢;,, so folgt fiir die erste Riickkehrzeit nach 4o
01(ig) < T P—fast sicher,

also
P(Ql(io) IS IN) >PTeN)=1-PT=0c0)=1.

Zur Konvergenz der absoluten Wahrscheinlichkeiten P, (X, = j) fiir n — oo :

Aus der starken Markov—Eigenschaft und der Tatsache, da X und X' zur Zeit T im gleichen
Zustand iy sind, folgt:

P(T<n,X,=3j)=P(T <n,X], =j) firallejeE. ®
Also gilt:
P(X,, =)

P(X, =j,T <n)+ P(X, = j,T > n)
P(X] =34,T <n)+ P(X,=jT >n)
=P(X, =j)—P(X,, =4T>n)+P(X, =j,T >n).

i) Ist jetzt mj,;, < oo fir ein jo € E, so ist jo positiv rekurrent, wegen der Irreduzibilitét also
auch alle anderen Zusténde.

Fiir j € E setzen wir speziell p{,(j) = m; Jl Nach Korollar 4.13 ist diese spezielle Startverteilung
stationidre Anfangsverteilung fiir X', es gilt also

Py (X, =4)=po(l) = —, JE€E
mjj
Aus P(T = o0) = 0 folgt P(T > n) — 0 fiir n — oo und damit

1 n—oo 1
Pp(Xn=3j) = — =Py (X, =5,T >n)+ P (X, = 5, T >n) ——— —.
mjj mjj

ii) Ist jetzt myj,;, = oo fiir ein jo € E, so ist jo und auch jeder andere Zustand nullrekurrent. Nach

Satz 4.11 gilt dann noch fiir alle j € F und einen beliebigen, aber festen Referenzzustand jo

0 <v;(jo) =vj < o0
und v ist stationéires MaB fiir X und X'. Sei ) # B C F mit |B| < oo. Setze jetzt
vj

po(j) = Lien Vi
0 fir j ¢ B

fur j € B,
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als Startverteilung fiir X’. Dann gilt (komponentenweise):
-1
Py < (vj~ <Zm) :jeE) =:vp,
i€B

Py (XL = ) = (- p")(0) < (- p) () = LB B o

Diep Vi YienVi

und also auch

Damit erhalten wir wiederum

PPO(X'”:j):PVB(X’:L:j)+PpO(T>n’X'ﬂ:j)_PVB(T>n’X’;L:j)

U
ﬁ +PP0(T > n)
i€B Y

n— oo Vj

YieB vi

Mjojo = E V; = O

i€E
wird der letzte Ausdruck fiir B | E beliebig klein, also

<

Wegen

Py (X, = ig) ——— 0.

(Anmerkung: Falls die Markov—Ketten X und X’ periodisch — mit dann gleicher Periode — sind,
kann Fall T wegen P(T = oc0) =0, Vpyg, p} nicht eintreten.)

b) Fall II: P(T = oo) > 0 fiir ein Paar von Anfangsverteilungen py, pj (,,Erfolglose Koppelung*).

Unter den angegebenen Bedingungen ist auch Z = (Z,, : n € IN) mit Z,, = (X,,,X,,) fir n € IN
eine irreduzible, aperiodische Markov—Kette mit Zustandsraum E?, Startverteilung po ® pj, und
Ubergangsmatrix

p((i,4), (5,4") = p(i,§) - 0'(7,5")  fiir (i,7), (5,5") € B*.
Fiir Z gibt es nach Voraussetzung eine Startverteilung, ndmlich p := py ® py, fiir welche gilt:
Bei Start unter p erreicht Z den Zustand (49, ig) mit positiver Wahrscheinlichkeit nicht in endlicher

Zeit, formal:

Py(Zn = (ig, o) fir einn € N) = Po(T € N) = Y P(k,1)Py)(T € N) < 1.
(k,l)EE?

Es muB also mindestens einen Zustand (k,[) € E? geben derart, daf gilt:
P(Z, = (io,io) fiireinn € N | Zo = (k,1)) <1 (undp(k,l) > 0).
Aus der Irreduzibilitit von Z folgt, daB (ip,ip) € E? ein transienter Zustand ist. Damit sind aber

alle Zusténde von Z transient.
Sei py jetzt eine beliebige Startverteilung von X und es werde X’ ebenfalls unter py gestartet. Dann
gilt
. .o % 1 n—oo
P (X =) = (B (2= 6:9) )" = (o (2 m)* =0,
C{rj2n}

wobei 7; die letzte Aufenthaltszeit von Z in (3, j) ist; fiir diese gilt nach Korollar 3.36 P(1; < 00) =1
aufgrund der Transienz von (7, 5).
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Wir haben noch m;; = oo zu zeigen. Fiir transientes j € E ist dies klar. Sei also j rekurrent und

mj; < oo. Dann gilt fiir die nach Korollar 4.13 bestimmte stationdre Anfangsverteilung m(e) =

v (9)

mjj

von X

1 —
0< — = P(X, =j) —2-0. m
mjj

Der Beweis von Satz 4.14 folgt [Tho85] und ist ein Beispiel fiir die sogenannte , Kopplungsmethode®,
die auch als ,,Déblins Methode* bezeichnet wird. Sie wurde von D&blin 1938 eingefithrt und seit etwa
1975 weiter angewendet und ausgebaut. (Zum Werk Doblins siehe [Lin91].) Ausfiihrlichere Hinweise und
Anwendungen finden sich in [Asm87].

Die Bezeichnung ,, Kopplungsmethode“ findet ihre Berechtigung aus der Vorstellung heraus, daf hier die
Prozesse X und X’ auf dem gleichen unterliegenden Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) definiert sind. Die
Realisierung eines w € §2 bestimmt also sowohl fiir X als auch fiir X’ den realisierten Pfad (X;(w) : t € IN)
bzw. (X{(w) : t € IN).

Die hier verwendete Technik kann iiber &) als , Verteilungskopplung®“ bezeichnet werden, da nach dem
ersten Zusammentreffen von X und X’ in ig die Zustandsverteilungen gleich sind.

Eine andere Variante der Kopplungsmethode koppelt die Prozesse ,, pfadweise” in dem Sinne, dafl nach
dem ersten Zusammentreffen von X und X’ in iy die Entwicklung der Prozesse gleich bleibt: Falls T'(w) =
no fiir w € Q gilt, folgt X,,(w) = X (w) fiir alle n > ng (siche [Asm87]).

Zur Vervollstindigung der Ubersicht behandeln wir noch nicht-rekurrente Zustinde ohne die Irreduzibi-

litdtsannahme:

4.15 Satz
Sei j € E ein transienter Zustand der Markov—Kette X. Dann gilt unabhéngig von der Startverteilung
po von X:

Beweis: Analog zu den auf Z angewendeten Argumenten kann auch hier argumentiert werden. u

Damit haben wir die wesentlichen Aussagen fiir das asymptotische Verhelten der Ubergangsmatrix eben-
falls schon berechnet.

4.16 Satz
Sei X = (X, : n € IN) eine homogene Markov—Kette mit Ubergangsmatrix p auf E.
a) Ist j € E transient, so gilt:
lim p(™ (i,7) =0 fiir jedes i € E.

b) Sei j € E rekurrent mit Periode d; und erwarteter Riickkehrzeit mj; < occ.
i) Ist j von i aus nicht erreichbar, so gilt:
p™(i,5) =0 fiir allen € IN. (1)
i) Ist i € C,.(j) € C(j) (der Aquivalenzklasse von i), dann gilt:

d;

lim p("4i+7) (4, j) = —L und — p™(i,5) =0, fallsm#r (mod d;). (2)
n—oo myj;
Insbesondere gilt also:
. (ndj)(; dj (m)(:
Jim pit0(j,5) =~ und - p™(j,j) =0, m¢d;-N. (3)
43
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Beweis:
a) Setze pg = g; in Satz 4.15.
b) i) folgt direkt aus der Definition.

ii) Falls X nicht irreduzibel ist, betrachten wir die Markov—Kette mit Ubergangsmatrix

pli] = (p(k,1) - k,1 € C(5)),
welche eine stochastische Matrix auf C(j) ist.

Ist j aperiodisch, so folgen (2) und (3) aus Satz 4.14 fiir alle ¢ € C(j), da d; = 1 ist.

Falls d; > 1 ist, kann Satz 4.14 angewendet werden auf die homogene Markov-Kette X|j, d;]
auf dem Zustandsraum Cy(j) mit Ubergangsmatrix

P ey = (0 (k1) s kL E Co),

um
d.

lim p"(j,j) =~ und - p™(jj) =0, mgd;-N,

n—o0 myj;
fir j € Cy(j) zu erhalten, also (3). Der Faktor d; im Nenner entsteht dadurch, dafl die mittlere
Riickkehrzeit nach j in der Zeitskala von X[j,d;] gerade % ist.

J

Aus (3) folgt direkt (2), indem wir uns klar machen, daf es gerade r Schritte dauert, bis X
im richtigen Zyklus fiir das asymptotische Verhalten beziiglich j ist. u

4.17 Korollar
Fiir i, j € E existiert stets der Cesaro—Limes

*

o e e I3
m(i,g) = Jim —% p(i5) = -,
73

v=1
wobei fiir transientes j gesetzt wird: m;; = oco. Insbesondere gilt:

0 i ist transient oder nullrekurrent,
m(i) == mw(i,i) =

1 ist positiv rekurrent.
i

Beweis: Eigenschaften allgemeiner Cesaro-Summierbarkeit, Beweis siehe z. B. [Hun83], S. 86). u

4.18 Satz
Positive Rekurrenz und Nullrekurrenz sind Klasseneigenschaften.

Beweis: Sei i «=— j, i und j rekurrent sowie p(™ (i, §) > 0, p™)(j,4) > 0. Sei d die Periode von i und j.
Dann gilt fiir [ € IN,:

pU I i) > p G ) - U (G ) P ().
Ist j positiv rekurrent, so hat fiir [ — oo die rechte Seite einen positiven Grenzwert, also auch die linke

Seite, so dafl ¢ nicht nullrekurrent sein kann. Ist j nullrekurrent, so vertausche man in obiger Gleichung
7 und j. Dann geht fiir [ — oo die linke Seite gegen 0, so dafl auch ¢ nicht positiv rekurrent sein kann. ®

4.19 Korollar
X sei irreduzible Markov—Kette mit endlichem Zustandsraum E. Dann gilt:
a) X hat keine transienten Zusténde.

b) X hat keine nullrekurrenten Zustéinde.
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Beweis:

b) Da X irreduzibel ist, konnen nur alle Zusténde gleichzeitig nullrekurrent sein. Dies sei angenommen,

d. h.
Eﬁﬂm@ﬁzo fiir alle 4, j € E.
Mit
Zp(")(i,j) =1 fiir jedesn >0
JEE
folgt:
1= lim Y p™ (i )= lim p™(i,j)=) 0=0.
JjeE JjeE JjeE
a) lauft analog. ]

Aus dem Korollar 4.19 kénnen wir sofort folgern:

4.20 Korollar

Da die nullrekurrenten Zustédnde abgeschlossene Klassen bilden, kann eine endliche Markov—Kette keine
nullrekurrenten Zustédnde haben. Auflerdem kénnen nicht alle Zustédnde einer endlichen Markov—Kette
transient sein.

Im Korollar 4.5 und den Beispielen in 4.6 hatten wir einen engen Zusammenhang zwischen stationéren
und Grenzverteilungen festgestellt, nach Satz 4.9 hingen wiederum Grenzverteilungen und die Limi-
ten der Matrixpotenzen p(™ eng zusammen. Dies haben wir quantitativ erneut im Satzpaar 4.14, 4.16
wiedergefunden.

Die effektive Bestimmung invarianter Mafle geschieht in der Regel iiber die Losung der Stationaritéits-
gleichung (Definition 4.2), da die im Beweis von Satz 4.11 angegebenen stationiiren Verteilungen in der
Regel nicht direkt zugénglich sind. Die dortige Darstellung hat allerdings grofle praktische Bedeutung als
Begriindung der regenerativen Simulation.

Den fiir die Anwendungen wichtigsten Fall haben wir schon bewiesen. Wir formulieren ihn hier noch
einmal in der {iblichen Terminologie.

4.21 Definition
Eine irreduzible, positiv rekurrente und aperiodische Markov—Kette heifit ergodisch.

4.22 Korollar (Ergodensatz fiir Markov—Ketten)
a) Sei X = (X,, : N € IN) eine ergodische Markov—Kette. Dann besitzt X eine eindeutig bestimmte
stationére Grenzverteilung = = (w(i) : i € E), fiir die gilt:

1
(i) = firie E

Mg
und
lim p™(j,i) = n(i) fiiri e E.
b) Sei X = (X,, : n € IN) eine irreduzible Markov-Kette, die aperiodisch ist. Dann ist X ergodisch
genau dann, wenn die Stationaritédtsgleichung q = q - p eine Wahrscheinlichkeitslésung besitzt.
Beweis:
a) ist gerade Satz 4.14 und Satz 4.16 b), Gleichung (2).

b) Aus Satz 4.11 und Satz 4.14 folgt: Ergodizitét impliziert die eindeutige Losbarkeit von ¢ = ¢ - p
durch ein Wahrscheinlichkeitsmafl. Besitzt ¢ = ¢-p eine Wahrscheinlichkeitslosung, so kann X keine
transienten Zustidnde haben, da nach Satz 4.15 dann

lim Py(X,=j)=0 firjek
sein miifite. Unter der somit gesicherten Annahme von Rekurrenz fiir X gibt Satz 4.12 bis auf einen

Faktor das stationdre Maf fiir X an. Dieses ist nach der hier gesetzten Voraussetzung normierbar;
nach Satz 4.12 ist X damit positiv rekurrent. u
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Eine genauere Untersuchung der Stationaritéitsgleichung folgt:

4.23 Satz

Sei C' C E eine irreduzible (abgeschlossene) Klasse. Die einzigen Lésungen des linearen Gleichungssystems

u(i) = Z u(k)p(k,i), i€C,
keC
die Z |u(?)| < oo erfiillen, sind durch
e u(@i)=c-n(i) =c-n(i,i), 1€C, ceR,
gegeben (siehe Korollare 4.13 und 4.17). Ist C transient oder nullrekurrent, so gilt

uw(i) =mn(i) =0, i€C;

(1)

ist C' positiv rekurrent mit Periode d > 1 und Unterklassen Cy, C1, ..., Cy_1, so gilt fir r = 0, 1,

cd—1

und

Zﬂ'(l) =1.

ieC
(Dabei ist 7(i) = m;;" > 0 nach Korollar 4.22.)

Beweis:

(2)

(3)

i) Sei C positiv rekurrent; wir zeigen, da die (7(i) : i € E) Gleichung (1) lésen. (In den anderen

Fillen ist dies trivial.)
Es gilt nach Satz 4.16 b) ii)
d-m(i) = lim p"?(i,i) = lim > PV (i k) p(k, i)

n—oo n—oo

keC_y (mod d) (Z)

Fatou
> > lim p"=V (G, k)p(k,i) = )

n—oo

k€C_1 (mod a) (%) k€C_1 (mod a) (%)
Also
w(i) > > w(k)p(k,i), i€C.

keC
Weiter gilt fir i e Cund r=0,1,...,d—1:

1= nh—>ngo Z pMaE () > Z nh—>H;o Pt (3 4) = Z
JECH(3) JeCr(i) JEC(4)
also
> ow() < é md Y w(j) <L
JECH(i) jec

Diese Abschitzung erlaubt die Vertauschung der Summationsreihenfolge in

. (*1)

d-m(k)-p(k,q).

dm(j),

S > SN wlk)phi) = 3 7 k) S plhii) = 3 (k).

i€C ieC keC keC i€C keC
Mit 7 (i) > 0 folgt also aus (*1):

(m(i) : i € C) 16st also Gleichung (1).
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ii) Sei (u(i) : i € C) eine weitere Losung, die Z lu(i)| < oo erfiillt. Aus Gleichung (1) erhélt man
i€C
durch Iteration fiir ¢ € E:
u(i) = > w(k)p"t) (k,i), nelN, re{0,1,...,d—1}. (#2)
k€C_+ (mod a) (%)

Limesbildung in (%3), Vertauschen von Summe und Limes nach dem Satz von der majorisierten
Konvergenz liefert mit Satz 4.16

u(i) = < > u(k))dw(i), ref{0,1,...,d—1}, i€ E. (%3)
k€C_ 1 (mod a) (%)
Ist ¢ nullrekurrent oder transient, so ist mit w (i) = 0 auch u(i) = 0.

Ist i positiv rekurrent, so gilt 7(j) > 0 fiir j € E.

Da (x3) fiir r € {0,1,...,d — 1} gilt, hingt < Z u(k)) nicht von r oder ¢ ab, von i
k€C 1 (mod a) (%)
deshalb nicht, da die Klasseneinteilung Co(%), ..., Cq—1(¢) nicht vom Reprisentanten i abhingt.
Damit ist
w(i)-c=u(i), i€E.

iii) Um die Aussagen (2) und (3) zu beweisen, ersetzen wir im positiv rekurrenten Fall in (x3) fir k € C
die u(k) durch (k). Division durch d - (i) liefert (2) und damit (3). |

Mit diesem Hifsmittel konnen wir Korollar 4.22 noch etwas verschirfen, indem wir auf Aperiodizitat als
Voraussetzung verzichten.

4.24 Satz
Sei X eine irreduzible Markov—Kette. X ist genau dann positiv rekurrent, wenn eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist:

i) X besitzt ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmag.

ii) Jede nichtverschwindende Lésung x = (m(z) NS E) des Gleichungssystems x = xp mit der
Eigenschaft Z |2(i)| < oo ist von der Form z(i) = c-my;", ¢ # 0.
icE

Zerféllt der Zustandsraum von X in mehrere Klassen, so wird durch die Startverteilung pg von X fest-
gelegt, wieviel ,, Wahrscheinlichkeits—Masse®“ auf den einzelnen Klassen liegt. Ist dann die Klasse A abge-
schlossen und positiv rekurrent, so kann (bis auf Normierung) auf die Markov-Kette, eingeschriinkt auf
A, der Satz 4.24 angewendet werden.

4.25 Korollar )
Sei X eine Markov—Kette mit Startverteilung py und Ubergangsmatrix p. Seien A,, o € D, die positiv
rekurrenten Klassen von X mit A, # Au, falls a # o', und |, p Aa =: A.

X ist stationdr genau dann, wenn es ein Wahrscheinlichkeitsmaf ()\(a) o€ D) gibt, so daf} gilt:

(i) { 0, falls i ¢ A;
1) =
bo Ma)m(i), fallsie A, fiir ein a € A.

4.26 Beispiel

Im Beispiel 3.39 hatten wir gezeigt, daf§ die Irrfahrt auf ZZ rekurrent ist genau dann, wenn die Wahr-
scheinlichkeit A = 0.5 war. Durch Rechnung hatten wir sogar Nullrekurrenz nachgewiesen. Wir kénnen
jetzt einfacher und anschaulich argumentieren:

Die réumlich auf Z homogene Ubergangsmatrix verlangt, daB im Falle positiver Rekurrenz die Riick-
kehrzeitverteilungen in jeden Zustand gleich sind, insbesondere auch ihre Erwartungswerte. Wéren diese
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endlich (m;; < 00), so wére x(i) = m;

51 von i unabhingig und Z |z(7)| = co. Also ist X nullrekurrent.
iE€EX
o

4.27 Beispiel

a)

Restlebensdauerprozef (Fortsetzung von Beispiel 3.10)

Der Zustandsraum fiir den Restlebensdauerprozefl kann als IN angenommen werden. Dann gibt es
aber moglicherweise Zustinde, die nicht von anderen aus erreichbar sind, so dafl keine Irreduzibilitét
vorliegt. E wird deshalb eingeschrankt auf

{1,2,3,... ;sup{k e N: g, > 0V fj, > 0}}.

Falls sup{k : g5 > 0} > sup{k : fi > 0} ist, tritt das folgende Phénomen auf: Nach dem Start des
Prozesses treten mit positiver Wahrscheinlichkeit Zustdnde auf, die der Prozef nie wieder erreichen
kann, nachdem er sie verlassen hat. Hat X aber erst den Raum

{1,2,... sup{k e N : f}, > 0}}

erreicht, so verldfit er E nicht mehr; E ist also abgeschlossen und auflerdem irreduzibel. (Zusténde
aus {sup{k; s fke > 041, sup{k : gr > 0}} werden auch als unwesentlich bezeichnet; siehe
[Chu67], S. 13. Unwesentliche Zusténde haben in der Regel fiir des Langzeitverhalten des Prozesses
keine Bedeutung.)

Wir nehmen im folgenden an, daf} gilt:
E(g@)) < o0 und sup{k : fr > 0} > sup{k : g > 0}.

Dann ist X irreduzibel.

X ist periodisch mit Periode d > 1 genau dann, wenn d die kleinste Zahl ist mit:
fi>0 = ked-IN, kelN.

X ist transient genau dann, wenn Z fr < 1ist, rekurrent also genau dann, wenn Z fr =1 gilt.
kEN keN
Der Zustand 1 ist positiv rekurrent genau dann, wenn gilt Z k- fr < oo.
kelN
Falls X positiv rekurrent ist, existiert eine eindeutig bestimmte stationire Verteilung, erhalten als
Losung des Systems x = x-p, die im aperiodischen Fall auch eindeutige Grenzverteilung ist. Explizit
erhalten wir als Gleichgewichtsbedingung:

z(i) =a(@+1)-1+2(1) - f;, i>1

Durch Einsetzen iiberpriift man, dafl das System gelost wird durch

1—1
x(i) = i<12fk), i>1,
k=1

oo
wobel p = Zl - fi die mittlere Arbeitszeit (Lebensdauer) ist.

1=0
Fithren wir analog zu Beispiel 3.10 geméfl Korollar 3.12 b) die Modellierung und Untersuchung fiir
den Altersprozefl durch, erhalten wir, dafl auch die eindeutig bestimmte stationire Altersverteilung
die in a) errechnete Z#hldichte hat. ]
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4.28 Beispiel (M/M/1/00—FCFS in diskreter Zeit?)

a)

Wir untersuchen das Beispiel 3.17 mit geometrisch verteilten Bedienungszeiten. Da dies gerade die
Verteilung der Zeit bis zum ersten Erfolg in einer unabhéingigen Folge von Bernoulli-Experimenten
ist, benotigen wir fiir eine Markovsche Beschreibung des Systemablaufs keine Alters— bzw. Restbe-
dienungszeitvariable mitzufithren. Der SchlangenlingenprozeB ist Markovsch mit Ubergangsmatrix

p(0,0)  =1-p,

p(0,1)  =p,

p(i, i —1) = (1 - p)q, i>1
p(i,;i)  =pg+(1-p)(l—q), i>1
p(i,i+1)=p(1—q), i>1

Das Gleichungssystem z = x - p hat dann die Form

z(0) = z(0)p(0,0) + 2(1)p(1,0)
x(i) = x(i — Vp(i — 1,4) + 2(3)p(3,3) + z(i + Vp(i + 1,3), > 1,

und ist damit sukzessiv 16sbar, wenn z(0) > 0 als Parameter betrachtet wird. Es ergibt sich

N 1 p(l-q\"
xuy_ﬂml—q'(ﬂ—pm>’ =l

T = (x(z) NS ]N) 1&8t sich also genau dann zu einem Wahrscheinlichkeitsvektor normieren, wenn
p(l—q)
(1-p)g
Dies ist einfach interpretierbar, denn fiir eine geometrisch auf {1,2,3,...} verteilte Zufallsvariable
mit Parameter p € (0,1) ist der Mittelwert gerade p~!. Die obige Rekurrenzbedingung heift al-
so ¢~! < p~!, d. h. die mittlere Bedienungszeit ist kleiner als die mittlere Zwischenankunftszeit.

<1,d h P <1 gt
q

Korollar 4.22 b) liefert also das notwendige und hinreichende Kriterium P 1 fir positive Rekur-
q

renz des Schlangenlédngenprozesses X. P ist ein MaB fiir die Belastung des Systems und wird als
q
Verkehrsintensitét bezeichnet. Wir erhalten

1 1— i
1 q)1—q\(1-p)
AuBlerdem kann gezeigt werden:

L >1 <= X transient; L <= X nullrekurrent.
q

q

LBt man wieder beliebig verteilte Bedienungszeiten zu mit mittlerer Bedienungszeit ¢—1, so sind die
in a) und b) formulierten Charakterisierungen fiir den in Beispiel 3.17 definierten Zustandsprozef3
zutreffend. O

4.29 Beispiel

a)

In einem M/M/1/00-FCFS-System werden durch wartende Kunden Kosten verursacht. Warten in
der Schlange n—1 > 0 Kunden, die nicht bedient werden, d. h. ist X,y = n > 1, so entstehen Kosten

f(n) € R. Der KostenprozeB ist dann f(X) = (f(X,) : n € IN), und wir definieren Z f(Xk) als in
k=0

1 n
{0,1,...,n} kumulierte Kosten und 1 E f(X}) als mittlere Kosten bis n bzw. in {0,1,...,n}.
n
k=0
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b) Entsprechend zu a) kann zu beliebigen Markov—Ketten die Definition beliebiger Funktionen vorge-
nommen werden. Diese sind dann zwar wieder stochastische Prozesse, da auf dem Zustandsraum
E die Potenzmengen—o—Algebra als Ereignis—o—Algebra angenommen war, im allgemeinen jedoch
nicht Markovsch.

¢) Ein Spezialfall: X = (X,, : n € IN) sei eine unabhingig identisch verteilte Folge, also eine spezielle
Markov—Kette, und f : E — D eine Abbildung. Dann ist auch f(X) := (f(X,) : n € IN) eine
unabhéingig identisch verteilte Folge, somit wieder eine Markov—Kette. Das schwache Gesetz der
groflen Zahlen liefert

Zf thCh E(f(XO))

(falls z. B. Var(f(Xp)) < o0).

(Nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen gilt sogar P—fast sichere Konvergenz.) O

Der zentrale Satz zur Behandlung derartiger Probleme wird bewiesen z. B. in [Chu67], S. 91 und Kapi-
tel 14. Die umfangreichen notwendigen Vorbereitungen des Beweises beruhen im wesentlichen auf Folge-
rungen aus der starken Markov—Eigenschaft.

4.30 Satz

Sei X = (X,, : n € IN) eine irreduzible, rekurrente Markov—Kette mit Zustandsraum E, und seien

f, g: E — IR zwei Funktionen derart, dal3 mit der Lésung (u(z) (i€ E), u(i) > 0, i € E, des Systems

u = u - p (Stationaritidtsgleichung, siehe Satz 4.23) gilt: Z w(4)f(j) und Z u(7)g(4) sind endlich und
JEE jEE

nicht gleichzeitig 0. Dann gilt (fiir beliebige Startverteilung)

lim =Y €8 P—fast sicher. (1)
9(Xs) D ulh)g(d)
5=0 JjEE

4.31 Korollar
X sei irreduzibel und rekurrent mit stationdrem MaB v, gegeben nach Satz 4.11 und Satz 4.12 (fiir einen
beliebigen, aber festen Referenzzustand). Dann gilt fiir alle i, j, k, | € E:

zn: m)(1, k)

m=

n—00 ﬁ

Vk.

Beweis: Es gibt (siche [Cin75], S. 160) eine zu Satz 4.30 analoge Aussage fiir Erwartungswerte:

n

SEfX) Y ul)f()

lim =Y — i€F

n—oo n ’
Y EBg(X) > uli)gli)
s=0 JEE

unabhéngig von der Startverteilung. Setze in diesem Ausdruck f = 1¢;; und g = 1y;y. (Fiir einen kiirzeren
direkten Beweis ohne Riickgriff auf den allgemeinen Satz siehe [Asm87], Prop. 4.4, S. 16.) [

2siehe Beispiel 3.17
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(Fiir einen kiirzeren, direkten Beweis von Korollar 4.31, ohne Satz 4.30 zu benutzen, siehe [Asm87],
Prop. 4.4, S. 16.)

4.32 Satz (Ergodensatz)
Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.30 sei X positiv rekurrent.

a) Dann gilt:

lim — zn:f(Xs):Zw(j)f(j) P-fast sicher,
s=0

= JjEE

falls die rechte Seite absolut konvergiert, wobei m = (7r(j) 1j € E) die stationédre Verteilung ist.

b) Seit,(i),n=0,1, 2, ..., die Folge der Eintrittszeiten von X in i (siche Definition 3.31 und Korollar
3.32), N(i) = (Nn(i) : (Q,F,P) — IN) der zum Erneuerungsprozel3 (7,(i) : n = 0,1,...) gehérige
ZéhlprozeB3, d. h.

No(i) =sup{k € N: 7,(i) <n}, n=0,1,...

(siehe Beispiel 3.11). Dann gilt fiiri € E

lim N, (i) = (i) P—fast sicher.
¢) Fiiri € E gilt
nlgr;o — 1TNH(1-)(2') =1 P-fast sicher.

Beweis: In Satz 4.30 wird u = 7 gesetzt geméf Satz 4.12 und Satz 4.24. Setzen wir dann in Gleichung
(1) von Satz 4.30 g = 1, so folgt a).

n
Mit f(j) = 1(;3(5), j € E, und g = 1 folgt mit N, (i) = Z 11;3(Xk) die Behauptung b).

k=0
Um ¢) zu zeigen, zerlegen wir
. Nn (i)
1 o ONu(i) 1 _ _ 1
. = . . L= _— = 1 ||
w100 = T R ; ou(i) — (i) -mis = 7i) 7
—— —
— (i) —E(01(2)) nach

nach b) dem starken Gesetz
der groBlen Zahlen,
P —fast sicher

Sétze vom Typ 4.30, 4.31, 4.32 werden als ,,Ergodensétze” bezeichnet, vergleiche auch Korollar 4.22, wo
ein Spezialfall von Satz 4.32 a) behandelt wurde.

Insbesondere ist die Aussage

n

: Zf(Xk) — Z 7(j)f(j) P-fast sicher
=0

n+1k JEE

in Satz 4.32 a) eine Behauptung, die derjenigen im Birkhoffschen Ergodensatz fiir stationdre Prozesse
bzw. fiir dynamische Systeme entspricht.

Die anschauliche Interpretation dieses Satzes ist auch hier zutreffend: Asymptotisch ist das zeitliche Mittel

> (kW)
k=0
fiir P—fast alle w € Q gleich dem rdumlichen Mittel

D 1)) = Ex(f(Xo))-

JEE

. 1
lim
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Die Herleitung eines solchen Verhaltens gelingt fiir physikalische Systeme, wenn sie einer sogenannten
»(Quasi—)Ergodenhypothese“ geniigen.

Fiir die Theorie und Praxis ergodischer Markov—Prozesse ist die vielleicht wichtigste Folgerung Satz
4.32 b): Im zeitlichen Mittel ist fiir (P—fast sicher) jeden Pfad (X,(w) : n € IN) die relative Haufigkeit
der Aufenthalte in ¢ € F gleich der Wahrscheinlichkeit, mit der sich X asymptotisch oder stationér in 4
aufhélt.

Dies hat natiirlich Anwendung beim Schéitzen stationdrer Verteilungen fiir Markov—Ketten:

n

1
n+1 Z Ly (X)
k=0

ist ein geeigneter Schitzer fiir 7(¢) aus einer Beobachtung (Xo, X1, ..., X, ), die im Sinne der klassischen
Stichprobentheorie keine Unabhéngigkeit sichert fiir die Beobachtungen.
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5 Erneuerungstheorie

Erneuerungs— und Ersatzprobleme haben wir in zeitdiskreten Markov—Ketten schon beschrieben (siehe
Beispiel 3.10), aulerdem in diskretem Kontext auch schon die allgemeinen Begriffe bereitgestellt (Beispiel
3.11). In diesem Kapitel werden wir, soweit moglich, diskrete und nichtdiskrete Modelle gleichzeitig
behandeln. Sofern das nicht moglich ist, werden wir uns auf den nichtdiskreten Fall bschrinken, da die
entsprechenden Aussagen fiir den diskreten Fall meist Spezialfille von Aussagen iiber Markov—Ketten
sind.

,Diskrete“ Verteilungen in diesem Zusammenhang werden {iblicherweise als ,,arithmetisch“ bezeichnet.

5.1 Definition

Ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf (R4, By) heifit arithmetisch mit Spanne (oder Span) A, falls A > 0
ist und P(\-IN) = 1 gilt. (Englisch: ,lattice distribution; nichtarithmetische Verteilungen heiflen dann
wnon lattice* distribution.)

5.2 Definition
(Xi S (Q,F,P) - (Ry,By);i = 1,2,.. ) sei eine Folge von unabhéngig identisch verteilten Zufallsva-
riablen mit Verteilungsfunktion F : [0, 00) — [0, 1], so da8 F(0) = 0 gilt.

a) Die Folge (Sk (Q,F,P) - (Ry, By );k=0,1,2,... ), gegeben durch
k
So=0,  Si=) Xi k21,
i=1

heifit Erneuerungsprozef3 mit Erneuerungsverteilungsfunktion F. Die (X; : i € INy) heiflen Erneue-
rungsintervalle, die (Sg : k € IN;) Erneuerungszeiten.

b) Der stochastische Proze N = (Nt (Q,F,P) — INy;t € IR+), gegeben durch

N, = Z L(s,<t) = sup{k € INg : Sp < t},
k=1

heiBt der zu (Si : k € IN) bzw. (X, : i € IN;) gehdrige Zahlprozes.
5.3 Beispiel

a) Zur Zeit 0 werde eine Sicherung mit Lebensdauerverteilungsfunktion F : [0,00) — [0, 1] in Betrieb
gesetzt und bei Ausfall sofort (ohne Zeitverlust) durch eine neue Sicherung des gleichen Typs aus ei-
ner Massenproduktion ersetzt. Diese Voraussetzungen erlauben die Annahme, dafl die Lebenszeiten
der Sicherungen durch eine Folge von unabhéngig identisch verteilten Zufallsvariablen modelliert
werden.

b) Zusitzlich zu den Annahmen in a) sei fiir das Einsetzen einer neuen Sicherung eine (zufillige)
Zeit erforderlich, und die Folge der zur Auswechslung benotigten Zeiten sei unabhéngig identisch
verteilt und unabhéngig von der Folge der Lebensdauern. Dann betrachte man jeweils den Zeitraum
zwischen den Augenblicken, an denen gerade eine Sicherung eingesetzt ist.

¢) Héufig hat man bei Aufnahme des Betriebs in einem System keine Kenntnis dariiber, wie lange das
interessierende Teil eventuell vorher schon gearbeitet hat. Dann ist die Folge der (X1, Xs,...) zwar
unabhéngig, aber X; hat eine andere Verteilung als X;, i > 2.

d) Die Zwischenankunftszeiten von Kunden an einem Bedienungssystem seien unabhéngig identisch
verteilte Zufallsvariablen. Besteht die Moglichkeit, dal nach einer endlichen Folge von Ankiinften
der Ankunftsstrom abbricht (mit positiver Wahrscheinlichkeit), so gilt fiir die Zwischenankunfts-
verteilungsfunktion (Erneuerungsverteilungsfunktion) F:

P(X;¢Ry) >0 und tlim Ft)=1-P(X;=00) <1

(defekte Verteilungsfunktion auf IR, ). Dadurch ist IRy als Zustandsraum des Prozesses (X; :
i € IN}) motiviert. |
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5.4 Definition
Bei den in Definition 5.2 festgelegten Grofen sei auch X1 ~ G, X; ~ F, i > 2, zugelassen. Dann wird die
Folge

So=0, Sp=>» Xi n>1,
=1

als verzogerter Erneuerungsprozef3 bezeichnet. G heifit Verzégerungsdauerverteilung. Wir nehmen stets
an: G(Ry) = 1. Falls G = F ist und dies betont werden soll, wird S = (S, : n € IN) als unverzogerter
Erneuerungsprozef3 bezeichnet.

Die Voraussetzung F'(0) = 0 kann abgeschwicht werden zu F(0) < 1, d. h. ein neu eingesetztes Element
fallt mit positiver Wahrscheinlichkeit sofort aus bzw. in der Interpretation als Ankunftsstrom treten
Gruppenankiinfte auf mit geometrisch verteilter Gruppengrofle.

Wir verzichten auf diese Verallgemeinerung, um einfachere Rechnungen zu erhalten. Im folgenden seien
stets die Bezeichnungen aus den Definitionen 5.2 und 5.4 sowie aus Beispiel 5.3 vorausgesetzt — auch
als Modellannahmen fiir den jeweils anstehenden Problemfall. Dazu die folgende zentrale Begriffsbildung
der Erneuerungstheorie:

5.5 Definition
Fiir den durch Definition 5.2 definierten Zéhlprozef3 heif3t

M :[0,00) = Ry, t— E(N),
Erneuerungsfunktion (Erwartungswertfunktion).

Theoretisch ist die Erneuerungsfunktion einfach zu bestimmen, in der Praxis ergibt sich als grofies Pro-
blem die numerische Auswertung der vorliegenden Ausdriicke.

5.6 Lemma

a) Die Verteilungsfunktion F®) von Sy, k € IN, ist gegeben als:
So~FO =145 Si~FV =G  S~F®=Gxrtb f[>2

wobei F™* die n—fache Faltung von F' bedeutet.
b) Die Zéhldichte der eindimensionalen Randverteilung £(N;) von N = (N, : t € [0,00)) ist gegeben

durch
1-G(t) fiir n = 0,
P(Nt = n) = (n—l)* nx ..
GxF (t)— G F"(t) fiirn>1.
k=1

d) Fiir jedes t € [0,00) ist M (t) < co.
Beweis: Grundlegend sind die Mengengleichungen
{N:t =n}={S, <t < Sp41} firallete]0,00),n €N (1)

und
{Ny>n}={S, <t} firallete[0,00), n e IN. (2)
b) folgt damit aus P(N; =n) = P({N; > n} — {N; > n+1}).
c) folgt iiber M(t) = E(N,) = Z nP(N, =n) = Z P(Ny; > n) aus (2).
n=0

n=1
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d) Aus der Faltungsdefinition folgt

PO (@) = [ Pt —a) P (de) < | PP (de) = F () F (1)
[0,¢] [0,¢]

und F™*(t) ist nicht wachsend in n € IN fiir jedes ¢t > 0. Fiir festes t € R4 gibt es ein h € IN mit
t t "
P(X2+"'+Xh+1>t)>P<Xi> E Zi:2,...,h+1> = <P<X2> E)) > 0.

(Sonst wire P(Xy = 0) = F(0) = 1.) Also ist F"*(t) < 1 und F™*(t) < (Fh*(t))m, m € IN,
konvergiert geometrisch. Mit

Fmhe(t) > pmhtks gy > plmtDhegy - =12 .. h—1,
folgt dann die Konvergenz von M (t). ]

Erneuerungstheorie kann auch als die Theorie regenerativer Phéanomene oder rekurrenter Ereignisse an-
gesehen werden. Wir haben derartige Zusammenhinge bei der Untersuchung Markovscher Ketten ausge-
nutzt. Der folgende Satz zeigt, dafl essentiell nicht die Markov—Eigenschaft, sondern die daraus folgende
regenerative Struktur des Prozesses ist.

5.7 Definition
Y = (Y; : t > 0) sei ein stochastischer ProzeB mit diskretem Zustandsraum (E,P(E)), Y, : (0, F, P) —
(E,P(E)), t>0.
Y heifit regenerativer ProzeB, falls es eine zufillige Zeit X1 : (0, F, P) — (IR4+,B4) gibt mit den Eigen-
schaften:

i) P(X; €Ry) =1, P(X; = 0) = 0;

ii) Der Post-X1—Proze (Y (X1 +t):t > 0) ist stochastisch unabhéngig von (Y (s) : s < X1);

iii) Der Post—X1—Prozef8 (Y (X1 +1t) : t > 0) besitzt die gleiche Verteilung wie (Y (s) : s > 0).

Fiir den regenerativen Prozef Y wird dann X als (erster) Regenerationszeitpunkt bezeichnet.

5.8 Korollar
Mit den Annahmen und Bezeichnungen aus Definition 5.7 folgt aus der Existenz einer unendlichen Folge
S1, S2, ... von Regenerationzeiten, fiir die gilt:

51:X1, Sn—Sn,1 = XnNXl, 7122

Die X1, Xy ... sind unabhéngig identisch verteilt, so dafi mit Sy = 0 die Folge (S, : n > 0) ein
(eingebetteter) Erneuerungsprozes ist.

5.9 Definition
Sei (S, : n € IN) der geméfB Korollar 5.8 in den regenerativen ProzeB (Y; : t > 0) eingebettete Erneue-
rungsprozefl. Dann werden die Prozesse (Y; : S, <t < S,41), n >0, als Zyklen bezeichnet.

5.10 Satz

Gegeben sei ein regenerativer Prozefl geméll Definition 5.7. Die Verteilung der Regenerationszeit sei
nichtarithmetisch. Die Pfade von Y seien rechtsstetig und es gelte E(X;) = pu < oco. Dann existieren die
Limiten

lim P(Yis, =k| Xy =s) =m, keE,

und definieren ein Wahrscheinlichkeitsmal3 auf E, d. h. es ist m, > 0 fiir k € E und Z T = 1.
keE
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Beweis: Es sei F(e) die Verteilungsfunktion von X;. Dann gilt:
P(Y}Zk‘) :P(Y't:k‘,Xl >t)—|—P(Y;5 =k, X1 St)
:P(Yt:k,X1>t)+/ dP(X; <z)P(Y; =k | X; =2x).
z€(0,t]
Die Regenerationseigenschaft vereinfacht dies zu
PYi=k)=PY:=k, X1 >t)+/ PYi_, =k)F(dz), keE, t>0,
z€10,t]
und diese Gleichungen haben die Struktur
Z(t):z(t)+/ Z(t—z)F(dx), t>0,

0,t]

die als Erneuerungsgleichung bezeichnet wird. Dabei ist die Funktion

2(t) == P(Y, =k, X| > 1)

(bei festem k € E) ,direkt Riemann—integrierbar“. Damit ist iiber eine Version des sogenannten ,, Erneue-
rungstheorems® bekannt, dafl fiir die Losung (Z (t):t> O) der Erneuerungsgleichungen gilt:

Z(t) t*—‘xﬁu*l/ 2(s) ds,
Ry

wobei 1 = E(X7) ist. Also haben wir

Weiterhin gilt:

Zwk:/fl/OOOZP(YI:k/\Xl>x)d:c:,u_1/ooo(1—F(x))dx:1. m

keE keE

Satz 5.10 fordert, dal der regenerative Prozel Y im , gerade erneuerten Zustand“ gestartet wird. Fiir die
Existenz der Grenzwahrscheinlichkeiten ist dies unwesentlich. Analog zur Definition 5.4 (gemifl Beispiel
5.3 ¢)) eines verzogerten Erneuerungsprozesses kénnen wir auch einen verzogerten regenerativen Prozefl
definieren, wobei Definition 5.7 dann abgeschwécht wird, so daf die Zeit (bis zur ersten ,,Regeneration®
eine andere Verteilung hat als die eigentliche Regenerationszeitverteilung. Dann ist der Prozefl

Y::(Yt:tZ)N():(YSJrkv:SZO)

ein regenerativer Prozel geméf Definition 5.7. (Fiir genauere Ausfithrungen siehe [Wol89], S. 89.)

Die im Beweis von Satz 5.10 verwendete Methode wird im allgemeinen kurz als ,, Erneuerungsargument*
bezeichnet. Die daraus entstehende Aufgabe ist: Lose die Erneuerungsgleichung und untersuche die Ei-
genschaften der Losung fiir moglichst allgemeine Funktionen z(t), ¢ > 0. Die Darstellung folgt [Koh77],
[Fel68] und [Fel71]; [Wol89] und [Asm87] enthalten detailliertere weitere Informationen und zum Teil
modernere Darstellungen.

Um die Schreibweise zu vereinfachen, fithren wir eine Verallgemeinerung der Faltungsoperation ein:

5.11 Definition
Sei F': IR — IR eine mafidefinierende Funktion mit F'(t) = 0 fiir allet < 0 sowie g : IR — IR eine mefibare
Funktion, die auf (—o0,0) verschwindet. Dann ist die Faltung g «x F' : IR — IR definiert als:

(g*F)(y):/[o ]g(y—x)F(dx) fiiry >0 und (9% F)(y) =0 fiiry <D0.
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5.12 Lemma
Seien F', F| und F, maBdefinierende Funktionen sowie g, g1 und go mefibare Funktionen, die den Bedin-
gungen aus Definition 5.11 geniigen. Dann gilt:

(g1 +92)x F=g1%F+gax F, g (FL+ ) =gxFi +g* Fs.

5.13 Satz

Sei F' eine (mdglicherweise defekte) Verteilungsfunktion auf [0,00) mit F(0) = 0 und z : R — IR eine
auf endlichen Intervallen beschrinkte, meBbare, auf (—o0,0) verschwindende Funktion. Dann hat die
Erneuerungsgleichung

2(8) = =(t) + /[0 (AP, 120 (1)
die Losung

Z(t) :Z(t)+/[0t] z(t —z)U(dx), t>0, (2)
wobei

Uty =Y F*(t), teRy,
k=1

die Erneuerungsfunktion von F' ist. Aufierdem ist (2) die einzige Losung von (1), die auf jedem endlichen
Intervall beschrénkt ist und auf (—oo,0) verschwindet.

Beweis: (2) kann als

Z:z—l—z*U:z—i—(z*F—l—Zz*Fk*) =z+ (z*F—i—(Zz*Fk*)*F) =z+(z+2zxU)xF
k=2 k=1

geschrieben werden, wobei die Assoziativ— und Distributivgesetze fiir Faltungen von Maflien bzw. nach
Lemma 5.12 verwendet wurden und der Satz von der monotonen Konvergenz. (2) 16st also (1), verschwin-
det auf (—o0,0), und es gilt:

sup |Z()] < sup [=(t)] + / sup ()| U(dz) = sup |=()] (1+U(s)) < oo
0<t<s 0<t<s [0,s] 0<t<s

nach Lemma 5.6 d) und Voraussetzung fiir alle s > 0.

Giibe es eine weitere Losung Z’ mit den angegebenen Eigenschaften, so hitte die Differenz V =272 — 7’
die gleichen Endlichkeitseigenschaften und es wiirde gelten:

VkF=Z+xF—-Z2'«F=G+Z+xF)—z+2'+«F)=2-2'=V

und entsprechend
Vs FF =V fir alle k > 1.

Das impliziert

V()] = V(t —2)F™(dx)| < sup [V (s)| F*(t)
[0,¢] 0<s<t
und es gilt
F*(t) R0 0 fir alle ¢,
d. h. V(t) = 0 fiir alle t € IR. L]

5.14 Anmerkung
Zahlt man im (verzogerten oder unverzogerten) Erneuerungsprozefl auch den Zeitpunkt Sy = 0 als Er-

neuerungsaugenblick, so ist N (t) zu definieren als zugehoriger Zihlprozef3

N(t)=1+ > i<y, t20,
k=1
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mit Erneuerungsfunktion
M(t)y=1+Y FM@t)=>"F@), t>o.
k=1 k=0

Letzteres ist eine Definition, die auch fiir eine Fortsetzung auf IR geeignet ist. Diese Konvention wird bei
Feller ([Fel71]) eingefiihrt und liefert als Losung der Erneuerungsgleichung

Z(t) = /[ i), e,

was gerade (2) in Satz 5.13 ist. O

5.15 Korollar
Fiir die Erneuerungsfunktion im (verzoégerten) Erneuerungsprozef gilt: M(t), t > 0, erfiillt die Erneue-
rungsgleichung

M) =Gt + [ Mt —2)F(dz), t>0.
0.1

o
Beweis: Einsetzen von M (t) = Z G+ F*=1x (1), ]
k=1

5.16 Beispiel (Alterserneuerungspolitiken)

Eine der einfachsten Strategien, die bei Ausfall eines Elementes entstehenden — als hoch angenommenen
— Kosten zu senken, besteht darin, nach Erreichen eines bestimmten Alters das Element auf jeden Fall
zu ersetzen. Durch den moglichen Planungsvorlauf entstehen dann geringere Kosten als beim zufélligen
iitberraschenden Ausfall.

Bezeichnen wir mit 7" > 0 den fixierten Zeitpunkt der préaventiven Erneuerung, so ist das Ziel der im
folgenden skizzierten mathematischen Modellierung des Problems die Konstruktion eines optimalen T,
welches dann eine ,,optimale Alterserneuerungspolitik® beschreibt. Dazu miissen geeignete Kostenfunk-
tionen und Optimalitdtsbegriffe festgelegt werden. Es seien dazu gegeben

c1 = Ersatzkosten, falls das Element vor T ausfllt,
¢ = Ersatzkosten, falls das Element zur Zeit T praventiv ersetzt wird,

0 < p = Diskontierungsrate der anfallenden Kosten, d. h. Kosten der Hohe C, die zur Zeit ¢
anfallen, sind zur Zeit 0 mit C - exp(—ot) anzusetzen,

¢(t) = Erwartungswert der auf den Zeitpunkt 0 diskontierten Kosten, die in [0, ¢] entstehen.

Wir versuchen im folgenden, ¢(t), ¢ > 0, als Funktion der (als konstant angenommenen) Kosten und von
T darzustellen, und hoffen danach, in T' die erhaltenen Kosten ¢(t) fiir alle ¢ > 0 zu minimieren.
a) Herleitung einer Erneuerungsgleichung fiir c(e):

Sei F' die Lebensdauerverteilungsfunktion der verwendeten Elemente, einschliellich des ersten. Sei
T > 0 der Zeitpunkt préventiver Erneuerungen, falls das Element das Alter T" erreicht. Die tatséchli-
che Lebensdauerverteilungsfunktion (Arbeitsdauerverteilungsfunktion) der Elemente ist dann F'(e),

gegeben durch
- {F(:z:) fir x < T,

F(z) =
1 firx >T.
Es gilt dann fiir ¢t > 0:

i) Findet zur Zeit < t die erste Erneuerung statt, so ist der Wert dieser Kosten zur Zeit 0
gerade

e eT
L(z) = {cl e falls z < T,

co-e " fallsx="T.
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ii) Die weiteren, nach x bis t entstehenden Kosten diskontieren wir auf den Zeitpunkt . Da nach
der Erneuerung die stochastische Entwicklung des betrachteten Prozesses identisch der des
Gesamtprozesses ist, sind dies Kosten mit dem Wert ¢(t — ) zur Zeit x. Diskontieren wir auf
den Zeitpunkt 0, so ergibt sich fiir die weiteren Kosten in (z,t]: ¢(t — x) - e 9%,

iii) Die gesamten in [0, ¢] entstehenden Kosten, diskontiert auf den Zeitpunkt 0, sind also

)= [ L@F@) s [ e i, 120 1)

[0,2]

Ist G(e) die mafidefinierende Funktion, die iiber die F-Dichte e~ 9% festgelegt ist, so kann mit
A(t) = / L(z)F(dz)
[0,7]
die Gleichung (1) als Erneuerungsgleichung
oft) = 2(t) + / ot — 2)G(dz), >0, (1)
[0,4]

geschrieben werden, deren Losung in Satz 5.13 (2) angegeben ist.

b) Um die von T abhingige Lésung von (1') in 7' zu minimieren, mufl man also im allgemeinen die
Erneuerungsfunktion U(e) explizit angeben. Da dies in vielen Féllen nicht méglich ist, sucht man
nach N#herungen vor allem fiir grofle Werte ¢ in der Form, dafl

Jim (U(t+h)—U(1))
untersucht wird, also die mittlere Anzahl der Erneuerungen in (¢,¢ + h]. O

Wir kommen auf das Beispiel wieder zuriick, werden aber zunéchst weitere technische Hilfsmittel bereit-
stellen miissen.

5.17 Definition
Ein Erneuerungsprozel heifit transient, wenn fiir die Erneuerungsverteilungsfunktion F gilt:

tlim F(t) =: F(o0) < 1.
Ansonsten heifit der Prozef3 rekurrent.

5.18 Beispiel

Sei X = (X,, : n € IN) eine homogene Markov—Kette mit diskretem Zustandsraum E. X werde mit
Wahrscheinlichkeit 1 im Zustand i € E gestartet. Sei o,,(i), n € IN, die Folge der Zwischeneintritt-
szeiten (,Riickkehrzeiten) zwischen Eintritten von X in ¢ und 74(7) = 0, 7,(¢), n € IN, die Folge der
Eintrittszeiten von X in .

Nach Lemma 3.32 ist 7(i) = (7,,(¢) : n € IN) ein Erneuerungsproze$ mit Lebensdauern (o, (i) : n € IN).

7(4) ist nach Definition 3.34 genau dann transient, falls ¢ ein transienter Zustand von X ist; 7(4) ist genau
dann rekurrent, falls i rekurrenter Zustand von X ist. o

5.19 Satz

Gegeben sei ein transienter, gewohnlicher Erneuerungsprozefl. Dann finden mit Wahrscheinlichkeit 1 nur
endlich viele Erneuerungen statt und die erwartete Anzahl der Erneuerungen U(t) in [0,t] konvergiert
gegen

U(o0) = )

.:m<00.

Beweis:

i) Mit Wahrscheinlichkeit F(c0)"(1 — F(oc)) finden genau r = 0, 1, 2, ... Erneuerungen statt. Die
Anzahl der Erneuerungen ist also verteilt geméf einer (nicht defekten!) auf IN konzentrierten,
geometrischen Verteilung mit ,, Erfolgswahrscheinlichkeit* 1— F(co) und Erwartungswert F'(co)(1—

F(s0)) .
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i) Wegen {N;, > k} = {Sp < t} ist FF*(o0) := hm F**(t) die Wahrscheinlichkeit, daf insgesamt

(
mindestens k& Erneuerungen stattfinden. Weiter gllt F*(00) = (F(o0 )) und damit

= Fk* > ) m
U(t) ];:1 (t)—)l—F( )<oo
5.20 Korollar

a) Gegeben sei ein transienter, unverzogerter Erneuerungsprozef mit Lebensdauerverteilungsfunktion
F(t),t >0, d. h. es gilt F(oco) < 1. Es sei z: (IR1,By) — (R4, B;) eine beschrénkte, mefibare
Funktion, deren Grenzwert z(co) := tlim z(t) existiert. Dann gilt:

—00

Die Lésung Z(e) der Erneuerungsgleichung
Z(t) = z(t) +/ Z(t—z)F(dz), t>0,
(0,2]

konvergiert fiir t — oo, und es ist

tliréloZ() %<oo.

b) Fiir t — oo konvergiert die Erneuerungsfunktion in einem verzogerten, transienten Erneuerungs-

prozeB3 und es gilt
G(0)
A M) = T gy <
Beweis:

a) Nach Satz 5.13, Gleichung (2), haben wir als Losung der Erneuerungsgleichung
Z(t) = z(t) + /[0 ] z(t —x)U(dx), t>0,
t
zu untersuchen fiir ¢ — co. Wir zerlegen das Integral:
/ 2(t —z)U(dx) = / 2(t — z)U(dx) + / 2(t —x)U(dx), t <t,
[0,] [0,¢/] (t',t]

und wiihlen ¢, ¢’ geeignet. Nach Voraussetzung gibt eszue > 0eint’ € IRy, soda U(co)—U(t') < e
gilt, und ein ¢ > ¢/, so daB fiir alle x € [0,t'] gilt: |z(c0) — 2(t — x)| < e. Es folgt

‘/[Ox] A~ 2)Ulde) = %‘

- ‘/(t ](z(t — ) — 2(00))U(dx) +/ (2(t — ) — 2(c0)) U (dz)

0,']

~ 2z(c0)F'(c0)
+/[O,t] z(c0)U (dzx) 1 Floo) iy ‘

< /(/700] |2(t — 2) — z(oo)‘U(dm) + /[O,t’]{Z(t — ) — 2(00)|U(da)

+z(oo)‘U(t) G ‘

1-F(c0)

< 2supz(s)-e+eU(c0) + 2z(c0) - €
s>0

t—oo
—— 0.

Es folgt die Behauptung, da varepsilon beliebig klein gew#hlt werden kann.
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b) Nach Korollar 5.15 erfiillt die Erneuerungsfunktion M (t), ¢t > 0, eine Erneuerungsgleichung mit
2(t) = G(t) —== G(o0). -

Es sei angemerkt, dafl wir stets G(oco) = 1 ansetzen; Korollar 5.20 b) gilt auch ohne diese Annahme und
ist auch dann sehr anschaulich zu interpretieren.

5.21 Beispiel (Alterserneuerungspolitiken bei positiver Diskontierung: Fortsetzung von Bei-
spiel 5.16)

Die Erneuerungsgleichung fiir die diskontierten Kosten fiir die (zufilligen oder geplanten) Ersetzungen
war

c(t) = z(t) + /[0 . c(t —x)G(dx), t>0,

wobei
G(z) = / e YEF(dy), x>0,
[0,2]

ist. G(e) ist also eine defekte Verteilungsfunktion mit G(co) < 1. Auflerdem existiert der Grenzwert

Jim 2(t) = lim <cl /[O’T) e F(dx) 4+ co(1 — F(T))) = 2(T).

T<t<oo

Nach Korollar 5.20 a) gilt also

S _ (D)
c(00) = tlir(r)lo c(t) = T G(T)
denn es ist G(00) = G(T). Fiir eine vorgegebene Lebensdauerverteilungsfunktion F'(e) haben wir also zur
Losung unseres Optimierungsproblems ein Tj zu bestimmen, fiir das gilt:

Z(To) _ inf Z(T)
1-G(To) 7er, 1 -G(T)

Dabei berticksichtigen wir, dafl es moglich sei kann, optimal dadurch zu handeln, daf} als Politik gewéhlt
wird: ,Keine vorzeitigen Erneuerungen®, d. h. Ty = co. Dies ist sicher der Fall, wenn ¢y > ¢; gilt. O

Die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von Losungen der Erneuerungsgleichung bzw. von Er-
neuerungsfunktionen in Satz 5.19 und Korollar 5.20 geschah fiir arithmetische und nicht-arithmetische
Lebensdauerverteilungen gleichzeitig, sofern der Erneuerungsprozef} transient ist. Die dort einfach erhalte-
nen Ergebnisse kénnen, wie in Beispiel 5.21 gezeigt, durch geeignete Modifikationen der Prozesse auch zur
Untersuchung rekurrenter Erneuerungsprozesse verwendet werden. Das dort durchgefithrte Diskontieren
ist ein typisches Vorgehen.

Im rekurrenten Fall ist keine Moglichkeit bekannt, arithmetische und nicht—arithmetische Lebensdauer-
verteilungen gemeinsam zu behandeln. Dabei kénnen wir uns fiir Sétze iiber arithmetische Lebensdauer-
verteilungsfunktionen auf Verteilungsfunktionen, die auf IN konzentriert sind, beschrinken. (Dies wird in
der Regel getan.)

5.22 Definition
Gegeben sei ein verzégerter Erneuerungsprozefs S = (Sy : k € IN) mit Lebensdauern (X; : i € IN,), deren
Verteilungen auf IN konzentriert sind. Es seien

gle)=g=P(X,eN)<1 und p=EX,=)Y k-P(Xy=Fk)<c.
kelN

Der Erneuerungsprozef3 heifit periodisch, wenn es eine ganze Zahl d > 1 gibt derart, daf3
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gilt, falls k ¢ d-IN ist. Die grofite ganze Zahl d, welche diese Eigenschaft besitzt, heilt Periode von S.
Ein nichtperiodischer Prozef3 heifit aperiodisch (mit ,Periode 1¢).

Weiter sei die Folge von Zufallsvariablen Z = (Zy, : k € INy) definiert als Abbildung
ZkZ(Q,]:,P)—? ({071}57){071}>7 kem+7
mit
Zy=1 <= N(k—)<N(k),

d. h. zur Zeit k findet eine Erneuerung statt.

5.23 Satz (Erneuerungstheorem von Erdés, Feller, Pollard)?
In einem rekurrenten, verzégerten Erneuerungsprozef3 mit Periode d > 1 gilt
. g-d "
khm P(Zyga=1) - —, und P(Z;=1)=0 firl¢d-IN.
—00 ﬂ,

Beweis: Fiir den Fall g = 1 kann das Ergebnis direkt aus Satz 4.16 b), Gleichung (3), abgelesen werden.
Falls g < 1 ist, wird auf X; bedingt.

Formal muf} eine geeignete Markov—Kette definiert werden, bei der die jeweilige Erneuerung aus dem
aktuellen Zustand abgelesen werden kann. Die mittlere Riickkehrzeit in diesen ausgezeichneten Zustand
(z. B. 0) ist dann in der Terminologie von Kapitel 3 gerade mgg = u. Die geeignete Markov—Kette erhalten
wir durch eine Modifikation aus Beispiel 3.10: Wir wihlen eine , linksstetige“ Version des Restlebensdau-
erprozesses. Nimmt dieser Wert 0 an, findet eine Erneuerung statt. n

5.24 Anmerkung
Fiir n € IN besagt der Erneuerungssatz fiir diskrete Verteilungen bei rekurrenten, aperiodischen Prozessen,
daB

M i= P(Zn = 1) = B(Zy) = M(n) — M(n — 1) -2, %
gilt, was fiir h > 1, h € IN,
. noco b
Mlo4) = M) = Yy =2
impliziert. Daraus folgt im allgemeinen nicht
M(t+h)—M(t)H—°°>%, t heR,. (%)

Dies zeigt noch einmal, dafl der Fall arithmetischer Verteilungen in der Erneuerungstheorie ein Sonderfall
ist, denn eben die Aussage () wird das Erneuerungstheorem fiir nicht—arithmetische Verteilungen werden.
O

Unser Ziel ist, den Erneuerungssatz entsprechend Satz 5.23 fiir nicht—arithmetische Verteilungen zu for-
mulieren und zu beweisen. Wir benotigen eine Reihe von vorbereitenden Aussagen, deren erste noch fiir
allgemeine Lebensdauerverteilungsfunktion gilt:

5.25 Lemma
Die Erneuerungsfunktion M (e) erfiillt

M(t+h)— M(t) <1+ M(h) firt>0,h>0,

d. h. ihre Zuwéchse sind gleichméBig beschrénkt fiir jede feste Intervallénge.

3Siehe [Fel68], S. 312-313, oder [Koh77], S. 51.
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Beweis (fiir den Fall des unverzdgerten Erneuerungsprozesses):
oo (oo}
M(t+h) = M(t) = E(Nyyp — Ni) = Y P(Nepn — Ny > n) = Y P(Niyp, — Ny > n)
n=1 n=0

(+1) &
<SPSy <h) =1+ M(h), hit>0.

n=0
Dabei folgt die Ungleichung (*;) summandenweise:
P(NtJrh — Ny > n) < P(Sn < h)
mit den folgenden Umformungen:

n+1 (#2) Ni+n+1
P(S, > h) :P<ZXZ- >h> = P( dox; >h)
=2

i=N¢+2

Ni+n+1

= P( Z X, >t+ h) (wegenSn,+1 > t)
i=1

) P(Snrimir >t +h) = P(Neyn < Ny + 1+ 1)

< P(Ntyn — Ne <n+1) = P(Ngyn — Ny <),

wobei an der Stelle (x2) benutzt wurde, dafl die X; unabhéingig identisch verteilt sind:

Ni+n+1 0o N¢+n+1
P( > Xi>h> :ZP< > Xi>h|{Nt:k}>P(Nt:k), und {N; =k} ={S, <t < Sk+1,
k=0

i=N,+2 i=N,+2
und bei (x3) Gleichung (2) aus dem Beweis von Lemma 5.6 zum Einsatz kam. ]
5.26 Lemma

Sei z : R — IR stetig und beschréankt. Gilt dann
z(z) = / z(x —s)F(ds), x€lR,
[0,00)

so ist z(e) eine Konstante.

(Beweisskizze siehe [Fel71], S. 364, 382; der Satz gilt auch auf allgemeinen lokalkompakten Gruppen und
ist als das Choquet—Deny—Theorem bekannt.)

Es gibt zwei — anscheinend vollig unterschiedliche — Arten, die Aussagen des ,,Erneuerungssatzes“ zu
formulieren. Die erste Version haben wir im diskreten Fall in Satz 5.23 formuliert. Im nicht—arithmetischen
Fall haben wir

5.27 Satz (Erneuerungstheorem, 1. Version)
Sei U(t) die Erneuerungsfunktion eines rekurrenten, unverzigerten Erneuerungsprozesses mit nicht—
arithmetischer Verteilungsfunktion F' und E(F) = p < oo. Dann gilt fiir h > 0:

t—oo h
_—

1

U(t+h) —U(#)

Beweis: g : IR — IR sei stetig, beschrinkt und verschwinde auflerhalb von [0, ). Es sei

O(t) =g(t) + /[0 ) g(t —s)U(ds) = g(t) +/ g(t —s)U(ds), t>0.

[t—h,t]
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Durch direkte Abschitzung folgt aus Lemma 5.25, dal ®(e) beschrinkt und gleichmifig stetig ist. Au-
Berdem ist ®(e) die Losung der Erneuerungsgleichung

fI)(s)—g(s)+/[O ]Q(sfx)F(da;), 5> 0.

Diese Gleichung integrieren wir iiber [0,t], ¢t > h:

/ g(s)ds = / D(s)ds — / ds/ F(dz)®(s — x)
[0,] [0,] [0,¢] [0,s]

(Satz von Fubini)

= / ®(s)ds — F(dx) / O(s —x)ds
[0.¢] [0,¢] [=,1]

(zwei Substitutionen)

= / Dt —s) ds—/ F(da:)/ D(s)ds
[0,¢] (0,t] (0,t—x]

(Partielle Integration)*

_ /{M O(t — s)ds — (F(t)~ /(Oi_t]@(s) ds — F(0) - /M@(s) ds
~ (1) /( BRI dx)

:/ B(t — 5)(1 - F(s)) ds.
0.

Da g auflerhalb von [0, h] verschwindet, haben wir damit

/[0700) g(s)ds = /W g(s)ds = /M Ot —s)(1— F(s)) ds. (1)

Damit haben wir die Voraussetzung geschaffen, um das asymptotische Verhalten von ®(e) zu untersuchen.
Fiir grofie ¢ (> h) gilt aber:

O(t) = /[t_h . g(t —s)U(ds).

Ist jetzt g = 1j44), so erhalten wir bei geeigneter Wahl von a, b und der Interpretation von U(e) als
mafdefinierender Funktion gerade U(t,t + h] und dessen asymptotisches Verhalten. Wir haben dann
noch Indikatorfunktionen durch stetige g(e), die aulerhalb von [0, h] verschwinden, zu approximieren.
([Koh77], S. 59, ausfiihrlich.)
Sei also ™ = limsup ®(¢) und (¢, : n € IN) eine unbeschrinkt wachsende Folge mit lim ®(t,) = . Sei
t—o0 n— 00
O(t, +x) falls —t, <z < oo,
zn () = .
0 falls x < t, gilt.

Die Menge von Funktionen {z, : n € IN} ist gleichgradig stetig, d. h. zu jedem £ > 0 gibt es ein § > 0
derart, daB |2’ — z”| < § schon |z, (2') — z,(2")| < € fiir jedes n impliziert, und gleichgradig beschrinkt,
d. h. es gibt ein C' > 0 mit |z, (z)| < C fiir alle n und fiir alle z (folgt aus der gleichméBigen Stetigkeit
von ® und der Beschrianktheit von ®).

4(siehe z. B.: [Fel71], S. 150; [Koh77], S. 31): Sei u : (IR,1B) — (IR, IB) beschriinkt und stetig differenzierbar. Dann gilt fiir
—co<a<b<oo:

/ u(x)F(dzx) = F(b)u(b) — F(a)u(a) — / u'(z) F () d.
(a,b]

(a,b]
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Fiir die Folge (2, : n € IN) gilt®: Es gibt eine Teilfolge (z,, : k € IN) C (2, : n € IN), die gegen eine
stetige Funktion z(e) konvergiert, und die Konvergenz ist gleichméBig auf endlichen Intervallen (siehe
dazu auerdem [Fel71], S. 270).

Da (2, : n € IN) sogar gleichmiBig gleichgradig stetig ist (siehe [Die71], S. 145, Aufgaben 5 und 6),
ist z ebenfalls gleichmiflig stetig. Auswerten der Erneuerungsgleichung fiir ®(¢, + =), z > —t,, und
Grenziibergang n — oo zeigen, dafl z(e) die Gleichung

z(z) = /[0700) z(x — s)F(ds), —oo<ax < o0,

erfiillt (g(t,+2) = 0 fiir n hinreichend grof}; {z,,(e)} gleichgradig beschréinkt = majorisierte Konvergenz).

Nach Lemma 5.26 ist z also eine Konstante:

z(z) = 2(0) = lim z,(0) = lim ®(t,) =m.

n—oo n—oo

Aus (1) folgt damit

/ g(s)ds = lim ®(t, —s)(1 — F(s))ds = lim 2n(—35)(1 = F(s)) ds = mpu.
[O,h] n—oo [O,t”] n—oo [0,00)
Analog zeigt man mit m = litm inf ®(t):
— 00
1
m:_/ g(s)ds = 7 = lim ®(t) = lim ot — $)U(ds)
u [0,00) t—oo t—o0 [t—h,1]

fiir jede stetige Funktion g(e), die auerhalb von [0, h] verschwindet.

Es bleibt die Approximation vom Indikator explizit durchzufithren. Dabei erhalten wir jeweils die Kon-

vergenz
1/ 1
— g(s)ds — —(b—a). u
K Jlo,h) () ﬂ( )

Neben der Behauptung iiber das asymptotische Verhalten der Erneuerungsfunktion M (e) haben wir im
Beweis anscheinend eine weitaus stéirkere Aussage gezeigt:

Ist ®(e) die Losung der Erneuerungsgleichung
Mﬂ:ﬁﬂ+/ B(t — 5)F(ds), t>0, (%)
[0,t]

wobei g stetig und auf [0, h] konzentriert ist, so gilt

t—oo 17

lim ®(t) = l/ g(s) ds.
[0,00)

Die Aussage des Erneuerungstheorems ist dann die entsprechende Behauptung fiir Funktionen

9(s) =1y 4n(8), s€IR.

Es stellt sich die Frage, fiir welche anderen Funktionen g die Losung der Erneuerungsgleichung ® das
asymptotische Verhalten (x) zeigt. Die Antwort wird in der zweiten Version des Erneuerungtheorems
gegeben und fithrt auf die Klasse der direkt Riemann—integrierbaren Funktionen.

5.28 Definition
z: IR+ — IR sei eine beliebige Funktion. Fiir k=1, 2, ... und h > 0 seien

uy(h) = inf z(x), ur(h) = su z(x);
uy () (k—1)h<z<kh (@) (k) (kfl)h§pz<k:h (=)

Ssiehe [GF68], S. 127; dort wird von ,gleichartiger* Stetigkeit gesprochen
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die Reihen - -
a(h) =h-Y k), @) =h-Y muh) (1)
k=1 k=1

heiBen Unter— bzw. Obersumme zur Spanne h. Falls fiir alle h > 0 die Reihen in (1) absolut konvergieren
und falls fiir h — 0
—oc0 < limg(h) =lima(h) < co (2)

hl0 hl0
gilt, heifit z direkt Riemann—integrierbar und

/[0700) z(t)dt = 1}5101g(h) = l}}llrr(}ﬁ(h)

heifit direktes Riemann—Integral.

5.29 Anmerkung

a) Das iibliche (uneigentliche) Riemann-Integral wird definiert iiber

lim z(t) dt =: / z(t) dt,
[0,a] [0,00)

aloo

falls dieser Grenzwert existiert. Dabei werden also Unter— und Obersummen nur iiber [0, a], a < oo,
gebildet, so dafl bei deren Berechnung noch kein Grenzwert gebildet werden muf} wie bei der direkten
Riemann-Integration.

b) Ist z (direkt) Riemann-integrierbar iiber jedem endlichen Intervall [0,a] und gibt es ein h > 0,
so daBl (h) < oo und g(h) > —oo ist, so ist z direkt Riemann—integrierbar iiber [0, 00) ([Fel71],
S. 362).

¢) Es gibt Riemann-integrierbare Funktionen, die nicht direkt Riemann-integrierbar sind ([Fel71],
S. 363): z: IRy — IR, sei gegeben durch
i) z(n) =ap e Ry firn=1, 2, ...
ii) Sei 0 < hy, < 3: auf [n — hy,n] und [n,n + hy) sei z linear und verschwinde aufierhalb von
U (n—hp,n+ hy).

nclN

z ist also genau dann Riemann—integrierbar, wenn Z hna, < oo gilt. Divergiert jetzt a, T oo fiir
nelN
n T 0o, so ist z nicht direkt Riemann-integrierbar.

d) Analog kann eine Riemann—integrierbare Funktion z : R; — IR definiert werden mit limsup a,, =
noo
oo und lirr% inf a,, = —o0, deren Schwankung also iiber jede Grenze geht.
n|oo
e) Aus direkter Riemann—Integrierbarkeit folgt Riemann—Integrierbarkeit und die Integrale sind iden-
tisch.
f) Ein h#ufig auftretender Spezialfall: z sei auf IRy monoton, verschwinde auf (—oo,0) und es gelte

/ |z(t)| dt < co. Dann ist z direkt Riemann—integrierbar ([Koh77], S. 63).
[0,00)

g) ,,z ist direkt Riemann—integrierbar® impliziert wegen (2) aus Definition 5.28, dafl z beschrinkt ist.
(Sonst wiren |g(h)| oder |g(h)| oder beide nicht endlich.) ]

Wir kénnen jetzt (gemifl [Fel71], S. 363) formulieren, was vor Satz 5.27 angekiindigt war:
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5.30 Satz (Erneuerungstheorem, 2. Version)
Sei z : (IR,B) — (IR,IB) meBbar und direkt Riemann—integrierbar. F(e) sei eine nicht—-arithmetische
Verteilungstunktion auf (IR.y,IBy). Dann gilt fiir die Losung Z(e) der Erneuerungsgleichung:

Z(t) = z2(t) + /[0 ) Z(t—y)F(dy), t>0, lim Z(t) = l/ z(s) ds,

t—oo 17 [0,00)
wobei p < oo der Mittelwert von F' ist.

Beweis:

i) Sei z = 1,); dann gilt
b—a

Zt)=U(t—a) — Ut —b) — .

nach der ersten Version des Erneuerungstheorems.

ii) Ist z eine Treppenfunktion, die nur endlich viele Werte annimmt:
S
= arligun(®), bk —ax = hg,

so folgt direkt aus i) schon
lim Z(t) L > exh ! / (s)d
im ==Y cxhp=— z(s)ds.
o0 i H J0,00)

iii) Ist z eine Treppenfunktion, die abzihlbar viele Werte annimmt, von der Form

= chl[(k—l)h,kh) (t), t=>0,

mit -
oo>/ 2(t)| dt = |ex| B, (1)
[0,00) h—1

so schlieft man wie folgt:

Sei Zy(h;t) die Losung der Erneuerungsgleichung fiir die Funktion 1j(4—1)p ks (). Dann gilt nach
Lemma 5.25
Zy(h;t) =U(t — (k—1)h) —U(t —kh) <1+ U(h), t>0, (2)

so daf} die Reihe -
= aZi(hit), t>0,
k=1

gleichmiBig in ¢ konvergiert. Aus (1) und (2) folgt, dal Z(h;e) die Losung der Erneuerungsgleichung
zu z(h;e) ist. Dann gilt

lim Z(h;t) = lim ckZi(h;t) = CL— = 7/ z(s)ds.
Jim Z(hst) Hm; (h;) ; 0 o (s)

Die Vertauschung von Summe und Grenzwert ist wegen der gleichméfligen Konvergenz der Reihe
moglich.

iv) Sei z beliebig und direkt Riemann—integrierbar. Fiir h > 0 sei

Z ) Lk=ynkn)(t), >0, Z (k—D)hkn)(t),  t>0.
k=1 —1
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Mit dem in iii) definierten Zy(h;t) sind nach iii)

= w(h)- Zp(hst), t>0,  Z(hst)=> ux(h)- Zp(hst), t>0,
k=1 k=1

die Losungen der Erneuerungsgleichung zu z(h;e) bzw. Z(h;e). Es folgt

lim Z(h;t) = lim Zuk < Zy(h;t) Z hm Zy(h;t) = Z@k(h)— =

1
t—o0 t—o0 — =1 H° M

bzw. 1
lim Z(h;t) = —o(h).
t—o0 )
Dabei kénnen Grenzwert und Summe vertauscht werden, da die absolute Konvergenz der Reihen
a(h) und G (h) (der Forderung (1) in iii) entsprechend) und (2) die gleichméflige Konvergenz in
t der Reihen Z(h;e) und Z(h;e) implizieren. Aus Z(h;t) < Z(t) < Z(h;t) (nach Definition und
Darstellung als Lésung der Erneuerungsgleichung) folgt
h a(h
o(h) < litmian(t) < limsup Z(¢) < a(h)
I —00 [

t—o0

S}

, h>0.

Die Riemann—Integrierbarkeit mit h — 0 liefert die Behauptung. [
Fiir den arithmetischen Fall haben wir:

5.31 Satz (Erneuerungstheorem, 2. Version)
Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen aus Satz 5.30 sei F' (statt nicht—arithmetisch) arithmetisch
mit Spanne A > 0. Dann gilt:

n—oo

AOO
lim Z(x+n\) = —E z(x +jA), x>0.
W
Jj=1

5.32 Anmerkung
Die Aussage des Erneuerungstheorems in der ersten Version fiir den nicht—arithmetischen Fall kann man
wie folgt interpretieren.

M(t), t > 0, ist eine isotone, nicht—negative Funktion, also eine mafdefinierende Funktion. Bezeichnen
wir ebenfalls mit M das davon auf (IRy,IB;) erzeugte , Erneuerungsmaf®, d. h.

M ((a,b]) := M(b) — M(a) fiir alle a, b € IR mit a < b,
so hat das Mafl M asymptotisch die A'-Dichte p~?. O

5.33 Beispiel (Alterserneuerungspolitiken: Fortsetzung der Beispiele 5.16 und 5.21)
Werden die anfallenden Kosten fiir die zukiinftigen Erneuerungen nicht diskontiert, d. h. ist im Forma-
lismus von Beispiel 5.16 ¢ = 0, so ist z(e) wegen

z(t) :/ L(z)F(dx) e N F(T—)+c- (1= F(T-)) = 2(T)
[0,¢]

nicht direkt Riemann-integrierbar. Die erwarteten (nicht—diskontierten) Gesamtkosten in [0,00) sind
unendlich grof}. Man kann also das Erneuerungstheorem nicht zur Berechnung der entstehenden Kosten
verwenden, um daraus Erneuerungsstrategien abzuleiten.

Ein anderes Kriterium, das man in diesem Fall einsetzen kann, ist die Frage nach den erwarteten durch-

c(t)

schnittlichen Kosten iiber einen unendlich langen Zeitraum; zu untersuchen wiére also tlim 5 wobei ¢(t)
—00
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die erwarteten Kosten in [0, ] sind. Um das unbeschriinkte Wachstum von ¢(s) auszugleichen, untersuchen
wir statt c(e) die Funktion B
d(t) =z(T)(U(t) + 1) —c(t), t=>0,

wobei U (e) die Erneuerungsfunktion zu F(e) ist. Nun erfiillt U(¢) die Erneuerungsgleichung

=l

(t) = F(t) + U@—@F@w:/ (1+T(t - o)) Fdr), t>0,
[0,] [0,¢]

wéahrend
c(t) = z(t) + / c(t —x)F(dz), t>0,
[0,¢]
gilt. Daraus folgt

d(t) = z(T) — z(t) + /[0 . d(t —z)F(dz), t>0,

und z(T) — z(t) ist monoton fallend fiir t — oo:

Aﬂ—an—{“““‘>JWD+@0F@>Lfmt<1

0, fir t > T.
Weiter ist fir T < oo

/[0 . (2(T) — 2(t)) dt = T(ch(T—) +c2(1 - F(T—))) — / a1 F(t) dt < oo.

[0,00)

Auf 2(T) — 2(¢), t > 0, kann man also Anmerkung 5.29 f) anwenden: z(T") — z(¢) ist monoton und es gilt
/ |A(T) — 2(t)| dt < 00 fiir T € [0, 00);
[0,00)

also folgt die direkte Riemann—Integrierbarkeit von z(T') —z(t), ¢ > 0. Die Anwendung der zweiten Version
des Erneuerungstheorems liefert fiir T' < oo

lim d(t) = %(T(ClF(T—) +ea(1— F(T—))) - /[0 . 1 F(t) dt) < 0,

t—o0
wobei

pe [ e = [ eran s (- PEo)

der Erwartungswert von F(e) ist. Aus der Definition von d(e) erhiilt man

T)(U®t)+1) —d(t U -
im ©0 gy 2O +Y —d®) DU D —d) (7))
t—oo t t—o00 t t—o00 t t—o00 t—oo i t
—0, da lim d(t)<oo
t— o0
Uty 1
Kennt man also tlim vl = a (siehe Korollar 5.35), so folgt
—00
t F(T— 1—- F(T-
lim 0 _ 2D _ aF(To) +e-F(T-) (1)
t—oo t I Hu

Auf demselben Weg bestimmt man fiir 7" = oo, d. h. keine vorzeitige Erneuerung, die erwarteten asym-
ptotischen Durchschnittskosten als
t
im < _ @ 2)
t—oo u
so dafl auch unter diesem Kriterium nach 7" optimiert werden kann.
Zwei Spezialfille fiir T < oo:
a) ¢1 =0, co = 1: ¢(t) zdhlt die erwartete Anzahl der ,,geplanten”, vorzeitigen Erneuerungen.

b) ¢1 =1, ¢a = 0: ¢(t) zihlt die erwartete Anzahl der ,ungeplanten®, iiberraschenden Erneuerungen.
]
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5.34 Anmerkung

Die in den Gleichungen (1) und (2) von Beispiel 5.33 angegebenen Grenzwerte werden auch als ,,erwartete
Durchschnittskosten pro Zeiteinheit“ bezeichnet. In der dort angegebenen Formulierung als Grenzwert
iiber einen ,,unendlichen Planungshorizont“ ist dies korrekt. 5.33 (1), (2) sagen aber nicht, daf} in einem
endlichen Intervall der Lénge 1 diese Kosten im Mittel entstehen. Dies wiirde gelten, wenn sich das System
schon eingeschwungen hat. O

5.35 Korollar
Die Verteilungsfunktion F' habe endlichen Erwartungswert p. Dann gilt fiir die Erneuerungsfunktion

U(t) t—oo 1

t p
Beweis: Sei a,, := U(n) — U(n — 1); dann gilt
a) fiir F' nicht-arithmetisch: Aus Satz 5.27 folgt a,, — p~'.
b) fiir F arithmetisch mit Spanne 1: Aus Satz 5.23 folgt a,, — pu~!.
Es folgt
1 e 1
—U(n)=— —.
() n(z“’“> —
k=1
Fiir beliebiges t € IR gilt

[ U _ U@ _ [0 U(t+1)
t [t +1]

5.36 Definition

Ein nicht—verzégerter Erneuerungsprozefi (Sy : k € IN) mit Erneuerungsverteilungsfunktion F(t) =
1 —e M, t >0, heift Poisson-ProzeB, der zugehérige Zihlprozefi (N t) :t > 0) wird als Poisson—
Zéhlprozel mit Parameter A\ bezeichnet.

In den meisten Biichern wird auch der Poisson—Zéhlprozed kurz als Poisson—Prozefl bezeichnet, wobei
dann auch noch zwischen (Sy : k € IN) und (V; : ¢t € IRy ) nicht unterschieden wird. Dies ist insofern auch
fiir allgemeine (un)verzogerte Erneuerungsprozesse gerechtfertigt, da die Pfade von .S und N wechselseitig
sich eindeutig bestimmen.

Die Bedeutung des Poisson—Prozesses in Theorie und Praxis kann kaum unterschétzt werden. Griinde
dafiir sind:

e Der Prozef} ist analytisch einfach zu untersuchen und man kann fiir viele interessierende Grofien
geschlossene Ausdriicke angeben.

e Der Poisson—Prozef} tritt auf als Grenzprozef in Sdtzen iiber die Konvergenz von Folgen stocha-
stischer Prozesse: Ist ein Zihlprozef darstellbar als Uberlagerung (also Summe) einer sehr grofien
Anzahl unabhéngiger Z&hlprozesse, von denen jeder einzelne nur unbedeutend zum Gesamtprozefl
beitrigt, so ist der Uberlagerungsproze$ ein Poisson-Prozef. (Man beachte die Analogie zur Theorie
der Mefifehlerverteilung, die zur Normalverteilung als MeBfehlerverteilung fiihrt.) Eine ausfiihrliche,
sehr viel weiter gehende Darstellung findet man in [GK74], S. 112 ff.

e Der Poisson—Prozef} tritt tatsichlich hdufig in der Praxis auf; erkliarbar ist dies durch den eben
skizzierten Satz: der Ankunftsstrom von Gespriichen in einer Telefonzentrale ist die Uberlagerung
der Prozesse, die die Gespriachswiinsche der einzelnen Teilnehmer zéhlen; der Ankunftsstrom von
Auftrigen an einem Zentralrechner mit einer grofen Anzahl von Terminals ist die Uberlagerung
der Ankunftsstrome, die von den einzelnen Terminals erzeugt werden.

e Selbst wenn man weifl; dafl ein Zahlproze tatsichlich kein Poisson—Prozef} ist, verwendet man
in der Modellierung komplexer Systeme héufig eine Poisson—Approximation, weil nur unter dieser
Zusatzannahme noch verniinftig handhabbare Ergebnisse zu erreichen sind.
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e Teilchenstrome beim radioaktiven Zerfall konnen als (fast ideale) Poisson—Prozesse angesehen wer-
den, solange sich die Masse der radioaktiven Probe nicht (wesentlich) dndert.

Verallgemeinerungen des Poisson-Prozesses, die zumindest einen Teil der ,schonen® Eigenschaften des
Poisson—Prozesses erhalten, findet man z. B. in [GK74].

5.37 Korollar
Fiir einen Poisson—Zéhlprozef mit Parameter \ gilt:

a) Ny~ mw(\t) fiir t > 0;
b) U(t) = At fiir t > 0.

Beweis: Nach Lemma 5.6 b) gilt

P(Ny =n) = F™(t) — FOHD*(¢)

(At)*
k! n!

- <1 —ge—/\t%) _ (1 _ée—/\t

) =e M ()" =7n(At)(n). =

Die im Erneuerungssatz gemachte Grenzwertaussage lautet fiir den Poisson—Prozef mit Parameter A
(d. h. E(F) = A7 1):

Ult+h)—U(t) — t>0, h>0.

AL
Die Aussage 5.37 b) zeigt, dafl in diesem Fall schon die entsprechende endliche Aussage gilt, mit anderen
Worten: das Erneuerungsma$ im Poisson-ProzeB mit Parameter A hat die A'-Dichte X. Ublicherweise
bezeichnet man z. B. in einem Teilchenstrom die mittlere Anzahl von Teilchen pro (infinitesimale) Zeit
als Intensitét des Teilchenstromes. Einen Poisson—Proze mit Parameter A bezeichnet man deshalb auch
als Poisson—Prozefl mit Intensitéit .

5.38 Beispiel (Wartezeitparadoxon, Inspektionsparadoxon)

Die Folge von Ankunftsaugenblicken an einer Bushaltestelle sei fiir die Busse ein Poisson—Proze8 mit
Parameter X\ > 0. Ein Passagier komme zur Zeit ¢ > 0 an der Haltestelle an (ohne Kenntnis iiber die
vergangenen und zukiinftigen Ankunftszeiten). Sei W; die Wartezeit bis zur Ankunft des niichsten Busses.
Gesucht ist E(W;). Es gibt die Behauptungen:

I) Da der Ankunftszeitpunkt ¢ unabhéngig vom Ankunftsstrom gewihlt war, ist die mittlere War-
tezeit aus Symmetriegriinden gerade die Hélfte des Erwartungswertes der zur Zeit ¢ laufenden
Zwischenankunftszeit.

IT) Die Zwischenankunftszeiten sind geddchtnislos. Also ist die Wartezeit nach ¢ verteilt wie die Zwi-
schenankunftszeit.

Augenscheinlich bedeutet IT) E(W;) = A™!, wéhrend I) offensichtlich E(W;) = $A~! impliziert. Da das
hier auftretende Problem auch in der Praxis erst verschwindet, wenn die mittlere Zwischenankunftszeit
unterhalb der Rechengenauigkeit des verwendeten Rechners liegt, bietet sich eine theoretische Analyse
des Problems an. Es wird sich herausstellen, daf§ die Behauptungen in I) und II) beide korrekt sind. O

5.39 Definition
Gegeben sei ein Erneuerungsprozefl (Sy, : k € IN) mit ZidhlpozeB (N : t € IR). Fiir jedes feste t € IRy
sind dann die Zufallsvariablen

Sn(t)y41 — t: (Q,A P)— (IRy,By) (Restlebensdauer zur Zeit t, Vorwértsrekurrenzzeit)
t—Sn@) : (Q,A P)— (Ry,By) (Alter zur Zeit t, Riickwiértsrekurrenzzeit)
Sn)+1 — Sn (A, P) — (R, ,B,) (inspizierte Lebensdauer zur Zeit t)

eindeutig (punktweise) definiert.
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5.40 Korollar
Gegeben sei ein unverzogerter Erneuerungsprozefl. Mit den Bezeichnungen aus Definition 5.39 sei

R.(t) == P(Sn@y+1 —t > 2), 0<z
A, (t) = P(t—SN(t)ZZ), 0<z<
Lz(t) = P(SN(t)-i-l - SN(t) > Z), 0 S zZ.

Dann gilt:
a) A,(t) = R,(t — z) fiir z < t.
b) R.(t) geniigt der Erneuerungsgleichung
R.t)=1-F(t+2z2) + R.(t —x)F(dz), z>0.
[0,t]

¢) L,(t) geniigt der Erneuerungsgleichung

L.(t) =1 - F(max(z1)) +/ L.(t—2)F(dz), 2> 0.

[0,t]
Beweis:
a) Es gilt
R.(t) = P(Sn()4+1 >t + 2) = P(keine Erneuerung in (t,t + 2])
und

A.(t) = P(Sn@) <t — z) = P(keine Erneuerung in (¢t — z,t]) = R.(t — 2), falls z < ¢ ist.

b) Das Ereignis , keine Erneuerung in (¢,t + z]“ wird disjunkt zerlegt in ,keine Erneuerung in (¢,t+ 2]
A keine Erneuerung in [0, ¢]“ und ,keine Erneuerung in (¢, ¢ + 2] A mindestens eine Erneuerung in
[0, t]“. Das zweite Ereignis wird weiter zerlegt iiber die Eintrittszeit der ersten Erneuerung, die nach
F'(e) verteilt ist. Es folgt

R.(t) = P(keine Erneuerung in [0,t + 2])
+ / P(keine Erneuerung in (¢, + 2] | erste Erneuerung zur Zeit z) F(dz)
[0,¢]
=1-F(t+z2)+ R.(t — z)F(dx).
[0,¢]
¢) Wir zerlegen wieder:

P(Sn)+1 — Sn@) > 2) = P(Sn@w)+1 — Sn(t) > 2z A keine Erneuerung bis t)
+ P(Sn@)+1 — Sn(t) > z A mindestens eine Erneuerung bis t)
:P(So+1—SQ>Z/\Sl >t)

"'/{ ]P(SN(t)+1 — SNy > 2| S1 = x)F(dx)
0.t

=1- F(max(z,t)) + o P(SN(t—a)+1 — SN(t—z) > 2)F(dx) ]
0,t

5.41 Korollar
Die Restlebensdauerverteilungsfunktion im Poisson—Prozefl mit Parameter A > 0 ist exp(\)(e), also gleich
der Lebensdauerverteilungsfunktion. Die Altersverteilungsfunktion ist gegeben durch

{ 1-A(t)=1—e* fallsz<t;

1 sonst;
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und die Zufallsvariable Sy )41 — Sn(:) hat die A -Dichte

{ Nge falls 0 < x < t;
M1+ M)e ™™ fallst < .

Beweis:

i) Die Erneuerungsgleichung fiir R, (t) wird durch e~ gelost, unabhiingig von ¢. Dies impliziert iiber

Korollar 5.40 a) die Aussage iiber die Altersverteilung.
ii) Fiir > 0 ist fur festes ¢t > 0:

P(Sn)+1 — Snp) < @)

o0
= ZP(Sn <t < Snt1, Xnwy+1 < 1)
—_— ———

n=0 <= N;=n

=PO0<t<X, X <u)

00
+Z/ P(Xn+1§x75n§t<sn+Xn+l|Sn:y)dp(5n§y)

(0,2]

n=1
o0

= P(t< X, gx)+z/ P(Xpi1 <zt <y+ Xpi1 | Sn=y)dP(S, <y)
n—1+[0,t]

({X4,...,X,} und X,,41 sind unabhingig.)

:P(t<X1§x)+Z/ Pt —y < Xps1 <)X
[0,¢]

n=1

n—1
()\y> 'G_Ay)\l(dy).

(n—1)!

Da P(t—y< Xp41 <x)=0,fallst —y >, d. h. y <t — z, unterscheiden wir zwei Félle:

a) x <t
_ - (Ay)n71 Ay, —A(t—y) —Az\y1
P(Sn()+1 — Snw <) = A Z e (e —e )N (dy)
] —— (n—1)!
=1—e M- dze 7.
b) x>t

> n—1
P(Svis — Sy S 1) = = e [ A S0 B eoniay)
(O —— -4

=1—e M — \e .

Ableitung der beiden Ausdriicke ergibt die Dichte. u
5.42 Beispiel
Es gilt
2 1
E(Sn@+1 = Snvw) =5 — 3¢
was fiir grofes ¢ )

E(Sn@)+1 — Sne)) =~ X
entspricht, so daf} die Argumentation I) in Beispiel 5.38 beziiglich der Symmetrie aufrechterhalten werden
kann, trotzdem Korollar 5.41 gerade die Argumentation 5.38 II) bestétigte. Der Korrektursummand %e’/\t
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geht zuriick auf die unterschiedliche Darstellung der Dichte von Sy ()41 — Sy fiir # < ¢ bzw. z > .
Diese wiederum ist begriindet in der speziellen Rolle, die der Nullpunkt der Zeitachse spielt. Vorausgesetzt,
da wir eine beidseitig unendliche Zeitachse haben, erhalten wir % als erwartete Lange des inspizierten
Intervalls.

Als anschauliche Begriindung wird in der Regel angegeben: Bei der zufilligen Auswahl eines ¢ € IR trifft
man mit groflerer Wahrscheinlichkeit 1langere Intervalle. O

Wahrend fiir den Poisson—Prozefi noch explizite Angaben iiber das Verhalten im Endlichen gemacht wer-
den konnen, ist dies bei allgemeinen Lebensdauerverteilungsfunktionen nicht mehr moglich. Andererseits
zeigt sich in diesen Féllen die Bedeutung der Erneuerungstheoreme, die Approximationen liefern fiir
Prozesse, die schon lange laufen.

5.43 Satz

Gegeben sei ein rekurrenter (méglicherweise verzogerter) Erneuerungsprozefs mit Lebensdauerverteilungs-
funktion F, deren Erwartungswert y = E(F) < oo erfiille. Dann sind (fiir t — o0) die asymptotischen
Verteilungen von Restlebensdauer und Alter gegeben durch die Verteilungsfunktion

l/ (1-F(z))dz, z>0.
K Jl0,2]

Die asymptotische Verteilung der inspizierten Lebensdauer ist durch die Verteilungsfunktion

1

7/ xF(dx), z>0,
K Jlo,z)

gegeben.

Beweis:

i) a) In der Erneuerungsgleichung von Korollar 5.40 b) ist 1 — F(t+ 2) in ¢ fallend und integrierbar,
also direkt Riemann-integrierbar. Das Erneuerungstheorem liefert in seiner zweiten Version

also
lim R,(t) =: Rz(oo):l/ (1-F(z+=2)) dx:l/ (1 - F(x)) dz.
t—00 K J10,00) K J(z,00)

Die Aussage iiber die Altersverteilung folgt aus Korollar 5.40 a).

b) In der Erneuerungsgleichung von Korollar 5.40 c) ist 1 — F'(max(z, t)) als Funktion von ¢ direkt
Riemann-integrierbar. Also folgt

tlirgo L.(t)=:L,(c0) = %/{0 - (1 - F(max(z,x))) dzx = %/(Z - xF(dx).

b—oo

(Fallunterscheidung und partielle Integration; b(l —F (b)) ———— 0 wegen p < 00.)

ii) Fiir den verzogerten Fall bedingt man auf den Zeitpunkt der ersten Erneuerung. u

Im Poisson—Prozef ist die Verteilung der Vorwirtsrekurrenzzeit unabhéingig vom betrachteten Zeitpunkt,
d. h. ;stationiir®. Fiir alle anderen unverzoégerten Erneuerungsprozesse (mit nicht—arithmetischer Vertei-
lung der Erneuerungsintervalle) gilt dies nicht. Andererseits haben wir in Satz 5.43 gezeigt, dafl die
Verteilung der Vorwértsrekurrenzzeit im rekurrenten Erneuerungsprozefi schwach gegen eine Grenzver-
teilung konvergiert.

Die folgende anschauliche Uberlegung fiihrt auf eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
yotationaritdt® eines rekurrenten Erneuerungsprozesses: Zeitachse sei IR, so dafl zur Zeit 0 das System
eingeschwungen ist, d. h. seinen Gleichgewichtszustand erreicht hat. Nach Satz 5.43 mufl dann zur Zeit
0 die Verteilung der Vorwértsrekurrenzzeit die Verteilungsfunktion

z»—>1 (1-F(z))dz, z>0,
K Jl0,2)

haben, und dies muf} auch die Verteilungsfunktion der Restlebensdauer fiir den Prozef auf IR sein.
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5.44 Definition

Ein verzogerter, rekurrenter Erneuerungsprozef heiflt stationér, wenn die Verteilung der Zeit bis zur ersten
Erneuerung gleich der asymptotischen Vorwértsrekurrenzzeitverteilung (des zugehorigen, unverzogerten
Erneuerungsprozesses) ist.

5.45 Satz

Ein verzégerter Erneuerungsprozefl mit nicht—arithmetischer Erneuerungsverteilungsfunktion F(e) und
E(F) = p < oo ist genau dann stationér, wenn das Erneuerungsmafl die \'-Dichte =1 besitzt, d. h.
wenn

gilt.
Beweis:

t
i) Sei M(t) = —. Nach Korollar 5.15 ist M (e) die Losung der Gleichung M = G + M x F, und nach
I

Satz 5.13 ist diese Losung unter den auf Intervallen beschrinkten, auf (—oo,0) verschwindenden
Funktionen eindeutig bestimmt. Also gilt

t
- t2> t t—
My = 20 o G(t):——/ % p(dz), t>0;
0, t<0 e Jog
partielle Integration der rechten Seite fithrt direkt auf
1
G(t) = —/ (1-F(z))dx, t>0.

H Jo,t]

ii) Der ProzeB sei stationér. Die Verzogerungsverteilung G sei die asymptotische Rekurrenzzeitvertei-
lung. Zu zeigen ist:

s ((L P de )« D oy = b
M (t) Z((M/[o,(.)](l F( ))d) F )(t) "

k=1

Wir untersuchen die Laplace—Stieltjes—Transformierte von M (e) (siche [Hin72], S. 184; [Fel71],
S. 429):

M (6) = / cON(dt), 0> 0.
[0,00)

Ist F' die Laplace—Stieltjes—Transformierte von F', so hat

_ 1-F(z) .
G(s) ._/[07(.)] o

die Laplace—Stieltjes—Transformierte

~ 1—F(6)
9 =
G(9) 9
Es folgt: R
A o~ 1 F0) &/ k-1 1
= —_— = — > .
M) =>" 0 F(6) i 6>0

k=1
Da die Laplace—Stieltjes—Transformierte M (o) das zugehorige Mafl eindeutig bestimmt und

0 — e_etl dt = i
[0,00) I o
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die Laplace—Stieltjes—Transformierte des durch die mafldefinierende Funktion

bestimmten Mafes ist, folgt die Behauptung. ]

Im Beweis ii) von Satz 5.45 finden wir ein Beispiel fiir die Niitzlichkeit von Integraltransformationen
(Laplace—Stieltjes—Transformation, Laplacetransformation, Fouriertransformation bzw. Charakteristische
Funktion, erzeugende Funktion usw.). Fiir die Anwendung von Integraltransformationen in der Erneue-
rungstheorie siehe z. B.: [Fel71], S. 466, [Cox66].

Unter Benutzung von Satz 5.13 kann man ii) analog zu i) zeigen, indem direkt nachgewiesen wird, dafl

el i,
]
die Erneuerungsgleichung
1
M) = _/ (1-F(2))de+ [ M(t—2)F(dz), t>0,
M Jo, [0,¢]

16st.

5.46 Korollar

Mit den Bezeichnungen aus Satz 5.45 ist ein verzogerter, rekurrenter Erneuerungsprozef3 mit nicht—
arithmetischer Erneuerungsverteilungsfunktion genau dann stationér, wenn die eindimensionalen Rand-
verteilungen des Prozesses (Sy,+1 —t :t € Ry) von t unabhéngig sind und die \'-Dichte

1
;(1—F($))7 fEZO,

auf IRy haben.

Beweis: Siche [Coh82], S. 111. (Im Buch von Cohen findet man eine sehr ausfiihrliche Diskussion von
Alters— und Restlebenszeitprozessen.) n

5.47 Anmerkung
Die asymptotische (und stationére) Vorwértsrekurrenzzeit im rekurrenten Erneuerungsprozef$ hat genau
dann ein r—tes Moment (r > 1), wenn die Erneuerungsintervalle ein (r 4+ 1)-tes Moment haben. ]

Im Korollar 5.37 war gezeigt:
Ult) tooo 1
Z\) tmee 2
t H
Eine Konvergenzabschitzung gibt der folgende Satz.

5.48 Satz
Sei ' nicht-arithmetisch mit Erwartungswert j und Varianz 0. Dann gilt

_t—,u tooo 02+ p?

<
0<U(®t) I o2
Beweis: Sei 1
z(t) == — / (1-F(z))dz, t>0,
w [t,00)

und Z(t), t > 0, die Losung der Erneuerungsgleichung Z = z + Z % F. Die eindeutig bestimmte, auf
Intervallen beschriankte und auf (—oc,0) verschwindende Losung ist

20 =0t - t>0.  z@)=0, t<o.
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Aus der zweiten Version des Erneuerungstheorems folgt

1 1 1 [ o + p?
limZt:—/ z(s)ds=— - — Y F(dy) = .
A, 20 1 J10,00) ) wo2p Jo ) 2p°

(Partielle Integration nach der auf Seite 68 angegebenen Formel.) ]

Von grofier Bedeutung in praktischen Aufgabenstellungen ist die Untersuchung sogenannter kumulativer
Prozesse. Ein Beispiel trat in Beispiel 5.33 auf, als ¢(¢) die erwarteten (aufsummierten) Kosten in [0, ¢]
unter gewissen Alterserneuerungspoitiken waren.

5.49 Satz

Sei {(Yi,XZ-) o= 1,2, .. } eine Folge von unabhingig identisch verteilten IR*-Zufallsvektoren. Die
Verteilung der X; sei auf Ry konzentriert mit Verteilungsfunktion F(e) und E(F) < co. Die Y; mégen
ebenfalls endlichen Erwartungswert besitzen.

Sei (N : t > 0) der von der Folge (X; : i =1,2,...) definierte Zéhlproze3. Dann gilt fiir

N¢+1
Z(t)= Y Y, t=0,
i=1

den von {(K, X;):i=1,2,... } erzeugten kumulativen Prozef:

- B(Z) _ B3
t—o0 t E(Xl)

Beweis: Sieht man die Y; als Auszahlungen an, die beim Beginn des i—ten Erneuerungsintervalls [S;_1, S;)
fillig werden, 7 = 1, 2, ..., so erhiilt man im Mittel zur Zeit x < ¢ die erste Erneuerung E(Y7); findet
dann zur Zeit z < t die erste Erneuerung statt, so kann man noch als Auszahlung bis zum Zeitpunkt ¢
gerade E(Z(t — x)) erwarten. Insgesamt in [0, ¢] also

E(Z(t)) =EM) + /[0 ) E(Z(t—x))F(dx), t>0.

Die Losung dieser Erneuerungsgleichung ist
Z(t) =E(Y1)(1+U®), t>0,
wobei U(t) die zu F'(e) gehorige Erneuerungsfunktion ist. Aus Korollar 5.35 folgt die Behauptung. u

5.50 Anmerkung

Ist die Verteilung von X;, ¢ =1, 2, ..., in Satz 5.49 arithmetisch auf INy konzentriert, so ist es einfacher,
mit

- E(Z(n)) _ EMW)
zu arbeiten. O
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