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Prasenzaufgaben

(P16) Es seien die Vektoren v; = (=2, —3,2),v3 = (2,4,0),v3 = (6, —1,1) des R? gegeben.
Fertigen Sie eine Skizze an, in die Sie die Vektoren einzeichnen und zeigen Sie, dass
(v1,v9,v3) eine Basis des R? ist.

(LP16) Das Tupel (vq,v9,v3) ist eine Basis von R® genau dann, wenn jeder Vektor v =
(a, b, c) eindeutig geschrieben werden kann als v = av; + fvs + yv3 mit «, 5,7 € R.
Wir schreiben dies als ein System von 3 Gleichungen:

—2a+28+67 = a (1)
—3a+48 —v = b (2)
2a +v = c. (3)

Das Tupel (vq, v2, v3) ist linear unabhéngig genau dann, wenn obenstehendes System
fiir jedes (a, b, ¢) hichstens eine Losung hat. Das Tupel (vy, v, v3) spannt R3 auf (das
heift, die Lineare Hiille L(vy, vo, v3) ist R3) genau dann, wenn obenstehendes System
fir jedes (a, b, c) mindestens eine Losung hat.

Das Tupel (v1,v9,v3) ist also eine Basis, wenn es linear unabhiingig ist und R?
aufspannt, also wenn das System (1) (2) (3) fiir jedes (a,b,c) genau eine Losung

(o, B,7) hat.

Aus (3) erhalten wir v = ¢ — 2« Einsetzen in (2) liefert 8 = (o + b + ¢)/4. Diese
Ausdriicke fiir v und S einsetzen in (1) liefert o = (—2a + b + 13¢)/27. Fiir jedes
(a, b, c) ist daher a, (3, v eindeutig bestimmt; o = (—2a+b+13¢) /27, 8 = (a+b+c)/4,
und v = ¢ — 2a. Es folgt, dass (vq, vs, v3) eine Basis ist.

Alternativ kann man auch wie folgt vorgehen: Um zu zeigen, dass (vq, v, v3) linear
unabhéngig ist, muss man nur beweisen, dass av, + fvg + yv3 = 0 nur mit o =
f =~ = 0 erfiillt werden kann. Man muss also einfach das System (1) (2) (3) fiir
a="b=c=016sen. Um dann zu zeigen, dass L(v, vy, v3) = R? gilt, kann man die
folgende Présenzaufgabe (P17) nutzen.
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(P17) Sei n € N und vy,...,v, € R™ linear unabhéngige Vektoren. Zeigen Sie, dass
(v1,...,v,) eine Basis von R™ ist.

(LP17) Wir wissen schon, dass R" eine Basis {ej,...,e,} besitzt. Satz 2.48 besagt nun,
dass jede Basis des R" aus n Vektoren besteht. Wegen

L(Ul,...,vn,el,...,en):R”,

folgt mit dem Basiserginzungssatz (Satz 2.46), dass wir {vy,...,v,} durch Hinzu-
fiigen von Vektoren aus {ey,...,e,} zu einer Basis von R" erginzen kénnen. Wenn
jetzt (vq, ..., v,) nicht schon selber eine Basis wire, wiirden wir dann aber eine Basis
mit mehr als n Vektoren erhalten, was im Widerspruch zu unserer Erkenntnis steht,
dass jede Basis des R™ aus n Vektoren besteht. Es folgt also, dass (v, ..., v,) schon
selber eine Basis ist.



Hausaufgaben

(H26) Es seien die Vektoren v; = (1,—1,2),v3 = (3,1,0),v3 = (2,3,0),v4 = (0,0,4),v5 =
(—2,1,3) des R? gegeben.

(a)

(La)

(Lb)

Wiéhlen Sie aus der Menge {vy,...,v5} Vektoren aus, sodass diese die Eigen-
schaft (B1) aus Definition 2.43. bzgl. des R? erfiillen, (B2) aber nicht erfiillt
wird. Beweisen Sie, dass Thre Wahl korrekt ist und fertigen Sie eine Skizze an,
in die Sie die Vektoren einzeichnen.

(3 Punkte)

Jedes Paar (v;,v;) mit i # j ist eine korrekte Wahl. Da R? eine Standardbasis
((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) mit drei Vektoren hat, muss wegen Satz 2.48 jede
Basis des R? drei Vektoren haben. Wenn (v;, v;) linear unabhéngig ist, kann es
daher (B2) nicht erfiillen, sonst wére es eine Basis.

Zum Beispiel beweisen wir, dass (vs,vs) linear unabhéngig ist. Es sei «, 5 in
R sodass avs + fvy = 0. Die letzte Koordinate zeigt, dass 8 gleich Null ist,
und die zweite, dass a gleich Null ist. Da die Schreibweise des Nullvektors als
0 = aws + Puy eindeutig ist, ist (vs,v4) linear unabhéngig.

'U4 *

Wiéhlen Sie aus der Menge {vy,...,v5} Vektoren aus, sodass diese die Eigen-
schaft (B2) aus Definition 2.43. bzgl. des R? erfiillen, (B1) aber nicht erfiillt
wird. Beweisen Sie, dass Thre Wahl korrekt ist und fertigen Sie eine Skizze an,
in die Sie die Vektoren einzeichnen.

(3 Punkte)

Wir wihlen einfach alle Vektoren aus. Da jede Basis des R? drei Vektoren hat,
kann das Tupel (vy, vq, v3,v4, v5) nicht (B1) und (B2) gleichzeitig erfiillen. Es
reicht daher zu beweisen, dass (B2) erfiillt ist, also dass L(vy, va, v3, v4, v5) = R?
gilt. Dazu reicht es offensichtlich, zu beweisen, dass L(v;, vj, vg) = R? gilt fiir
eine Wahl {v;, v;, vp} aus {v1,vq, v3,v4, v5}, und das folgt aus (c).
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Wihlen Sie aus der Menge {vy,...,v5} Vektoren aus, sodass diese eine Basis
des R3 bilden. Beweisen Sie, dass Thre Wahl korrekt ist und fertigen Sie eine
Skizze an, in die Sie die Vektoren einzeichnen.

(3 Punkte)

Wegen Présenzaufgabe (P17) reicht es, drei Vektoren zu wéhlen, und zu zeigen,
dass sie linear unabhéngig sind. Wir wéahlen hier (vq, vs, v4), aber es gibt viele
weitere Moglichkeiten.

Es sei a, 3,7 in R sodass avy 4+ Pvsz + yvgs = 0 gilt. Wir erhalten dann das
Gleichungssystem

3a+28 = 0 (4)
a+38 = 0 (5)
4v = 0. (6)

Aus (6) folgt v = 0, aus (5) folgt @« = —3, und Einsetzen in (4) liefert —3 = 0.
Somit ist f = 0, « = 0 und v = 0, und (v, vs,v4) ist linear unabhéngig.
Wegen (P17) ist es nun eine Basis; das war die Frage in (c). Insbesondere gilt
L(vy,v3,v4) = R3 was den Beweis von (b) vervollstéindigt.
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(9 Punkte)

(H27) Es seien die Vektoren v; = (0,1, —1), v = (1,0, —1), v3 = (1,2, —3) in R?® gegeben.

(a)

(La)

Zeigen Sie, dass (v1, v9) linear unabhéngig ist, und daher eine Basis von L(vy, vg).

(2 Punkte)
Es sei a, fin R, sodass (0,1, —1)+5(1,0, —1) = (0, 0,0). Die erste Koordinate
zeigt, dass [ gleich Null ist. Die zweite Koordinate zeigt, dass a gleich Null ist.

Das Tupel (v, v9) ist daher linear unabhéngig. Dass es eine Basis von L(vy, vs)
ist, folgt direkt aus der Definition.

Bestimmen Sie «, 5 in R, sodass v3 = avy + fuvs. Ist (v1, ve, v3) linear abhéngig
oder linear unabhéngig? Begriinden Sie Thre Antwort.

(2 Punkte)
Es sei a, 5 in R, sodass «(0,1,—1) + 5(1,0,—1) = (1,2, —3). Wir schreiben
dies als ein System von drei Gleichungen;

g =1 (7)
a = 2 (8)
—a—p = -3. (9)

Dies ist nicht auferordentlich schwer zu l6sen; & = 2 und 8 = 1 (Einsetzen in
die Gleichungen (7),(8) und (9) zeigt, dass dies wirklich eine Losung ist). Da
201 + vy — vg = 0 gilt, ist (vy, vq, v3) linear abhéngig.

Zeichnen Sie die Ebene L(v,v5) und darin die Vektoren v; und v,. Zeichnen
Sie auch vz = av; + Sy mit dem entsprechenden Parallelogramm.

Tipp: Um ein aussagekraftiges Bild zu bekommen, zeichnen Sie die Ebene am
besten in eine ,Box“ ein (vgl. Losung zu (H9c)).

(1 Punkte)



(5 Punkte)

(H28) Sei n € N. Beweisen Sie folgende Aussagen (Tipp: Sie diirfen die Sétze 2.48 und
2.46 aus der Vorlesung benutzen):

(a) Esseien Vektoren vy, ..., v, € R" gegeben. Ist m > n, soist (vy,...,v,,) linear
abhéngig.

(3 Punkte)

(La) Wie machen einen Widerspruchsbeweis. Angenommen (vy, ..., v,,) ist linear
unabhéingig. Wir wihlen weitere Vektoren wy, ..., ws € R", sodass die lineare
Hiille von vy, ..., v, und wyq, ..., ws den R™ erzeugen, also

L(vy,...,Up,wq,...,ws) =R"



(Lb)

(Ld)

(wenn man unsicher ist, welche Vektoren w; man nehmen sollte, dann wéhlt
man einfach die kanonische Basis). Nach dem Basisergdnzungssatz (Satz 2.46)
kénnen wir nun durch Hinzufligen von Vektoren aus {wy, ..., ws} die Vektoren
v1,..., Uy, 2U einer Basis ergdnzen. Sei m’ die Anzahl der Vektoren diese Basis.
Weil vy,...,v,, in der Basis vorkommen, gilt m’ > m. Andererseits haben
wir im R™ die kanonische Basis (ey,...,e,). Nach Satz 2.48 muss dann aber
n = m’ gelten, ein Widerspruch, denn mit der Voraussetzung m > n erhalten
wir n =m' > m > n.

Seien Vektoren vy,...,v, € R™ gegeben. Gilt L(vq,...,v,) = R", dann ist
(v1,...,v,) eine Basis des R™.

(3 Punkte)

Wir miissen zeigen, dass (vy, ..., v,) linear unabhéngig ist. Hierzu nehmen wir
ein v; € {vy,...,v,} mit v; # 0. Dieser Vektor ist dann linear unabhéngig.
Nach dem Basisergénzungssatz (Satz 2.46) konnen wir (v;) durch Hinzufiigen
von Vektoren aus der Menge {vy, ..., v,}\{v;} zu einer Basis ergédnzen. Wiirden
wir hierbei nicht alle Vektoren aus {v1,...,v,} \ {v;} hinzufiigen, so wiirden
wir eine Basis mit weniger als n Elementen erhalten. Dies kann aber nicht sein,
denn jede Basis eines endlich erzeugten Vektorraums besteht aus gleich vielen
Elementen (Satz 2.48) und wir wissen schon, dass es im R™ die kanonische
Basis (eq, ..., e,) gibt, die aus n Vektoren besteht.

Sei W C R" eine Untervektorraum mit W # {0}. Es gibt dann linear unab-
héngige Vektoren wy, ..., w,, € R" sodass W = L(wy,...,w,,) und m < n.

Hinweis: Sie diirfen Aussage (a) benutzen, selbst wenn Sie sie nicht bewiesen
haben.

(2 Bonuspunkte)

Nach Voraussetzung gibt es w € W mit w # 0. Wir setzen w; = w. Ist
L(w;,) = W sind wir fertig. Wenn nicht, gibt es w’ € W\ L(w;). Nach Présen-
zaufgabe (P14a) ist dann (wq,w') linear unabhéngig. Wir setzen wq := w’. Als
néchstes tiberpriifen wir erneut, ob W = L(w;,wy). Wenn ja, sind wir fertig.
Wenn nein, muss es w” € W \ L(wy,wsy) geben, was erneut impliziert, dass
(w1, wy, w") linear unabhéngig ist. Wir setzen w; := w”. Indem wir nun diesen
Prozess weiter fortsetzen, erhalten wir eine Folge von linear unabhingigen Vek-
toren wy, wo, ws, ... aus W. Weil es nach Aussage (a) aber hochstens n linear
unabhéngige Vektoren geben kann, ist W = L(wy, ..., w,,) mit m < n.

Sei W C R"” ein Untervektorraum. Dann gilt dimg W < n.

Hinweis: Sie diirfen Aussage (c) benutzen, selbst wenn Sie sie nicht bewiesen

haben.
(2 Bonuspunkte)

Ist W = {0}, so folgt dimg W = 0 und somit dimg W < n. Ist W # {0}, so gibt
es nach Aussage (¢) und Présenzaufgabe (P17) linear unabhéngige Vektoren
Wi, ..., Wy, € R" sodass W = L(wy, ..., w,) und m < n. Weil diese Vektoren
eine Basis von W bilden, folgt dimg W = m und daher dimg W < n.



(6 Punkte)

Die Abgabe der Losungen zu den Hausaufgaben dieses Zettels muss bis zum Beginn der
Vorlesung am Montag, den 6.Juni 2011 in die dafiir vorgesehenen Ordner auf dem
Pult erfolgen.



