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Prasenzaufgaben

(P13) Untersuchen Sie auf lineare Unabhéngigkeit.

(a) Ist ((1,0),(2,0)) in dem R-Vektorraum R? linear unabhéingig?
(La) Nein, denn 2 - (1,0) + (—1) - (2,0) = (0,0).
(b) Ist ((1,1,1),(0,1,2)) in dem R-Vektorraum R? linear unabhingig?
)

(Lb) Ja. Wir miissen zeigen, dass o - (1,1,1) + 8- (0,1,2) = 0 mit o, 5 € R nur
erfiillt ist, wenn o = 8 = 0. Aber dies ist dquivalent zu dem Gleichungssystem

—a = 0
- = 267

das offensichtlich nur die Losung o = 8 = 0 hat.
(c) Ist ((0,0),(1,2)) in dem R-Vektorraum R? linear unabhéngig?
(Lc) Nein, denn 37-(0,0) 4+ 0-(1,2) = (0,0).
(d) Tst ((4,2), (1, —2i)) in dem C-Vektorraum C? linear unabhiingig?
)

(Ld) Nein, denn die Gleichung «- (,2) + 5 - (1, —2i) = (0,0) hat eine nicht-triviale
Losung fir «, f € C, némlich i - (4,2) + 1 - (1,—2¢) = (0,0).
Wir bemerken, dass C? auch ein R-Vektorraum ist, und dass ((i,2), (1, —2i))
linear unabhingig ist in dem R-Vektorraum C2, weil es keine reellen Losungen
«, § gibt. Das war hier nicht die Frage; es wird aber in P15 b von Bedeutung
sein.

(P14) Seien V ein R-Vektorraum und vy, ..., v, € V Vektoren. Zeigen oder widerlegen Sie
die folgenden Aussagen:

(a) Ist (v1,...,v,) linear unabhéngig, so gilt fiir jeden Vektor v € V:
v L(vy,...,v,) < (v1,...,0,,0) ist linear unabhéngig.

(La) Ja, diese Aussage stimmt. Am leichtesten konnen wir sie beweisen, indem wir
die logisch dquivalente Aussage

v € L(vy,...,u,) < (v,...,0,,v) ist linear abhéngig. (1)

zeigen.
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Wir machen eine kleine Voriiberlegung: Ist (vy,...,v,,v) linear abhingig, so
gibt es aq, ..., a,, a € R, sodass

0=oaqv; +...+ay, +av (2)

gilt und nicht alle Koeffizienten Null sind. Wir wissen sogar, dass o # 0 gilt,
denn sonst hatten wir einen Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von
(v1,...,v,). Wenn wir nun (2) durch —a« teilen, so erhalten wir

0:61v1++6nvn+(_1)vu

hierbei ist §; = —%.
Die Aussage (1) folgt jetzt leicht:

v € Lvy,...,v) < 301,..., B €ER:v=0v1+ ...+ Bao,
@361,...,671ER:0:611)1—1—...4—5”1}”4—(—1)-1)
< (v1,...,0,,0) ist linear abhéngig.

Sind (vy, . ..,v,) linear unabhéngig, so auch (vy,..., v, 1).

Das stimmt. Wére (vy, ..., v,_1) linear abhéngig, dann gébe es ay,...,a, 1 €
R, nicht alle gleich 0, sodass a1v1 + ...+ a,_1v,_1 = 0. Aber dann hétten wir
auch a1, ..., o, € R, nicht alle gleich 0, mit a;v; +. .. + @,v, = 0 (man nimmt
einfach o, = 0), und dass wére im Widerspruch zu unserer Annahme, dass
(v1,...,v,) linear unabhéngig ist.

Sind (vy,...,v,) linear abhéngig, so auch (vy,...,v,_1).

Nein, dass stimmt nicht. Fiir jeden Vektor v € V\{0} ist (v, v) abhéngig, aber
(v) nicht.

(P15) Untersuchen Sie auf lineare Unabhéngigkeit.

(a)
(La)
(b)
(Lb)

Ist (1,7) in dem R-Vektorraum C linear unabhéngig?

Ja. Es seien o, f € R mit o + fi = 0, dann gilt a = 8 = 0.

Ist ((4,2), (1, —2i)) in dem R-Vektorraum C? linear unabhéngig?

Ja, denn die Gleichung « - (7,2) + - (1,—2) = (0,0) hat keine nicht-triviale
Losungen fiir o, 8 € R; fiir die erste Koordinate gilt beispielsweise

ai+p=0 = a=p=0.

Das wiire natiirlich nicht der Fall gewesen wenn wir C? als C-Vektorraum be-
trachtet hatten, vgl. P13 d.



Hausaufgaben

(H22) Uberpriifen Sie folgende Tupel im R* auf lineare Unabhiingigkeit (bzw. lineare Ab-

héngigkeit):
(a) ((17 27 _17 1)7 (27 17 17 2)7 (17 _17 27 1))
(La) Die Gleichung «v- (1,2,—1,1)+3-(2,1,1,2) +~v-(1,-1,2,1) = (0,0,0,0) fiir
a, 8,7 € R ist dquivalent zu dem Gleichungssystem
a+28+y = 0 (3)
20+ -7 =0 (4)
—a+pB+2y = 0 (5)
a+28+vy = 0. (6)
Die Gleichung (6) kénnen wir vergessen, (3) + (5) liefert 38 + 3y = 0, also
B = —~. Einsetzen in (4) liefert 2a — 2y =0, also a = = = 7.
Man kontrolliert, dass dies auch wirklich Losungen des obenstehenden Glei-
chungssystems sind. Das Tupel ((1,2,-1,1),(2,1,1,2),(1,—1,2,1)) ist daher
linear abhéngig: (1,2,—1,1) — (2,1,1,2) + (1,-1,2,1) = (0,0, 0,0).
(2 Punkte)
(b) ((1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)).
(Lb) Die Gleichung « - (1,1,0,0) + 8 - (0,1,1,0) + v - (0,0,1,1) = (0,0,0,0) fiir
a, 3,7 € R ist dquivalent zu dem Gleichungssystem
a = 0 (7)
a+pB =0 (8)
B+y =0 (9)
v = 0. (10)
Wegen o = 0 und v = 0 gilt mit (8) oder (9) auch 8 = 0, also ist die einzige
Loésung aw = 8 = v = 0. Das Tupel ist daher linear unabhéngig.
(2 Punkte)
(c) ((1,2,3,0),(0,1,2,3),(3,0,1,2),(2,3,0,1)).
Tipp: Das Einsetzungsverfahren und das Additionsverfahren (vgl. (P1) auf Auf-
gabenblatt 1) lassen sich leicht auf Gleichungssysteme mit mehr Gleichungen
und Unbekannten als zwei anwenden.
(Lc) Die Gleichung a-(1,2,3,0)+8-(0,1,2,3)+7+(3,0,1,2)+4§-(2,3,0,1) = (0,0,0,0)

fiir o, B,7,0 € R ist dquivalent zu dem Gleichungssystem

a  +3y+20 = 0 (11)
2a+8 435 = 0 (12)
3a+28+7 — 0 (13)

38+2y+6 = 0 (14)
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(H23)

(L23)

Mit (14) erhalten wir § = —2v — 33; wir setzen das ein in (11), (12) und (13).
Dies liefert

a—66—v = 0 (15)
20—83—6y = 0 (16)
3a+284+~ = 0 (17)

Mit (17) erhalten wir v = —25 — 3cv. Einsetzen in (15) und (16) liefert

do—48 = 0 (18)
200 —48 = 0. (19)

Aus (18) folgern wir a@ = ; einsetzen in (19) liefert dann 16cc = 0. Somit ist
a=0,=a=0,y=-2—-3a=0und 6 = -35 — 2y =0.
Die einzige Losung von «a-(1,2,3,0)+3-(0,1,2,3)+v-(3,0,1,2)+6-(2,3,0,1) =
(0,0,0,0) ist die triviale Losung, somit ist das obenstehende Tupel linear un-
abhingig.

(4 Punkte)

(8 Punkte)

Uberpriifen Sie, fiir welche a € R man ((0,1,0, —a), (=1, 1, —a, 0), (2a, —2,2,0)) zu
einer Basis des R* ergéinzen kann? Man gebe ohne Beweis eine mogliche Erginzung
an.

Man kann das Tupel zu einer Basis ergianzen genau dann, wenn es linear unabhéngig
ist. Die Frage ist daher, fiir welche a das Gleichungssystem

—B+2ay = 0 (20)

a+pB—-2y = 0 (21)

—af+2y = 0 (22)

—ao = 0 (23)

nur triviale Losungen hat.

Fiir a = 0 folgt aus (20), dass § = 0, aus (22), dass v = 0, und somit aus (21), dass
a = 0. Das Tupel ist unabhéngig, und kann daher zu einer Basis erganzt werden.

Fiir a # 0 folgt aus (23), dass a = 0. Wir formen (20), (21), und (22) um nach

B = 2ay (24)
B = 2 (25)
B = 2v/a. (26)

Wenn a # 1, folgt a = = v =0 ((24)-(25) liefert beispielsweise 0 = 2y(a — 1) =
0 = v und (25) dann 8 = 0) und das Tupel ist linear unabhéngig; es kann also zu



einer Basis ergénzt werden. Wir haben ein nicht-triviale Losung genau dann, wenn
a =1, ndmlich « =0, =2, und v = 1.
Zusammenfassend: fiir a # 1 ist das Tupel linear unabhéngig, und kann zu einer

Basis ergédnzt werden. Nur fiir a = 1 ist das Tupel linear abhéngig, und kann nicht
zu einer Basis ergénzt werden.

Es gibt viele Weisen um das Tupel zu einer Basis zu ergénzen. Der Vektor (2,0, —1, —1)
liegt z.B. nie in L((0,1,0, —a), (—1,1,—a,0), (2a,—2,2,0)), und ergénzt es daher zu
einer Basis, wenn a # 1.

(6 Punkte)

(H24) Seien V ein R-Vektorraum und vyq,...,v, € V Vektoren, sodass (vi,...,v,) eine
Basis von V ist. Zeigen Sie, dass die Abbildung

f:R"—=V
(1, .oy Tp) > T101 + .o+ Ty
ein Gruppenisomorphismus ist.
(L24) Offensichtlich ist f ein Homomorphismus, auch wenn (vy,...,v,) keine Basis ist,

denn fiir alle (zq,...,2,), (y1,...,yn) € R™ gilt

fz1, o sxn) + (Y1, un) = (zvr+ .o+ 200,) + (Y1v1 + - oo+ Ynvn)
= (z1+y)vr+ ...+ (T + Yn)vn

f((@1+y1)s -5 (@ +yn)))

= f((x1,.. ., z0) + (Y1, Un)) -

In dem ersten Schritt haben wir die Definition von f verwendet, in dem zweiten
Schritt das Vektorraumaxiom V2a, in dem dritten Schritt die Definition von f, und
in dem vierten Schritt die Definition der Addition in R™.

Wegen L(vy,...,v,) = R" ist klar, dass die Abbildung f surjektiv ist. Ist ndmlich
v € R", so gibt es ay,...,a, € R mit

V=V + ...+ Uy .

Offensichtlich gilt dann f((aq,...,a,)) = v.
Sei nun (z1,...,2,), (Y1, ..., Yn) € R™ mit

f((@y, - mn)) = f((y, - un))

S XUt XUy = Y1V T YUy,

Weil (vy,...,v,) eine Basis ist, ist die Darstellung eindeutig und das impliziert
x; =y; fur i € {1,...,n}. Es folgt somit

(1, s 2n) = (Y1, -+, Un)

und die Injektivitit der Abbildung ist gezeigt.
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(H25)

(L25)

Wir haben somit bewiesen, dass f ein bijektiver (injekiver und surjektiver) Grup-
penhomomorphismus ist.

(6 Punkte)

[Bonusaufgabe| Es seien U, U" Untervektorraume eines K-Vektorraums V' mit

UnuU’' ={0}.
Weiter seien wy, ..., w, € Uund w}, ..., w, € U’ sodass (wy, ..., w,) und (w}, ..., w)
linear unabhéngig sind. Zeigen Sie, dass dann auch (wy,...,w,, wi,... , w.) linear
unabhéngig ist.
Es seien aq,...,a, und fq,..., s in K, sodass
Qwy + ...+ pw, + frw] + ..+ Bawl = 0. (27)

Wir setzen v := aqw; +. ..+ a,w, und v’ = fyw| +. ..+ Bswl. Dann gilt v € U und
v € U'. Aber wegen u = —u’ gilt auch u € U’ und v’ € U, und wegen UNU’ = {0}
erhalten wir dann v = v’ = 0.

Weil (wy, ..., w,) linear unabhéngig ist, folgt aus u := cywy + ... + a,w, = 0, dass
die aq, ..., a, alle gleich 0 sind. Ebenso erhalten wir von der linearen unabhéngigkeit
von (wy,...,w,) und dem Verschwinden von «', dass die f3, ..., alle gleich Null

sind.

Da Gleichung (27) nur triviale Losungen hat, schlussfolgern wir, dass das Tupel
(Wi, ..., wp,wy, ..., w.) linear unabhéngig ist.

(3 Bonuspunkte)

Die Abgabe der Losungen zu den Hausaufgaben dieses Zettels muss bis zum Beginn der
Vorlesung am Montag, den 30. Mai 2011 in die dafiir vorgesehenen Ordner auf dem
Pult erfolgen.



