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Prasenzaufgaben
(P7) In Beispiel 2.6. hatten wir auf der Menge V := RI%U der R-wertigen Funktionen

(LP7)

(P8)

auf dem Intervall [0, 1] eine Addition und eine Skalarmultiplikation eingefiihrt. Fiir
f,g € V und a € R wurde hierbei f + g und « - f durch

(f +9)() = F() + g(x) und (a- f)(x) = af(x) fir allez € [0,1]

definiert.
Zeigen Sie, dass das Vektorraumaxiom V2b erfiillt ist, also dass (a+5)-f = a-f+5-f
fiir alle o, 8 € R und alle f € V gilt.

Fiir alle a, 8 € R und f € V gilt:

((@+B)- f)z) = (a+B)(f(z)) (Definition von -)
=af(x)+ pf(x) (denn ov, fund f(x) sind reelle Zahlen)
=(a- i)+ (B f)x) (Definition von -)
=(a-f+8-f)(z) (Definition von +).

Nun gilt f = g genau dann, wenn f(z) = g(x) fur alle x € [0,1]. Aus obiger
Gleichung folgt daher (a+ ) - f=a-f+ 5 f.

Wir untersuchen im reellen Vektorraum R? die folgenden Teilmengen
Ty = {(z,y) € R? : z,y € Z} Ty :={(v,y) e R? : y =}
Ty = {(z,y) €R? : y =1} Tyi={(z,y) € R* : 2,y > 0}

Ts = {(z,y) e R?* : 2?2 +y* =1}
Fertigen Sie fiir jede dieser Teilmengen 7; eine Skizze an und entscheiden Sie, ob
es sich bei (T}, +,-) um einen R-Vektorraum handelt (,+¢ und ,,-“ sind hierbei die
Verkniipfungen auf R?).

(LP8) T ist eine abelsche Gruppe, aber kein Vektorraum: (1,0) € Ty, aber % - (1,0) =

(5.0) ¢ 7.
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T ist ein Vektorraum: Die beiden Verkniipfungen auf R? sind auch Verkniipfungen
auf T5. Ist ndmlich £ € R und (z,y) € Ty, so gilt = y und wegen kxz = ky auch
k- (z,y) = (kx,ky) € Ty. Sind (z1,22), (y1,y2) € Ty so gilt wegen x; = w5 und
y1 = yo auch x1 +y; = T +yo und daher (z1, 22) + (y1,92) = (21 +y1, T2 +y2) € To.
Die Menge T ist also abgeschlossen bzgl. der auf R? gegebenen Verkniipfungen.
Dass die Axiome V1 und V2a-d erfiillt sind, iiberpriife der Leser bitte selbststandig.

T ist kein Vektorraum: (0,1) € Ty, aber 5 - (0,1) = (0,3) ¢ Ts.



Ty ist keine abelsche Gruppe, und daher kein Vektorraum: (1,1) € T}, aber —(1,1) =
(—=1,-1) ¢ T}.

Ty ist kein Vektorraum: (1,0) € T, aber 2+ (1,0) = (2,0) ¢ T5.
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Hausaufgaben

(H12) Vervollstédndigen Sie das Beispiel 2.6. und zeigen Sie, dass auch die Verktorraum-
axiome V2c und V2d erfiillt sind, also dass fiir alle a, 5 € R und alle f € V/

(@f) - f=a-(B-f) und 1-f=f
gilt. (5 Punkte)

(LH12) Fir alle a, f € R und f € V gilt:

((@B) - )(z) = (aB)(f(x)) (Definition von -)
=a(fBf(z)) (denn v, Sund f(x) sind reelle Zahlen)
=a((p- f)(x)) (Definition von -)
=(a-(B-f))(x) (Definition von -).

Das gilt fiir alle z € [0, 1]. Es folgt somit (af8) - f =a- (B f).
Aus
(1-f)x)=1-(f(x)) (Definition von -)
= f(x) (denn 1 und f(z) sind reelle Zahlen)

fir alle x € [0,1], folgt 1 - f = f (man beachte, dass ,,- auf der rechten Seite der
ersten Gleichung die Multiplikation in R bezeichnet).

(H13) Wir betrachten den R-Vektorraum (R™,+,-). Seien U; und U, Untervektorrdume
von diesem.

(a) Zeigen oder widerlegen Sie, dass Uy NUy := {v € R" : v € Uy Av € Uy} ein
Untervektorraum von R" ist. (3 Punkte)

(La) Ja, das ist immer der Fall. Wir benutzen Satz 2.15;

- UlﬂUQ?A@, denn 0 € U; N U,.

- Fir alle z,y € Uy N U, gilt insbesondere z,y € U; und daher x + y € Uy,
weil U; ein Untervektorraum ist. Analog folgt, dass auch = + y € U, gilt.
Ausz+y € Uy und z +y € U, folgt nun = +y € Uy N Us.

- Fiir alle x € U;NU, gilt insbesondere x € U; und weiter o.-x € U;. Ebenso
gilt a - x € Us. In beiden Fallen, weil U; und Uy Untervektorrdaume sind.
Hieraus folgt - x € Uy N Us.

(b) Zeigen oder widerlegen Sie, dass Uy UUs := {v € R* : v € Uy Vv € Uy} ein
Untervektorraum von R™ ist. (2 Punkte)
(Lb) Nein, das ist nicht immer der Fall. Nehmen Sie z.B. U; = {(z,0) : = € R} C R?
und U = {(0,z) : € R} C R% Dann ist (1,0) € U;UUy und (0,1) € U; UUs,

aber (1,0) 4+ (0,1) = (1,1) ¢ U; U Us,.



(¢c) Zeigen oder wiederlegen Sie, dass Uy + Uy := {ug + up : uy € Uy, us € Us} ein
Untervektorraum von R™ ist. (3 Bonuspunkte)

(Lc) Ja, das ist immer der Fall. Wir benutzen erneut Satz 2.15;

- U1+U27é®, denn 0 =0+0 € U; + Us.

- Fir alle z,2" € Uy + Uy gilt © = uy 4+ ug und 2’ = v + u) mit uy, v} € Uy
und ug, uy € Uy. Somit gilt + 2" = (uy +u)) + (ug +uh). Aus uy +u) € Uy
und uy + ufhy € Us folgt nun, dass z + z' € Uy + Us.

- Jedes x € U; 4 U, kann man schreiben als x = uqy +uo mit uy € Uy, ug € Us.
Wir erhalten o - = a - (ug + ug) = a - ug + @ - ug. Aus - uy € Uy und
a - uy € Uy folgt nun ax € Uy + Us.

(5 Punkte)
(H14) Im R3 seien die Vektoren u = (1,2,1) und v = (=1, 1, 1) gegeben.
(a) Skizzieren Sie die Menge
U={a-u+p-v:apfecR}.
(2 Punkte)
(La)
-2
(b) Zeigen oder wiederlegen Sie, dass (—5,—1,1) € U. (1 Punkt)

(Lb) ja, das ist der Fall. Die Gleichung - (1,2,1)+5-(—1,1,1) = (=5, =1, 1) liefert
das Gleichungssystem

a—p = =5
20+ 8 = -1
a+p = 1.



Von der ersten Gleichung erhalten wir o = g — 5. Einsetzen in der zweiten
Gleichung liefert 35 — 10 = —1, also § = 3 und o = —2. Man kontrolliert, dass
dies eine Losung ist von allen Gleichungen, nicht nur von den ersten zwei:

—2-(1,2,1) +3-(=1,1,1) = (=5, —1,1) .

(c) Zeigen oder wiederlegen Sie, dass (0,3,3) € U. (1 Punkt)
(Le) Nein, das ist nicht der fall. Analog zu (b) erhalten wir ein Gleichungssystem
a—p3 =0
20+ = 3
a+pf = 3.

Aus der erste Gleichung folgt « = 3, und aus der zweite 3a = 3, alsoa = § = 1.
Da das nicht konsistent ist mit v + 8 = 3, hat obenstehendes System keine
Losungen.

(4 Punkte)
(H15) Im R3 seien die Vektoren u = (2,1,0) und v = (0,1,0) und w = (1,0, 3) gegeben.

(a) Skizzieren Sie die Vektoren u, v und w. (1 Punkt)
(La)

=

(b) Bestimmen Sie «, 5,7 € R, sodass

a-u+p-v+y-w=(1,-573)

(2 Punkte)
(Lb) Wir erhalten ein Gleichungssystem
20+ =1
a+fB = =5
3y = 3.



Die dritte Gleichung liefert v = 1. Die erste liefert (nach Einsetzen von ) dann
a = 0, und die zweite Gleichung liefert (nach Einsetzen von o und +) schieflich
[ = —5. Man kontrolliert, dass das in der Tat eine Losung ist von allen drei
Gleichungen.

(c) Beweisen Sie, dass es fiir jeden Vektor b = (by, b, b3) reelle Zahlen «, 3,7 gibt,
sodass
a-ut+p-v+y-w=>.

(3 Punkte)

(d) Zeigen Sie, dass die Zahlen «a, 8,7 aus (c) eindeutig sind. (2 Bonuspunkte)
(Lc&d) Wir wiederholen (Lb) mit (by, by, b3) statt (1, —5,3).

20+y = b
o+ ﬁ = bQ
3"}/ = bg .
b
Aus der dritten Gleichung folgt v = 2. Aus der ersten folgt dann o = W

b21 b3 . Aus der zweiten Gleichung folgt schieklich f = by — o = by — bl + b3

Wenn «, B und v iiberhaupt Losungen sind, sind sie daher eindeutig bestlmmt.
Man sollte aber noch kontrollieren, dass es in der Tat Losungen sind:

by by by | b bs _
(E_E) (2;170)"_(62_5‘1‘ 6) (07170)+(§> (17073)_<bl7b27b3)

(6 Punkte)

Die Abgabe der Losungen zu den Hausaufgaben dieses Zettels muss bis zum Beginn der
Vorlesung am Montag, den 9. Mai 2011 in die dafiir vorgesehenen Ordner auf dem
Pult erfolgen.



