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Prasenzaufgaben

(P20) Sei A € R™*™ und f die in Satz 4.4 definierte Abbildung

Iy R* — R™
"l — Az

Vervollstandigen Sie den Beweis des Satzes und zeigen Sie, dass f auch die Eigen-
schaft (L2) besitzt.

(LP20) Fiir alle @ € R und = € R" gilt:
fla-z) = Alo-x)

air ... Qip axy

Aml - Qmn ax,

ari(axy) + ...+ ap(axy,)

1 (1) + .o+ A ()

alany + ...+ ap,)

a1 + - ..+ Qpny)

a1y + ...+ apT,

Amp1T1 + - .. + Qn Ty,
= «a-(Ax)
= «a- f(x).
Das ist die Eigenschaft (L2).
(P21) Geben Sie fiir die lineare Abbildung f : R? — R3; (z,y) — (2x,7 + y,z — y)

und g : R — R3; (z,y,2) = (x +y — 2,2 + y + 2,22) jeweils eine Basis von
Bild £, Bild g, Kern f und Kern g an®.

Tipp: Wenn Sie Matrizen A € R3*% und B € R**? finden, sodass f = f4 und g = fp
ist, dann kénnen Sie eventuell einige Rechnungen vereinfachen.

'Hinweis: Das 0-Tupel () wird als linear unabhiingig definiert. Weil L(()) = {0} gilt, ist () die Basis des
0-dimensionalen Vektorraums {0}.
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(LP21) Die Matrix A mit der Eigenschaft f = f4 hat in der ersten Zeile (2, 0), in der zweiten
Zeile (1,1) und in der dritten Zeile (1, —1):

2 0

A=|(1 1

1 -1
Nach Satz 4.4 ist f linear. Das Bild von f, ist die lineare Hiille der Spalten von A

(wird in H34a noch allgemein bewiesen); aus
0 N 2 0
flan=(1 1) (§) =al1] 45
1 -1

— = N
[u—

folgt Bild f = {f((, 8)) : (o, 8) € B2} = L((2,1,1), (0,1, ~1)).

Da die Spalten linear unabhéngig sind («(2,1,1) + £(0,1,—1) = 0 impliziert o =
p=0),ist ((2,1,1),(0,1,—1)) eine Basis von Bild f.

Wir betrachten Kern f. Wenn f((z,y)) = 0 gilt, dann gilt 22 = 0 und = + y = 0,

also gilt = 0 und y = 0. Dies zeigt, dass Kern f gleich {0} ist. Daher ist §) eine
Basis von Kern f.

Die Matrix B, sodass g = fp gilt, hat in der ersten Zeile (1,1, —1), in der zweiten
Zeile (1,1,1) und in der dritten Zeile (0,0, 2):
1 1 -1
B=1|11 1
00 2

Nach Satz 4.4 ist g linear. Analog zu obiger Rechnung ist Bild g die lineare Hiille
von den Spalten von B (wird in H34a noch allgemein bewiesen),

Bildg = {g((a,8,7)) : (a, 6 ) € R®}

1 : B : 75761&

1 o, B8, 7€ER
2
— L((1,1,0),(1,1,0),(~1,1,2))

Die Spalten bilden aber keine Basis, da sie offensichtlich linear abhéngig sind. Wir
bemerken, dass L((1,1,0),(1,1,0),(—1,1,2)) = L((1,1,0),(—1,1,2)) gilt, und da
(1,1,0) und (—1,1,2) linear unabhéngig sind («(1,1,0) + 5(—1, 1,2) = 0 impliziert
a=p=0),ist ((1,1,0),(—1,1,2)) eine Basis von Bild g.

Wir betrachten Kern g. Die gleichung ¢(z,y, ) liefert z = 0 (dritte Komponente),
und = +y = 0 (erste und zweite Komponente). Mit y = « als freie Variable erhalten
wir (z,y,2) = a(—1,1,0) mit @ € R, also ist {(—1,1,0)} eine Basis von Kern g.
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Hausaufgaben

(H32) Wie betrachten Abbildungen des Standardraums R? auf sich selbst:

(a)

Zeigen oder widerlegen Sie, dass
s R3 — R3
\ (z,y,2) — (x+2y+32,y+22,3x+y)

eine lineare Abbildung ist. Falls es eine lineare Abbildung ist, bestimmen Sie
bitte dim Bild f und dim Kern f.

Es ist eine lineare Abbildung, denn f = f4 mit

1 23

A=10 1 2

310

(vgl. Satz 4.4). Wir betrachten Kern f. Die Gleichung f((z,y,2)) = 0 kann
man schreiben als

1 2 3 T 0
01 2 yl =10
310 z 0
Wir Losen dies mit dem Gauf-Algorithmus:
1 2 3 1 2 3 1 2 3
01 2] —=10 1 2 1 =101 2
310 0 -5 -9 0 01

Die einzige Losung ist also (z,y, z) = (0,0,0), und somit ist Kern f = {0} und
dim Kern f = 0. Wegen Satz 4.9 gilt nun dim Bild f = dim R? — dim Kern f =
3—-0=3.

(2 Punkte)

Zeigen oder widerlegen Sie, dass
. R = R3
a (Qi',y,Z) = (554'?%—2753—?42,233—?/)
eine lineare Abbildung ist. Falls es eine lineare Abbildung ist, bestimmen Sie
bitte dim Bild g und dim Kern g.
Es ist keine lineare Abbildung: ¢((0,1,1)) = (0,—1,—1), aber g(2-(0,1,1)) =
(0,—4,-2) #2-(0,—-1,-1).
(2 Punkte)
Zeigen oder widerlegen Sie, dass

b R = R?
| (z,y,2) — (2x—2y—z,x+ 10y + 162, =3z + 4y + 32)

eine lineare Abbildung ist. Falls es eine lineare Abbildung ist, bestimmen Sie
bitte dim Bild A und dim Kern h.



(L)

Es ist eine lineare Abbildung, denn A = fg mit

2 =2 -1
B=11 10 16
-3 4 3

(vgl. Satz 4.4). Wir bestimmen Kern h, und lésen die Gleichung h((z,y, z)) = 0.
Da h = fp ist, kann man das schreiben als

2 =2 -1 x 0
1 10 16 gyl =10
-3 4 3 2 0
Mit dem Gauk-Algorithmus erhalten wir
2 =2 -1 1 10 16 1 16
1 10 16 ) =2 -2 —-1]—=10 —22 —33 —22 —33
-3 4 3 -3 4 3 0 0
Riickwértseinsetzen liefert z = a (freie Variabele), y = —% und z = —a, also
(z,y,2) = a(—1,—2,1) mit &« € R. Wir erhalten {( 1,—32,1)} als Basis fiir

Kern h, also ist dim Kernh = 1.

(Das hétten wir auch gleich sagen konnen, ohne Riickwértseinsetzen: wenn es
nach dem Gaufs-Algorithmus £ freie Variabelen gibt, ist die Dimension vom
Kern immer k.)

Wegen Satz 4.9 gilt nun dim Bild h = dimR3 — dimKernh =3 — 1 = 2.
(2 Punkte)

(6 Punkte)

(H33) Sei A € R™*™ eine Matrix. Nach Satz 4.4 gilt fiir alle x,y € R™ und alle « € R

Az +y) = Az + Ay und A(ax) = o(Az).

Nutzen Sie diese Aussagen, um den Satz 3.4 und die Bemerkung 3.13.2 zu beweisen.
Hierfiir zeigen Sie bitte:

(a)

(La)

Die Losungsmenge L(A) des homogenen LGS Az = 0 ist ein Untervektorraum
von R".

Die Losungsmenge L(A) ist nicht leer, da 0 immer eine Losung ist von Az = 0.
Wir zeigen x,y € L(A) = x4+ y € L(A). Wenn z,y in L(A) sind, dann gilt
Az = 0 und Ay = 0. Somit gilt auch A(x +y) = Az + Ay =0+ 0 = 0, und
r+ye L(A).

Wir zeigen © € L(A) = a -z € L(A) fiir alle « € R. Wenn x in L(A) ist,
Az = 0, dann gilt auch A(a-z) = a- (Ax) = a-0 = 0, und « - z ist ein
Element von L(A).

Da L(A) nicht leer ist, und abgeschlossen bzgl. Addition und Skalarmultiplika-
tion, ist es ein Untervektorraum von R™.

(2 Punkte)



(b)

(Lb)

Ist b € R™ und zy € R™ eine Losung des LGS Az = b, dann ist die Losungs-
menge

L(Ab) ={zo+2 : x € L(A)}.

Ein Vektor y € R™ ist eine Losung von Ay = b genau dann, wenn A(y — z¢) =
Ay — Axg = b — b = 0 gilt. Das heiltt, y ist eine Losung des inhomogenen
Gleichungssystems Ay = b genau dann, wenn x = y — xg eine Losung ist des
homogenen Gleichungungssystems Ax = 0 ist. Die Losungen y von Ay = b sind
daher genau die Vektoren y = ¢+ z, bei denen x eine Losung von Az = 0 ist.

(2 Punkte)
(4 Punkte)

(H34) Sei A € R™™ und f4 : R — R™ die lineare Abbildung die wir nach Satz 4.4
erhalten. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a)

(Lb)

Seien vy, ..., v, die Spalten der Matrix A. Es gilt Bild A = L(vy,...,v,) und
somit dim Bild A = Rang A.

Zusatzinformation: Fir die Abbildung f4 wird der Rang von f, als
Rang f4 := dim Bild f4

definiert.
(2 Punkte)
Der Beweis folgt direkt mit den Definitionen:
Bild A = Bild f4
= {fa(z) : z e R"}
={Az : x € R"}
={ryv1+...+ 20, : x=(21,...,2,) € R"}
={zv1+ ... +x0, : x1,..., 2, € R}
= L(vy, ..., ).
Fiir die Losungsmenge L(A) des LGS Az = 0 gilt
dim L(A) =n — Rang A.
(2 Punkte)

Die Dimensionsformel (Satz 4.9) besagt
dim R" = dim Kern f4 4+ dim Bild f4 .

Es gilt dimR"™ = n nach Beispiel 2.50.1, Kern f4 = L(A) nach Beispiel 4.6.2
und dim Bild f4 = dim Bild A = Rang A nach Aufgabenteil (a). Wenn wir dies

in obige Formel einsetzen, erhalten wir
n = dim L(A) + Rang(A)

und nach Umstellen die gewiinschte Aussage.
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(H35)

(LH35)

(4 Punkte)

Seien V, W Vektorrdume und f : V' — W eine bijektive lineare Abbildung. Weiter

sei (vy,...,v,) eine Basis von V und w; := f(v;) fir i € {1,...,n}. Zeigen Sie, dass
(w1, ..., w,) eine Basis von W ist.
Wir nehmen an, dass V' und W reellen Vektorrdume sind. Da (vy, ..., v,) eine Basis

von V ist, und da f linear ist, gilt

Bildf = {f(v) :veV}
= {flaqvy +...+ ) @ aq,..., 0 €R}
= {aaf(n)+...+anf(vn) : aq,..., 0, € R}
= {oqwi + ...+ auw, : aq,..., 0, ER}

= L(wy,...,w,).

Wegen der Surjektivitiat von f gilt nun Bild f = W, und somit L(wy,...,w,) = W.
Wir miissen nur noch zeigen, dass (wy,...,w,) linear unabhingig ist. Es seien

a, ..., an € R sodass aqwy + ... + a,w, = 0 gilt. Da f linear ist, gilt dann

aqwy + ...+ oaw, = apf(v) 4.+ anf(vg)
= f(Ck1U1+...+OénUn)

= 0.
Da f injektiv ist, folgt nun dass ajv; + ... + a,v, = 0 gilt. Wegen der linearen
Unabhéngigheit von (vy, ..., v,) ist das dquivalent zu a; = 0,. .., v, = 0. Dies zeigt,
dass (wy, ..., w,) linear unabhéngig ist. Da wir schon wussten, dass L(wy, ..., w,) =

W gilt, ist (wy,...,w,) eine Basis von W.

Bemerkung: wenn es eine bijektive lineare Abbildung f : V' — W gibt, nennt man
die Vektorrdume V und W isomorph. Wir haben jetzt folgendes gezeigt: wenn zwei
endlichdimensionalen Vektorraume isomorph sind, haben sie die gleiche Dimension.

Es ist nicht schwer auch das Umgekehrte zu zeigen. Wenn V' eine Basis (vy, ..., v,)
hat, und W hat eine Basis (wy, ..., w,), dann definiert f : ajv;+. ..+ a,v, — ajw;+
...+ aw, eine lineare bijektive Abbildung f : V — W. Zwei endlichdimensionalen
Vektorraume sind daher isomorph genau wenn sie von gleicher Dimension sind.
Insbesondere haben wir jetzt bewiesen:

Jeder reelle Vektorraum der Dimension n ist isomorph zu R™.

(6 Punkte)

Die Abgabe der Losungen zu den Hausaufgaben dieses Zettels muss bis zum Beginn der
Vorlesung am Montag, den 27. Juni 2011 in die dafiir vorgesehenen Ordner auf dem
Pult erfolgen.



